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Øîð Íàóì Çóñåëåâè÷

Àêàäåìiê Íàóì Çóñåëåâè÷ Øîð (1937 - 2006)
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ÂÑÒÓÏ

1962 ð. Àëãîðèòì óçàãàëüíåíîãî ãðàäi¹íòíîãî óçâîçó. Ïåðøèé
ïðèêëàä ÷èñåëüíîãî àëãîðèòìó íåãëàäêî¨ îïòèìiçàöi¨.
1969 ð. Ñóáãðàäi¹íòíi ìåòîäè ç ðîçòÿãîì ïðîñòîðó â íàïðÿìêó
ñóáãðàäi¹íòà (1976 Ìåòîä åëiïñî¨äiâ).
1971 ð. � Ñóáãðàäi¹íòíi ìåòîäè ç ðîçòÿãîì ïðîñòîðó â íàïðÿìêó
ðiçíîñòi äâîõ ïîñëiäîâíèõ ñóáãðàäi¹íòiâ (r-àëãîðèòì).
Äî òåïåðiøíüîãî ÷àñó ðîçðîáëåíî íèçêó ìîäèôiêàöié
ràëãîðèòìó: àëãîðèòìè ç ïðîãðàìíèì âèáîðîì çíà÷åíü
êîåôiöi¹íòiâ ðîçòÿãóâàííÿ (r(σ)-àëãîðèòìû.); àëãîðèòìè ç
ðiçíèìè ïðàâèëàìè âèáîðó êðîêîâèõ ìíîæíèêiâ òà iíøi.
Ðîçðîáëåíî âàðiàíòè àëãîðèòìiâ íåãëàäêî¨ îïòèìiçàöi¨ íà îñíîâi
âèêîðèñòàííÿ ε-ñóáãðàäi¹íòiâ.
Îñíîâíà ìåòà ïðè öüîìó ïîëÿãàëà ó ðîçðîáöi àëãîðèòìó ç
ïîðiâíÿííîþ ç r-àëãîðèòìîì åôåêòèâíiñòþ òà ç òåîðåòè÷íî
îá ðóíòîâàíîþ òðóäîìiñòêiñòþ. Öi àëãîðèòìè  ðóíòóþòüñÿ íà
ñóòò¹âîìó âèêîðèñòàííi àãðåãàòíèõ ε-ñóáãðàäi¹íòiâ.
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ÇÀÄÀ×À ε-ÌIÍIÌIÇÀÖI�

f(x) � îïóêëà ôóíêöiÿ â Rn.
f∗ = min{f(x)|x ∈ Rn}.
X∗ � ìíîæèíà òî÷îê ìiíiìóìó ôóíêöi¨ f(x).
Äëÿ äàíîãî ÷èñëà ε̄ ≥ 0 ââåäåìî
X∗(ε̄) � ε̄-îïòèìàëüíó ìíîæåíó:
X∗(ε̄) = {x ∈ Rn|f(x) ≤ f∗ + ε̄}.
Áóäü-ÿêà òî÷êà x̃ ∈ X∗(ε̄) i çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f̃ = f(x̃) áóäóòü
íàçèâàòèñÿ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷i ε̄-îïòèìiçàöi¨ (ε̄-ðiøåííÿ).
Íåõàé çàäàíî êóëþ D(z,R) ïî÷àòêîâî¨ ëîêàëiçàöi¨ ε̄-ðîçâ'ÿçêiâ,
äå z ∈ Rn � ¨¨ öåíòð, à R > 0 � éîãî ðàäióñ. Ïðèïóñòèìî, ùî
êóëÿ D(z,R) ìiñòèòü ïðèíàéìíi îäíó òî÷êó ìiíiìóìó x∗ ∈ X∗.
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ε-ÑÓÁÃÐÀÄI�ÍÒ

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè âèçíà÷åííÿ ε-ñóáãðàäi¹íòà, äåùî
âiäìiííå âiä êëàñè÷íîãî (C. Lemarechal, K. Mi�in).
Âèçíà÷åííÿ. Âåêòîð g ∈ Rn íàçèâà¹òüñÿ (ε, f̃)−ñóáãðàäi¹íòîì
ôóíêöi¨ f(x) ó òî÷öi z, ÿêùî äëÿ ∀x âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

f(x) ≥ f̃ + (g, x− z)− ε (1)

äå f̃ ≥ f∗; ε ∈ R1.
Çíà÷åííÿ f̃ íà iòåðàöi¨ k àëãîðèòìó çàçâè÷àé äîðiâíþ¹
îòðèìàíîìó ðåêîðäíîìó çíà÷åííþ ôóíêöi¨ f(x). ßêùî çíà÷åííÿ
f∗ âiäîìå àïðiîði, òî f̃ = f∗. Êëàñè÷íå âèçíà÷åííÿ
ε-ñóáãðàäi¹íòà çáiãà¹òüñÿ ç âèçíà÷åííÿì (ε, f̃)-ñóáãðàäi¹íòà (1)
ïðè f̃ = f(z), ε ≥ 0,
Ïîçíà÷åííÿ. ∂f(x) � ìíîæåíà ñóáãðàäi¹íòiâ ôóíêöi¨ f(x) ó
òî÷öi x.
G(x) � ìíîæåíà (ε, f̃)-ñóáãðàäi¹íòiâ ôóíêöi¨ f(x) ó òî÷öi x.
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ε-ÑÓÁÃÐÀÄI�ÍÒ

Íåõàé g(ε1, f̃) ∈ G(z1) òîäi g(ε2, f̃) ∈ G(z2) äå

ε2 = ε1 − (g, z2 − z1). (2)

Òàêèì ÷èíîì, (ε, f̃)�ñóáãðàäi¹íò ó ïåâíié òî÷öi z1 ¹
(ε, f̃)−cóáãðàäi¹íòîì ó áóäü-ÿêié iíøié òî÷öi z2. Ôîðìóëà (2)
âèçíà÷à¹ ïåðåðàõóíîê ïàðàìåòðà ε-ñóáãðàäi¹íòà.
Íåõàé g(ε1, f̃1) ∈ G(z), òîäi g(ε1, f̃1) ∈ G(z), äå

ε2 = ε1 − (f̃1 − f̃2). (3)

Ó àëãîðèòìi ïåðåðàõóíîê ïàðàìåòðà (ε, f̃) âèêîíó¹òüñÿ ó
ñèòóàöi¨, êîëè îòðèìàíî íîâå ðåêîðäíå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨
(f̃1 > f̃2).
Íàâåäåíå âèçíà÷åííÿ ε-ñóáãðàäi¹íòà ¹ çðó÷íèì ñïîñîáîì
âiäñòåæåííÿ ëîêàëiçàöi¨ ε-ðiøåííÿ íà îñíîâi âiäñiêàþùiõ
ïëîùèí.
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ÀÃÐÅÃÀÒÍÈÉ ε-ÑÓÁÃÐÀÄI�ÍÒ

Ïîçíà÷åííÿ.

X̃(ε̄, f̃) = {x ∈ Rn|f(x) ≤ f̃ − ε̄}.
Â àëãîðèòìi âñi òî÷êè, ùî íå íàëåæàòü ìíîæåíi X̃(ε̄, f̃)
âiäñiêàþòüñÿ! Çàçâè÷àé âiäñiêàþòüñÿ òî÷êè, ùî íå íàëåæàòü
îïòèìàëüíié ìíîæèíi X∗.
ßêùî íà iòåðàöi¨ k ìíîæåíà X̃(ε̄, f̃k) ïîðîæíÿ, òî f̃k ¹
âèðiøåííÿì çàäà÷i 2ε̄-îïòèìiçàöii!
Íåõàé gi ∈ G(z), i = 1, . . . ,m; ε̃i = ε̄− εi.
Òîäi X̃(ε̄, f̃) ìiñòèòüñÿ â ïåðåòèíi ïiäïðîñòîðiâ:
(x− z, gi) ≤ −ε̃i, (íå âèêëþ÷åíî, ùî öåé ïåðåòèí ïîðîæíié).
y� âåêòîð çñóâó âiäñiêàþ÷î¨ ïëîùèíè âiä òî÷êè z âèçíà÷à¹òüñÿ
ðiøåííÿì çàäà÷i:

min ||y||2 (4)

(y, gi) ≤ −ε̃i; i = 1, . . . ,m. (5)

ßêùî ñèñòåìà (5) íåñóìiñíà, òî âåêòîð y íåâèçíà÷åíèé.
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AGGREGATED ε-SUBGRADIENT

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé ñèñòåìà îáìåæåíü (5) íåñóìiñíà. Òîäi f̃
¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i 2ε̄-îïòèìiçàöi¨ òà îïóêëà îáîëîíêà ìíîæèíè
ε-ñóáãðàäi¹íòiâ G(z) ìiñòèòü 0.
Òâåðäæåííÿ 2. Ïðèïóñòiìî:
a). max{εi; i = 1, . . . ,m} ≤ ε̄;
b). ñèñòåìà (5) óçãîäæåíà (ðiøåííÿ iñíó¹);
c). λ îïòèìàëüíi çíà÷åííÿ äâî¨ñòèõ çìiííèõ çàäà÷i (4)-(5);
d). g =

∑
λigi/

∑
λi;

e). ε =
∑
λiεi/

∑
λi.

Òîäi: g ∈ G(z),

y = −hg/||g||, h = (ε̄− ε)/||g||. (6)

ßêùî ñèñòåìà (5) íåñóìiñíà, òî âñòàíîâëþ¹ìî g = 0.
Âåêòîð g, âèçíà÷åíèé ó òâåðäæåííi 2, áóäå íàçèâàòèñÿ
àãðåãàòíèì ε-ñóáãðàäi¹íòîì ìíîæåíè ñóáãðàäi¹íòiâ G(z).
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AGGREGATED ε-SUBGRADIENT

Àãðåãàòíèé ε-ñóáãðàäi¹íò çàáåçïå÷ó¹ ìàêñèìàëüíèé çñóâ
ïëîùèíè âiäñiêàííÿ ìíîæåíè X̃(ε̄, f̃).
Êîìåíòàð.
1. ßêùî âñi εi = ε � êîíñòàíòà, òîäi g = Nr{gi} ⇒ êëàñè÷íèé
àãðåãàòíèé ñóáãðàäi¹íò.
(Íà îíîâëåííi öi¹¨ âëàñòèâîñòi ðîçðîáëåíî îðèãiíàëüíèé
àëãîðèòì ïðîåêòóâàííÿ íóëÿ íà îïóêëó îáîëîíêó âåêòîðiâ:
g = Nr{gi})
2. Íåõàé g ∈ ∂f(z), òîäi g ¹ (ε, f̃) -ñóáãðàäi¹íòí ñ
ε = −(f(z)− f̃) ≤ 0.
3. Íåõàé f̃ = f∗, òîäi g ∈ ∂f(z) ¹ (ε, f∗) -ñóáãðàäi¹íòí ç
ε = −(f(z)− f∗). Äëÿ ε̄ = 0 çíà÷åííÿ êðîêó
"çðóøåííÿ"h = (ε̄− ε)/||g|| = (f(z)− f∗)/||g||, ùî òî÷íî
âiäïîâiäà¹ ìíîæíèêó êðîêó ìåòîäó Ïîëÿêà (Á. Ò. Ïîëÿê).

10 / 17 N.G. Zhurbenko



1 2 2 2 3 4 4 5 5 5 6 7 9 9 10 11 12

ε-ÑÓÁÃÀÄI�ÍÒÍÈÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ

Íåõàé íà iòåðàöi¨ k îòðèìàíî: òî÷êà xk; ìíîæåíà
ε-ñóáãðàäi¹íòiâ Ωk.
k + 1-ÿ iòåðàöiÿ.
Îá÷èñëþ¹ìî:
gk � ε-ñóáãðàäi¹íò ó òî÷öi xk;
Ωk+1 = gk

⋃
Ωk;

Gk � àãðåãàòíèé ε-ñóáãðàäi¹íò ìíîæåíà Ωk+1

xk+1 = xk − hkGk/||Gk||;
Êîðåêöiÿ ìíîæèíè Ωk+1 äëÿ òî÷êè xk+1 ç óðàõóâàííÿì
îòðèìàííÿ íîâîãî ðåêîðäíîãî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ òà çàäàíîãî
ïàðàìåòðà m (ìàêñèìàëüíå ÷èñëî ε-ñóáãðàäi¹íòiâ ìíîæèíè
Ωk+1).
Çóïèíèòè àáî ïåðåéòè äî iòåðàöi¨ k + 2.
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ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈß ε-ÑÓÁÃÀÄI�ÍÒÍÎÃÎ ÀËÃÎÐÈÒÌÓ

k + 1-ÿ iòåðàöiÿ.
Îá÷èñëþ¹ìî:
gk � ε-ñóáãðàäi¹íò ó òî÷öi xk;
y = xk : Ω = Ωk;
M1:
g(y) � ε-ñóáãðàäi¹íò ó òî÷öi y;
g(x) � ε-ñóáãðàäi¹íò, ùî âiäïîâiäà¹ g(y) ñóáãðàäi¹íòó äëÿ òî÷êè
xk;
Ω := g(x)

⋃
Ω;

G � àãðåãàòíèé ε-ñóáãðàäi¹íò ìíîæåíè Ω
y := xk − hkG/||G||;
ßêùî gk ¹ àêòèâíèì äëÿ ìíîæåíè Ω, goto M1.
xk+1 = y; Ωk+1 = Ω;
Çóïèíèòè àáî ïåðåéòè äî iòåðàöi¨ k + 2.
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ÂÈÑÍÎÂÎÊ

Ïðåäñòàâëåíó ñòðàòåãiþ ãåíåðàöi¨ ε-ñóáãðàäi¹íòiâ ìîæíà
âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ ðiçíèõ àëãîðèòìiâ ìiíiìiçàöi¨. Çîêðåìà, ¨¨
ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ ìîäèôiêàöi¨ ñóáãðàäi¹íòíîãî
àëãîðèòìó Ïîëÿêà ç àïðiîði âiäîìèì îïòèìàëüíèì çíà÷åííÿì
ôóíêöi¨. Äëÿ òàêîãî àëãîðèòìó (ç âèêîðèñòàííÿì îïåðàòîðiâ
ïåðåòâîðåííÿ ïðîñòîðó) ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà îöiíêà ÷èñëà
iòåðàöié äëÿ âèðiøåííÿ çàäà÷i ç âiäíîñíîþ òî÷íiñòþ γ :
Äëÿ çàäà÷ âèñîêî¨ òî÷íîñòi (n� 1/γ):
k < O (n(1/γ) ln(1/γ))
(Àëãîðèòì åëiïñî¨äiâ: k < O

(
n2 ln(1/γ)

)
. )

Äëÿ çàäà÷ âåëèêî¨ ðîçìiðíîñòi (n� 1/γ) :
k < O

(
(1/γ2) ln(1/γ)

)
(Àãîðèòì Ïîëÿêà: k < O

(
1/γ2

)
.)
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ÂÈÑÍÎÂÎÊ

Ïðîöåäóðà ãåíåðàöii ε-ñóáãðàäi¹íòiâ ðîçðîáëåíà ç îði¹íòóâàííÿì
íà ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ âåëèêî¨ ðîçìiðíîñòi. Äëÿ àëãîðèòìó ç
m = 2 îá÷èñëåííÿ àãðåãàòíîãî ñóáãðàäi¹íòà (âèðiøåííÿ çàäà÷i
êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ) âèêîíó¹òüñÿ àíàëiòè÷íî.
Íà öåé ÷àñ ïðîâîäÿòüñÿ äîñëiäæåííÿ ÷èñåëüíî¨ åôåêòèâíîñòi
àëãîðèòìó.
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