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Введение 

Эффективным и часто используемым на практике средством решения 

задач минимизации гладких функций являются алгоритмы, относящиеся к 

классу квазиньютоновских методов и методов сопряженных направлений. 

Имеются различные интерпретации и схемы построения этих методов [1 – 3]. 

Общая схема квазиньютоновских методов и методов сопряженных направле-

ний безусловной минимизации функции )(xf в nR  определяется следующим 

итеративным процессом генерации приближений n
k Rx ∈ : 

,,2,1,111 K=−= −−− kgHhxx kkkkk     (1) 

где kh  – шаговый множитель, 

);(minarg 111 −−− −= kkk
h

k ghHxfh     (2) 

1−kg  – градиент функции )(xf  в точке ;1−kx  1−kH  – симметричная положи-

тельно определенная матрица.  

После шага k  матрица kH  определяется в форме аддитивной поправки 

матрицы :1−kH  ,1 kkk HHH ∇+= −  где kH∇  – матрица ранга 1 или 2. Вы-

бранная корректировка kH∇  матрицы 1−kH  определяет конкретный алго-

ритм (1).  
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Известны следующие «градиентные» интерпретации метода (1). Первая 

из них обычно приводится для квазиньютоновских методов и состоит в сле-

дующем. Шаг метода (1) соответствует шагу градиентного метода в про-

странстве с определяемой матрицей 1−kH  метрикой, т.е. в пространстве со 

скалярным произведением :),( H⋅⋅  ).,(),( 1
1 zxHzx kH

−
−=  Поэтому квазиньтонов-

ские методы часто называют методами переменной метрики. 

Другая интерпретация метода (1) связана с операцией преобразованием 

пространства переменных линейным оператором. Представим матрицу kH  в 

виде ,T
kkk BBH =  где kB  – невырожденная матрица .nn× . Такое представле-

ние корректно поскольку матрица kH  невырождена и положительно опреде-

лена. Положим .1−= kk BA  Пусть Y  – «преобразованное» соответствующим 

матрице kA  линейным оператором пространство: .XAY k=  Градиент )(~ yg  

функции ),()(
~

xBfyf k=  соответствующей функции )(xf  в пространстве ,Y  

равен ).(xgBT
k  Поэтому шаг метода (1) соответствует (в исходном простран-

стве X ) шагу градиентного алгоритма в «преобразованном» пространстве .Y   

Построение методов рассматриваемого класса обычно основано на ос-

нове анализа задачи минимизации квадратичной функции  

,),(),()(min{ cxbxCxxf ++=      (3) 

где −C  положительно определенная симметричная матрица (для методов 

сопряженных направлений можно рассматривать случай ,0≥C  однако, для 

краткости, мы будем считать, что 0>C ). 

Квазиньтоновские методы и методы сопряженных направлений обес-

печивают (и должны обеспечивать по определению) решение задачи (3) не 

более чем за n  шагов. В дальнейшем, для краткости, будем считать, что ре-

шение обеспечивается за n  шагов.  
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Для квазиньютоновских методов (по определению) должно выполнять-

ся условие: .1−=CHn  Отсюда следует так называемое квазиньютоновское 

условие рекуррентного пересчета матрицы kH : 

    .)( 111 −−− −=− kkkkkk gHhggH     (4) 

Для методов сопряженных направлений выполнение условия 
1

1
−

+ = CHn  не обязательно (если это условие выполняется, то такой метод 

относится к классу квазиньютоновских). Так в численных схемах простей-

ших алгоритмов сопряженных направлений матрица kH  вообще отсутствует 

(например, алгоритмы Флетчера-Ривса [4], Полака-Рибьера [4], Поляка Б.Т. 

[5]). Варианты таких алгоритмов и алгоритмов с несимметричными матрица-

ми мы рассматривать не будем. 

Основой построения методов сопряженных направлений является тре-

бование −C ортогональности (сопряженности) направлений :kkk gHp =  

   .1,1,0,0),( −== kjpCp jk K      (5) 

Наиболее известная методика построения методов сопряженных на-

правлений разработана Х. Хуангом (H. Y. Huang) [1]. Согласно приведенной 

в работе [3] описанию этой методики, условие −C ортогональности (5) будет 

выполнено (с учетом (2)), если выполнены соотношения: 

   ,1,1,0, −== kjpCpH jjk Kλ     (6) 

где λ  – произвольная неотрицательная константа. 

Также как и для квазиньютоновских методов, после шага k  матрица 

kH  определяется в форме аддитивной поправки. 

После описания приведенных выше хорошо и давно известных фактов, 

нашей задачей является интерпретация квазиньютоновского условия (4) и 

условия −C ортогональности (6) с позиции использования операторов преоб-

разования пространства: матрица kH  представляется в виде .T
kkk BBH =  
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Квадратичной функции )(xf  задачи (3) в преобразованном оператором 

1−= kk BA  пространстве XAY k=  имеет вид ,),(),
~

()(
~

cxbByyCyf T
kk ++=  где 

k
T
kk CBBC =~

 – матрица квадратичной части функции в преобразованном про-

странстве. Положим: ,11 −−= kkk gHp  kkk pAp =~  ( kp~ – направление в преоб-

разованном пространстве, соответствующее направлению «движения» kp  ал-

горитма (1) в исходном пространстве).  

Пусть матрица преобразования kB  удовлетворяет следующему усло-

вию (вектор kp~  является собственным вектором матрицы квадратичной 

функции в преобразованном пространстве; собственное значение вектора 

равно kλ ) 

.~~~
kkkk ppC λ=      (7) 

Утверждение 1. Квазиньютоновское условие (4) и условие (7), в котором 

,1=kλ  эквивалентны. 

Естественная форма корректировки матрицы преобразования про-

странства kA  имеет вид  

1−= kkk ARA  ( ,1 kkk TBB −=  где 1−= kk RT ).   (8) 

Такая форма соответствует последовательному преобразованию пространст-

ва: 1−= kkk YRY  ( XY =0 ). 

Отметим, что представление известных вариантов квазиньютоновских 

методов (Давидона-Флетчера-Пауэлла, Бройдена-Флетчера-Шенно) в такой 

форме методов с преобразованием пространства приведено в работе [6]. 

Шаг (1) соответствует шагу обычного градиентного метода в простран-

стве :1−kY  

,,2,1,~
11 K=−= −− kghyy kkkk     (9) 

где −= −−− 111
~

k
T
kk gBg  градиент функции )()(

~
1xBfyf k−=  в точке 

.111 −−− = kkk xBy   
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Пусть k
T
kk gBg 1

~
−=  – градиент функции )()(

~
1xBfyf k−=  в точке 

kkk xBy 1−=  пространства ,1−kY  }~,~{ 1 kk gg −  – двумерное подпространство про-

странства 1−kY  определяемое векторами kk gg ~,~
1−  Выделим подкласс методов 

с преобразованием пространства следующим ограничением на выбор опера-

торов :kR  kR  оператор изменяет только подпространство }~,~{ 1 kk gg − ). Для 

выделенного подкласса методов с преобразованием пространства справедли-

во следующее утверждение. 

Утверждение 2. Условия C -ортогональности (6) и условие (7), в котором 

,λλ =k  эквивалентны. 

Заключение  

В заключение сделаем несколько замечаний. 

1. Отметим содержательный смысл рассматриваемого класса квазинью-

тоновских методов и методов сопряженных направлений, генерируемых на 

основе преобразования пространства. В преобразованном пространстве 1−kY  

выполняется шаг градиентного алгоритма (9). После этого производится пре-

образование пространства 1−kY  (изменяющее лишь подпространство 

}~,~{ 1 kk gg − ) с выполнением условия (7). Содержательный смысл этого усло-

вия: образ (в пространстве kY ) вектора смещения в пространстве 1−kY  

должен являться собственным вектором матрицы квадратичной функции в 

пространстве kY . Оказывается, что такой принцип выбора операторов пре-

образования соответствует квазиньютоновскому условию (4) и известному 

условию C -ортогональности (6) методов сопряженных направлений. Для 

квадратичной функции образ траектория метода (1) в пространстве nY  соот-

ветствует движению по (взаимно ортогональным) собственным векторам 

матрицы .
~

nC  

2. Приведенная интерпретация квазиньютоновского условия и условия 

C -ортогональности не только интересна своей наглядностью (удивительно, 

но автор не обнаружил публикацию такой интерпретации). Она позволяет 
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строить новые модификации методов рассматриваемого класса. Так в рабо-

тах [7, 8] разработано семейство алгоритмов на основе использования усло-

вия (7) и операторов растяжения пространства )(ηαR  [9]. Как частный случай 

в это семейство входит предельный вариант r-алгоритма [10] (одного из наи-

более эффективных алгоритмов негладкой оптимизации) с бесконечным ко-

эффициентом растяжения.  
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