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Передмова

Теорiя та алгоритми оптимiзацiї є важливою частиною арсеналу сучасного
прикладного математика. У посiбнику розглянуто елементи теорiї варiацiй-
них нерiвностей та популярнi алгоритми пошуку їх розв’язкiв. Варiацiйнi не-
рiвностi є зручною загальною формою запису та дослiдження рiзних задач.
Зокрема, у виглядi варiацiйної нерiвностi можуть бути сформульованi задачi
математичного програмування, сiдловi задачi та задачi знаходження точок
рiвноваги Неша.

Ця невелика книга є розширеним конспектом лекцiй для студентiв спе-
цiальностi «Прикладна математика» факультету комп’ютерних наук та кi-
бернетики Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка.
Матерiал вивчався в рамках дисциплiни «Проблеми та методи оптимiзацiї».

Попереднi знання, якi вимагаються для розумiння матерiалу, вiдповiдають
тому середньому рiвню, що досягається пiсля трьох рокiв навчання на фа-
культетах комп’ютерних наук, кiбернетики та прикладної математики кла-
сичних унiверситетiв України. Ряд необхiдних результатiв з функцiонально-
го аналiзу наведено у роздiлi 1. Крiм того, роздiл 7 мiстить замкнений нарис
метричної теорiї нерухомих точок та основнi методи апроксимацiї нерухомих
точок нерозтягуючих операторiв. Це викликано тим, що данi методи легко
модифiкуються до бiльш спецiалiзованих алгоритмiв.

Автор глибоко вдячний колегам i студентам за плiднi дискусiї та зауваже-
ння щодо змiсту, передусiм Юрiю Малiцькому та Юрiю Гончаренку.

Робота виконана за фiнансової пiдтримки МОН України (0119U100337,
«Математичне моделювання та оптимiзацiя динамiчних систем для оборо-
ни, екологiї та медицини», 2019–2021) та НАН України (0119U101608, «Новi
методи дослiдження коректностi та розв’язання задач дискретної оптимiзацiї,
варiацiйних нерiвностей та їх застосування», 2019–2020).

Зауваження та побажання можна надсилати електронною поштою:

semenov.volodya@gmail.com.

Київ, 25 сiчня 2021

В. В. Семенов



6 Роздiл 1. Попереднi вiдомостi

Роздiл 1

Попереднi вiдомостi

Наведено необхiднi результати з функцiонального аналiзу. Крiм того, роз-
дiл мiстить фундаментальнi теореми Брауера, Шаудера та Какутанi про не-
рухомi точки.

1.1. Метрична проекцiя на замкнену опуклу множину

Нехай H — дiйсний гiльбертовий простiр зi скалярним добутком (·, ·) та
нормою ‖·‖. Cильну збiжнiсть позначатимемо через →, а слабку — ⇀.

Теорема 1.1. Нехай C ⊆ H — опукла замкнена множина. Тодi для будь-
якого елемента x простору H в C iснує єдиний найближчий до x елемент.
Iншими словами, iснує єдиний елемент z ∈ C, для якого

‖z− x‖ = min
y∈C
‖y− x‖ .

Перше доведення. Нехай zk ∈ C — мiнiмiзуюча послiдовнiсть, тобто

lim
k→∞ ‖zk − x‖ = d = inf

y∈C
‖y− x‖ . (1.1)

За правилом паралелограма (елементарний наслiдок всластивостей скаляр-
ного добутку)

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2 ‖x‖2 + 2 ‖y‖2 , x, y ∈ H,

можемо записати

‖zk − zl‖2 = 2 ‖x− zk‖2 + 2 ‖x− zl‖2 − 4
∥∥∥∥x− zk + zl2

∥∥∥∥2 . (1.2)
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З опуклостi C випливає 1
2
zk +

1
2
zl ∈ C, тому

d2 ≤
∥∥∥∥x− zk + zl2

∥∥∥∥2 .
Отже,

‖zk − zl‖2 ≤ 2 ‖x− zk‖2 + 2 ‖x− zl‖2 − 4d2.
З (1.1) випливає, що limk,l→∞ ‖zk − zl‖ = 0.

Оскiльки простiр H повний, множина C замкнена, то iснує елемент z ∈ C
такий, що zk → z. Крiм того,

‖z− x‖ = lim
k→∞ ‖zk − x‖ = d.

Для доведення єдиностi найближчого елемента слiд тiльки зазначити, що
пiсля пiдстановки в (1.2) замiсть zk i zl довiльних двох елементiв z, z ′ ∈ C,
якi задовольняють ‖z− x‖ = ‖z ′ − x‖ = d, одержимо

‖z− z ′‖2 = 2 ‖x− z‖2 + 2 ‖x− z ′‖2 − 4
∥∥∥∥x− z+ z ′2

∥∥∥∥2 ≤ 4d2 − 4d2 = 0,
звiдки випливає, що z = z ′.

Друге доведення. Оскiльки d(x,C) = infy∈C ‖y−x‖ = d(0, C−x), то теорему
достатньо довести для випадку x = 0. Позначимо d(0, C) через d i розглянемо
множини

Cn =

{
y ∈ C : ‖y‖ ≤ d+

1

n

}
.

Перетин усiх Cn — це множина елементiв, якi розташованi на вiдстанi d вiд
нуля. Отже, потрiбно довести, що

⋂∞
n=1Cn складається з однiєї точки. Ско-

ристаємось принципом вкладених множин. Множини Cn утворюють спадний
ланцюг опуклих замкнених множин. Потрiбно показати, що diamCn → 0

(n→∞). Для x, y ∈ Cn маємо:

‖x− y‖2 = 2 ‖x‖2 + 2 ‖y‖2 − ‖x+ y‖2 ≤

≤ 2

((
d+

1

n

)2
+

(
d+

1

n

)2
− 2d2

)
=
8d

n
+
4

n2
.

Отже, diamCn ≤
√

8d
n
+ 4

n2 → 0 (n→∞).

Теорема 1.1 дозволяє коректно ввести оператор PC метричного проектува-
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ння (проекцiї) простору H на опуклу замкнену множину C ⊆ H, який ставить
у вiдповiднiсть елементу x ∈ H єдиний елемент PCx ∈ C, для якого

‖PCx− x‖ = min
y∈C
‖y− x‖ . (1.3)

Оператор PC можна охарактеризувати таким чином.

Теорема 1.2. Нехай C ⊆ H — опукла замкнена множина, x ∈ H, z ∈ C.
Такi умови рiвносильнi:

1) z = PCx.

2) (z− x, y− z) ≥ 0 ∀y ∈ C.

3) ‖z− y‖2 ≤ ‖x− y‖2 − ‖z− x‖2 ∀y ∈ C.

Доведення. Рiвносильнiсть 2) та 3) випливає з тотожностi

2(z− y, z− x) = ‖z− y‖2 + ‖z− x‖2 − ‖x− y‖2 .

Доведемо рiвносильнiсть 1) та 2). Нехай x ∈ H i z = PCx. Оскiльки мно-
жина C опукла, то

(1− t)z+ ty = z+ t(y− z) ∈ C ∀z ∈ C 0 ≤ t ≤ 1.

Унаслiдок (1.3) функцiя

φ(t) = ‖x− z− t(y− z)‖2 = ‖x− z‖2 − 2t(x− z, y− z) + t2 ‖z− y‖2

досягає мiнiмуму в точцi t = 0. Це означає, що d
dt
φ(0) ≥ 0, тобто (x− z, y−

z) ≤ 0 для всiх y ∈ C, або (z − x, y − z) ≥ 0 для всiх y ∈ C. З iншого боку,
якщо z ∈ C i (z− x, y− z) ≥ 0 при y ∈ C, то

0 ≤ (z− x, y− x+ x− z) = − ‖x− z‖2 + (z− x, y− x).

Отже, ‖x− z‖2 ≤ (z − x, y − x) ≤ ‖z− x‖ ‖y− x‖ i тим самим ‖x− z‖ ≤
‖y− x‖ ∀y ∈ C, тобто z = PCx.

З теореми 1.2 випливає, що оператор метричного проектування PC нероз-
тягуючий, тобто

‖PCx− PCy‖ ≤ ‖x− y‖ ∀x, y ∈ H.
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Для деяких опуклих замкнених множин C вiдомi явнi формули обчислення
проекцiї PC. Наприклад, для кулi

B(x0, R) = {y ∈ H : ‖y− x0‖ ≤ R}

та x /∈ B(x0, R) маємо

PBR(x0)x = x0 + R
x− x0
‖x− x0‖

,

а для гiперплощини L = {y ∈ H : (x0, y) = c} (x0 6= 0, c ∈ R) проекцiя PLx
обчислюється за формулою

PLx = x+ (c− (x0, x))
x0

‖x0‖2
.

Розглянемо скiнченний набiр замкнених опуклих множин C1, C2,..., Cr. Для
x0 ∈ H визначимо послiдовнiсть (xn) за таким правилом:

x0
PC17→ x1

PC27→ x2
PC37→ x3

PC47→ ...
PCr7→ xr

PC17→ xr+1
PC27→ ..., (1.4)

тобто
xn+1 = PCnmod r+1

xn.

Має мiсце

Теорема 1.3 (Л. Брегман1). Нехай C1,..., Cr ⊆ H — замкненi опуклi
множини з непорожнiм перетином. Тодi

xn ⇀ x̄ ∈ ∩ri=1Ci при n→∞.
Доведення. Нехай x ∈ ∩ri=1Ci. Позначимо через (yik) пiдпослiдовнiсть (xkr+i),
де i ∈ {1, ..., r}. Iз означення метричної проекцiї випливають нерiвностi

‖x0 − x‖ ≥ ‖x1 − x‖ ≥ ‖x2 − x‖ ≥ ‖x3 − x‖ ≥ ... ≥ 0.

Отже, послiдовнiсть (xn) обмежена та iснує границя limn→∞ ‖xn − x‖. Зокре-
ма, обмеженою є послiдовнiсть (y1k). Тому iснує така пiдпослiдовнiсть (y1kl),
що y1kl ⇀ x̄ ∈ H (l→∞). Оскiльки y1kl ∈ C1, а множина C1 слабко замкнена,
то x̄ ∈ C1.

1Лев Меєрович Брегман (Lev M. Bregman, нар. 31 сiчня 1941, Ленiнград) – радянський та iзраїльский
математик. Автор поняття дивергенцiя Брегмана. Закiнчив у 1963 роцi Ленiнградський унiверситет та
працював у ньому до 1991-го. Кандидатську дисертацiю захистив у 1966 роцi. Розробив релаксацiйний
метод знаходження спiльної точки опуклих множин та застосував його для розв’язання задач опуклого
програмування. Емiгрував до Iзраїлю у 1991 роцi.
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Для y2kl = PC2
y1kl маємо∥∥y1kl − y2kl∥∥2 ≤ ∥∥y1kl − x∥∥2 − ∥∥y2kl − x∥∥2 .

Тому liml→∞ ∥∥y1kl − y2kl∥∥ = 0. Звiдси y2kl ⇀ x̄. Отримали, що x̄ ∈ C2. Продов-
жуючи аналогiчно, доходимо висновку, що має мiсце включення x̄ ∈ ∩ri=1Ci.
Залишилось показати, що вся послiдовнiсть (xn) слабко збiгається до x̄. До-
водимо вiд супротивного. Припустимо, що (xn) не збiгається слабко до x̄. Тодi
iснує така пiдпослiдовнiсть (xnj

), що

xnj
⇀ x̃ 6= x̄, j→∞.

Пiдпослiдовнiсть (xnj
) мiстить принаймнi одну пiдпослiдовнiсть вигляду (yikl)

для деякого i ∈ {1, ..., r}. Мiркуючи як i ранiше, отримаємо x̃ ∈ ∩ri=1Ci. Роз-
глянемо числову послiдовнiсть

αn = ‖xn − x̄‖2 − ‖xn − x̃‖2 = ‖x̄‖2 − ‖x̃‖2 + 2(xn, x̃− x̄).

Послiдовнiсть (αn) збiжна. Нехай α = limn→∞ αn. З одного боку, розглянув-
ши пiдпослiдовнiсть (αnj

), отримаємо

α = ‖x̄− x̃‖2 .

З iншого, розглянувши (y1kl), отримаємо

α = − ‖x̄− x̃‖2 .

Таким чином, α = 0 та x̄ = x̃.

Має мiсце

Теорема 1.4. Нехай E1,..., Er ⊆ H — замкненi афiннi пiдпростори з не-
порожнiм перетином. Тодi для всiх x ∈ H

(PEr...PE2PE1)
n
x→ P∩ri=1Ei

x при n→∞.
Опишемо тепер метод усереднених проекцiй знаходження спiльної точки

скiнченного набору замкнених опуклих множин C1, C2,..., Cr. Для x0 ∈ H
будуємо послiдовнiсть (xn) за правилом:

xn+1 =
1

r

r∑
i=1

PCi
xn. (1.5)
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Обчислення проекцiй у (1.5) можна органiзувати паралельно.
Має мiсце

Теорема 1.5. Нехай C1, C2,..., Cr ⊆ H — замкненi опуклi множини з
непорожнiм перетином, (xn) — послiдовнiсть, побудована методом усере-
днених проекцiй (1.5). Тодi

xn ⇀ x̄ ∈ ∩ri=1Ci при n→∞.
Доведення. Розглянемо гiльбертовий простiр

H = H×H× ...×H︸ ︷︷ ︸
r

зi скалярним добутком 〈~x,~y〉 =
∑r

i=1(xi, yi). Задамо множини:

C = {~x = (x1, x2, ..., xr) ∈ H : xi ∈ Ci} ,
D = {(x, x, ..., x) ∈ H : x ∈ H} .

Множина C — опукла та замкнена, а D — замкнений лiнiйний пiдпростiр.
Бiльш того, C ∩ D 6= ∅ тодi й тiльки тодi, коли ∩ri=1Ci 6= ∅. Неважко переко-
натись у правильностi формул:

PC~x = (PC1
x1, PC2

x2, ..., PCr
xr) ,

PD~x = (x, x, ..., x) , де x =
∑r

i=1 xi
r
.

Для ~x = (x, x, ..., x) ∈ D розглянемо PDPC~x. Маємо

PDPC~x =

(
1

r

r∑
i=1

PCi
x,
1

r

r∑
i=1

PCi
x, ...,

1

r

r∑
i=1

PCi
x

)
.

Застосувавши теорему 1.3 для послiдовностi

~xn+1 = PDPC~xn, ~x0 = (x0, x0, ..., x0) ∈ H,

отримаємо потрiбне.

Зауваження 1.1. Якщо додатково C1, C2,..., Cr ⊆ H — замкненi афiннi
пiдпростори з непорожнiм перетином, то

xn → P∩ri=1Ci
x0

при n→∞, де (xn) — послiдовнiсть, побудована методом усереднених прое-
кцiй (1.5).



12 Роздiл 1. Попереднi вiдомостi

1.2. Навколо теореми Брауера

Будемо використовувати позначення:

• Bn = {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ 1} — одинична куля;

• Sn−1 = {x ∈ Rn : ‖x‖ = 1} — одинична сфера.

Нехай f : X→ X — деяке вiдображення. Точку x ∈ X називають нерухомою
точкою вiдображення f, якщо f(x) = x. Множину нерухомих точок (fixed
points) вiдображення f позначимо F(f).

Теорема 1.6 (Brouwer2, 1912). Довiльне неперервне вiдображення f :

Bn → Bn має нерухому точку.

Наслiдок 1.1. Нехай K ⊆ Rn — компактна опукла множина та f : K→
K — неперервне вiдображення. Тодi f має нерухому точку.

Доведення. Достатньо застосувати теорему 1.6 до вiдображення f ◦ PK : B→
K, де PK — метрична проекцiя на K, B — замкнена куля, що мiстить K.

Наслiдок 1.2 (лема про гострий кут). Нехай неперервна функцiя f : Bn →
Rn має властивiсть

(f(x), x) ≥ 0 ∀x ∈ Sn−1.
Тодi iснує точка x0 ∈ Bn така, що f(x0) = 0.

Доведення. Вiд супротивного. Припустимо, що f(x) 6= 0 для всiх x ∈ Bn. Тодi
визначене неперерервне вiдображення

x 7→ −
f(x)

‖f(x)‖

кулi Bn у себе. За теоремою Брауера iснує точка x1 ∈ Bn така, що

−
f(x1)

‖f(x1)‖
= x1.

Звiдси маємо
(f(x1), x1) = − ‖f(x1)‖ < 0,

що, разом iз включенням x1 ∈ Sn−1, веде до протирiччя.
2Лейтзен Егберт Ян Брауер (Luitzen Egbertus Jan Brouwer, 27.02.1881 — 2.12.1966) — видатний гол-

ландський математик. Займався топологiєю, теорiєю множин, математичною логiкою, теорiєю мiри та
комплексним аналiзом. Поклав початок новому напряму в математицi — iнтуїцiонiзму.
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Теорему Брауера виведемо з теореми про вiдсутнiсть ретракцiї кулi Bn на
сферу Sn−1.

Означення 1.1. Нехай A ⊆ X. Неперервне вiдображення r : X → A

називають ретракцiєю X на A, якщо r(x) = x для всiх x ∈ A.

Теорема 1.7. Не iснує ретракцiї кулi Bn на сферу Sn−1.

Доведемо теорему 1.7 для випадку гладкого вiдображення. Перейти до не-
перервних вiдображень можна за допомогою апроксимацiї неперервних вiд-
ображень гладкими. Дiйсно, припустимо, що iснує неперервна ретракцiя

r : Bn → Sn−1.

Покажемо, що тодi iснує гладка ретракцiя r0 : Bn → Sn−1. Якщо ‖x‖ = 1, то
r(x) = x. Тому для довiльного ε1 > 0 iснує таке δ > 0, що ‖r(x) − x‖ ≤ ε1
при 1−δ ≤ ‖x‖ ≤ 1. За теоремою Стоуна–Вейєрштрасса iснують таке гладке
вiдображення f : Rn → Rn, що ‖f(x) − (r(x) − x)‖ ≤ ε1 при ‖x‖ ≤ 1, i така
гладка функцiя ψ, що 0 ≤ ψ(t) ≤ 1 при 0 ≤ t ≤ 1, ψ(1) = 0 i 1 − ε2 ≤ ψ(t)
при t2 ≤ 1 − δ. Покладемо g(x) = x + φ(x)f(x), де φ(x) = ψ(‖x‖2). Якщо
‖x‖ ≤ 1− δ, то

‖g(x)‖ = ‖x+ φ(x)f(x)‖ =
= ‖r(x) + φ(x)(f(x) − r(x) + x) + (φ(x) − 1)(r(x) − x)‖ ≥
≥ ‖r(x)‖− φ(x)‖f(x) − r(x) + x‖− (1− φ(x))‖r(x) − x‖ ≥

≥ 1− 1 · ε1 − ε2 · 2 = 1− ε1 − 2ε2.

Якщо 1− δ ≤ ‖x‖ ≤ 1, то

‖g(x)‖ = ‖x+ φ(x)f(x)‖ =
= ‖x+ φ(x)(f(x) − r(x) + x) + φ(x)(r(x) − x)‖ ≥
≥ ‖x‖− φ(x)‖f(x) − r(x) + x‖− φ(x)‖r(x) − x‖ ≥

≥ 1− δ− 1 · ε1 − 1 · ε1 = 1− δ− 2ε1.

При ε1 → 0 маємо δ → 0. Тому можна вважати, що ε1, ε2, δ ≤ 1
4
. У цьому

випадку ‖g(x)‖ ≥ 1
4
> 0 для всiх x ∈ Bn. Якщо ‖x‖ = 1, то φ(x) = 0 i

g(x) = x. Потрiбна гладка ретракцiя r0 : Bn → Sn−1 задається формулою

r0(x) =
g(x)

‖g(x)‖
.
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Доведення теореми 1.7. Припустимо, що iснує неперервно диференцiйовна
ретракцiя r : Bn → Sn−1. Для x ∈ Bn i 0 ≤ t ≤ 1 покладемо

g(x) = r(x) − x,

rt(x) = x+ tg(x) = (1− t)x+ tr(x).

З неперервної диференцiйовностi вiдображення g випливає iснування такої
сталої L > 0, що

‖g(x) − g(y)‖ ≤ L‖x− y‖ ∀x, y ∈ Bn.

Вiдображення rt : Bn → Bn iн’єктивне при 0 ≤ t < 1
L
. Дiйсно, якщо x 6= y, то

‖rt(x) − rt(y)‖ ≥ ‖x− y‖− t‖g(x) − g(y)‖ ≥ (1− tL)‖x− y‖ > 0.

Частиннi похiднi вiдображення g рiвномiрно обмеженi, тому матриця Якобi

r ′t(x) = In + t · g ′(x) (1.6)

за малих t оборотна. Отже, за теоремою про обернене вiдображення rt при
t ∈ [0, t0] вiдображає intBn на деяку вiдкриту множину Gt ⊆ intBn. Не-
хай e ∈ Bn\Gt. З’єднаємо вiдрiзком точку e з довiльною точкою множи-
ни Gt i розглянемо точку b, у якiй цей вiдрiзок перетинає межу множи-
ни Gt. Множина Bn компактна, тому b = rt(x) для деякої точки x ∈ Bn.
Оскiльки b /∈ Gt = rt(intBn), то x /∈ intBn, тобто x ∈ Sn−1. Тому b = x

i e = b = x ∈ Sn−1. Таким чином, rt сюр’єктивно вiдображає intBn на
intBn. Крiм того, rt бiєктивно вiдображає Sn−1 на Sn−1 (на сферi Sn−1 ма-
ємо rt(x) = x) i, як було показано ранiше, rt iн’єктивно вiдображає Bn у Bn.
Тому при t ∈ [0, t0] вiдображення rt — бiєкцiя Bn на Bn.

Розглянемо iнтеграл

V(t) =

∫
Bn

det (r ′t(x))dx =

∫
Bn

det (In + t · g ′(x))dx.

При 0 ≤ t ≤ t0 цей iнтеграл дорiвнює об’єму кулi Bn. Формула (1.6) показує,
що V(t) — багаточлен вiд t. Тому V(t) — додатна стала при 0 ≤ t ≤ 1,
зокрема

V(1) =

∫
Bn

det (r ′(x))dx > 0.

З iншого боку, r(x) ∈ Sn−1 для всiх x ∈ Bn. Оскiльки (r(x), r(x)) =
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‖r(x)‖2 = 1 для всiх x ∈ Bn, то

0 =
d

dt
(r(x+ th), r(x+ th))|t=0 = 2(r(x), r

′(x)h) ∀h ∈ Rn.

Отже, R(r ′(x)) ⊆ {r(x)}⊥ i тому det (r ′(x)) = 0. Проте в цьому випадку V(1) =
0. Отримали суперечнiсть.

Доведення теореми Брауера. Припустимо, що iснує неперервне вiдображен-
ня f : Bn → Bn без нерухомих точок. Побудуємо за допомогою f ретракцiю r
кулi Bn на сферу Sn−1.

Для кожної точки x ∈ Bn розглянемо промiнь iз початком f(x) 6= x, що
проходить через x. Нехай r(x) — точка, у якiй цей промiнь перетинає сферу
Sn−1. Ясно, що побудоване вiдображення r — ретракцiя Bn на Sn−1.

Теорема 1.6 та теорема 1.7 еквiвалентнi. Дiйсно, нехай iснує ретракцiя r :
Bn → Sn−1. Тодi вiдображення −r : Bn → Sn−1 не має нерухомих точок, що
суперечить теоремi 1.6.

Доведемо один з найважливiших результатiв нескiнченновимiрного нелi-
нiйного аналiзу — теорему Ю. Шаудера3 про нерухому точку. Ця теорема є
потужним засобом доведення iснування розв’язкiв iнтегральних та диферен-
цiальних рiвнянь.

Теорема 1.8 (Schauder, 1930). Нехай K — опуклий компакт у лiнiйному
нормованому просторi E та f : K → K — неперервне вiдображення. Тодi
iснує x ∈ K iз f(x) = x.

Доведення. Покажемо, що для довiльного ε > 0 iснує точка xε ∈ K така, що

‖f(xε) − xε‖ ≤ ε.

Це дасть нам iснування нерухомої точки. Дiйсно, з (x1/n) видiлимо пiдпослi-
довнiсть (x1/nk

), збiжну до деякої точки x ∈ K. Тодi f(x1/nk
) → f(x), звiдки

випливає f(x) = x, оскiльки маємо∥∥f(x1/nk
) − x1/nk

∥∥→ 0.

Зафiксуємо ε > 0 та оберемо в K деяку ε/2–сiтку x1, ..., xN ∈ K. Нехай S
— опукла оболонка цих точок. За рахунок опуклостi K маємо S ⊆ K. Для

3Юлiуш Павло Шаудер (Juliusz Pawel Schauder, 21.09.1899 Львiв — вересень 1943 року, Львiв) — поль-
ський математик єврейського походження, вiдомий своїми роботами з функцiонального аналiзу. Юлiуш
вступив до Львiвського унiверситету в 1919 роцi i отримав докторський ступiнь в 1923 роцi. З 1935 ро-
ку Шаудер працює у Львiвському унiверситетi. Належав до Львiвської математичної школи. Страчений
гестапо, iмовiрно, у вереснi 1943 року.
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i = 1, 2, ...,N розглянемо функцiї

βi(x) =

{
ε− ‖x− xi‖ , якщо ‖x− xi‖ ≤ ε,
0, якщо ‖x− xi‖ > ε.

Легко перевiрити, що функцiї βi неперервнi. Також маємо

N∑
i=1

βi(x) > 0 при x ∈ K,

оскiльки для кожного x ∈ K iснує такий номер i, що ‖x− xi‖ ≤ ε/2. Тому
функцiї

αk(x) =
βk(x)∑N
i=1 βi(x)

неперервнi на K. Зазначимо також, що

0 ≤ αk(x) ≤ 1 i
N∑
k=1

αk(x) = 1 при x ∈ K.

Тепер задамо неперервне вiдображення g на K формулою

g(x) =

N∑
k=1

αk(x)xk.

Вiдображення
h = g ◦ f : K→ K

також неперервне, причому h(S) ⊆ S (опуклiсть S i умова f(K) ⊆ K). З
теореми Брауера про нерухому точку випливає iснування z ∈ S iз h(z) = z.
Оцiнимо величину ‖f(z) − z‖. Справедливi спiввiдношення

‖f(z) − z‖ = ‖f(z) − g(f(z))‖ =

∥∥∥∥∥
N∑
k=1

αk(f(z))f(z) −

N∑
k=1

αk(f(z))xk

∥∥∥∥∥ ≤
≤

N∑
k=1

αk(f(z)) ‖f(z) − xk‖ ≤ ε,

оскiльки при ‖f(z) − xk‖ > ε маємо αk(f(z)) = 0.

Iснує багато модифiкацiй цього результату. Однiєю з них є така теорема.
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Теорема 1.9. Нехай K — замкнена опукла множина в банаховому про-
сторi E i f : K → K — неперервне вiдображення, причому f(K) лежить у
компактi. Тодi f має нерухому точку.

Доведення. Нехай V — замикання опуклої оболонки f(K). Множина V — опу-
клий компакт та f(V) ⊆ V .

Вiдомий такий результат В. Клi4.

Теорема 1.10 (Klee, 1955). Для довiльної некомпактної, замкненої, опу-
клої множини K банахового простору iснує неперервне вiдображення f : K→
K без нерухомих точок.

Теореми Брауера та Шаудера можна узагальнити на багатозначнi вiдобра-
ження, тобто такi, що ставлять у вiдповiднiсть точцi не точку, а деяку мно-
жину.

Наведемо деякi факти про багатозначнi вiдображення. Нехай X та Y — ме-
тричнi простори; через 2Y позначимо булеан Y. Вiдображення f : X→ 2Y буде-
мо називати багатозначним. У цьому випадку кожнiй точцi x ∈ X поставлено
у вiдповiднiсть деяку множину f(x) ⊆ Y, яку далi вважаємо непорожньою.

Графiком багатозначного вiдображення f : X→ 2Y називатимемо множину

Γf = {(x, y) ∈ X× Y : y ∈ f(x)} ⊆ X× Y.

Означення 1.2. Багатозначне вiдображення f : X → 2Y називається за-
мкненим у точцi x ∈ X, якщо з того, що xn → x, yn → y та yn ∈ f(xn),
випливає y ∈ f(x). Вiдображення f називається замкненим, якщо воно є за-
мкненим у кожнiй точцi x ∈ X.

Очевидно, що f : X → 2Y замкнене тодi й тiльки тодi, коли його графiк Γf
замкнений у X× Y.

Означення 1.3. Багатозначне вiдображення f : X → 2Y називається на-
пiвнеперервним зверху в точцi x ∈ X, якщо для довiльної вiдкритої множини
U ⊆ Y такої, що f(x) ⊆ U, iснує окiл V точки x, що задовольняє умову
f(V) ⊆ U. Вiдображення f називається напiвнеперервним зверху, якщо воно
є напiвнеперервним зверху в кожнiй точцi x ∈ X.

Якщо f — однозначне вiдображення, то для нього напiвнеперервнiсть рiв-
носильна неперервностi, тодi як замкнене вiдображення може й не бути не-
перервним.

4Вiктор Л. Клi–молодший (Victor L. Klee, Jr., 18.09.1925, Сан-Франциско — 17.08.2007) — вiдомий аме-
риканський математик, який спецiалiзувався в опуклому аналiзi, функцiональному аналiзi, комбiнаторицi
та оптимiзацiї.
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Лема 1.1. Напiвнеперервне зверху вiдображення f : X→ 2Y iз замкнени-
ми значеннями є замкненим.

Доведення. Нехай xn → x, yn → y та yn ∈ f(xn). З напiвнеперервностi зверху
f випливає, що для довiльного ε > 0 iснує номерN такий, що dY(yn, f(x)) < ε
для всiх n ≥ N. Отже,

dY(y, f(x)) = 0.

Оскiльки множина f(x) замкнена, то y ∈ f(x).

Лема 1.2. Якщо простiр Y компактний, то замкнене вiдображення f :
X→ 2Y напiвнеперервне зверху.

Доведення. Оберемо x ∈ X i вiдкриту множину U ⊇ f(x). Розглянемо

V = {z ∈ X : f(z) ⊆ U} .

Оскiльки x ∈ V i f(V) ⊆ U, то достатньо довести, що множина V вiдкрита або
що множина X\V = {z ∈ X : f(z) ∩ (Y\U) 6= ∅} замкнена. Якщо zn → z ∈ X i
zn ∈ X\V , то знайдуться точки

yn ∈ f(zn) ∩ (Y\U).

Унаслiдок компактностi Y iснує пiдпослiдовнiсть (ynk
) така, що ynk

→ y ∈
Y\U. Оскiльки вiдображення f замкнене, то y ∈ f(z). Отже,

y ∈ f(z) ∩ (Y\U),

звiдки z ∈ X\V .

Лема 1.2 є корисним iнструментом при доведеннi напiвнеперервностi зверху
багатозначних вiдображень. Зауважимо, що припущення про компактнiсть Y
суттєве. Дiйсно, розглянемо вiдображення f : R→ 2R

2, задане за правилом

f(x) =
{
(t, y) ∈ R2 : y = xt

}
.

Воно є замкненим, але вкладення

f(x) ⊆ f(0) +Oε(0)

неможливе для жодних ε > 0 та x 6= 0.

Означення 1.4. Точка x̄ ∈ X називається нерухомою точкою вiдображе-
ння f : X→ 2X, якщо x̄ ∈ f(x̄).
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Тепер сформулюємо теорему Какутанi5.

Теорема 1.11 (Kakutani, 1941). Нехай K — непорожнiй опуклий ком-
пакт у лiнiйному нормованому просторi E та f : K → 2K — багатозначне
вiдображення, що задовольняє умови:

1) для всiх x ∈ K множина f(x) є непорожньою опуклою пiдмножиною
множини K;

2) вiдображення f замкнене.

Тодi вiдображення f має нерухому точку, причому множина нерухомих то-
чок вiдображення f компактна.

Зауваження 1.2. Умову теореми Какутанi про опуклозначнiсть вiдобра-
ження f не можна вiдкинути. Дiйсно, вiдображення f : [0, 1] → 2[0,1], задане
за правилом

f(x) =


x+ 1

2
, якщо x < 1

2
,

{0, 1} , якщо x = 1
2
,

x− 1
2
, якщо x > 1

2
,

замкнене, але без нерухомих точок.

Доведення теореми Какутанi. Зафiксуємо ε > 0 та оберемо в K деяку cкiн-
ченну ε–сiтку xε1, ..., xεN(ε) ∈ K. Для i = 1, 2, ...,N(ε) розглянемо функцiї
βεi : K→ R:

βεi(x) =

{
ε− ‖x− xεi‖ , якщо ‖x− xεi‖ ≤ ε,
0, якщо ‖x− xεi‖ > ε.

Легко перевiрити, що функцiї βεi неперервнi. Також маємо

N(ε)∑
i=1

βεi(x) > 0 при x ∈ K,

оскiльки для кожного x ∈ K iснує такий номер i, що ‖x− xεi‖ < ε. Тому
функцiї

αεk(x) =
βεk(x)∑N(ε)
i=1 βεi(x)

, k = 1, 2, ...,N(ε),

5Сiдзуо Какутанi (Shizuo Kakutani, 28.08.1911, Осака — 17.08.2004) — видатний японський та амери-
канський математик, займався функцiональним аналiзом, комплексним аналiзом, топологiчними групами,
маркiвськими процесами, теорiєю мiри та ергодичною теорiєю. Найбiльш вiдомi результати — теорема про
нерухому точку для багатозначних вiдображень та теорема Маркова–Какутанi.
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неперервнi на K. Зазначимо також, що

0 ≤ αεk(x) ≤ 1 i
N(ε)∑
k=1

αεk(x) = 1 при x ∈ K. (1.7)

Зафiксуємо тепер довiльну точку yεi ∈ f(xεi) (i = 1, 2, ...,N(ε)) та задамо
однозначне неперервне вiдображення φε : K→ K формулою

φε(x) =

N(ε)∑
k=1

αεk(x)yεk.

З умов (1.7) i опуклостi множини K випливає φε(K) ⊆ K.
Таким чином, для кожного ε > 0 маємо однозначне неперервне вiдобра-

ження φε : K → K. За теоремою Шаудера у цього вiдображення є нерухома
точка xε ∈ K: φε(xε) = xε.

Унаслiдок компактностi множини K iснують послiдовнiсть (εn) додатних
чисел i точка x̄ ∈ K такi, що:

εn → 0, (1.8)

‖xεn − x̄‖→ 0, (1.9)

φεn(xεn) = xεn. (1.10)

Покажемо, що точка x̄ ∈ K є шуканою нерухомою точкою вiдображення f.
Покладемо

Oδ =
⋃
y∈f(x̄)

Oδ(y),

де Oδ(y) = {z ∈ E : ‖z− y‖ < δ}. Доведемо, що x̄ ∈ Oδ для довiльного δ > 0,
звiдки внаслiдок замкненостi f(x̄) отримаємо потрiбне x̄ ∈ f(x̄) (замкненiсть
множини f(x̄) випливає iз замкненостi вiдображення f).

Очевидно, що Oδ — опукла вiдкрита множина та f(x̄) ⊆ Oδ. Унаслiдок
леми 1.2 iснує вiдкрита куля Oε(x̄) така, що

f (Oε(x̄) ∩ K) ⊆ Oδ.

А внаслiдок умов (1.8) i (1.9) iснує число N таке, що для n ≥ N маємо
εn < ε/2 та xεn ∈ Oε/2(x̄). Якщо αεni(xεn) > 0, то

‖xεni − xεn‖ < εn <
ε

2
,
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‖xεni − x̄‖ ≤ ‖xεni − xεn‖+ ‖xεn − x̄‖ < εn <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Отже, для n > N маємо xεni ∈ Oε(x̄) для всiх таких i, що αεni(xεn) > 0.
Для цих i отримуємо

yεni ∈ f (xεni) ⊆ f (Oε(x̄) ∩ K) ⊆ Oδ. (1.11)

Умову (1.10) запишемо у виглядi

xεn =

N(εn)∑
i=1

αεni(xεn)yεni. (1.12)

З (1.11) i (1.12) одержуємо, що для n ≥ N точка xεn — опукла комбiнацiя
тiльки тих точок yεni, якi лежать у Oδ, звiдки внаслiдок опуклостi Oδ маємо
xεn ∈ Oδ. Перейшовши до границi при n → ∞, одержуємо, що x̄ ∈ clOδ ⊆
O2δ. Як уже було вказано, звiдси випливає, що x̄ ∈ f(x̄).

Компактнiсть множини нерухомих точок випливає iз замкненостi вiдобра-
ження f та компактностi множини K.

Теорема Какутанi має багато застосувань, переважно в математичнiй еко-
номiцi та теорiї iгор. Як приклад розв’яжемо задачу iснування точок рiвно-
ваги Неша6 для досить загальної ситуацiї.

Задамо лiнiйнi нормованi простори E1, E2, ..., Ep та

Ci ⊆ Ei

— непорожня множина;

fi : C = C1 × ...× Cp → R

— функцiя, F = (f1, ..., fp).
Задача рiвноваги Неша полягає у вiдшуканнi такої точки x̄ =

(x̄1, x̄2, ..., x̄p) ∈ C, що
f1 (x̄1, x̄2, ..., x̄p) = infx1∈C1

f1 (x1, x̄2, ..., x̄p) ,

f2 (x̄1, x̄2, ..., x̄p) = infx2∈C2
f2 (x̄1, x2, ..., x̄p) ,

...............

fp (x̄1, x̄2, ..., x̄p) = infxp∈Cp
fp (x̄1, x̄2, ..., xp) .

(1.13)

6Джон Форбс Неш молодший (John Forbes Nash, Jr., 13.06.1928 — 23.05.2015) — видатний американ-
ський математик. Зробив значний внесок в теорiю iгор, теорiю нелiнiйних диференцiальних рiвнянь у
частинних похiдних, диференцiальну геометрiю. Лауреат Нобелiвської премiї з економiки (1994), Премiї
Абеля (2015).
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ПозначимоNE(F) множину розв’язкiв задачi (1.13). Її елементи називатимемо
точками рiвноваги за Нешем системи функцiй F = (f1, ..., fp).

Теорема 1.12. Нехай E1, E2, ..., Ep — лiнiйнi нормованi простори. При-
пустимо, що:

1) Ci — непорожня опукла компактна пiдмножина Ei;

2) fi — неперервна на C1 × ... × Cp функцiя, причому для всiх
(x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xp) ∈ C1 × ... × Ci−1 × Ci+1 × ... × Cp функцiя
Ci 3 η→ fi(x1, ..., xi−1, η, xi+1, ..., xp) опукла.

Тодi множина NE(F) точок рiвноваги за Нешем системи функцiй (f1, ..., fp)

непорожня та компактна.

Доведення. Ясно, що C =
∏p

i=1Ci — опукла компактна пiдмножина лiнiйного
нормованого простору E =

∏p
i=1 Ei. Розглянемо багатозначнi вiдображення

p∏
i=2

Ci 3 (x2, ..., xp) 7→ BR1 (x2, ..., xp) =

=

{
x̄1 ∈ C1 : f1(x̄1, x2, ..., xp) = inf

x1∈C1

f1 (x1, x2, ..., xp)

}
,

............................
p∏

i=1, i6=k

Ci 3 (x1, ..., xk−1, xk+1, ..., xp) 7→
7→ BRk (x1, ..., xk−1, xk+1, ..., xp) =

=

{
x̄k ∈ Ck : fk(x1, ..., x̄k, ..., xp) = inf

xk∈Ck

fk (x1, x2, ..., xp)

}
,

............................
p−1∏
i=1

Ci 3 (x1, ..., xp−1) 7→ BRp (x1, ..., xp−1) =

=

{
x̄p ∈ Cp : fp(x1, ..., xp−1, x̄p) = inf

xp∈Cp

fp (x1, x2, ..., xp)

}
.

Покладемо

BR(x1, ..., xp) = BR1 (x2, ..., xp)× ...
...× BRk (x1, ..., xk−1, xk+1, ..., xp)× ...× BRp (x1, ..., xp−1) .
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Точка x̄ = (x̄1, x̄2, ..., x̄p) ∈ C є розв’язком задачi (1.13) тодi й тiльки тодi,
коли вона є нерухомою точкою вiдображення BR : C→ 2C, тобто

(x̄1, x̄2, ..., x̄p) ∈ BR(x̄1, x̄2, ..., x̄p).

Покажемо, що вiдображення BR : C→ 2C має непорожню компактну мно-
жину нерухомих точок.

Множини BR(x1, x2, ..., xp) — непорожнi опуклi компакти. Замкненiсть ба-
гатозначного вiдображення BR пропонуємо довести самостiйно (див. задачу
1.22). Отже, вiдображення BR : C→ 2C задовольняє умови теореми Какутанi.
Звiдси випливає, що множина NE(F) непорожня та компактна.

1.3. Опуклiсть чебишовських множин

Вiдстанню вiд заданої точки x до заданої множини C називають величину

d(x,C) = inf
y∈C
‖x− y‖.

Пiд елементом найкращого наближення або найближчою точкою для
заданої точки x будемо розумiти таку точку y0 ∈ C, для якої ‖x − y0‖ =

d(x,C), тобто ‖x− y0‖ ≤ ‖x− y‖ для всiх y ∈ C. Множину всiх найближчих
точок з C для заданої точки x позначимо PCx.

Означення 1.5. Непорожню множину C називають чебишовською,
якщо довiльна точка x має точно одну найближчу в C, тобто

∀x множина PC складається з однiєї точки.

Якщо C — чебишовська множина, то вiдображення PC, що ставить у вiд-
повiднiсть точцi x її найближчу точку PCx iз C, називається метричною
проекцiєю на C.

Опишемо всi чебишовськi множини евклiдового (скiнченновимiрного гiль-
бертового) простору.

Теорема 1.13 (Л. Бунт7, T. Моцкiн8). Чебишовська множина евклiдового
простору є замкненою та опуклою.

7Лукас Нiколаас Хендрiк Бунт (Lucas Nicolaas Hendrik Bunt, 10.06.1905. — 22.01.1984) — голландський
математик.

8Теодор Самуїл Моцкiн (Theodore Samuel Motzkin, 26.03.1908, Берлiн — 15.12.1970, Лос-Анджелес)
— iзраїльський та американський математик. Один з розробникiв математичної термiнологiї на iвритi.
Вiдомий своїми роботами з теорiї лiнiйних нерiвностей. Займався комбiнаторикою, теорiєю графiв, теорiєю
наближення, чисельними методами та теорiєю чисел.
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Ключову роль у розглянутому нижче доведеннi (В. Клi, В. I. Бердишев9)
грає теорема Брауера про нерухому точку.

Лема 1.3. Метрична проекцiя PC на чебишовську множину C є непе-
рервним вiдображенням.

Доведення. Спочатку зазначимо, що для x, y ∈ Rn

|d(x,C) − d(y,C)| ≤ ‖x− y‖. (1.14)

Припустимо, що метрична проекцiя PC розривна в деякiй точцi x, тобто
знайдуться число ε > 0 i послiдовнiсть (xn), xn → x, такi, що ‖PCxn−PCx‖ ≥
ε для всiх n ∈ N. Унаслiдок (1.14) послiдовнiсть (PCxn) обмежена. Нехай y
— її часткова границя. Ясно, що y 6= PCx. За (1.14)

‖x− y‖ = lim
k→∞ ‖xnk

− PCxnk
‖ = lim

k→∞d(xnk
, C) = d(x,C).

Оскiльки множина C замкнена, то y ∈ C, тобто точка y також є найближчою
до x. Дiстали протирiччя з тим, що C — чебишовська множина.

Означення 1.6. Чебишовську множину C називають чебишовським
сонцем, якщо

PC(PCx+ t(x− PCx)) = PCx ∀x /∈ C ∀t ≥ 0.

Лема 1.4. Чебишовська множина є чебишовським сонцем.

Доведення. Нехай C — чебишовська множина та x /∈ C. Розглянемо промiнь
`, що виходить з y = PCx ∈ C та проходить через x. Покладемо r = ‖x−y‖ та
розглянемо кулю B = B(x, r). Задамо вiдображення f : B→ B за формулою

f(z) = x+ r
x− PCz

‖x− PCz‖
, z ∈ B.

Точка f(z) — точка перетину сфери S(x, r) та променю, що виходить з x у
напрямку x− PCz.

Вiдображення f неперервне (випливає з неперервностi метричної проекцiї
на чебишовську множину). За теоремою Брауера iснує точка z0 ∈ B така, що

f(z0) = z0.

9Вiталiй Iванович Бердишев (нар. 27.01.1939, Свердловськ) — росiйський математик, д.ф.-м.н., акаде-
мiк РАН, директор Iнституту математики та механiки УрВ РАН. Наукова робота пов’язана з функцiо-
нальним аналiзом i теорiєю функцiй, проблемою стиснення–вiдновлення iнформацiї.
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З означення f(z0) випливає, що точка x лежить на вiдрiзку, що з’єднує z0 з її
проекцiєю PCz0. При цьому найближчим елементом до кожної точки вiдрiзка
[z0, PCz0] буде точка PCz0 (випливає з нерiвностi трикутника та чебишовостi
C). Однак для x найближча точка y = PCx, i вона єдина. Отже, PCz0 = y.
Таким чином, для всiх точок iз [y, z0] найближчою точкою iз C є точка y.

Застосовуючи попереднi мiркування, проведенi для точки x, до точки z0,
ми ще далi просунемось по променю `. У результатi для кожної точки p ∈ `
точка y буде єдиною найближчою з множини C.

Лема 1.5. Чебишовське сонце є опуклою множиною.

Доведення. Нехай x, y ∈ C та z = λx+ (1− λ)y, де λ ∈ (0, 1). Оскiльки C —
чебишовське сонце, то при z /∈ C кожна точка z + t(z − PCz) для t > 0 має
точку PCz своєю найближчою iз C. Тому

‖z+ t(z− PCz) − PCz‖2 ≤ ‖z+ t(z− PCz) − x‖2 . (1.15)

Використовуючи властивостi скалярного добутку, отримуємо

1

t
‖z− PCz‖2 + 2(z− PCz, z− PCz) ≤

1

t
‖z− x‖2 + 2(z− PCz, z− x).

Спрямовуючи t→ +∞ у цiй нерiвностi, отримуємо

(z− PCz, z− x) ≥ ‖z− PCz‖2.

Аналогiчно, пiдставляючи y замiсть x у (1.15), маємо

(z− PCz, z− y) ≥ ‖z− PCz‖2.

Звiдси

‖z− PCz‖2 ≤ λ(z− PCz, z− x) + (1− λ)(z− PCz, z− y) = 0.

Отже,
z = PCz ∈ C,

тобто множина C опукла.

У нескiнченновимiрних лiнiйних просторах про опуклiсть чебишовських
пiдмножин вiдомо небагато. Наприклад, на момент написання цього тексту
не вiдомо, чи опукла довiльна чебишовська множина в нескiнченновимiрному
гiльбертовому просторi (проблема В. Клi, 1961).



26 Роздiл 1. Попереднi вiдомостi

1.4. Леми про послiдовностi

При доведеннi слабкої збiжностi послiдовностей елементiв гiльбертового
простору будемо використовувати вiдому лему Опяла10 [1].

Лема 1.6 (Opial, 1967). Нехай послiдовнiсть (xn) елементiв гiльбертово-
го простору H слабко збiгається до елемента x ∈ H. Тодi для всiх y ∈ H\ {x}
маємо

lim
n→∞ ‖xn − x‖ < lim

n→∞ ‖xn − y‖ .
Доведення. Для доведення нерiвностi достатньо помiтити, що в рiвностi

‖xn − y‖2 = ‖xn − x‖2 + ‖x− y‖2 + 2(xn − x, x− y)

останнiй доданок прямує до нуля при n→∞.

Наступнi факти також вiдiграють важливу роль у доведеннях основних
результатiв про збiжнiсть алгоритмiв.

Лема 1.7 (Opial, 1967). Нехай H — гiльбертовий простiр; F ⊆ H — не-
порожня множина; (xn) — послiдовнiсть точок H. Припустимо, що:

1) усi слабкi частковi границi послiдовностi (xn) належать F;

2) для всiх y ∈ F iснує limn→∞ ‖xn − y‖ ∈ R.

Тодi (xn) слабко збiгається до деякої точки x ∈ F.

Зауваження 1.3. Лема 1.7 дозволяє доводити слабку збiжнiсть послiдов-
ностей без апрiорного знання границi.

Лема 1.8 (Passty11, 1979). Нехай H — гiльбертовий простiр; F ⊆ H —
непорожня множина; (xn) — послiдовнiсть точок H i x̄n =

∑n
k=1 λkxk∑n
k=1 λk

, де (λn)
— послiдовнiсть додатнiх чисел така, що

∑∞
n=1 λn = +∞. Припустимо, що:

1) усi слабкi частковi границi послiдовностi (x̄n) належать F;

2) для всiх y ∈ F iснує limn→∞ ‖xn − y‖ ∈ R.

Тодi (x̄n) слабко збiгається до деякої точки x ∈ F.
10Здзiслав Опял (Zdzislaw Opial, 29.09.1930, Кракiв — 27.07.1974, Кракiв) — польський математик. За-

ймався теорiєю диференцiальних рiвнянь та нелiнiйним функцiональним аналiзом.
11Грегорi Пастi (Gregory B. Passty) — американський математик. Основнi результати пов’язанi з теорiєю

монотонних операторiв та методами розв’язання операторних включень.
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Лема 1.9. Нехай (an), (bn) — послiдовностi невiд’ємних чисел, що задо-
вольняють рекурентну нерiвнiсть

an+1 ≤ an − bn.

Тодi (an) збiжна та limn→∞ bn = 0.

Лема 1.10. Нехай (an), (bn) — послiдовностi невiд’ємних чисел такi,
що

an+1 ≤ an + bn,
∞∑
n=1

bn < +∞.
Тодi iснує границя limn→∞ an ∈ R.

Лема 1.11. Нехай (xn) — послiдовнiсть невiд’ємних чисел, що задоволь-
няє рекурентну нерiвнiсть

xn+1 ≤ (1− an)xn + anbn + cn,

де послiдовностi (an), (bn) i (cn) мають властивостi:

1) an ∈ [0, 1) та
∑∞

n=1 an = +∞;

2) limn→∞bn ≤ 0;
3) cn ∈ [0,+∞) та

∑∞
n=1 cn < +∞.

Тодi limn→∞ xn = 0.

Доведення. Для довiльного ε > 0 iснує таке N ∈ N, що для всiх n ≥ N

bn < ε ,

∞∑
n=N

cn < ε.

Для n > N з рекурентної нерiвностi отримуємо

xn+1 ≤

(
n∏
k=N

(1− ak)

)
xN +

(
1−

n∏
k=N

(1− ak)

)
ε+

n∑
k=N

ck.

Беручи до уваги рiвносильнiсть умов
∑∞

n=0 an = +∞ та
∏∞

n=0(1 − an) = 0,
отримуємо, що

limn→∞xn ≤ 2ε.
Звiдси limn→∞ xn = 0.
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Лема 1.12 (Mainge, 2008). Нехай числова послiдовнiсть (an) має пiдпо-
слiдовнiсть (ank

), яка володiє властивiстю

ank
< ank+1 ∀k ∈ N.

Тодi iснує така неспадна послiдовнiсть (mk) натуральних чисел, що

mk → +∞ i amk
≤ amk+1, ak ≤ amk+1 ∀k ≥ n1.

Доведення. Для k ≥ n1 покладемо

mk = max {i ≤ k : ai < ai+1} .

Послiдовнiсть чисел mk коректно визначена, неспадна та mk → +∞. Нерiв-
нiсть amk

≤ amk+1 очевидна.
Доведемо виконання для всiх k ≥ n1 нерiвностi

ak ≤ amk+1. (1.16)

Розглянемо три можливi випадки:

(i) mk = k;

(ii) mk = k− 1;

(iii) mk < k− 1.

У випадку (i) нерiвнiсть (1.16) спiвпадає з amk
≤ amk+1. У випадку (ii) нерiв-

нiсть (1.16) очевидна. У випадку (iii) для всiх i ∈ {mk + 1,mk + 2, ..., k− 1}

виконується ai ≥ ai+1, точнiше, amk+1 ≥ amk+2 ≥ ... ≥ ak−1 ≥ ak.

Зауваження 1.4. Лема 1.12 є ефективним iнструментом дослiдження збi-
жностi iтерацiйних процесiв, що не володiють фейєрiвською властивiстю вiд-
носно множини розв’язкiв [2].

1.5. Задачi

Задача 1.1. Нехай C1 ⊆ C2 ⊆ ... — неспадна послiдовнiсть непорожнiх
опуклих замкнених множин. Покладемо C = cl (

⋃∞
n=1Cn) i нехай x ∈ H.

Доведiть, що PCn
x→ PCx.

Задача 1.2. Нехай C1 ⊇ C2 ⊇ ... — незростаюча послiдовнiсть опуклих
замкнених множин. Припустимо, що C =

⋂∞
n=1Cn 6= ∅, i нехай x ∈ H. Дове-

дiть, що PCn
x→ PCx.
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Задача 1.3. Нехай A — опукла замкнена множина з Rn. Доведiть, що
через довiльну точку x ∈ frA можна провести опорну гiперплощину до мно-
жини A, тобто ∃ x∗ ∈ Rn\{0}: (x∗, x) ≥ (x∗, y) ∀y ∈ A.

Задача 1.4. Нехай H — нескiнченновимiрний гiльбертовий простiр. Дове-
дiть, що оператор проектування на замкнену кулю не є слабко неперервним.

Задача 1.5. Нехай C — непорожня замкнена опукла пiдмножина гiльбер-
тового простору H, x ∈ H\C. Доведiть, що iснує p ∈ H\ {0} такий, що

sup
y∈C

(p, y) < (p, x).

Задача 1.6. Нехай C— непорожня опукла пiдмножина гiльбертового про-
стору H, dimH < +∞, x ∈ H\C. Доведiть, що iснує p ∈ H\ {0} такий, що

sup
y∈C

(p, y) ≤ (p, x).

Задача 1.7. Нехай C, D — непорожнi пiдмножини H такi, що C∩D = ∅.

(i) Якщо припустити, що

множина C−D опукла та замкнена,

то iснує p ∈ H\ {0} такий, що supy∈C(p, y) < infy∈D(p, x).

(ii) Якщо припустити, що

dimH < +∞, множина C−D опукла,

то iснує p ∈ H\ {0} такий, що supy∈C(p, y) ≤ infy∈D(p, x).

Задача 1.8. Нехай C,D— непорожнi замкненi опуклi пiдмножиниH такi,
що C ∩D = ∅ та D обмежена. Доведiть, що iснує p ∈ H\ {0} такий, що

sup
y∈C

(p, y) < inf
y∈D

(p, x).

Задача 1.9. Нехай C — опукла пiдмножина гiльбертового простору. До-
ведiть, що наступнi умови рiвносильнi:

1) C — слабко секвенцiйно замкнена множина.

2) C — замкнена множина.

3) C — слабко замкнена множина.
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Задача 1.10. Нехай C — непорожня опукла замкнена пiдмножина гiль-
бертового простору H та x, y ∈ H. Доведiть рiвнiсть Py+Cx = y+ PC(x− y).

Задача 1.11. Нехай C — непорожня опукла замкнена пiдмножина гiль-
бертового просторуH та x ∈ H. Доведiть, що для всiх λ ≥ 0 має мiсце рiвнiсть
PC(PCx+ λ(x− PCx)) = PCx.

Задача 1.12. Нехай {en}n∈N — злiченна ортонормована система елементiв
гiльбертового простору H та C = cl lin {en}. Доведiть, що

PCx =

∞∑
n=1

(x, en)en, x ∈ H.

Задача 1.13. Нехай C1,..., Cr ⊆ H — замкненi опуклi множини з непоро-
жнiм перетином. Розглянемо послiдовнiсть

xn+1 =
1

r
(PC1

xn + PC1
PC2
xn + ...+ PC1

...PCr
xn) ,

де x0 ∈ H. Доведiть, що

xn ⇀ x̄ ∈ ∩ri=1Ci при n→∞.
Задача 1.14. Нехай C1,..., Cr ⊆ H — замкненi опуклi множини з непоро-

жнiм перетином. Розглянемо послiдовнiсть

xn+1 =
1

r− 1
(PC1

PC2
xn + PC2

PC3
xn + ...+ PCr−1

PCr
xn) ,

де x0 ∈ H. Доведiть, що

xn ⇀ x̄ ∈ ∩ri=1Ci при n→∞.
Задача 1.15. Нехай E1, E2 ⊆ H — замкненi лiнiйнi пiдпростори. Доведiть,

що послiдовнiсть операторiв PE1, PE2PE1, PE1PE2PE1, PE2PE1PE2PE1, ... поточково
збiгається до PE1∩E2. Зокрема, для всiх x ∈ H

lim
n→∞ (PE2PE1)

n
x = PE1∩E2x.

Задача 1.16. Доведiть, що всi опуклi компакти з непорожньою внутрi-
шнiстю в Rn гомеоморфнi.

Задача 1.17. Нехай A ⊆ Bn — непорожня замкнена множина. Доведiть,
що iснує неперервне вiдображення T : Bn → Bn таке, що F(T) = A, де F(T) —
множина нерухомих точок вiдображення T .
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Задача 1.18. Нехай неперервне вiдображення f : Bn → Rn має власти-
вiсть:

f(Sn−1) ⊆ Bn.
Доведiть, що iснує точка x0 ∈ Bn: f(x0) = x0.

Задача 1.19. В банахових просторах `2, c0 та C([−1, 1]) побудувати при-
клади неперервних вiдображень, що вiдображають замкнену кулю в себе, але
не мають нерухомих точок.

Задача 1.20 (Лема Кнастера–Куратовського–Мазуркевича). Нехай X —
довiльна множина в Rn. Кожнiй точцi x ∈ X поставлено у вiдповiднiсть
компактну множину F(x) ⊆ Rn так, що для довiльної скiнченної множини
{x1, x2, ..., xp} ⊆ X

conv {x1, x2, ..., xp} ⊆
p⋃
i=1

F(xi).

Доведiть, що ⋂
x∈X

F(x) 6= ∅.

Задача 1.21. Нехай (X, dX), (Y, dY) — метричнi простори, (Y, dY) — ком-
пактний простiр. Нехай f ∈ C(X× Y) та g(x) = maxy∈Y f(x, y). Доведiть, що
g ∈ C(X).

Задача 1.22. Нехай функцiя φ : X × Y → R неперервна, Y — компакт.
Доведiть, що вiдображення T : X→ 2Y, задане спiввiдношенням

Tx =

{
ȳ ∈ Y : φ(x, ȳ) = inf

y∈Y
φ(x, y)

}
,

замкнене12.

Задача 1.23. Нехай A, B — непорожнi опуклi компакти з банахових про-
сторiв X, Y, вiдповiдно. Функцiя L : X × Y → R — неперервна на A × B та
опукла по x на A (для всiх y ∈ B), угнута по y на B (для всiх x ∈ A). Дове-
дiть, що iснує сiдлова точка функцiї L на A×B, тобто, iснує (x0, y0) ∈ A×B:

L(x0, y) ≤ L(x0, y0) ≤ L(x, y0) ∀x ∈ X ∀y ∈ B.

12X, Y — метричнi простори.
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Роздiл 2

Вступ до теорiї варiацiйних нерiвностей

Варiацiйнi нерiвностi — один з центральних об’єктiв прикладного нелiнiй-
ного аналiзу. Вони є зручною загальною формою запису та дослiдження рi-
зних нелiнiйних задач. Зокрема, у виглядi задачi розв’язання варiацiйної не-
рiвностi можуть бути сформульованi задачi розв’язання рiвнянь, знаходжен-
ня екстремуму функцiоналiв, знаходження точок рiвноваги Неша тощо. Цей
роздiл мiстить базовi положення теорiї варiацiйних нерiвностей.

Для детальнiшого ознайомлення з варiацiйними нерiвностями пропонуємо
книги [3–5].

2.1. Варiацiйнi нерiвностi в Rn

Нехай дано непорожню пiдмножину C простoру Rn та оператор A : C →
Rn. Розглядатимемо задачу:

знайти x ∈ C : (Ax, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C. (2.1)

Нерiвностi вигляду (2.1) називають варiацiйними. Чому варiацiйними? Вiд-
повiдь на це запитання пов’язана з тим, що у виглядi (2.1) можна записати
критерiй оптимальностi в задачi

f(x)→ min, x ∈ C,

де C ⊆ Rn— опукла, замкнена множина, f : Rn → R — опукла та диференцi-
йовна функцiя. Дiйсно,

f(x) = min
y∈C

f(y) ⇔ x ∈ C, (∇f(x), y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C.
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Зауваження 2.1. Дослiдження варiацiйних нерiвностей розпочалося в
1960-х при спробах розв’язання проблем варiацiйного числення, оптималь-
ного керування та теорiї крайових задач з одностороннiми умовами. Гарний
огляд перших застосувань варiацiйних нерiвностей дають книги Ж.–Л. Лiон-
са1 [3], Д. Кiндерлєрера2 i Г. Стампак’ї3 [4] та К. Байоккi4 i А. Капело [5].
Вiдмiтимо й грунтовнi монографiї вiтчизняних математикiв М. М. Вайнбер-
га5 [6], В. I. Iваненко6 та В. С. Мельника7 [7].

Дуже швидко варiацiйнi нерiвностi стали потужним iнструментом для
розв’язання проблем оптимiзацiї, оптимального керування, економiки, мате-
матичної фiзики тощо [8–15].

В оптимiзацiї та оптимальному керуваннi варiацiйнi нерiвностi є перш за
все зручним способом запису умов оптимальностi. Вiдома класична моно-
графiя Ж.–Л. Лiонса [12] є систематичним викладенням теорiї оптимального
керування системами з розподiленими параметрами з точки зору варiацiйних
нерiвностей.

В статтi [13] А. Бенсусан8 сформулював задачу пошуку рiвноваги за Не-
шем у виглядi варiацiйної нерiвностi. Задача пошуку рiвноважного розподiлу
потокiв в транспортнiй мережi в роботi [14] була подана у виглядi варiацiйної

1Жак–Луї Лiонс (Jacques-Louis Lions, 3.05.1928, Грасс — 17.05.2001, Париж) — видатний французь-
кий математик. Займався теорiєю диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних, теорiєю оптимального
керування, варiацiйними нерiвностями та чисельними методами.

2Девiд Семюель Кiндерлєрер (David Samuel Kinderlehrer, нар. 23.10.1941, Aллентаун) — американський
математик. Займається рiвняннями в частинних похiдних, теорiєю мiнiмальних поверхонь, варiацiйними
нерiвностями та прикладними питаннями.

3Гвiдо Стампак’я (Guido Stampacchia, 26.03.1922, Неаполь — 27.04.1978, Пiза) — видатний iталiйський
математик. Займався теорiєю елiптичних диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних, теорiєю варiа-
цiйних нерiвностей та варiацiйним численням.

4Клаудiо Байоккi (Claudio Baiocchi, 20.08.1940 — 14.12.2020) — вiдомий iталiйський математик. За-
ймався теорiєю диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних та варiацiйним численням.

5Мордухай Мойсейович Вайннберг — радянський математик. Займався методами нелiнiйного функцiо-
нального аналiзу.

6Iваненко Вiктор Iванович (нар. 20.05.1928, Київ) — український математик, д.т.н., професор. Фахiвець
у галузi автоматичних систем керування. Зробив вагомий внесок у розвиток теорiї прийняття рiшень та
теорiї керованих випадкових процесiв.

7Валерiй Сергiйович Мельник (24.01.1952, с. Червоне, Вiнницька обл. — 10.08.2007, Київ) — видатний
український математик, члена-кореспондент НАН України, д.ф-м.н., професор, вiце-президент Київсько-
го математичного товариства. З 1979 р. по 1997 р. працював в Iнститутi кiбернетики НАН України. З
1997 року працював у Iнститутi прикладного системного аналiзу. Сфера наукових iнтересiв В.С. Мель-
ника охоплювала методи нелiнiйного функцiонального аналiзу, зокрема теорiї многозначних вiдображень
i операторних включень у локально опуклих просторах, теорiї нелiнiйних диференцiальних рiвнянь у
частинних похiдних; теорiї глобальних атракторiв для еволюцiйних рiвнянь, включень i варiацiйних не-
рiвностей; теорiї оптимального керування для об’єктiв, що описуються нелiнiйними граничними задачами
для рiвнянь у частинних похiдних.

8Алан Бенсусан (Alain Bensoussan, нар. 12.05.1940, Тунiс) — вiдомий французький математик. Учень
Ж.–Л. Лiонса. Основнi результати пов’язанi з задачами теорiї стохастичного керування розподiленими
системами.
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нерiвностi. Починаючи з цих робiт почалося активне дослiдження рiзних за-
дач пошуку рiвноваги за допомогою методiв теорiї варiацiйних нерiвностей.
Актуальним задачам пошуку рiвноваги, таким як рiзнi цiновi рiвноваги, або
транспортнi рiвноваги, що вiдповiдають поведiнковим принципам Вардропа,
присвячено чудову монографiю [15].

В моделях математичної фiзики варiацiйнi нерiвностi застосовуються в те-
орiї пружностi, теорiї пружнопластичних матерiалiв, теорiї пористих середо-
вищ, теорiї неньютонiвських рiдин [3,16].

Зазначимо, що коли x — розв’язок нерiвностi (2.1) — належить внутрiшно-
стi intC множини C, то Ax = 0. Дiйсно, якщо x ∈ intC, то точки y − x

утворюють окiл нуля, коли y пробiгає C, тобто для довiльного z ∈ Rn зна-
йдуться ε > 0 та y ∈ C такi, що z = ε(y− x). Отже,

(Ax, z) = ε(Ax, y− x) ≥ 0 ∀z ∈ Rn,

тому
Ax = 0.

Нехай C ⊆ Rn — опукла множина. Якщо x — розв’язок нерiвностi (2.1)
— належить межi frC множини C та Ax 6= 0, то елемент Ax задає опорну
гiперплощину до C.

Зауваження 2.2. Нехай C ⊆ Rn — опукла множина та x ∈ frC. Нага-
даємо, що гiперплощина L = {y ∈ Rn : (a, y− x) = 0}, a 6= 0, називається
опорною до множини C, якщо (a, y− x) ≥ 0 для всiх y ∈ C.

Будемо позначати VI(A,C) множину розв’язкiв варiацiйної нерiвностi (2.1).
Варiацiйну нерiвнiсть (2.1) можна сформулювати у виглядi задачi пошуку

нерухомої точки. Точка x ∈ C є розв’язком варiацiйної нерiвностi тодi й
тiльки тодi, коли

x = PC(I− λA)x, (2.2)

де λ > 0, PC — оператор метричного проектування на множину C. Дiйсно,
нехай λ > 0. З теореми 1.2 випливає

x = PC(I− λA)x ⇔ (x− x+ λAx, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C.

Має мiсце

Теорема 2.1. Нехай C ⊆ Rn — компактна опукла множина та A : C→
Rn — неперервний оператор. Тодi iснує розв’язок задачi (2.1).
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Доведення. Оператор T = PC(I − λA) : C → C — неперервний, тому, за
теоремою Брауера, у нього є нерухома точка x ∈ C, тобто виконується (2.2),
що рiвносильно (2.1).

Якщо допустима множина C необмежена, то задача (2.1) може не мати
розв’язкiв. Умови iснування розв’язкiв у необмеженому випадку отримують
шляхом уведення додаткових припущень про властивостi задачi, наприклад,
обмеженiсть потенцiйної множини розв’язкiв, коерцитивнiсть, сильну моно-
тоннiсть тощо.

Розглянемо загальну iдею виявлення таких властивостей. Для даної
замкненої опуклої множини C покладемо CR = C ∩ BR, де BR =

{y ∈ Rn : ‖y‖ ≤ R} — замкнена куля з радiусом R > 0 та центром у нулi.
Для неперервного оператора A : C→ Rn за попередньою теоремою при будь-
якому CR 6= ∅ знайдеться така точка xR ∈ CR, що

(AxR, y− xR) ≥ 0 ∀y ∈ CR. (2.3)

Має мiсце

Теорема 2.2. Нехай C ⊆ Rn — замкнена опукла множина та A : C →
Rn — неперервний оператор. Для iснування розв’язкiв варiацiйної нерiвно-
стi (2.1) необхiдно та достатньо iснування такого R > 0, що ‖xR‖ < R для
деякого xR ∈ VI(A,CR).

Доведення. Ясно, що якщо x — розв’язок нерiвностi (2.1), то x є i розв’язком
(2.3) за умови ‖x‖ < R.

Припустимо тепер, що для xR ∈ VI(A,CR) виконується ‖xR‖ < R. Для
кожного y ∈ C оберемо таке число λ > 0, що z = xR+λ(y−xR) ∈ CR. Маємо:

0 ≤ (AxR, z− xR) = λ(AxR, y− xR) ∀y ∈ C.

Отже, xR ∈ VI(A,C).

З теореми 2.2 можна отримати достатнi умови iснування розв’язкiв. Сфор-
мулюємо лише одну з них, яка пов’язана з поняттям коерцитивностi.

Означення 2.1. Оператор A : C→ Rn називаємо коерцитивним, якщо
для деякого x0 ∈ C виконано

(Ax, x− x0)

‖x‖
→ +∞ при ‖x‖→ +∞, x ∈ C.
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Теорема 2.3. Нехай C ⊆ Rn — замкнена опукла множина та A : C →
Rn — неперервний коерцитивний оператор. Тодi iснує розв’язок варiацiйної
нерiвностi (2.1).

Доведення. З коерцитивностi A випливає, що для кожного M > 0 iснує до-
статньо велике RM > 0 таке, що

(Ax, x− x0) ≥M ‖x‖ ∀x ∈ C, ‖x‖ ≥ RM,

де x0 ∈ CRM не залежить вiд M та RM.
Унаслiдок теореми 2.1 iснує точка xRM ∈ CRM така, що

(AxRM, y− xRM) ≥ 0 ∀y ∈ CRM.

Якщо ‖xRM‖ < RM, то за теоремою 2.2 точка xRM є розв’язком варiацiйної
нерiвностi (2.1).

Якщо ‖xRM‖ = RM, то отримуємо

(AxRM, x0 − xRM) ≤ −M ‖xRM‖ = −CRM < 0,

що суперечить означенню xRM.

З попередньої теореми випливає

Наслiдок 2.1. Нехай оператор A : Rn → Rn неперервний та коерцитив-
ний у сенсi

(Ax, x)

‖x‖
→ +∞ при ‖x‖→ +∞.

Тодi iснує елемент x ∈ Rn, для якого Ax = 0.

Уведемо важливе поняття.

Означення 2.2. Оператор A : C→ Rn називаємо монотонним, якщо

(Ax−Ay, x− y) ≥ 0 ∀x, y ∈ C.

Похiдна опуклої диференцiйовної функцiї f : Rn → R є монотонним опера-
тором.

Коли операторA монотонний, то множина розв’язкiв варiацiйної нерiвностi
(2.1) має одну важливу властивiсть.

Твердження 2.1. Нехай C ⊆ Rn — замкнена опукла множина та A :

C → Rn — неперервний монотонний оператор. Тодi множина розв’язкiв
варiацiйної нерiвностi (2.1) є замкненою та опуклою.
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Доведення. Замкненiсть та опуклiсть множини VI(A,C) випливає з такої рiв-
носильностi:

x ∈ VI(A,C) ⇔ x ∈ C : (Ay, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C. (2.4)

Доведемо (2.4). Нехай спочатку x ∈ VI(A,C). Унаслiдок монотонностi A,

(Ay, y− x) ≥ (Ax, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C.

Тепер припустимо, що x ∈ C та (Ay, y − x) ≥ 0 для всiх y ∈ C. Для
довiльної точки z ∈ C маємо y = x + λ(z − x) ∈ C, де λ ∈ [0, 1], через
опуклiсть C. Тому при λ ∈ (0, 1) маємо

(A(x+ λ(z− x)), λ(z− x)) ≥ 0,

або
(A(x+ λ(z− x)), z− x) ≥ 0 ∀z ∈ C.

Оскiльки оператор A неперервний, то при λ→ 0 отримуємо, що (Ax, z−x) ≥
0 для всiх z ∈ C. Отже, x ∈ VI(A,C).

Узагалi варiацiйнi нерiвностi можуть мати багато розв’язкiв. Строга моно-
тоннiсть оператора A гарантує єдинiсть можливого розв’язку (2.1).

Означення 2.3. Оператор A : C → Rn називаємо строго монотон-
ним , якщо

(Ax−Ay, x− y) > 0 ∀x, y ∈ C, x 6= y.

Твердження 2.2. Якщо оператор A строго монотонний, то варiацiйна
нерiвнiсть (2.1) має не бiльше одного розв’язку.

Доведення. Якщо x1, x2 — два розв’язки (2.1), то

(Ax1, y− x1) ≥ 0 ∀y ∈ C,
(Ax2, y− x2) ≥ 0 ∀y ∈ C.

Поклавши y = x2 (вiдповiдно y = x1) у першiй (вiдповiдно у другiй) нерiв-
ностi та склавши, отримаємо

(Ax1 −Ax2, x1 − x2) ≤ 0,

звiдки x1 = x2.
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2.2. Варiацiйнi нерiвностi в гiльбертовому просторi

У попередньому пiдроздiлi ми вже зустрiчали монотоннi оператори у скiн-
ченновимiрному просторi. Там строга монотоннiсть була використана для до-
ведення єдиностi розв’язку варiацiйної нерiвностi, а монотоннiсть — опуклостi
множини розв’язкiв. У даному пiдроздiлi ми розглянемо варiацiйнi нерiвностi
в нескiнченновимiрному гiльбертовому просторi. Властивiсть монотонностi
знайде важливе застосування в питаннi iснування розв’язкiв.

Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — замкнена опукла множина.

Означення 2.4. Оператор A : C→ H називаємо монотонним , якщо

(Ax−Ay, x− y) ≥ 0 ∀x, y ∈ C.

Монотонний оператор A називаємо строго монотонним, якщо

(Ax−Ay, x− y) = 0 ⇒ x = y.

Означення 2.5. Оператор A : C→ H називаємо неперервним на скiн-
ченновимiрних пiдпросторах, якщо для кожного скiнченновимiрного пiд-
простору E ⊆ H оператор A : C ∩ E→ H слабко неперервний.

Теорема 2.4. Нехай C ⊆ H — непорожня замкнена опукла обмежена
множина та A : C→ H — монотонний та неперервний на скiнченновимiр-
них пiдпросторах оператор. Тодi iснує елемент

x ∈ C : (Ax, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C. (2.5)

Доведення. Спочатку доведемо лему Мiнтi.

Лема 2.1 (Minty9, 1962). Нехай C ⊆ H — непорожня замкнена опукла
обмежена множина та A : C→ H — монотонний i неперервний на скiнчен-
новимiрних пiдпросторах оператор. Тодi нерiвнiсть (2.5) рiвносильна нерiв-
ностi

x ∈ C : (Ay, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C.

Доведення. Нехай спочатку x ∈ C — розв’язок (2.5). Унаслiдок монотонностi
оператора A

(Ay, y− x) ≥ (Ax, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C.
9Джордж Джеймс Мiнтi (George James Minty, 16.09.1929, Детройт — 6.08.1986, Блумiнгтон) — аме-

риканськiй математик. Займався функцiональним аналiзом та дискретною математикою. Один з авторiв
теорiї монотонних операторiв.
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Тепер припустимо, що x ∈ C та (Ay, y − x) ≥ 0 для всiх y ∈ C. Для
довiльної точки z ∈ C маємо y = x + λ(z − x) ∈ C, де λ ∈ [0, 1], через
опуклiсть C. Тому при λ ∈ (0, 1) маємо

(A(x+ λ(z− x)), z− x) ≥ 0 ∀z ∈ C.

Оскiльки операторA слабко неперервний на перетинi C з лiнiйною оболонкою
множини {x, z}, то при λ→ 0 отримуємо, що (Ax, z−x) ≥ 0 для всiх z ∈ C.

Перейдемо до доведення теореми 2.4. Без обмеження загальностi можна
вважати, що 0 ∈ C. Нехай E ⊆ H — скiнченновимiрний пiдпростiр, π : E→ H

— оператор вкладення та π∗ : H→ E — оператор, спряжений до π. Позначимо
CE = C∩E = C∩πE та розглянемо оператор π∗Aπ : CE → E. Оскiльки CE —
компактна опукла пiдмножина E та π∗Aπ — неперервний оператор, то iснує
такий елемент xE ∈ CE, що (π∗AπxE, y− xE) ≥ 0 для всiх y ∈ CE, або

(AxE, y− xE) ≥ 0 ∀y ∈ CE.

За лемою Мiнтi
(Ay, y− xE) ≥ 0 ∀y ∈ CE. (2.6)

Покладемо
S(y) = {x ∈ C : (Ay, y− x) ≥ 0} .

Ясно, що для кожного y ∈ C множина S(y) слабко компактна. Отже, мно-
жина ∩y∈CS(y) слабко компактна. Покажемо, що вона непорожня. Для цього
достатньо довести центрованiсть системи {S(y)}y∈C, тобто показати, що

S(y1) ∩ S(y2) ∩ . . . ∩ S(ym) 6= ∅ (2.7)

для довiльного скiнченного набору {y1, . . . , ym} ⊆ C.
Позначимо через E лiнiйну оболонку векторiв {y1, . . . , ym}, i нехай, як i

ранiше, CE = C ∩ E. За наведеними при доведеннi (2.6) мiркуваннями iснує
такий елемент xE ∈ CE, що (Ay, y − xE) ≥ 0 для всiх y ∈ CE. Зокрема,
(Ayi, yi − xE) ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m, i отже, xE ∈ S(yi), i = 1, 2, . . . ,m. Таким
чином, (2.7) виконується для довiльного скiнченного набору i тим самим iснує
елемент x ∈ ∩y∈CS(y). Ясно, що (Ay, y − x) ≥ 0 для всiх y ∈ C, тому знову
за лемою Мiнтi (Ax, y− x) ≥ 0 для всiх y ∈ C.

Наслiдок 2.2. В умовах леми 2.1 множина VI(A,C) є опуклою та за-
мкненою.
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Означення 2.6. Оператор A : C→ H називаємо коерцитивним , якщо
для деякого x0 ∈ C виконано

(Ax, x− x0)

‖x‖
→ +∞ при ‖x‖→ +∞, x ∈ C.

Означення 2.7. Оператор A : C→ H називають сильно монотонним,
якщо iснує додатна константа m така, що

(Ax−Ay, x− y) ≥ m ‖x− y‖2 ∀x, y ∈ C.

Сильно монотонний оператор є коерцитивним.

Теорема 2.5. Нехай C ⊆ H — непорожня замкнена опукла множина
та A : C → H — монотонний, неперервний на скiнченновимiрних пiдпро-
сторах та коерцитивний оператор. Тодi iснує елемент x ∈ C, для якого
виконується (2.5).

Доведення. Нехай r > 0 та Cr = C ∩ Br, де Br = {y ∈ H : ‖y‖ ≤ r}. Ясно, що
Cr — обмежена, замкнена, опукла та при достатньо великих rще й непорожня
множина. З доведеного вище випливає iснування такого xr ∈ Cr, що

(Axr, y− xr) ≥ 0 ∀y ∈ Cr. (2.8)

При r ≥ ‖x0‖ покладемо в (2.8) y = x0. Одержимо

(Axr, xr − x0)

‖xr‖
≤ 0.

З умови коерцитивностi A випливає обмеженiсть множини {xr}. Видiлимо з
{xr} послiдовнiсть елементiв xrk, rk → +∞, що збiжна вH до деякого елемента
x. Ясно, що x ∈ C — розв’язок (2.5). Дiйсно, для довiльного y ∈ C унаслiдок
леми Мiнтi для всiх достатньо великих номерiв k маємо (Ay, y−xrk) ≥ 0. Пi-
сля граничного переходу отримаємо (Ay, y−x) ≥ 0, а з леми Мiнтi випливає
x ∈ VI(A,C).

Наслiдок 2.3. Нехай A : H→ H — монотонний, неперервний на скiнчен-
новимiрних пiдпросторах та коерцитивний оператор. Тодi для довiльного
f ∈ H iснує x ∈ H, для якого Ax = f.

Доведення. Оскiльки для довiльного f ∈ H оператор Ax−f теж монотонний,
неперервний на скiнченновимiрних пiдпросторах та коерцитивний, то доста-
тньо переконатись у розв’язностi рiвняння Ax = 0. У цьому переконуємось
за допомогою теореми 2.5.
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Доведемо сильнiший варiант цього наслiдку.

Наслiдок 2.4. Нехай оператор A : H→ H монотонний, неперервний на
скiнченновимiрних пiдпросторах та

‖Ax‖→ +∞ рiвномiрно при ‖x‖→ +∞. (2.9)

Тодi для довiльного f ∈ H iснує x ∈ H, для якого Ax = f.

Доведення. При ε > 0 оператор Aε = A+ εI монотонний та

(Aεx, x)

‖x‖
= ε ‖x‖+ (Ax, x)

‖x‖
≥ ε ‖x‖+ (A(0), x)

‖x‖
. (2.10)

Оскiльки вiдношення (A(0),x)
‖x‖ обмежене, то права частина (2.10) прямує до +∞

при ‖x‖ → +∞. Згiдно з попереднiм наслiдком, оператор Aε сюр’єктивний.
Нехай xε — розв’язок рiвняння Aεx = f ∈ H.

Покажемо, що норми ‖xε‖ рiвномiрно обмеженi за всiх ε > 0. Маємо

(f, xε)

‖xε‖
=

(Aεxε, xε)

‖xε‖
≥ ε ‖xε‖− ‖A(0)‖ ,

тому
ε ‖xε‖ ≤ ‖A(0)‖+ ‖f‖ = K,

де K не залежить вiд ε. Оскiльки Axε + εxε = f, то ‖Axε‖ ≤ ε ‖xε‖ + ‖f‖ ≤
const, де константа не залежить вiд ε. Унаслiдок (2.9) звiдси випливає, що
‖xε‖ ≤ const, де константа знову не залежить вiд ε.

Нехай εk > 0, εk → 0. Тодi з послiдовностi (xεk) можна видiлити слаб-
ко збiжну пiдпослiдовнiсть (яку знову позначимо через (xεk)), границю якої
позначимо через x. Оскiльки Axεk + εkxεk = f, то Axεk → f. Унаслiдок моно-
тонностi A

(Axεk −Ay, xεk − y) ≥ 0 ∀y ∈ H.
Пiсля граничного переходу отримуємо

(f−Ay, x− y) ≥ 0 ∀y ∈ H.

Унаслiдок леми Мiнтi маємо

(f−Ax, x− y) ≥ 0 ∀y ∈ H.

Звiдси випливає Ax− f = 0.
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Зауваження 2.3. Якщо оператор A строго монотонний, то в теоремах
2.4, 2.5 i наслiдках 2.3, 2.4 має мiсце єдинiсть розв’язку.

Зауваження 2.4. Якщо в наслiдку 2.3 оператор A додатково сильно мо-
нотонний, то обернений оператор A−1 є лiпшицевим. А якщо оператор A ще
й лiпшицевий, то A−1 — сильно монотонний.

Означення 2.8. Оператор A : C → H називаємо хемiнеперервним ,
якщо для всiх x, y ∈ C, z ∈ H функцiя

[0, 1] 3 λ 7→ (A(x+ λ(y− x)), z) ∈ R

неперервна, тобто звуження оператора A на вiдрiзки, що лежать у C, непе-
рервне в слабкiй топологiї H.

Зауваження 2.5. Усi твердження цього пiдроздiлу справедливi для мо-
нотонних хемiнеперервних операторiв. Iнструментом доведення в цiй ситуцiї
є лема Кнастера10–Куратовського11–Мазуркевича12.

2.3. Апроксимацiя Браудера–Тихонова

У цьому пiдроздiлi розглядається схема апроксимацiї розв’язкiв (2.5), якщо
вони iснують, послiдовнiстю розв’язкiв деяких допомiжних нерiвностей, що
мають лiпшi властивостi. Використання такої апроксимацiї для побудови ре-
гуляризуючих алгоритмiв для задач оптимiзацiї було запропоновано А. Ти-
хоновим.13 Аналогiчнi загальнiшi твердження щодо спецiальної апроксима-

10Бронiслав Кнастер (Bronislaw Knaster, 22.05.1893, Варшава — 3.11.1980, Вроцлав) — видатний поль-
ський математик, вiдомий своїми роботами по загальнiй топологiї. З 1939 року професор Львiвського
унiверситету. З 1945 року жив та працював у Вроцлавi. Один з вiдомих результатiв — теорема Кнастера–
Тарського, яка стверджує, що множина всiх нерухомих точок монотонного вiдображення повної решiтки
в себе також є повною решiткою.

11Казимир Куратовський (Kazimierz Kuratowski, 2.02.1896, Варшава — 18.06.1980, Варшава) — вида-
тний польський математик–тополог. У 1927–1933 роках викладав у Львiвськiй полiтехнiцi. З 1948 до 1967
очолював Iнститут математики Польської академiї наук.

12Стефан Мазуркевич (Stefan Mazurkiewicz, 25.09.1888, Варшава — 19.06.1945, Гродзиськ-Мазовецький)
— видатний польський математик, професор Варшавського университету. Основнi розультати в топологiї,
математичному аналiзi та теорiї ймовiрностей. У 1933–1935 роках був президентом Польського математи-
чного товариства. Був одним з засновникiв та головним редактором журналу «Fundamentа mаthematiсае».

13Андрiй Миколайович Тихонов (17.10.1906, Гжатськ — 7.10.1993, Москва) — радянський математик i
геофiзик, академiк АН СРСР, двiчi Герой Соцiалiстичної Працi. Засновник факультету обчислювальної
математики i кiбернетики МГУ. Першi роботи студентських рокiв присвяченi топологiї i функцiонального
аналiзу. Ввiв поняття добутку топологiчних просторiв, довiв теореми про компактнiсть добутку компа-
ктних просторiв та про iснування нерухомої точки неперервних вiдображень топологiчних векторних
просторiв. У 1956-1963 роках спiльно з Олександром Самарським створив теорiю однорiдних рiзницевих
схем. В рамках робiт над проблемами пошуку корисних копалин розробив теорiю методiв регуляризацiї.
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цiї розв’язкiв варiацiйних нерiвностей були доведенi Ф. Браудером.14 Тому
згiдно з [17] називатимемо подiбнi апроксимацiї апроксимацiями Браудера–
Тихонова.

Нехай C — замкнена опукла пiдмножина гiльбертового простору H, A :

C→ H — монотонний хемiнеперервний оператор. Розглянемо варiацiйну не-
рiвнiсть:

знайти x ∈ C : (Ax, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C. (2.11)

Припустимо, що VI(A,C) 6= ∅.

Зауваження 2.6. Множина VI(A,C) замкнена та опукла.

Зафiксуємо сильно монотонний хемiнеперервний оператор R : C → H.
Розв’язки нерiвностi (2.11) будемо наближати розв’язками нерiвностей з опе-
раторами A+ εR, ε > 0:

знайти xε ∈ C : (Axε + εRxε, y− xε) ≥ 0 ∀y ∈ C. (2.12)

Ясно, що варiацiйна нерiвнiсть (2.12) має єдиний розв’язок. Наступна теорема
описує основну асимптотичну властивiсть xε.

Теорема 2.6. Нехай C — замкнена опукла пiдмножина гiльбертового
простору H, A : C→ H — монотонний хемiнеперервний оператор, R : C→
H — сильно монотонний хемiнеперервний оператор. Якщо VI(A,C) 6= ∅, то

lim
ε→0 ‖xε − z‖ = 0,

де z ∈ VI(A,C) — єдиний розв’язок варiацiйної нерiвностi

z ∈ VI(A,C) : (Rz, y− z) ≥ 0 ∀y ∈ VI(A,C). (2.13)

Доведення. Доведемо обмеженiсть {xε}ε>0. Пiдставимо елемент y ∈ VI(A,C)
в (2.12). За лемою Мiнтi маємо

0 ≥ (Axε, y− xε) ≥ ε(Rxε, xε − y). (2.14)

14Фелiкс Ерл Браудер (Felix Earl Browder, 31.07.1927, Москва — 10.12.2016, Прiнстон) — видатний аме-
риканський математик, фахiвець в галузi нелiнiйного функцiонального аналiзу. Син Ерла Браудера, вiдо-
мого лiвого полiтика, генерального секретаря Комунiстичної партiї США (1930–1945). Ф. Браудер у 1946
роцi роки закiнчив MIT, а в 1948 роцi отримав ступiнь PhD у Princeton University. Йому належать фунда-
ментальнi результати у теорiї рiвнянь в частинних похiдних, функцiональному аналiзi, теорiї нерухомих
точок, теорiї монотонних операторiв. Вiдомий мiжнародний фiнансист та iнвестор Вiльям Браудер — його
син.
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Сильна монотоннiсть R дає

0 ≥ ε(Rxε, xε − y) ≥ ε(Ry, xε − y) + εm ‖xε − y‖2 ,

де m > 0 — константа сильної монотонностi оператора R. Звiдси

m ‖xε − y‖ ≤ ‖Ry‖ .

Таким чином, множина {xε}ε>0 обмежена.
Нехай εk > 0, εk → 0. Тодi з послiдовностi (xεk) можна видiлити слаб-

ко збiжну пiдпослiдовнiсть (яку знову позначимо через (xεk)), границю якої
позначимо через x∗. Ясно, що x∗ ∈ C. Перейшовши в нерiвностi

(Ay, y− xεk) + εk(Ry, y− xεk) ≥ 0 ∀y ∈ C

до границi, отримаємо (Ay, y− x∗) ≥ 0 ∀y ∈ C, тобто x∗ ∈ VI(A,C).
Покажемо, що (xεk) сильно збiгається до z — єдиного розв’язку варiацiйної

нерiвностi (2.13). Унаслiдок сильної монотонностi R це випливатиме з

lim
k→∞(Rxεk − Rz, xεk − z) = 0. (2.15)

Завдяки (2.14) маємо

0 ≤ (Rxεk − Rz, xεk − z) ≤ −(Rz, xεk − z) = (Rz, z− xεk).

Звiдси
lim
k→∞(Rxεk − Rz, xεk − z) ≤ (Rz, z− x∗) ≤ 0.

Таким чином, виконується (2.15).
З єдиностi елемента z випливає сильна збiжнiсть кривої ε 7→ xε до z при

ε→ 0.

Якщо Rx = x− a, a ∈ H, то теорема 2.6 дає xε → PVI(A,C)a при ε→ 0.

З теореми 2.6 випливає

Наслiдок 2.5. Нехай оператор A : H → H монотонний, хемiнеперерв-
ний, f ∈ H та A−1f 6= ∅. Тодi

xε = (A+ εI)−1f→ z = PA−1f0 при ε→ 0, ε > 0.

Елемент z = PA−1f0 називають нормальним розв’язком операторного
рiвняння Ax = f (розв’язком з мiнiмальною нормою).
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2.4. Проксимальний метод

Нехай C — замкнена опукла пiдмножина гiльбертового простору H, A :

C→ H — монотонний хемiнеперервний оператор.

Означення 2.9. Проксимальним оператором (щодо A) називають
оператор JA : H→ 2C:

x 7→ JAx = {z ∈ C : (Az, y− z) + (z− x, y− z) ≥ 0 ∀y ∈ C} .

Проксимальний оператор JA всюди визначений, однозначний та має мiсце
нерiвнiсть

‖JAx− JAy‖2 ≤ (JAx− JAy, x− y) ∀x, y ∈ H,
яка рiвносильна такiй:

‖JAx− JAy‖2 ≤ ‖x− y‖2 − ‖(x− JAx) − (y− JAy)‖2 ∀x, y ∈ H. (2.16)

Крiм того, множина нерухомих точок оператора JA збiгається з VI(A,C).
Розглянемо iтерацiйний процес, породжений проксимальним оператором,

а саме: нехай
xn+1 = JAxn, n = 0, 1, . . . , (2.17)

де x0 ∈ H — довiльна початкова точка.
Процес (2.17) називають проксимальним методом; вiн є, по сутi, лише ме-

тодом простої iтерацiї для пошуку нерухомої точки оператора JA. Зазначимо,
що проксимальний метод є дворiвневим: на кожнiй його iтерацiї слiд розв’я-
зати допомiжну варiацiйну нерiвнiсть (але iз сильно монотонним оператором
x 7→ Ax+x−xn), що вимагає свого, узагалi кажучи, нескiнченного обчислю-
вального процесу.

Припустимо, що VI(A,C) 6= ∅. З нерiвностi (2.16) для ‖xn+1 − z‖2, де z ∈
VI(A,C), отримуємо

‖xn+1 − z‖2 = ‖JAxn − JA z‖2 ≤
≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn − JAxn‖2 = ‖xn − z‖2 − ‖xn − xn+1‖2 .

Звiдси
‖xn+1 − z‖ ≤ ‖xn − z‖

та
n∑
k=0

‖xk+1 − xk‖2 ≤ ‖x0 − z‖2 ∀n ∈ N. (2.18)



46 Роздiл 2. Вступ до теорiї варiацiйних нерiвностей

Таким чином, iснує limn→∞ ‖xn − z‖ ∈ R, послiдовнiсть (xn) обмежена, а з
(2.18) випливає

lim
n→∞ ‖xn+1 − xn‖ = 0. (2.19)

Покажемо за допомогою (2.19), що всi частковi слабкi границi послiдовностi
(xn) належать VI(A,C). Нехай пiдпослiдовнiсть (xnk

) слабко збiгається до
z ∈ H. Очевидно, що z ∈ C. Маємо

(Axnk+1, x− xnk+1) + (xnk+1 − xnk
, x− xnk+1) ≥ 0 ∀x ∈ C.

Звiдси для всiх x ∈ C отримуємо

0 ≤ (xnk+1 − xnk
, x− xnk+1) + (Ax, x− xnk+1) =

= (xnk+1 − xnk
, x− xnk+1) + (Ax, x− xnk

) + (Ax, xnk
− xnk+1) . (2.20)

Перейшовши до границi при k→∞ в (2.20), отримаємо (Ax, x− z) ≥ 0 для
всiх x ∈ C, тобто z ∈ VI(A,C).

Покажемо, що (xn) слабко збiгається до деякого елемента z ∈ VI(A,C).
Нехай a, b ∈ VI(A,C) — двi слабкi частковi границi послiдовностi (xn). При-
пустимо, що a 6= b, xnk

⇀ a, xnl
⇀ b. Тодi

lim
n→∞ ‖xn − a‖ = lim

k→∞ ‖xnk
− a‖ < lim

k→∞ ‖xnk
− b‖ =

= lim
l→∞ ‖xnl

− b‖ < lim
l→∞ ‖xnl

− a‖ = lim
n→∞ ‖xn − a‖ .

Ця нерiвнiсть указує на те, що a = b. Отже, послiдовнiсть (xn) слабко збiжна.
Має мiсце

Теорема 2.7. Нехай C — замкнена опукла пiдмножина гiльбертового
простору H, A : C → H — монотонний хемiнеперервний оператор. Якщо
VI(A,C) 6= ∅, то породжена проксимальним методом (2.17) послiдовнiсть
(xn) слабко збiгається до деякої точки з VI(A,C).

З теореми 2.7 випливає

Наслiдок 2.6. Нехай оператор A : H → H монотонний, хемiнеперерв-
ний, f ∈ H та A−1f 6= ∅. Тодi послiдовнiсть (xn), що задана формулою

xn+1 = (A+ I)−1(xn + f), x0 ∈ H,

слабко збiгається до деякого розв’язку рiвняння Ax = f.
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2.5. Задачi

Задача 2.1. Доведiть, що для гладкої задачi опуклого програмування f→
minC має мiсце:

x ∈ argminC f ⇔ x ∈ C ∧ (∇f(x), y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C.

Задача 2.2. Сформулюйте у виглядi варiацiйної нерiвностi задачу пошу-
ку сiдлової точки опукло-угнутої функцiї.

Задача 2.3. Сформулюйте у виглядi варiацiйної нерiвностi задачу пошу-
ку точок рiвноваги Неша.

Задача 2.4. Доведiть, що похiдна опуклої диференцiйовної функцiї f :

Rn → R є монотонним оператором.

Задача 2.5. Доведiть, що похiдна сильно опуклої диференцiйовної фун-
кцiї f : Rn → R є сильно монотонним оператором.

Задача 2.6. Доведiть нерiвнiсть (2.16).

Задача 2.7. Доведiть, що для розв’язкiв варiацiйної нерiвностi (2.12) має
мiсце оцiнка:

‖xε − xδ‖ ≤
|ε− δ|

ε

‖Rxδ‖
m

,

де m > 0 — константа сильної монотонностi оператора R.
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Роздiл 3

Основнi методи розв’язання варiацiйних
нерiвностей

Нехай C — непорожня пiдмножина дiйсного гiльбертового простoру H, A :

H → H — оператор, що дiє в H. У даному роздiлi ми розглянемо основнi
проекцiйнi методи розв’язання варiацiйних нерiвностей вигляду:

знайти x ∈ C : (Ax, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C. (3.1)

Якщо не вказано iнше, будемо припускати виконаними такi умови:

A1) множина C ⊆ H замкнена та опукла;

A2) оператор A : H → H монотонний та лiпшицевий (зi сталою L > 0) на
множинi C;

A3) VI(A,C) 6= ∅.

Серед методiв розв’язання (3.1) проекцiйнi є iдейно та практично найпро-
стiшими. Їх теоретичним пiдгрунтям є рiвносильнiсть варiацiйної нерiвностi
(3.1) та задачi пошуку нерухомої точки оператора PC (I− λA), де λ > 0.

Проекцiйнi методи для варiацiйних нерiвностей беруть свiй початок з робiт
Гольдштейна1 [18] та Левiтiна2 i Поляка3 [19], в яких незалежно запропонова-
но метод проекцiї градiєнта для задачi умовної оптимiзацiї. Для (3.1) аналог
цього методу генерує послiдовнiсть (xn) за правилом

xn+1 = PC (xn − λAxn) , (3.2)
1Аллен Гольдштейн (Allen A. Goldstein) — американський математик. Основнi результати пов’язанi з

розробкою теорiї та методiв оптимiзацiї.
2Левiтiн Євген Соломонович — радянський та росiйський математик.
3Борис Теодорович Поляк (нар. 4.05.1935) — видатний радянський та росiйський математик, завiду-

вач лабораторiї iменi Я.З. Ципкiна IПУ РАН, д.т.н., професор МФТI. Займається теорiєю керування та
оптимiзацiєю.
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де λ > 0. Для збiжностi (xn) до розв’язку (3.1) необхiдно накласти на A
бiльш сильнi умови, нiж просто монотоннiсть. Зокрема, якщо A — сильно
монотонний або обернено сильно монотонний (ко-коерцитивний), то послi-
довнiсть (xn) збiгається4 до розв’язку (3.1) (у першому випадку — сильно, у
другому — слабко).

У випадку лише монотонностi оператора A найпростiша схема (3.2) не га-
рантує збiжностi.

У 1976 р. Г. М. Корпелевич5 запропонувала для розв’язання (3.1) в евклiдо-
вому просторi Rm, так званий, екстраградiєнтний алгоритм [20] (див. також
роботу А. С. Антiпiна6 [21]):{

yn = PC (xn − λAxn) ,

xn+1 = PC (xn − λAyn) ,
(3.3)

де λ ∈ (0, 1/L). Вона довела збiжнiсть послiдовностей (xn) i (yn) до деякого
розв’язку нерiвностi (3.1).

Узагальненню i дослiдженню цього алгоритму присвячена велика кiлькiсть
публiкацiй. Зокрема, у 2006 р. N. Nadezhkina та W. Takahashi7 [22] розгляну-
ли екстраградiєнтний алгоритм для монотонних варiацiйних нерiвностей в не-
скiнченновимiрному гiльбертовому просторi та довели його слабку збiжнiсть.
А у 2010 р. росiйськi дослiдники Зикiна та Меленьчук [23] запропонували та-
кий двокроковий екстраградiєнтний алгоритм

yn = PC (xn − λAxn) ,

zn = PC (yn − λAyn) ,

xn+1 = PC (xn − λAzn) .

4Величина крокового множнику λ у першому випадку обирається з iнтервалу
(
0, 2µ/L2

)
, де µ > 0,

L > 0 — сталi сильної монотонностi та Лiпшиця оператора A, вiдповiдно, у другому випадку — з (0, 2α),
де α > 0 стала ко-коерцитивностi A. Нагадаємо, що оператор A : H → H називають ко–коерцитивним
(обернено сильно монотонним), якщо iснує додатня константа α така, що

(Ax−Ay, x− y) ≥ α ‖Ax−Ay‖2 ∀x, y ∈ H.

5Галина Михайлiвна Корпелевич (1938 — 1985) — радянський математик.
6Антiпiн Анатолiй Сергiйович (нар. 10.09.1939, Iркутськ) — росiйський математик, д.ф.-м.н. Працює

в Обчислювальному центрi iменi А. О. Дороднiцина. Основнi результати пов’язанi з розробкою теорiї та
методiв рiвноважного програмування.

7Ватару Такахасi (Wataru Takahashi, 22.01.1944, Токiо — 19.11.2020) — видатний японський математик.
Займався нелiнiйним функцiональним аналiзом. Основнi результати пов’язанi з нелiнiйною ергодичною
теорiєю нерозтягуючих напiвгруп, теоремами про нерухомi точки для нелiнiйних вiдображень, опуклими
метричними просторами та методами апроксимацiї нерухомих точок.
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У 2011 р. Y. Censor8, A. Gibali та S. Reich9 [24] запропонували модифiка-
цiю алгоритму Корпелевич з одним метричним проектуванням на допустиму
множину C — субградiєнтний екстраградiєнтний алгоритм, що має вигляд:

yn = PC (xn − λAxn) ,

Tn = {z ∈ H : (xn − λAxn − yn, z− yn) ≤ 0} ,
xn+1 = PTn (xn − λAyn) ,

(3.4)

де λ ∈ (0, 1/L). Друга проекцiя в (3.4) має явну форму. Тому цей метод є
привабливим, коли проектування на допустиму множину C є складною за-
дачею. Зазначимо, що незалежно алгоритм (3.4) був запропонований Т. А.
Войтовою, В. В. Семеновим i С. I. Ляшком [25] в контекстi задач рiвноважно-
го програмування. В роботах [24, 25] доведена слабка збiжнiсть породжених
цим алгоритмом послiдовностей (xn) i (yn) до деякого розв’язку варiацiйної
нерiвностi (3.1).

Альтернативою до екстраградiєнтного методу є така схема, запропонована
в 2000 р. P. Tseng10 [26]{

yn = PC (xn − λAxn) ,

xn+1 = yn + λ (Axn −Ayn) ,
(3.5)

де λ ∈ (0, 1/L). Послiдовностi (xn) i (yn) слабко збiжнi до деякого розв’язку
нерiвностi (4.1). Обидва алгоритми (3.4) i (3.5) мають однакову складнiсть
iтерацiйного кроку: одне проектування на C та обчислення двох значень опе-
ратора A.

У 1980 р. Л. Д. Попов11 [27] запропонував цiкавий метод, подiбний до екс-
траградiєнтного, але з використанням в iтерацiйному кроцi лише одного зна-
чення оператора A {

xn+1 = PC (xn − λAyn) ,

yn+1 = PC (xn+1 − λAyn) ,
(3.6)

8Яiр Цензор (Yair Censor, нар. 29.11.1943, Рiшон-ле-Цiон) — видатний iзраїльський математик, профе-
сор Хайфського унiверситету. Займається алгоритмами оптимiзацiї та застосуваннями в медичнiй вiзуалi-
зацiї та плануваннi лiкування радiацiйною терапiєю (IMRT). Заснував Центр обчислювальної математики
та наукових обчислень при Хайфському унiверситетi.

9Сiмеон Райх (Simeon Reich, нар. 12.08.1948) — видатний iзраїльський математик. Займається нелi-
нiйним функцiональним аналiзом. Зробив значний внесок в метричну теорiю нерухомих точок та теорiю
нелiнiйних операторних рiвнянь.

10Пол Цзен (Paul Tseng, 21.09.1959, Сiньчжу, Тайвань — 13.08.2009 (?)) — вiдомий американський та
канадський математик. Зробив значний внесок в математичне програмування. Пол Цзен зник пiд час
каякiнгу на рiчцi Янцзи в китайськiй провiнцiї Юньнань.

11Леонiд Денисович Попов (12.08.1952, Свердловськ) — росiйський математик, д.ф.-м.н., професор. Спе-
цiалiст в галузi математичного програмування та математичної економiки. Займається некоректними
задачами умовної оптимiзацiї, задачами економiчної рiвноваги, варiацiйними нерiвностями, розробкою
паралельних алгоритмiв.
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де λ ∈ (0, 1/3L). У роботi [27] обгрунтовано збiжнiсть (3.6) для скiнченно-
вимiрного простору. У 2014 р. Ю. В. Малiцький i В. В. Семенов [28] довели
слабку збiжнiсть (3.6) для варiацiйних нерiвностей в нескiнченновимiрному
гiльбертовому просторi та запропонували модифiкацiю алгоритму Попова з
одним метричним проектуванням на допустиму множину C

Tn = {z ∈ H : (xn − λAyn−1 − yn, z− yn) ≤ 0} ,
xn+1 = PTn (xn − λAyn) ,

yn+1 = PC (xn+1 − λAyn) ,

де λ ∈ (0, 1/3L).
У 2015 р. Ю. В. Малiцький [29] опублiкував, так званий, проективний вiд-

биваючий алгоритм {
xn+1 = PC (xn − λAyn) ,

yn+1 = 2xn+1 − xn,
(3.7)

де λ ∈
(
0, (
√
2− 1)L−1

)
, та довiв його слабку збiжнiсть.

Нещодавно Юрiєм Малiцьким з колегами [30, 31] були запропонованi такi
схеми (вони iдейно близькi до методiв (3.6) та (3.7)):

xn+1 = PC (xn − λAxn − λ (Axn −Axn−1)) , λ ∈ (0, 1/2L) ,

xn+1 = PC (xn − λAxn) − λ (Axn −Axn−1) , λ ∈ (0, 1/3L) .

Тут ми закiнчимо цей невеликий огляд та перейдемо до бiльш близького
знайомства з методами.

3.1. Найпростiший проекцiйний метод

Розглянемо iтерацiйний процес.

Алгоритм 3.1.

1) Задаємо x0 ∈ C, λ > 0.

2) Для xn обчислюємо
xn+1 = PC (xn − λAxn) .

3) Якщо xn = xn+1, то СТОП, iнакше покладаємо n := n + 1 та перехо-
димо на крок 2.
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При зупинцi алгоритму 3.1 отримуємо роз’язок варiацiйної нерiвностi (3.1).
Дiйсно, рiвнiсть xn+1 = PC (xn − λAxn) рiвносильна варiацiйнiй нерiвностi

(xn+1 − xn + λAxn, x− xn+1) ≥ 0 ∀x ∈ C.

З урахуванням умови xn = xn+1 маємо xn ∈ VI(A,C).
Розглянемо спочатку випадок лiпшицевого та сильно монотонного опера-

тора A, тобто вважаємо, що

‖Ax−Ay‖ ≤ L ‖x− y‖ ∀x, y ∈ C,
(Ax−Ay, x− y) ≥ α ‖x− y‖2 ∀x, y ∈ C,

де L, α > 0. У цьому випадку варiацiйна нерiвнiсть (3.1) має єдиний розв’язок
z ∈ C.

Для λ > 0 введемо оператор Tx = PC (x− λAx), що дiє iз C в C. Покажемо,
що вiн є стискаючим при 0 < λ < 2αL−2. Маємо:

‖Tx− Ty‖2 = ‖PC (x− λAx) − PC (y− λAy)‖2 ≤
≤ ‖x− λAx− y+ λAy‖2 = ‖x− y‖2 + λ2 ‖Ax−Ay‖2−

− 2λ(Ax−Ay, x− y) ≤ (1+ λ2L2 − 2αλ) ‖x− y‖2 ,

тобто
‖Tx− Ty‖ ≤ q(λ) ‖x− y‖ ∀x, y ∈ C, (3.8)

де q(λ) =
√
1+ λ2L2 − 2αλ. Оскiльки 0 < λ < 2αL−2, то 0 < q(λ) < 1.

Це означає, що оператор T cтискаючий. Зазначимо, що замкнена множина
C ⊆ H є повним метричним простором з метрикою d(x, y) = ‖x− y‖. Алго-
ритм 3.1 при 0 < λ < 2αL−2, записаний у виглядi xn+1 = Txn, є класичним
процесом пошуку нерухомої точки стискаючого оператора T , яка iснує, єдина
та є розв’язком (3.1). З (3.8) випливає

‖xn − xk‖ ≤ q(λ)n ‖x0 − xk−n‖ ∀k ≥ n.

Звiдси при k→∞ отримаємо оцiнку

‖xn − z‖ ≤ q(λ)n ‖x0 − z‖ n = 0, 1, ...

Отже, має мiсце така теорема.

Теорема 3.1. Нехай C — опукла замкнена множина, оператор A лiпши-
цевий i сильно монотонний на C. Нехай 0 < λ < 2αL−2, де L, α — сталi
лiпшицевостi та сильної монотонностi оператора A, вiдповiдно. Тодi по-
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роджена алгоритмом 3.1 послiдовнiсть (xn) сильно збiгається до єдиного
розв’язку (3.1) z, причому справедлива оцiнка

‖xn − z‖ ≤ q(λ)n ‖x0 − z‖ n = 0, 1, ...,

де q(λ) =
√
1− 2αλ+ λ2L2 ∈ (0, 1).

Зауваження 3.1. Найменше значення q(λ) при 0 < λ < 2αL−2 досягає-
ться в λ0 = αL−2 та становить q(λ) =

√
1− α2L−2.

Тепер розглянемо алгоритм 3.1 у випадку варiацiйної нерiвностi з обернено
сильно монотонним оператором A.

Означення 3.1. Оператор A : C→ H називають обернено сильно мо-
нотонним (ко-коерцитивним), якщо iснує додатна константа α така, що

(Ax−Ay, x− y) ≥ α ‖Ax−Ay‖2 ∀x, y ∈ C.

У цьому випадку кажуть, що A — α-обернено сильно монотонний.

Важливим прикладом обернено сильно монотонних операторiв є лiпшицевi
похiднi опуклих функцiоналiв.

Теорема 3.2. Нехай функцiонал f : H → R диференцiйовний за Фреше.
Тодi такi умови рiвносильнi:

1) функцiонал f опуклий та похiдна ∇f задовольняє умову Лiпшица зi
сталою L > 0;

2) для всiх x, y ∈ H:

f(y) ≥ f(x) + (∇f(x), y− x) +
1

2L
‖∇f(x) −∇f(y)‖2 ;

3) для всiх x, y ∈ H:

(∇f(x) −∇f(y), x− y) ≥ 1
L
‖∇f(x) −∇f(y)‖2 .

Доведення. Покажемо, що 1)⇒ 2)⇒ 3)⇒ 1).
1)⇒ 2). Має мiсце

Лема 3.1. Нехай функцiонал f : H → R — обмежений знизу та дифе-
ренцiйовний за Фреше; похiдна ∇f задовольняє умову Лiпшица зi сталою
L > 0. Тодi

inf
H
f ≤ f(x) − 1

2L
‖∇f(x)‖2 ∀x ∈ H. (3.9)
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Доведення. Для x, y ∈ H маємо

f(y) = f(x) +

∫ 1
0

(∇f(x+ τ(y− x)), y− x)dτ = f(x)+

+ (∇f(x), y− x) +

∫ 1
0

(∇f(x+ τ(y− x)) −∇f(x), y− x)dτ.

Оцiнимо пiдiнтегральний вираз

(∇f(x+ τ(y− x)) −∇f(x), y− x) ≤
≤ ‖∇f(x+ τ(y− x)) −∇f(x)‖ ‖y− x‖ ≤ τ · L · ‖y− x‖2 .

Отримуємо

f(y) ≤ f(x) + (∇f(x), y− x) +
L

2
‖y− x‖2 .

Поклавши y = x− 1
L
∇f(x), матимемо

f

(
x−

1

L
∇f(x)

)
≤ f(x) − 1

2L
‖∇f(x)‖2 .

Оцiнивши лiву частину через infH f, отримуємо нерiвнiсть (3.9).

Для x ∈ H розглянемо допомiжний функцiонал

y 7→ φ(y) = f(y) − (∇f(x), y).

Функцiонал φ опуклий, похiдна ∇φ(y) = ∇f(y) −∇f(x) задовольняє умову
Лiпшица зi сталою L > 0. Крiм того, x ∈ argminy∈Hφ(y)

12. Нерiвнiсть (3.9)
для φ дає

f(x) − (∇f(x), x) ≤ f(y) − (∇f(x), y) − (2L)−1 ‖∇f(y) −∇f(x)‖2 ,

що i треба було довести.
2)⇒ 3). Маємо

f(y) − f(x) ≥ (∇f(x), y− x) + (2L)−1 ‖∇f(x) −∇f(y)‖2 ,
f(x) − f(y) ≥ (∇f(y), x− y) + (2L)−1 ‖∇f(y) −∇f(x)‖2 .

12Нагадаємо, що з опуклостi f випливає

f(y) ≥ f(x) + (∇f(x), y− x) ∀x, y ∈ H.
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Склавши цi нерiвностi, отримаємо

0 ≥ (∇f(x) −∇f(y), y− x) + (2L)−1 ‖∇f(x) −∇f(y)‖2 ,

що i треба було довести.
3)⇒ 1). Очевидно.

Має мiсце

Теорема 3.3. Нехай C — опукла замкнена множина, оператор A обер-
нено сильно монотонний на C. Нехай 0 < λ < 2α, де α — стала оберненої
сильної монотонностi оператора A. Тодi породжена алгоритмом 3.1 послi-
довнiсть (xn) слабко збiгається до деякого розв’язку (3.1).

Доведення. Для 0 < λ < 2α розглянемо оператори

Tx = PCSx, Sx = x− λAx.

Множина нерухомих точок оператора T збiгається з множиною VI(A,C)

розв’язкiв варiацiйної нерiвностi (3.1), а алгоритм 3.1 записуєтья у виглядi

xn+1 = Txn.

Для оператора S має мiсце оцiнка

‖Sx− Sy‖2 ≤ ‖x− y‖2 −
(
2α

λ
− 1

)
‖(x− Sx) − (y− Sy)‖2 ∀x, y ∈ C.

Ураховуючи опуклiсть функцiї ‖·‖2, отримаємо

‖(x− Tx) − (y− Ty)‖2 /2 = ‖(x− PCSx) − (y− PCSy)‖2 /2 = ‖(x− Sx)−
−(y− Sy) + (Sx− PCSx) − (Sy− PCSy)‖2 /2 ≤

≤ ‖(x− Sx) − (y− Sy)‖2 + ‖(Sx− PCSx) − (Sy− PCSy)‖2 ≤

≤ λ(2α− λ)−1
(
‖x− y‖2 − ‖Sx− Sy‖2

)
+ ‖Sx− Sy‖2 − ‖PCSx− PCSy‖2 ≤

≤ max
{
λ(2α− λ)−1, 1

}(
‖x− y‖2 − ‖PCSx− PCSy‖2

)
.

Таким чином,

‖Tx− Ty‖2 ≤ ‖x− y‖2 − µ ‖(x− Tx) − (y− Ty)‖2 ∀x, y ∈ C, (3.10)

де µ =
(
max
{
2λ(2α− λ)−1, 2

})−1
> 0.
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Використовуючи (3.10), оцiнимо зверху ‖xn+1 − z‖2, де z ∈ VI(A,C),

‖xn+1 − z‖2 = ‖Txn − Tz‖2 ≤ ‖xn − z‖2−
− µ ‖xn − Txn‖2 = ‖xn − z‖2 − µ ‖xn − xn+1‖2 .

Звiдси
‖xn+1 − z‖ ≤ ‖xn − z‖ ,

та

µ

n∑
k=0

‖xk+1 − xk‖2 ≤ ‖x0 − z‖2 ∀n ∈ N. (3.11)

Таким чином, iснує limn→∞ ‖xn − z‖ ∈ R, послiдовнiсть (xn) обмежена, а з
(3.11) випливає

lim
n→∞ ‖xn+1 − xn‖ = 0. (3.12)

Покажемо за допомогою (3.12), що всi частковi слабкi границi послiдовностi
(xn) належать VI(A,C). Нехай пiдпослiдовнiсть (xnk

) слабко збiгається до
z ∈ H. Очевидно, що z ∈ C. Маємо

(xnk+1 − xnk
+ λAxnk

, x− xnk+1) ≥ 0 ∀x ∈ C.

Звiдси для всiх x ∈ C отримуємо

0 ≤ (xnk+1 − xnk
, x− xnk+1) + λ (Axnk

, xnk
− xnk+1)+

+ λ (Axnk
, x− xnk

) ≤ (xnk+1 − xnk
, x− xnk+1)+

+ λ (Axnk
, xnk

− xnk+1) + λ (Ax, x− xnk
) . (3.13)

Перейшовши до границi при k→∞ в (3.13), отримаємо

(Ax, x− z) ≥ 0 ∀x ∈ C,

тобто z ∈ VI(A,C).
Покажемо, що (xn) слабко збiгається до деякого елемента z ∈ VI(A,C).

Нехай a, b ∈ VI(A,C) — двi слабкi частковi границi послiдовностi (xn). При-
пустимо, що a 6= b, xnk

⇀ a, xnl
⇀ b. Тодi

lim
n→∞ ‖xn − a‖ = lim

k→∞ ‖xnk
− a‖ < lim

k→∞ ‖xnk
− b‖ =

= lim
l→∞ ‖xnl

− b‖ < lim
l→∞ ‖xnl

− a‖ = lim
n→∞ ‖xn − a‖ .

Ця нерiвнiсть указує на те, що a = b. Отже, (xn) слабко збiжна.
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Розглянемо регуляризований варiант найпростiшого проекцiйного методу
для нерiвностей з обернено сильно монотонними лiпшицевими операторами.
Зафiксуємо число λ ∈ (0, 2α), де α — стала оберненої сильної монотонностi
оператора A, i послiдовнiсть чисел (αn) таку, що αn ∈ (0, 1), limn→∞ αn = 0,∑∞

n=0 αn = +∞,
∑∞

n=1 |αn+1 − αn| < +∞ або limn→∞(αn+1 − αn)/αn+1 = 0.
Алгоритм 3.2.

1) Задаємо x0 ∈ H.

2) Для xn обчислюємо
yn = PC(xn − λAxn),

xn+1 = PC(1− αn)yn.

3) Покладаємо n := n+ 1 та переходимо на крок 2.

Покажемо, що послiдовностi (xn), (yn) обмеженi. Для z ∈ VI(A,C) маємо

‖xn+1 − z‖ = ‖PC(1− αn)yn − PCz‖ ≤
≤ ‖(1− αn)yn − z‖ ≤ (1− αn) ‖yn − z‖+ αn ‖z‖ =

= (1− αn) ‖PC (xn − λAxn) − PC (z− λAz)‖+ αn ‖z‖ ≤
≤ (1− αn) ‖xn − z‖+ αn ‖z‖ ≤ max {‖xn − z‖ , ‖z‖} .

Тому
‖xn+1 − z‖ ≤ max {‖x0 − z‖ , ‖z‖} . (3.14)

З (3.14) випливає обмеженiсть послiдовностi (xn). Обмеженiсть (yn) випливає
з формули yn = PC(xn − λAxn).

Покажемо, що
lim
n→∞ ‖xn+1 − xn‖ = 0 (3.15)

та
lim
n→∞ ‖xn − yn‖ = 0. (3.16)

Маємо

‖xn+1 − xn‖ = ‖PC(1− αn)yn − PC(1− αn−1)yn−1‖ ≤
≤ ‖(1− αn)yn − (1− αn−1)yn−1‖ ≤

≤ (1− αn) ‖xn − xn−1‖+ |αn − αn−1| · ‖yn−1‖ .
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З леми 1.11 випливає (3.15). Тепер можемо отримати (3.16) iз (3.15).

‖xn − yn‖ ≤ ‖xn − xn+1‖+ ‖xn+1 − yn‖ = ‖xn − xn+1‖+
+ ‖PC(1− αn)yn − yn‖ ≤ ‖xn − xn+1‖+ αn ‖yn‖→ 0.

З обмеженостi (xn) випливає iснування пiдпослiдовностi (xnk
), що слабко

збiгається до деякої точки w ∈ H. Покажемо, що w ∈ VI(A,C). Ясно, що
w ∈ C. Маємо

(ynk
− xnk

+ λAxnk
, x− ynk

) ≥ 0 ∀x ∈ C.
Звiдси

(ynk
− xnk

, x− ynk
) + λ (Axnk

, xnk
− ynk

) + λ (Ax, x− xnk
) ≥ 0 ∀x ∈ C.

Пiсля граничного переходу отримаємо

(Ax, x−w) ≥ 0 ∀x ∈ C,

тобто w ∈ VI(A,C).
Розглянемо елемент x∗ = PVI(A,C)0. Доведемо, що

lim
n→∞(−x∗, xn − x∗) ≤ 0. (3.17)

Видiлимо з (xn) пiдпослiдовнiсть (xnk
) таку, що

lim
n→∞(−x∗, xn − x∗) = lim

k→∞(−x∗, xnk
− x∗).

Можна вважати, що xnk
⇀ w ∈ VI(A,C). Тому маємо

lim
k→∞(−x∗, xnk

− x∗) = (−x∗, w− x∗) ≤ 0,

чим i доводимо (3.17).

Покажемо тепер, що xn → x∗. Маємо

‖xn+1 − x∗‖2 = ‖PC(1− αn)yn − x∗‖2 = ‖PC(1− αn)yn − PCx∗‖2 ≤
≤ ‖(1− αn)(yn − x∗) − αnx∗‖2 = (1− αn)

2 ‖yn − x∗‖2+
+ 2(1− αn)αn(x

∗ − yn, x
∗) + α2n ‖x∗‖

2 ≤ (1− αn) ‖xn − x∗‖2+

+ 2(1− αn)αn

{
(x∗ − xn, x

∗) + (xn − yn, x
∗) + αn ‖x∗‖2

}
. (3.18)
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Застосувавши до рекурентної нерiвностi (3.18) лему 1.11, робимо висновок,
що xn → x∗ при n→∞. А з (3.16) випливає yn → x∗.

Отже, має мiсце
Теорема 3.4. Нехай C — опукла замкнена множина, оператор A обер-

нено сильно монотонний на C. Нехай 0 < λ < 2α, де α — стала обер-
неної сильної монотонностi оператора A, послiдовнiсть чисел (αn) така,
що αn ∈ (0, 1), limn→∞ αn = 0,

∑∞
n=0 αn = +∞,

∑∞
n=1 |αn+1 − αn| < +∞

або limn→∞(αn+1 − αn)/αn+1 = 0. Тодi породженi алгоритмом 3.2 послi-
довностi (xn) та (yn) сильно збiгаються до єдиного нормального розв’язку
x∗ = PVI(A,C)0 задачi (3.1).

Перейдемо до вивчення iтерацiйного алгоритму 3.1 у випадку лише моно-
тонних i хемiнеперервних операторiв A.

Зафiксуємо послiдовнiсть додатних чисел (λn), що задовольняє умову
∞∑
n=0

λn = +∞ ,

∞∑
n=0

λ2n < +∞. (3.19)

Розглянемо
Алгоритм 3.3.

1) Задаємо x0 ∈ C.

2) Для xn обчислюємо

xn+1 = PC (xn − λnAxn) .

3) Якщо xn = xn+1, то СТОП, iнакше покладаємо n := n + 1 та перехо-
димо на крок 2.

Розглянемо послiдовнiсть середнiх за Чезаро:

zn =

∑n
k=0 λkxk∑n
k=0 λk

.

Щодо оператора A зробимо таке припущення:

послiдовнiсть (Axn) обмежена. (3.20)

Лема 3.2. Для породженої алгоритмом 3.3 послiдовностi (xn) i точки
y ∈ C виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − y‖2 ≤ ‖xn − y‖2 + λ2n ‖Axn‖
2 − 2λn (Ay, xn − y) . (3.21)
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Доведення. Для y ∈ C та xn+1 маємо

‖xn+1 − y‖2 = ‖PC (xn − λnAxn) − y‖2 ≤
≤ ‖xn − y‖2 + λ2n ‖Axn‖

2 − 2λn (Axn, xn − y) .

Оператор A — монотонний. Тому (Axn, xn − y) ≥ (Ay, xn − y). Отже,

‖xn+1 − y‖2 ≤ ‖xn − y‖2 + λ2n ‖Axn‖
2 − 2λn (Ay, xn − y) ,

що i треба було довести.

Лема 3.3. Для породженої алгоритмом 3.3 послiдовностi (xn), послiдов-
ностi середнiх (zn) i точки y ∈ C виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − y‖2 − ‖x0 − y‖2∑n
k=0 λk

≤ 2 (Ay, y− zn) +

∑n
k=0 λ

2
k ‖Axk‖

2∑n
k=0 λk

. (3.22)

Доведення. Подамо нерiвнiсть леми 3.2 у виглядi

‖xk+1 − y‖2 − ‖xk − y‖2 ≤ 2 (Ay, λky− λkxk) + λ
2
k ‖Axk‖

2
. (3.23)

Пiдсумувавши (3.23) за k вiд 0 до n ∈ N, отримаємо

‖xn+1 − y‖2 − ‖x0 − y‖2 ≤ 2

(
Ay,

n∑
k=0

λky−

n∑
k=0

λkxk

)
+

+

n∑
k=0

λ2k ‖Axk‖
2
. (3.24)

Роздiливши (3.24) на
∑n

k=0 λk, приходимо до (3.22).

Припустимо, що VI(A,C) 6= ∅. Має мiсце

Лема 3.4. Нехай (xn) — породжена алгоритмом 3.3 послiдовнiсть. Тодi
для довiльної точки y ∈ VI(A,C) iснує скiнченна границя limn→∞ ‖xn − y‖.
Зокрема, послiдовнiсть (xn) обмежена.

Доведення. Використаємо леми 1.10 та 3.2. У нерiвностi (3.21) покладемо y ∈
VI(A,C). Отримаємо

‖xn+1 − y‖2 ≤ ‖xn − y‖2 + λ2n ‖Axn‖
2
, (3.25)

оскiльки (Ay, xn − y) ≥ 0. З нерiвностi (3.25), припущення (3.20) та умови
(λn) ∈ `2 випливає iснування границi limn→∞ ‖xn − y‖ ∈ R.
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Обмеженiсть послiдовностi (xn) зумовлює обмеженiсть послiдовностi сере-
днiх (zn). А з леми 3.3 випливає

Лема 3.5. Усi слабкi частковi границi послiдовностi середнiх (zn) нале-
жать множинi VI(A,C).

Доведення. Розглянемо слабко збiжну пiдпослiдовнiсть (znl
) послiдовностi

(zn). Нехай z ∈ H — слабка границя (znl
). Ясно, що z належить множинi

C. Записавши нерiвнiсть (3.22) для елементiв znl
, пiсля граничного переходу

при l→∞ отримаємо (Ay, y− z) ≥ 0 ∀y ∈ C, що за лемою 2.1 рiвносильно
включенню z ∈ VI(A,C).

Сформулюємо теорему про ергодичну збiжнiсть.

Теорема 3.5. Справедливi твердження:

1) якщо VI(A,C) 6= ∅, то послiдовнiсть середнiх за Чезаро (zn) слабко
збiгається до деякої точки x ∈ VI(A,C);

2) якщо VI(A,C) = ∅, то ‖zn‖→ +∞.

Доведення. З лем 3.4 та 3.5 випливає, що у випадку VI(A,C) 6= ∅ для згене-
рованої алгоритмом 3.3 послiдовностi (xn) i множини F = VI(A,C) виконанi
умови леми 1.8. Отже, послiдовнiсть (zn) слабко збiгається до деякої точки
x ∈ VI(A,C).

Припустимо, що VI(A,C) = ∅. Тодi ‖zn‖ → +∞. Дiйсно, iнакше послi-
довнiсть (zn) має слабку граничну точку z, яка, як було показано ранiше,
належить множинi VI(A,C).

За деяких додаткових умов має мiсце сильна збiжнiсть послiдовностi (xn).

Теорема 3.6. Нехай оператор A сильно монотонний. Тодi породжена
алгоритмом 3.3 послiдовнiсть (xn) сильно збiгається до єдиного розв’язку
(3.1).

Доведення. Нехай z ∈ C — розв’язок (3.1), A — сильно монотонний оператор
з константою µ > 0. Маємо

‖xn+1 − y‖2 ≤ ‖xn − y‖2 + λ2n ‖Axn‖
2 − 2λn (Axn, xn − y) , y ∈ C.

Завдяки сильнiй монотонностi оператора A отримуємо

(Axn, xn − y) ≥ (Ay, xn − y) + µ ‖xn − y‖2 .
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Отже,

‖xn+1 − y‖2 ≤ ‖xn − y‖2 + λ2n ‖Axn‖
2−

− 2λn (Ay, xn − y) − 2µλn ‖xn − y‖2 . (3.26)

Розглянувши у (3.26) варiант y = z, отримуємо нерiвнiсть

2µλn ‖xn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn+1 − z‖2 + λ2n ‖Axn‖
2
. (3.27)

Просумувавши (3.27) за n вiд 0 до N, отримаємо

2µ

N∑
n=0

λn ‖xn − z‖2 ≤ ‖x0 − z‖2 +
N∑
n=0

λ2n ‖Axn‖
2
.

Звiдси
∑∞

n=0 λn ‖xn − z‖
2
< +∞. Оскiльки (λn) /∈ `1 та iснує limn→∞ ‖xn − z‖,

то маємо limn→∞ ‖xn − z‖ = 0.
Теорема 3.7. Нехай intVI(A,C) 6= ∅. Тодi породжена алгоритмом 3.3

послiдовнiсть (xn) сильно збiгається до розв’язку (3.1).

Доведення. Вiзьмемо елемент y ∈ intVI(A,C). Тодi iснує замкнена куля
B(y, r) ⊆ VI(A,C), r > 0. Запишемо для yn = y − r xn+1−xn

‖xn+1−xn‖ ∈ B(y, r) нерiв-
нiсть (3.25)

‖xn+1 − yn‖2 ≤ ‖xn − yn‖2 + λ2n ‖Axn‖
2
.

Цю нерiвнiсть можна записати у такому виглядi:

2r ‖xn+1 − xn‖ ≤ ‖xn − y‖2 − ‖xn+1 − y‖2 + λ2n ‖Axn‖
2
.

Для довiльних m > n маємо

‖xm − xn‖ ≤
m−1∑
k=n

‖xk+1 − xk‖ ≤
‖xn − y‖2 − ‖xm − y‖2

2r
+
1

2r

m−1∑
k=n

λ2k ‖Axk‖
2
.

З припущення (3.20), (λn) ∈ `2 та леми 3.4 випливає фундаментальнiсть по-
слiдовностi (xn). Нехай z ∈ H — сильна границя (xn). Тодi послiдовнiсть
середнiх (zn) сильно збiгається до точки z. Включення

z ∈ VI(A,C)

випливає з леми 3.5.
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Включивши операцiю усереднення у схему обчислень, отримаємо такий
алгоритм.

Алгоритм 3.4.

1) Задаємо x0 = z0 ∈ C; покладаємо σ0 := λ0, n := 0.

2) Для xn знаходимо xn+1 = PC (xn − λnAxn) .

3) Якщо xn+1 = xn, то СТОП та xn ∈ VI(A,C). Iнакше переходимо на
крок 4.

4) Покладаємо

σn+1 = σn + λn+1,

zn+1 =

(
1−

λn+1

σn+1

)
zn +

λn+1

σn+1
xn+1,

n := n+ 1, переходимо на крок 2.

Має мiсце

Теорема 3.8. Справедливi твердження:

1) якщо VI(A,C) 6= ∅, то послiдовнiсть (zn) слабко збiгається до деякого
елемента x ∈ VI(A,C);

2) якщо VI(A,C) = ∅, то ‖zn‖→ +∞.

3.2. Екстраградiєнтний метод Корпелевич

Одним з найпопулярнiших методiв розв’язання варiацiйних нерiвностей є
екстраградiєнтний метод Корпелевич.

Алгоритм 3.5.

1) Задаємо x0 ∈ C, λ ∈
(
0, 1
L

)
.

2) Для xn обчислюємо
yn = PC (xn − λAxn) .

3) Якщо xn = yn, то СТОП, iнакше обчислюємо

xn+1 = PC (xn − λAyn) ,

покладаємо n := n+ 1 та переходимо на крок 2.
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Лема 3.6. Якщо xn = yn, то xn ∈ VI(A,C).
Доведення. Рiвнiсть

yn = PC (xn − λAxn)

рiвносильна варiацiйнiй нерiвностi

(yn − xn + λAxn, x− yn) ≥ 0 ∀x ∈ C.

З урахуванням умови xn = yn маємо xn ∈ VI(A,C).
Лема 3.7. Для z ∈ VI(A,C) i породжених алгоритмом 3.5 послiдовно-

стей (xn), (yn) виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − (1− λ2L2) ‖xn − yn‖2 . (3.28)

Доведення. Маємо

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − λAyn − z‖2 − ‖xn − λAyn − xn+1‖2 =
= ‖xn − z‖2 − ‖xn+1 − xn‖2 + 2λ (Ayn, z− xn+1) . (3.29)

З монотонностi оператора A та z ∈ VI(A,C) випливає

0 ≤ (Ayn −Az, yn − z) = (Ayn, yn − z) − (Az, yn − z) ≤
≤ (Ayn, yn − z) = (Ayn, yn − xn+1) + (Ayn, xn+1 − z) ,

тобто
(Ayn, z− xn+1) ≤ (Ayn, yn − xn+1) . (3.30)

Оцiнивши праву частину (3.29) за допомогою (3.30), отримаємо

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn+1 − xn‖2 + 2λ (Ayn, yn − xn+1) .

Далi

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖(xn − yn) + (yn − xn+1)‖2+
+ 2λ (Ayn, yn − xn+1) = ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2−

− ‖yn − xn+1‖2 + 2 (xn − λAyn − yn, xn+1 − yn) .

Оскiльки xn+1 ∈ C, то

(xn − λAyn − yn, xn+1 − yn) = (xn − λAxn − yn, xn+1 − yn)+

+ λ (Axn −Ayn, xn+1 − yn) ≤ λ (Axn −Ayn, xn+1 − yn) .
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Отже,

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2−
− ‖yn − xn+1‖2 + 2λ (Axn −Ayn, xn+1 − yn) . (3.31)

Перейдемо до оцiнки 2λ (Axn −Ayn, xn+1 − yn). Маємо

2λ (Axn −Ayn, xn+1 − yn) ≤ 2λL ‖xn − yn‖ ‖xn+1 − yn‖ ≤
≤ λ2L2 ‖xn − yn‖2 + ‖xn+1 − yn‖2 . (3.32)

Використовуючи (3.32) у (3.31), отримаємо нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − (1− λ2L2) ‖xn − yn‖2 ,

чим i завершуємо доведення.

Теорема 3.9. Породженi алгоритмом 3.5 послiдовностi (xn), (yn) слабко
збiгаються до розв’язку (3.1).

Доведення. З нерiвностi (3.28) випливає iснування limn→∞ ‖xn − z‖ для всiх
z ∈ VI(A,C). Зокрема, послiдовнiсть (xn) обмежена. Запишемо нерiвнiсть
(3.28) у виглядi

(1− λ2L2) ‖xn − yn‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn+1 − z‖2 .

Маємо ∞∑
n=0

‖xn − yn‖2 < +∞.
Звiдси limn→∞ ‖xn − yn‖ = 0. Отже, послiдовнiсть (yn) також обмежена. По-
кажемо, що всi слабкi частковi границi послiдовностi (xn) належать множинi
VI(A,C). Нехай пiдпослiдовнiсть (xnk

) слабко збiгається до x∗ ∈ H. Очевидно,
що x∗ ∈ C та ynk

⇀ x∗. Маємо

(ynk
− xnk

+ λAxnk
, x− ynk

) ≥ 0 ∀x ∈ C.

Звiдси для всiх x ∈ C отримуємо

0 ≤ (ynk
− xnk

, x− ynk
) + λ (Axnk

, xnk
− ynk

) + λ (Axnk
, x− xnk

) ≤
≤ (ynk

− xnk
, x− ynk

) + λ (Axnk
, xnk

− ynk
) + λ (Ax, x− xnk

) . (3.33)

Перейшовши до границi у (3.33), отримаємо (Ax, x− x∗) ≥ 0 ∀x ∈ C, тобто
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x∗ ∈ VI(A,C). Покажемо, що послiдовнiсть (xn) слабко збiгається. Припу-
стимо, що послiдовнiсть (xn) має принаймнi двi рiзнi слабкi частковi границi
p та q. За доведеним p, q ∈ VI(A,C). Нехай (xnk

) — пiдпослiдовнiсть, що
слабко збiгається до p. Тодi з леми Опяла (лема 1.6) випливає:

lim
n→∞ ‖xn − p‖ = lim

k→∞ ‖xnk
− p‖ < lim

k→∞ ‖xnk
− q‖ = lim

n→∞ ‖xn − q‖ .
Повторивши це мiркування, приходимо до абсурдної нерiвностi

lim
n→∞ ‖xn − p‖ < lim

n→∞ ‖xn − p‖ .
Отже, послiдовнiсть (xn) слабко збiгається до точки з множини VI(A,C).

3.3. Метод екстраполяцiї з минулого

Певною альтернативою методу Г. М. Корпелевич є метод Л. Д. Попова,
опублiкований у 1980 р.

Алгоритм 3.6.

1) Задаємо x0 = y0 ∈ C, λ ∈
(
0, 1
3L

)
.

2) Для xn та yn обчислюємо

xn+1 = PC (xn − λAyn) .

Якщо xn = yn = xn+1, то СТОП, iнакше переходимо на крок 3.

3) Обчислюємо
yn+1 = PC (xn+1 − λAyn) ,

покладаємо n := n+ 1 та переходимо на крок 2.

В спiльнотi фахiвцiв з машинного навчання даний алгоритм отримав назву
«Extrapolation from the Past» [32]. Це пов’язано з можливiстю записати метод
у такiй формi:

x1 ∈ C, y0 ∈ C,
yn = PC(xn − λAyn−1),

xn+1 = PC(xn − λAyn).
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Лема 3.8. Для z ∈ VI(A,C) i породжених алгоритмом 3.6 послiдовно-
стей (xn), (yn) виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − (1− λL) ‖xn − yn‖2−
− (1− 2λL) ‖xn+1 − yn‖2 + λL ‖xn − yn−1‖2 . (3.34)

Доведення. Маємо

‖xn+1 − z‖2 = ‖PC (xn − λAyn) − z‖2 ≤
≤ ‖xn − λAyn − z‖2 − ‖xn − λAyn − xn+1‖2 =

= ‖xn − z‖2 − ‖xn+1 − xn‖2 − 2λ (Ayn, xn+1 − z) . (3.35)

До правої частини (3.35) додамо 2λ (Ayn, yn − z) ≥ 0. Отримаємо

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn+1 − xn‖2 − 2λ (Ayn, xn+1 − yn) =
= ‖xn − z‖2 − ‖yn − xn‖2 − ‖xn+1 − yn‖2 − 2(xn − yn, yn − xn+1)−
− 2λ (Ayn, xn+1 − yn) = ‖xn − z‖2 − ‖yn − xn‖2 − ‖xn+1 − yn‖2+

+ 2λ (Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn)+

+ 2 (xn − λAyn−1 − yn, xn+1 − yn) . (3.36)

Оцiнимо четвертий та п’ятий доданки в правiй частинi (3.36). Почнемо з
п’ятого. Оскiльки xn+1 ∈ C, то

(xn − λAyn−1 − yn, xn+1 − yn) ≤ 0. (3.37)

Перейдемо до оцiнки (Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn). Маємо

2λ (Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn) ≤ 2λL ‖yn−1 − yn‖ ‖xn+1 − yn‖ ≤
≤ 2λL (‖yn − xn‖+ ‖xn − yn−1‖) ‖xn+1 − yn‖ ≤

≤ λL
(
‖yn − xn‖2 + ‖xn − yn−1‖2 + 2 ‖xn+1 − yn‖2

)
. (3.38)

Використовуючи (3.37), (3.38) у (3.36), отримуємо нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − (1− λL) ‖xn − yn‖2−
− (1− 2λL) ‖xn+1 − yn‖2 + λL ‖xn − yn−1‖2 ,

чим i завершуємо доведення.

Має мiсце
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Теорема 3.10. Породженi алгоритмом 3.6 послiдовностi (xn), (yn) слаб-
ко збiгаються до розв’язку (3.1).

Доведення. Доведемо обмеженiсть послiдовностi (xn). Зафiксуємо номер N ∈
N та розглянемо нерiвностi (3.34) для всiх номерiв N, N+1, ...,M, деM > N.
Додавши їх, отримаємо

‖xM+1 − z‖2 ≤ ‖xN − z‖2 − (1− λL)

M∑
n=N

‖xn − yn‖2−

− (1− 3λL)

M∑
n=N

‖xn+1 − yn‖2 + λL ‖xN − yN−1‖2 . (3.39)

Звiдси випливає обмеженiсть послiдовностi (xn). Крiм того, з нерiвностi (3.39)
отримуємо збiжнiсть рядiв

∑
n ‖xn − yn‖

2 та
∑

n ‖xn+1 − yn‖
2. Таким чином,

lim
n→∞ ‖xn − yn‖ = lim

n→∞ ‖xn+1 − yn‖ = 0.
Покажемо, що всi слабкi частковi границi послiдовностi (xn) належать мно-

жинi VI(A,C). Нехай пiдпослiдовнiсть (xnk
) слабко збiгається до x∗ ∈ H.

Очевидно, що x∗ ∈ C та ynk
⇀ x∗. Маємо

(ynk+1 − xnk+1 + λAynk
, y− ynk+1) ≥ 0 ∀y ∈ C.

Звiдси для всiх y ∈ C отримуємо

0 ≤ (ynk+1 − xnk+1, y− ynk+1) + λ (Aynk
, ynk

− ynk+1) + λ (Aynk
, y− ynk

) ≤
≤ (ynk+1 − xnk+1, y− ynk+1) + λ (Aynk

, ynk
− xnk+1)+

+ λ (Aynk
, xnk+1 − ynk+1) + λ (Ay, y− ynk

) . (3.40)

Перейшовши до границi при k → ∞ у (3.40), отримаємо (Ay, y− x∗) ≥ 0

∀y ∈ C, тобто x∗ ∈ VI(A,C).
Покажемо, що послiдовнiсть (xn) слабко збiгається. Оберемо довiльне z ∈

VI(A,C). Оскiльки 1− 2λL ≥ λL, то з нерiвностi (3.34) випливає

‖xn+1 − z‖2 + λL ‖xn+1 − yn‖2 ≤ ‖xn − z‖2 + λL ‖xn − yn−1‖2 .

Отже, iснує границя послiдовностi
(
‖xn − z‖2 + λL ‖xn − yn−1‖2

)
. А з рiв-

ностi limn→∞ ‖xn − yn−1‖ = 0 випливає збiжнiсть числової послiдовностi
(‖xn − z‖). Припустимо тепер, що послiдовнiсть (xn) має принаймнi двi рiзнi
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слабкi частковi границi p та q. За доведеним p, q ∈ VI(A,C). Нехай (xnk
),

(xmk
) — пiдпослiдовностi, що слабко збiгаються до p, q, вiдповiдно. Тодi

lim
n→∞ ‖xn − p‖ = lim

k→∞ ‖xnk
− p‖ < lim

k→∞ ‖xnk
− q‖ =

= lim
k→∞ ‖xmk

− q‖ < lim
k→∞ ‖xmk

− p‖ = lim
n→∞ ‖xn − p‖ .

Отримали абсурдну нерiвнiсть. Отже, послiдовнiсть (xn) слабко збiгається до
точки з множини VI(A,C).

3.4. Модифiкований екстраградiєнтний метод Tseng’а

У цьому пiдроздiлi ми припустимо, що оператор A : H → H монотонний
та лiпшицевий на всьому просторi H. Алгоритм Tseng’а буде виконувати за
iтерацiю лише одне метричне проектування на допустиму множину C.

Алгоритм 3.7.

1) Задаємо x0 ∈ H, λ ∈
(
0, 1
L

)
.

2) Для xn обчислюємо
yn = PC (xn − λAxn) .

3) Якщо xn = yn, то СТОП, iнакше обчислюємо

xn+1 = yn − λ (Ayn −Axn) ,

покладаємо n := n+ 1 та переходимо на крок 2.

Зауважимо, що при виконаннi умови xn = yn маємо xn ∈ VI(A,C). Дiй-
сно, у цьому випадку рiвнiсть yn = PC (xn − λAxn) рiвносильна варiацiйнiй
нерiвностi

(yn − xn + λAxn, x− yn) = λ (Axn, x− xn) ≥ 0 ∀x ∈ C.

Отже, xn ∈ VI(A,C).
Має мiсце

Лема 3.9. Для породжених алгоритмом 3.7 послiдовностей (xn), (yn)
має мiсце нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 −
(
1− λ2L2

)
‖xn − yn‖2, (3.41)

де z ∈ VI(A,C).
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Доведення. Нехай z ∈ VI(A,C). Маємо

‖xn+1 − z‖2 = ‖yn − λ (Ayn −Axn) − z‖2 = ‖(yn − z) + λ (Axn −Ayn)‖2 =
= ‖yn − z‖2 + 2λ(Axn −Ayn, yn − z) + λ2 ‖Axn −Ayn‖2 . (3.42)

Зi включення z ∈ VI(A,C) та рiвностi yn = PC (xn − λAxn) випливає нерiв-
нiсть

(yn − (xn − λAxn) − λAz, yn − z) ≤ 0.
З монотонностi оператора A випливає

(λAz− λAyn, yn − z) ≤ 0.

Склавши цi нерiвностi, отримаємо

(yn − (xn − λAxn) − λAyn, yn − z) ≤ 0. (3.43)

З (3.43) випливає нерiвнiсть

2λ(Axn −Ayn, yn − z) = 2(yn − (xn − λAxn) − λAyn, yn − z)+

+ 2(xn − yn, yn − z) ≤ 2(xn − yn, yn − z) =
= ‖xn − z‖2 − ‖yn − z‖2 − ‖yn − xn‖2 . (3.44)

Урахувавши (3.44) у (3.42), отримаємо

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖yn − xn‖2 + λ2 ‖Axn −Ayn‖2 ≤
≤ ‖xn − z‖2 − (1− L2λ2) ‖xn − yn‖2 ,

що i треба було довести.

Сформулюємо теорему збiжностi.

Теорема 3.11. Породженi алгоритмом 3.7 послiдовностi (xn), (yn) слаб-
ко збiгаються до розв’язку (3.1).

Доведення. З нерiвностi (3.41) випливає iснування limn→∞ ‖xn − z‖ для всiх
z ∈ VI(A,C) та рiвнiсть limn→∞ ‖xn − yn‖ = 0. Зокрема, послiдовностi (xn),
(yn) обмеженi. Усi слабкi частковi границi послiдовностi (xn) належать мно-
жинi VI(A,C). Дiйсно, нехай пiдпослiдовнiсть (xnk

) слабко збiгається до
x∗ ∈ H. Очевидно, що ynk

⇀ x∗ та x∗ ∈ C. Маємо

(ynk
− xnk

+ λAxnk
, x− ynk

) ≥ 0 ∀x ∈ C.
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Звiдси для всiх x ∈ C отримуємо

0 ≤ (ynk
− xnk

, x− ynk
) + λ (Axnk

, xnk
− ynk

) + λ (Axnk
, x− xnk

) ≤
≤ (ynk

− xnk
, x− ynk

) + λ (Axnk
, xnk

− ynk
) + λ (Ax, x− xnk

) . (3.45)

Перейшовши до границi при k→∞ в (3.45), отримаємо

(Ax, x− x∗) ≥ 0 ∀x ∈ C,

тобто x∗ ∈ VI(A,C).
Припустимо, що послiдовнiсть (xn) має принаймнi двi рiзнi слабкi частковi

границi p та q. За доведеним p, q ∈ VI(A,C). Нехай (xnk
), (xmk

) — пiдпослi-
довностi, що слабко збiгаються до p, q, вiдповiдно. Тодi

lim
n→∞ ‖xn − p‖ = lim

k→∞ ‖xnk
− p‖ < lim

k→∞ ‖xnk
− q‖ =

= lim
n→∞ ‖xn − q‖ = lim

k→∞ ‖xmk
− q‖ < lim

n→∞ ‖xn − p‖ .
Отримали абсурдну нерiвнiсть. Отже, послiдовнiсть (xn) слабко збiгається до
точки з множини VI(A,C).

В нескiнченновимiрному гiльбертовому просторi наведенi вище алгоритми
не гарантують сильної збiжностi. Тож важливим є питання побудови алгори-
тмiв, якi б гарантували сильну збiжнiсть. Для побудови сильно збiжних ал-
горитмiв до базового методу застосовують технiку iтеративної регуляризацiї
Бакушинського [17] або доповнюють базовий метод однiєю з сильно збiжнних
схем апроксимацiї нерухомих точок.

Розглянемо два варiанти регуляризацiї алгоритму 3.7. Почнемо з iтератив-
ної регуляризацiї.

Алгоритм 3.8.

1) Задаємо x0 ∈ H, a ∈ H, λ ∈
(
0, 1
L

)
, αn ∈ (0, 1), limn→∞ αn = 0,∑∞

n=0 αn = +∞.

2) Для xn обчислюємо
yn = PC (xn − λAxn) .

3) Обчислюємо
zn = yn − λ (Ayn −Axn) ,

xn+1 = αna+ (1− αn)zn,

покладаємо n := n+ 1 та переходимо на крок 2.
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Має мiсце

Лема 3.10. Для породжених алгоритмом 3.8 послiдовностей (xn), (yn),
(zn) та z ∈ VI(A,C) має мiсце нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − z‖2 + ‖xn+1 − zn‖2 +
(
1− λ2L2

)
‖xn − yn‖2 ≤

≤ −2αn(zn − a, xn+1 − z). (3.46)

Доведення. Маємо

‖xn+1 − z‖2 = ‖αna+ (1− αn)zn − z‖2 =
= ‖zn − z‖2 − 2αn(zn − a, zn − z) + α2n‖zn − a‖2 =

= ‖zn − z‖2 − 2αn(zn − a, xn+1 − z) − ‖xn+1 − zn‖2 .

Оцiнимо зверху ‖zn − z‖2, використовуючи лему 3.9. Отримаємо

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 −
(
1− λ2L2

)
‖xn − yn‖2−

− ‖xn+1 − zn‖2 − 2αn(zn − a, xn+1 − z).

Звiдcи випливає нерiвнiсть (3.46).

Лема 3.11. Породженi алгоритмом 3.8 послiдовностi (xn), (yn) та (zn)

обмеженi.

Доведення. Нехай z ∈ VI(A,C). Маємо

‖xn+1 − z‖ = ‖αna+ (1− αn)zn − z‖ = ‖αn(a− z)+

+(1− αn)(zn − z)‖ ≤ αn ‖a− z‖+ (1− αn) ‖zn − z‖ .

Використавши нерiвнiсть леми 3.9, отримаємо

‖xn+1 − z‖ ≤ αn ‖a− z‖+ (1− αn) ‖xn − z‖ ≤ max {‖a− z‖ , ‖xn − z‖} .

Отже,
‖xn+1 − z‖ ≤ max {‖a− z‖ , ‖x0 − z‖} ∀n ∈ N.

Таким чином, послiдовнiсть (xn) обмежена. Обмеженiсть послiдовностей (yn)

та (zn) випливає з нерiвностi

‖zn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 −
(
1− λ2L2

)
‖xn − yn‖2

та обмеженостi (xn).
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Тепер сформулюємо теорему про сильну збiжнiсть алгоритму 3.8.

Теорема 3.12. Породженi алгоритмом 3.8 послiдовностi (xn), (yn) та
(zn) сильно збiгаються до точки x∗ = PVI(A,C)a.

Доведення. Розглянемо елемент x∗ = PVI(A,C)a. З леми 3.11 випливає iснува-
ння такого M > 0, що |(zn − a, xn+1 − x

∗)| ≤M для всiх n ∈ N. Тодi з леми
3.10 одержуємо оцiнку

‖xn+1 − x∗‖2 − ‖xn − x∗‖2 + ‖xn+1 − zn‖2+
+
(
1− λ2L2

)
‖xn − yn‖2 ≤ 2αnM. (3.47)

Розглянемо числову послiдовнiсть (‖xn − x∗‖). Можливi два варiанти:

a) iснує номер n̄ ∈ N такий, що

‖xn+1 − x∗‖ ≤ ‖xn − x∗‖ ∀n ≥ n̄;

b) iснує зростаюча послiдовнiсть номерiв (nk) така, що

‖xnk+1 − x
∗‖ > ‖xnk

− x∗‖ ∀k ∈ N.

Розглянемо варiант a). У цьому випадку iснує limn→∞ ‖xn − x∗‖ ∈ R.
Оскiльки ‖xn+1 − x∗‖2 − ‖xn − x∗‖2 → 0 та αn → 0, то маємо

‖xn+1 − zn‖→ 0, ‖xn − yn‖→ 0. (3.48)

З обмеженостi (xn) випливає iснування пiдпослiдовностi (xnk
), що слабко

збiгається до деякої точки w ∈ H. Покажемо, що w ∈ VI(A,C). З (3.48)
випливає ynk

⇀ w та w ∈ C. Маємо

(ynk
− xnk

+ λAxnk
, x− ynk

) ≥ 0 ∀x ∈ C.

Звiдси

(ynk
− xnk

, x− ynk
) + λ (Axnk

, xnk
− ynk

) + λ (Ax, x− xnk
) ≥ 0 ∀x ∈ C.

Пiсля граничного переходу отримаємо

(Ax, x−w) ≥ 0 ∀x ∈ C,

тобто w ∈ VI(A,C).



74 Роздiл 3. Методи розв’язання варiацiйних нерiвностей

Доведемо, що
lim
n→∞(a− x∗, xn+1 − x

∗) ≤ 0. (3.49)

Видiлимо з (xn) пiдпослiдовнiсть (xnk
) таку, що

lim
n→∞(a− x∗, xn+1 − x

∗) = lim
k→∞(a− x∗, xnk

− x∗).

Можна вважати, що xnk
⇀ w ∈ VI(A,C). Тому

lim
k→∞(a− x∗, xnk

− x∗) = (a− x∗, w− x∗) ≤ 0,

чим i доводимо (3.49).
З (3.49) та нерiвностi

‖xn+1 − x∗‖2 = ‖αn(a− x∗) + (1− αn)(zn − x
∗)‖2 ≤

≤ (1− αn)
2 ‖zn − x∗‖2 + 2αn (a− x∗, xn+1 − x

∗) ≤
≤ (1− αn) ‖xn − x∗‖2 + 2αn (a− x∗, xn+1 − x

∗) ,

узявши до уваги лему 1.11, робимо висновок, що

‖xn − x∗‖→ 0.

З (3.48) випливає

lim
n→∞ ‖yn − x∗‖ = lim

n→∞ ‖zn − x∗‖ = 0.
Розглянемо варiант b). Використаємо лему 1.12. У цьому випадку розгля-

немо послiдовнiсть номерiв (mk) iз властивостями:

(i) mk ↗ +∞;

(ii) ‖xmk+1 − x
∗‖ ≥ ‖xmk

− x∗‖ для всiх k ≥ n1;

(iii) ‖xmk+1 − x
∗‖ ≥ ‖xk − x∗‖ для всiх k ≥ n1.

З (3.47) та (ii) випливає

‖xmk+1 − zmk
‖2 +

(
1− λ2L2

)
‖xmk

− ymk
‖2 ≤

≤ −2αmk
(zmk

− a, xmk+1 − z) ≤ 2αmk
M. (3.50)

Звiдси
lim
k→∞ ‖xmk+1 − zmk

‖ = lim
k→∞ ‖xmk

− ymk
‖ = 0.
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Крiм того,
lim
k→∞ ‖zmk

− ymk
‖ = 0.

Як i в попередньому випадку, показуємо, що частковi слабкi границi послi-
довностей (xmk

) та (ymk
) належать множинi VI(A,C).

Нехай zmkj
⇀ w. Тодi ymkj

⇀ w та w ∈ VI(A,C). З (3.50) випливає

(zmk
− a, xmk+1 − z) ≤ 0 ∀k ≥ n1. (3.51)

Запишемо тотожнiсть

‖zmk
− x∗‖2 = (zmk

− a, xmk+1 − x
∗)+

+ (zmk
− a, zmk

− xmk+1) − (x∗ − a, zmk
− x∗).

Ураховуючи нерiвнiсть (3.51), отримуємо

‖zmk
− x∗‖2 ≤ (zmk

− a, zmk
− xmk+1) − (x∗ − a, zmk

− x∗). (3.52)

Оскiльки
(zmk

− a, zmk
− xmk+1)→ 0,

(x∗ − a, zmkj
− x∗)→ (x∗ − a,w− x∗) ≥ 0,

то з (3.52) випливає

lim
j→∞ ‖zmkj

− x∗‖2 ≤ lim
j→∞
{
−(x∗ − a, zmkj

− x∗)
}
≤ 0.

Таким чином,
lim
j→∞ ‖zmkj

− x∗‖ = 0.

З обмеженостi (zmk
) та єдиностi x∗ = PVI(A,C)a випливає

lim
k→∞ ‖zmk

− x∗‖ = 0.

Далi маємо
lim
k→∞ ‖xmk+1 − x

∗‖ = 0.

Ураховуючи умову (iii), отримуємо

lim
n→∞ ‖xn − x∗‖ = 0.

Звiдси, у свою чергу, випливає limn→∞ ‖yn − x∗‖ = limn→∞ ‖zn − x∗‖ = 0.
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Розлянемо тепер iншу схему регуляризацiї алгоритму 3.7, яка базується на
проекцiйнiй CQ-схемi Nakajo–Takahashi.

Алгоритм 3.9.

1) Задаємо x0 ∈ H, λ ∈
(
0, 1
L

)
.

2) Для xn обчислюємо

yn = PC (xn − λAxn) ,

zn = yn − λ (Ayn −Axn) .

3) Будуємо напiвпростори

Cn = {z ∈ H : ‖zn − z‖ ≤ ‖xn − z‖} ,
Qn = {z ∈ H : (xn − z, x0 − xn) ≥ 0} ,

обчислюємо
xn+1 = PCn∩Qn

x0,

покладаємо n := n+ 1 та переходимо на крок 2.

Теорема 3.13. Породженi алгоритмом 3.9 послiдовностi (xn), (yn) та
(zn) сильно збiгаються до точки x∗ = PVI(A,C)x0.

Доведення. Має мiсце нерiвнiсть

‖zn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 −
(
1− λ2L2

)
‖xn − yn‖2, (3.53)

де z ∈ VI(A,C).
Множини Qn, Cn — опуклi та замкненi. Нехай z ∈ VI(A,C). З нерiвностi

(3.53) випливає z ∈ Cn для всiх n ≥ 0. Отже, VI(A,C) ⊆ Cn для всiх n ≥ 0.
Тепер за допомогою математичної iндукцiї покажемо, що для всiх n ≥ 0

має мiсце вкладення VI(A,C) ⊆ Cn ∩ Qn. Для n = 0 маємо Qn = H. Тому
VI(A,C) ⊆ C0∩Q0. Нехай для деякого k ∈ N маємо VI(A,C) ⊆ Ck∩Qk. Тодi
iснує єдина точка xk+1 ∈ Ck∩Qk така, що xk+1 = PCk∩Qk

x0. З xk+1 = PCk∩Qk
x0

випливає
(xk+1 − z, x− xk+1) ≥ 0 ∀z ∈ Ck ∩Qk.

Оскiльки VI(A,C) ⊆ Ck ∩Qk, то VI(A,C) ⊆ Qk+1. Таким чином, VI(A,C) ⊆
Ck+1 ∩Qk+1.

Покажемо, що послiдовнiсть (xn) обмежена. Iснує єдина точка x∗ ∈
VI(A,C) така, що x∗ = PVI(A,C)x0. З xn+1 = PCn∩Qn

x0 випливає

‖xn+1 − x0‖ ≤ ‖z− x0‖ ∀z ∈ Cn ∩Qn.
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Оскiльки x∗ ∈ VI(A,C) ⊆ Cn ∩Qn, то

‖xn+1 − x0‖ ≤ ‖x∗ − x0‖ ∀n ∈ N. (3.54)

Звiдси випливає обмеженiсть (xn).
Доведемо, що

lim
n→∞ ‖xn+1 − xn‖ = 0. (3.55)

З xn+1 ∈ Cn ∩Qn ⊆ Qn та xn = PQn
x0 випливає

‖xn+1 − x0‖ ≥ ‖xn − x0‖ ∀n ∈ N.

Послiдовнiсть (‖xn − x0‖) обмежена та неспадна. Тому iснує скiнченна гра-
ниця limn→∞ ‖xn − x0‖. З iншого боку, оскiльки xn+1 ∈ Qn, то (xn−xn+1, x0−
xn) ≥ 0 i

‖xn − xn+1‖2 = ‖(xn − x0) − (xn+1 − x0)‖2 =
= ‖xn − x0‖2 − 2(xn − x0, xn+1 − x0) + ‖xn+1 − x0‖2 =
= ‖xn+1 − x0‖2 − ‖xn − x0‖2 − 2(xn − xn+1, x0 − xn) ≤

≤ ‖xn+1 − x0‖2 − ‖xn − x0‖2 .

Звiдси випливає (3.55).
Оскiльки xn+1 ∈ Cn, то ‖zn − xn+1‖ ≤ ‖xn − xn+1‖. Звiдси

‖zn − xn‖ ≤ 2 ‖xn − xn+1‖→ 0. (3.56)

Використовуючи нерiвнiсть (3.53), отримуємо

‖xn − yn‖2 ≤
‖xn − z‖2 − ‖zn − z‖2

(1− λ2L2)
=

=
(‖xn − z‖− ‖zn − z‖) (‖xn − z‖+ ‖zn − z‖)

(1− λ2L2)
≤

≤ (‖xn − z‖+ ‖zn − z‖)
(1− λ2L2)

‖xn − zn‖ ,

де z ∈ VI(A,C). З (3.56) випливає

lim
n→∞ ‖xn − yn‖ = 0. (3.57)

Розглянемо довiльну пiдпослiдовнiсть (xnk
), що слабко збiгається до деякої



78 Роздiл 3. Методи розв’язання варiацiйних нерiвностей

точки w ∈ H. Покажемо, що w ∈ VI(A,C). З (3.57) випливає ynk
⇀ w та

w ∈ C. Маємо

(ynk
− xnk

+ λAxnk
, x− ynk

) ≥ 0 ∀x ∈ C.
Звiдси

(ynk
− xnk

, x− ynk
) + λ (Axnk

, xnk
− ynk

) + λ (Ax, x− xnk
) ≥ 0 ∀x ∈ C.

Пiсля граничного переходу отримаємо (Ax, x−w) ≥ 0 ∀x ∈ C, тобто w ∈
VI(A,C).

Для x∗ = PVI(A,C)x0 з нерiвностi (3.54) випливає

‖x0 − x∗‖ ≤ ‖x0 −w‖ ≤ lim
k→∞ ‖x0 − xnk

‖ ≤ lim
k→∞ ‖x0 − xnk

‖ ≤ ‖x0 − x∗‖ .

Отримали limk→∞ ‖x0 − xnk
‖ = ‖x0 −w‖ = ‖x0 − x∗‖. Звiдси xnk

→ w = x∗.
Отже, xn → x∗. З (3.56) i (3.57) випливає zn → x∗ та yn → x∗, що i треба було
довести.

3.5. Субградiєнтний екстраградiєнтний метод

Припустимо, що оператор A : H→ H монотонний на множинi C та лiпши-
цевий на H.

Алгоритм 3.10.

1) Задаємо x0 ∈ C, λ ∈
(
0, 1
L

)
.

2) Для xn обчислюємо
yn = PC (xn − λAxn) .

3) Якщо xn = yn, то СТОП, iнакше будуємо пiвпростiр

Tn = {z ∈ H : (xn − λAxn − yn, z− yn) ≤ 0}

та обчислюємо
xn+1 = PTn (xn − λAyn) ,

покладаємо n := n+ 1 та переходимо на крок 2.

Маємо C ⊆ Tn. Дiйсно, якщо припустити iснування точки z ∈ C \ Tn,
то нерiвнiсть (xn − λAxn − yn, z − yn) > 0 буде суперечити рiвностi yn =

PC (xn − λAyn).
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Ясно, що коли xn = yn, то xn ∈ VI(A,C).

Лема 3.12. Для z ∈ VI(A,C) i породжених алгоритмом 3.10 послiдов-
ностей (xn), (yn) виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − (1− λ2L2) ‖xn − yn‖2 . (3.58)

Доведення. Аналогiчно доведенню леми 3.7 отримуємо

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+
+ 2 (xn − λAyn − yn, xn+1 − yn) .

Оскiльки xn+1 ∈ Tn, то

(xn − λAyn − yn, xn+1 − yn) = (xn − λAxn − yn, xn+1 − yn)+

+ λ (Axn −Ayn, xn+1 − yn) ≤ λ (Axn −Ayn, xn+1 − yn) .

Отже,

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+
+ 2λ (Axn −Ayn, xn+1 − yn) . (3.59)

Перейдемо до оцiнки 2λ (Axn −Ayn, xn+1 − yn). Маємо

2λ (Axn −Ayn, xn+1 − yn) ≤ 2λL ‖xn − yn‖ ‖xn+1 − yn‖ ≤
≤ λ2L2 ‖xn − yn‖2 + ‖xn+1 − yn‖2 . (3.60)

Використовуючи (3.60) у (3.59), отримуємо нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − (1− λ2L2) ‖xn − yn‖2 ,

чим i завершуємо доведення.

Теорема 3.14. Породженi алгоритмом 3.10 послiдовностi (xn), (yn)

слабко збiгаються до розв’язку (3.1).

Доведення. З нерiвностi (3.58) випливає iснування limn→∞ ‖xn − z‖ для всiх
z ∈ VI(A,C). Зокрема, послiдовнiсть (xn) обмежена. Запишемо нерiвнiсть
(3.58) у виглядi

(1− λ2L2) ‖xn − yn‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn+1 − z‖2 .
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Маємо ∞∑
n=0

‖xn − yn‖2 < +∞.
Звiдси limn→∞ ‖xn − yn‖ = 0. Отже, послiдовность (yn) також обмежена.

Покажемо, що всi слабкi частковi границi послiдовностi (xn) належать мно-
жинi VI(A,C). Нехай пiдпослiдовнiсть (xnk

) слабко збiгається до x∗ ∈ H.
Очевидно, що ynk

⇀ x∗ та x∗ ∈ C. Маємо

(ynk
− xnk

+ λAxnk
, x− ynk

) ≥ 0 ∀x ∈ C.

Звiдси для всiх x ∈ C отримуємо

0 ≤ (ynk
− xnk

, x− ynk
) + λ (Axnk

, xnk
− ynk

) + λ (Axnk
, x− xnk

) ≤
≤ (ynk

− xnk
, x− ynk

) + λ (Axnk
, xnk

− ynk
) + λ (Ax, x− xnk

) . (3.61)

Перейшовши до границi при k→∞ у (3.61), отримаємо

(Ax, x− x∗) ≥ 0 ∀x ∈ C,

тобто x∗ ∈ VI(A,C).
За допомогою леми Опяла доводимо, що послiдовнiсть (xn) слабко збiга-

ється до точки з множини VI(A,C) (тодi з ‖xn − yn‖ → 0 випливає слабка
збiжнiсть (yn) до тiєї самої границi).

3.6. Задачi

Задача 3.1. Для L-гладкої (похiдна ∇f задовольняє умову Лiпшица зi
сталою L > 0) µ-сильно опуклої функцiї f доведiть нерiвнiсть

(∇f(x) −∇f(y), x− y) ≥ µL

µ+ L
‖x− y‖2 + 1

µ+ L
‖∇f(x) −∇f(y)‖2 .

Задача 3.2. Дослiдiть збiжнiсть наступного алгоритму.

1) Задаємо x1 ∈ C, τ ∈ (0, 1), λ1 ∈ (0,+∞).

2) Для xn обчислюємо
yn = PC (xn − λnAxn) .

3) Якщо xn = yn, то СТОП, iнакше обчислюємо

xn+1 = PC (xn − λnAyn) .
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4) Обчислюємо

λn+1 =

{
min
{
λn, τ

‖xn−yn‖
‖Axn−Ayn‖

}
, якщо Axn 6= Ayn,

λn, iнакше.

покладаємо n := n+ 1 та переходимо на крок 2.

Задача 3.3. Дослiдiть збiжнiсть наступного алгоритму.

1) Задаємо x1, y0 ∈ C, τ ∈
(
0, 1
3

)
, λ1 ∈ (0,+∞).

2) Oбчислюємо
yn = PC (xn − λnAyn−1) .

3) Oбчислюємо
xn+1 = PC (xn − λnAyn) .

Якщо xn+1 = xn = yn, то СТОП, iнакше переходимо на крок 4.

4) Обчислюємо

λn+1 =

{
min
{
λn, τ

‖yn−1−yn‖
‖Ayn−1−Ayn‖

}
, якщо Ayn−1 6= Ayn,

λn, iнакше.

покладаємо n := n+ 1 та переходимо на крок 2.

Задача 3.4. Дослiдiть збiжнiсть алгоритму.

1) Задаємо x0, x1 ∈ C, τ ∈
(
0, 1
2

)
, λ0, λ1 ∈ (0,+∞).

2) Oбчислюємо

xn+1 = PC (xn − λnAxn − λn−1(Axn −Axn−1)) .

3) Якщо xn+1 = xn = xn−1, то СТОП, iнакше переходимо до 4.

4) Обчислюємо

λn+1 =

{
min
{
λn, τ

‖xn+1−xn‖
‖Axn+1−Axn‖

}
, якщо Axn+1 6= Axn,

λn, iнакше.

покладаємо n := n+ 1 та переходимо до 2.
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Роздiл 4

Модифiкованi екстраградiєнтнi методи

В роздiлi розглядаються рiзнi варiанти модифiкованого екстраградiєнтно-
го методу з динамiчним регулюванням величини кроку для розв’язання ва-
рiацiйних нерiвностей з монотонними операторами, якi дiють у гiльбертово-
му просторi. Основний матерiал роздiлу вперше був опублiкований в стат-
тях [33,34].

Роздiл побудовано наступним чином. В пiдроздiлi 4.1. наведено факти, що
вiдiграють важливу роль у доведеннях основних результатiв роздiлу. В пiд-
роздiлi 4.2. описано модифiкацiю субградiєнтного екстраградiєнтного алгори-
тму з динамiчним регулюванням величини кроку для варiацiйних нерiвностей
з монотонними нелiпшицевими операторами та доведено його збiжнiсть. Пiд-
роздiл 4.3. присвячений варiанту алгоритму для пошуку розв’язку варiацiй-
ної нерiвностi з апрiорною iнформацiєю, що описана у виглядi включення до
множини нерухомих точок заданого квазiнерозтягуючого оператора. Також
розглянуто варiант методу для операторних рiвнянь з апрiорною iнформа-
цiєю про розв’язок. В пiдроздiлi 4.4. розгянуто сильно збiжнi модифiкованi
екстраградiєнтнi методи з динамiчним регулюванням величини кроку для
розв’язання монотонних варiацiйних нерiвностей та операторних рiвнянь з
апрiорною iнформацiєю про розв’язок. Для регуляризацiї використано схе-
му Гальперна1, проекцiйну CQ-схему Nakajo–Takahashi та метод Takahashi–
Takeuchi–Kubota.

1Бенджамiн Гальперн (Benjamin Halpern) — американський математик. Основнi результати пов’язанi
з метричною теорiєю нерухомих точок.
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4.1. Попереднi вiдомостi та допомiжнi твердження

Нехай C — непорожня опукла i замкнена пiдмножина простору H та A :

H→ H – деякий оператор. Розглянемо варiацiйну нерiвнiсть

знайти x ∈ C : (Ax, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C. (4.1)

Cкрiзь у цьому роздiлi будемо вважати, що виконуються такi умови:

A1) VI (A,C) 6= ∅;

A2) оператор A : H→ H — монотонний, рiвномiрно неперервний на обмеже-
них множинах.

Зауваження 4.1. Якщо простiр H скiнченновимiрний, то достатньо ви-
магати вiд оператора A монотонностi та неперервностi.

Розглянемо функцiю

t 7→ ‖x− PC (x− tAx)‖ , t ∈ R.

Вона володiє наступними корисними властивостями.

Лема 4.1. Для x ∈ H i чисел α ≥ β > 0 мають мiсце нерiвностi

‖x− PC (x− αAx)‖
α

≤ ‖x− PC (x− βAx)‖
β

,

‖x− PC (x− βAx)‖ ≤ ‖x− PC (x− αAx)‖ .

Доведення. Покладемо

xα = PC (x− αAx) , xβ = PC (x− βAx) .

Маємо (
xα − x+ αAx

α
, xβ − xα

)
≥ 0,(

xβ − x+ βAx

β
, xα − xβ

)
≥ 0.

Додавши цi нерiвностi, отримаємо

0 ≤
(
x− xα
α

−
x− xβ
β

, xα − xβ

)
=

(
x− xα
α

−
x− xβ
β

, (x− xβ) − (x− xα)

)
.
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Звiдки,

0 ≤ − ‖x− xα‖2 −
α

β
‖x− xβ‖2 + ‖x− xα‖ ‖x− xβ‖+

α

β
‖x− xα‖ ‖x− xβ‖ .

Отже,

0 ≥
(
‖x− xα‖−

α

β
‖x− xβ‖

)
(‖x− xα‖− ‖x− xβ‖) .

Звiдки випливає

‖x− xα‖−
α

β
‖x− xβ‖ ≤ 0, ‖x− xβ‖ ≤ ‖x− xα‖ ,

що i потрiбно було довести.

Означення 4.1. Оператор T : H → H називають квазiнерозтягуючим
(фейєрiвським), якщо F (T) = {x ∈ H : Tx = x} 6= ∅ та

‖Tx− y‖ ≤ ‖x− y‖ ∀x ∈ H ∀y ∈ F (T) .

Вiдомо, що множина нерухомих точок F (T) квазiнерозтягуючого оператора
замкнена та опукла [35,36].

Зауваження 4.2. Квазiнерозтягуючi (фейєрiвськi) оператори та поро-
дженi ними iтерацiйнi процеси мають велике значення в оптимiзацiйнiй ал-
горитмицi (див. [37, 38]). Але в багатьох iнших областях обчислювальної ма-
тематики цi плiднi конструкцiї не достатньо вiдомi. Книга [35] — одне з най-
кращих джерел по iтерацiйним алгоритмам з фейерiвською властивiстю для
розв’язання рiвнянь, нерiвностей та задач оптимiзацiї.

Означення 4.2. Оператор S : C → H називають демiзамкненим в точцi
y ∈ H якщо для послiдовностi точок xn ∈ C iз xn ⇀ x i Sxn → y випливає
Sx = y.

Вiдомо, що для нерозтягуючого оператора T : C → H оператор I − T

демiзамкнений в нулi [36].

4.2. Модифiкований екстраградiєнтний алгоритм для
варiацiйних нерiвностей

У роздiлi 3 ми познайомились з екстраградiєнтним алгоритмом Корпелевич
для розв’язання варiацiйної нерiвностi (4.1) з лiпшицевим оператором A. Вiн
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має вигляд: 
x0 ∈ H,
yn = PC (xn − λAxn) ,

xn+1 = PC (xn − λAyn) ,

де λ ∈ (0, 1/L), L— стала Лiпшиця оператораA. Iснує модифiкацiя алгоритму
Корпелевич з одним метричним проектуванням на допустиму множину — так
званий, субградiєнтний екстраградiєнтний алгоритм, що має вигляд:

x0 ∈ H,
yn = PC (xn − λAxn) ,

Tn = {z ∈ H : (xn − λAxn − yn, z− yn) ≤ 0} ,
xn+1 = PTn (xn − λAyn) ,

де λ ∈ (0, 1/L).
Очевидним недолiком субградiєнтного екстраградiєнтного алгоритму є

припущення про те, що стала Лiпшиця оператора A вiдома або допускає про-
сту оцiнку. Крiм того, у задачах оператори можуть не задовольняти умовi
Лiпшиця.

Нижче ми розглянемо модифiкацiю субградiєнтного екстраградiєнтного
алгоритму з динамiчним регулюванням величини кроку.

Алгоритм 4.1. Задаємо числовi параметри σ > 0, τ ∈ (0, 1), θ ∈ (0, 1) i
елемент x0 ∈ H.

Iтерацiйний крок. Для xn ∈ H обчислюємо

yn = PC (xn − λnAxn) ,

де λn отримуємо iз умови
j (n) = min{j ≥ 0 :

∥∥APC (xn − στjAxn)−Axn∥∥ ≤
≤ θ

στj

∥∥PC (xn − στjAxn)− xn∥∥},
λn = στj(n).

(4.2)

Якщо yn = xn, то закiнчуємо, в противному випадку обчислюємо

xn+1 = PTn (xn − λnAyn) ,

де
Tn = {z ∈ H : (xn − λnAxn − yn, z− yn) ≤ 0} .
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Зрозумiло, що якщо yn = xn, то точка xn належить множинi C i є розв’яз-
ком варiацiйної нерiвностi.

Покажемо, що процедура (4.2) завжди закiнчується за скiнченну кiлькiсть
крокiв. Має мiсце

Лема 4.2. Правило (4.2) вибору параметра λn коректне, тобто

j (n) < +∞.
Доведення. Нехай xn ∈ VI(A,C). Тодi

xn = PC (xn − σAxn) та j (n) = 0.

Розглянемо ситуацiю xn /∈ VI(A,C) i припустимо, що для всiх j ∈ N вико-
нується нерiвнiсть

στj
∥∥APC (xn − στjAxn)−Axn∥∥ > θ∥∥PC (xn − στjAxn)− xn∥∥ . (4.3)

Якщо xn ∈ C, то limj→∞ ∥∥PC (xn − στjAxn)− xn∥∥ = 0. Iз рiвномiрної непе-
рервностi оператора A на обмежених множинах випливає

lim
j→∞

∥∥APC (xn − στjAxn)−Axn∥∥ = 0.

Таким чином,

lim
j→∞

∥∥PC (xn − στjAxn)− xn∥∥
στj

= 0. (4.4)

Покладемо yjn = PC
(
xn − στ

jAxn
)
. Маємо(

yjn − xn
στj

, x− yjn

)
+
(
Axn, x− y

j
n

)
≥ 0 ∀x ∈ C. (4.5)

Здiйснивши граничний перехiд в (4.5) з урахуванням асимпотики (4.4), отри-
маємо (Axn, x− xn) ≥ 0 ∀x ∈ C, тобто, xn ∈ VI (A,C). Протирiччя.

У випадку xn /∈ C маємо

lim
j→∞

∥∥PC (xn − στjAxn)− xn∥∥ = ‖PCxn − xn‖ > 0.

та
lim
j→∞στj

∥∥APC (xn − στjAxn)−Axn∥∥ = 0.

Знову отримали протирiччя (див. (4.3)).
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Зауваження 4.3. При доведеннi леми 4.2 зовсiм не використовувалась
монотоннiсть оператора A.

Перейдемо тепер до доведення слабкої збiжностi алгоритму 4.1.

Лема 4.3. Для послiдовностей (xn), (yn), породжених алгоритмом 4.1,
має мiсце нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 −
(
1− θ2

)
‖xn − yn‖2 , (4.6)

де z ∈ VI (A,C).

Доведення. Нехай z ∈ VI (A,C). Маємо

‖xn+1 − z‖2 = ‖PTn (xn − λnAyn) − z‖
2 =

= ‖PTn (xn − λnAyn) − (xn − λnAyn) + (xn − λnAyn) − z‖2 =
= ‖(xn − λnAyn) − z‖2 + ‖PTn (xn − λnAyn) − (xn − λnAyn)‖2+

+ 2 (PTn (xn − λnAyn) − (xn − λnAyn) , (xn − λnAyn) − z) .

Оскiльки

2 ‖PTn (xn − λnAyn) − (xn − λnAyn)‖2+
+ 2 (PTn (xn − λnAyn) − (xn − λnAyn) , (xn − λnAyn) − z) =

= 2 ((xn − λnAyn) − PTn (xn − λnAyn) , z− PTn (xn − λnAyn)) ≤ 0,

то для всiх n ∈ N маємо

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − λnAyn − z‖2 − ‖PTn (xn − λnAyn) − xn + λnAyn‖
2 =

= ‖(xn − λnAyn) − z‖2 − ‖xn+1 − (xn − λnAyn)‖2 =
= ‖xn − z‖2 − ‖xn − xn+1‖2 + 2λn (z− xn+1, Ayn) .

З монотонностi оператораA, включення z ∈ VI (A,C) та леми Мiнтi випливає

0 ≤ (Ayn −Az, yn − z) = (Ayn, yn − z) − (Az, yn − z)︸ ︷︷ ︸
≥0

≤

≤ (Ayn, yn − z) = (Ayn, yn − xn+1) + (Ayn, xn+1 − z) .

Тобто,
(Ayn, z− xn+1) ≤ (Ayn, yn − xn+1) .
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Таким чином,

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn − xn+1‖2 + 2λn (Ayn, yn − xn+1) .

Далi,

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖(xn − yn) + (yn − xn+1)‖2+
+ 2λn (Ayn, yn − xn+1) = ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+

+ 2 (xn − λnAyn − yn, xn+1 − yn) .

Оскiльки xn+1 ∈ Tn, то

(xn − λnAyn − yn, xn+1 − yn) = (xn − λnAxn − yn, xn+1 − yn)︸ ︷︷ ︸
≤0

+

+ λn (Axn −Ayn, xn+1 − yn) ≤ λn (Axn −Ayn, xn+1 − yn) .

Отже, приходимо до нерiвностi

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2−‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+
+ 2λn (Axn −Ayn, xn+1 − yn) . (4.7)

Доданок 2λn (Axn −Ayn, xn+1 − yn) в (4.7) оцiнимо наступним чином

2λn (Axn −Ayn, xn+1 − yn) ≤ 2λn ‖Axn −Ayn‖ ‖xn+1 − yn‖ ≤
≤ 2θ ‖xn − yn‖ ‖xn+1 − yn‖ ≤ θ2 ‖xn − yn‖2 + ‖xn+1 − yn‖2 . (4.8)

Враховуючи оцiнку (4.8) в (4.7), приходимо до нерiвностi (4.6).

Зауваження 4.4. Оцiнивши доданок 2λn (Axn −Ayn, xn+1 − yn) в (4.7)
iнакше, отримаємо корисну нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − (1− θ) ‖xn − yn‖2 − (1− θ) ‖xn+1 − yn‖2 , (4.9)

де z ∈ VI(A,C).

Теорема 4.1. Послiдовностi (xn) i (yn), породженнi алгоритмом 4.1,
слабко збiгаються до деякої точки z ∈ VI(A,C).

Доведення. Iз нерiвностi (4.6) випливає, що послiдовнiсть (xn) фейєрiвська
вiдносно множини VI(A,C), тобто

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 ∀n ∈ N ∀z ∈ VI(A,C).
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Зокрема, послiдовнiсть (xn) обмежена.
Зафiксуємо номер N ∈ N i розглянемо нерiвностi (4.6) для всiх номерiв 1,

2, . . . , N. Додавши їх, отримаємо

‖xN+1 − z‖2 ≤ ‖x1 − z‖2 −
(
1− θ2

) N∑
n=1

‖xn − yn‖2 . (4.10)

Iз нерiвностi (4.10) випливає збiжнiсть числового ряду
∑

n ‖xn − yn‖
2. Таким

чином,
lim
n→∞ ‖xn − yn‖ = 0. (4.11)

Розглянемо пiдпослiдовнiсть (xnk
), що слабко збiгається до деякої точки

z ∈ H. Тодi ynk
⇀ z i z ∈ C. Покажемо, що z ∈ VI (A,C).

Можливi два варiанти:

1) числова послiдовнiсть (λnk
) не прямує до нуля;

2) lim
k→∞ λnk

= 0.

Спочатку розглянемо варiант 1). Можна вважати, що λnk
≥ λ для всiх

достатньо великих k i деякого λ > 0. Маємо,

(ynk
− xnk

+ λnk
Axnk

, x− ynk
) ≥ 0 ∀x ∈ C.

Звiдки, використовуючи монотоннiсть оператора A, виводимо оцiнку

0 ≤ (ynk
− xnk

+ λnk
Axnk

, x− ynk
)

λnk

=
(ynk

− xnk
, x− ynk

)

λnk

+

+ (Axnk
, xnk

− ynk
) + (Axnk

, x− xnk
) ≤

≤ (ynk
− xnk

, x− ynk
)

λnk

+ (Axnk
, xnk

− ynk
) + (Ax, x− xnk

) .

Здiйснивши граничний перехiд iз врахуванням (4.11), отримаємо

(Ax, x− z) ≥ 0 ∀x ∈ C.

Отже, z ∈ VI (A,C).
Розглянемо варiант 2). Нехай lim

k→∞ λnk
= 0. Покладемо

znk
= PC (xnk

− µnk
Axnk

) ,
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де µnk
= λnk

τ−1 = στj(nk)−1 > λnk
> 0. Застосуємо лему 4.1. Маємо,

‖xnk
− znk

‖ ≤ 1
τ
‖xnk

− ynk
‖→ 0.

Зокрема, послiдовнiсть (znk
) обмежена i znk

⇀ z. Iз рiвномiрної неперервно-
стi оператора A на обмежених множинах випливає ‖Axnk

−Aznk
‖ → 0. А

нерiвнiсть
µnk
‖Aznk

−Axnk
‖ > θ ‖znk

− xnk
‖

тягне асимптотику
‖xnk

− znk
‖

µnk

→ 0. (4.12)

Далi маємо,
(znk

− xnk
+ µnk

Axnk
, x− znk

) ≥ 0 ∀x ∈ C.

Звiдки виводимо оцiнку

0 ≤ (znk
− xnk

, x− znk
)

µnk

+ (Axnk
, xnk

− znk
) + (Ax, x− xnk

) .

Здiйснивши граничний перехiд iз врахуванням (4.12), отримаємо

(Ax, x− z) ≥ 0 ∀x ∈ C,

Звiдки, z ∈ VI (A,C).
Покажемо тепер, що xn ⇀ z. Тодi iз (4.11) буде випливати yn ⇀ z. Мiрку-

ємо вiд супротивного. Нехай iснує пiдпослiдовнiсть (xmk
), така, що xmk

⇀ z ′

i z 6= z ′. Зрозумiло, що z ′ ∈ VI (A,C). Застосуємо двiчi лему 1.6. Маємо,

lim
n→∞ ‖xn − z‖ = lim

k→∞ ‖xnk
− z‖ < lim

k→∞ ‖xnk
− z ′‖ = lim

n→∞ ‖xn − z ′‖ =
= lim
k→∞ ‖xmk

− z ′‖ < lim
k→∞ ‖xmk

− z‖ = lim
n→∞ ‖xn − z‖ ,

що неможливо. Таким чином, z = z ′.

Зауваження 4.5. Слабка границя z ∈ VI (A,C) породженної алгоритмом
4.1 фейєрiвської послiдовностi (xn) володiє властивiстю [36]:

PVI(A,C)xn → z.

Якщо ж множина VI (A,C) являється афiнним многовидом, то xn →
PVI(A,C)x0 [36].
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Зауваження 4.6. Асимптотику (4.11) можна уточнити до наступної:

lim
n→∞

√
n ‖xn − yn‖ = 0. (4.13)

Дiйсно, якщо (4.13) не виконується, то

‖xn − yn‖ ≥ µn−1/2

для деякого µ > 0 i всiх достатньо великих номерiв n. Отже числовий ряд∑
n ‖xn − yn‖

2 розбiгається. Отримали протирiччя.

4.3. Модифiкований екстраградiєнтний алгоритм для
варiацiйних нерiвностей та операторних рiвнянь з
апрiорною iнформацiєю

Розглянемо варiант методу для пошуку розв’язку варiацiйної нерiвностi
(4.1), що додатково є нерухомою точкою заданого оператора.

Нехай S : H → H — квазiнерозтягуючий оператор з множиною нерухомих
точок F (S) = {x ∈ H : Sx = x}. Припустимо, що оператор I−S — демiзамкне-
ний в нулi. Крiм того, нехай має мiсце:

A3) VI(A,C) ∩ F (S) 6= ∅.

Зауваження 4.7. Нехай g : H → R — опукла диференцiйовна функцiя.
Якщо множина D = {x ∈ H : g (x) ≤ 0} непорожня, то її можна трактувати
як множину нерухомих точок квазiнерозтягуючого оператора

Sx =

{
x− g(x)

‖∇g(x)‖2
∇g (x) , якщо x /∈ D,

x, якщо x ∈ D,

де ∇g (x) ∈ H — похiдна g в точцi x ∈ H [35]. Для демiзамкненостi в нулi
оператора I−S достатньо обмеженостi g на будь-якiй обмеженiй множинi [35].

Для пошуку елементiв множини VI(A,C) ∩ F (S) розглянемо наступний
алгоритм.

Алгоритм 4.2. Задаємо числовi параметри σ > 0, τ ∈ (0, 1), θ ∈ (0, 1),
елемент x0 ∈ H i послiдовнiсть (δn) ⊆ [a, b] ⊆ (0, 1).

Iтерацiйний крок. Для xn ∈ H обчислюємо

yn = PC (xn − λnAxn) ,
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де λn отримуємо iз умови
j (n) = min{j ≥ 0 :

∥∥APC (xn − στjAxn)−Axn∥∥ ≤
≤ θ

στj

∥∥PC (xn − στjAxn)− xn∥∥},
λn = στj(n).

Обчислюємо

xn+1 = δnxn + (1− δn)SPTn (xn − λnAyn) ,

де
Tn = {z ∈ H : (xn − λnAxn − yn, z− yn) ≤ 0} .

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 4.2. Послiдовностi (xn) i (yn), що породженi алгоритмом 4.2,
слабко збiгаються до деякої точки z ∈ VI(A,C) ∩ F (S).

Доведення. Покладемо zn = PTn (xn − λnAyn). Оскiльки оператор S квазiне-
розтягуючий, то для всiх точок z ∈ VI(A,C) ∩ F (S) отримуємо

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖δn (xn − z) + (1− δn) (Szn − z)‖2 =
= δn ‖xn − z‖2 + (1− δn) ‖Szn − z‖2 − δn (1− δn) ‖xn − Szn‖2 ≤
≤ δn ‖xn − z‖2 + (1− δn) ‖zn − z‖2 − δn (1− δn) ‖xn − Szn‖2 . (4.14)

Використовуючи (4.9) в (4.14) для оцiнки доданка (1− δn) ‖zn − z‖2, прихо-
димо до нерiвностi

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − (1− δn) (1− θ) ‖xn − yn‖2−
− (1− δn) (1− θ) ‖zn − yn‖2 − δn (1− δn) ‖xn − Szn‖2 . (4.15)

Iз нерiвностi (4.15) випливає, що послiдовнiсть (xn)фейєрiвська вiдносно мно-
жини VI(A,C) ∩ F (S), тобто

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 ∀n ∈ N ∀z ∈ VI(A,C) ∩ F (S) .

Зокрема, послiдовнiсть (xn) обмежена. Крiм того, справедливi нерiвностi

‖xn − yn‖2 + ‖zn − yn‖2 ≤
‖xn − z‖2 − ‖xn+1 − z‖2

(1− δn) (1− θ)
,
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‖xn − Szn‖2 ≤
‖xn − z‖2 − ‖xn+1 − z‖2

δn (1− δn)
.

Звiдки випливає

lim
n→∞ ‖xn − yn‖ = lim

n→∞ ‖zn − yn‖ = lim
n→∞ ‖xn − Szn‖ = 0. (4.16)

Розглянемо пiдпослiдовнiсть (xnk
), що слабко збiгається до деякої точки

z ∈ H. Тодi (ynk
), (znk

) слабко збiгається до z та z ∈ C. Мiркуючи як в
доведеннi теореми 4.1 отримуємо, що z ∈ VI (A,C).

Залишилось показати, що z ∈ F(S). Оскiльки

‖zn − Szn‖ ≤ ‖zn − yn‖+ ‖yn − xn‖+ ‖xn − Szn‖ ,

то iз (4.16) випливає
lim
n→∞ ‖zn − Szn‖ = 0.

Оператор I − S демiзамкнений в нулi. Отже iз znk
⇀ z та znk

− Sznk
→ 0

отримуємо що z ∈ F(S).
Аналогiчно доведенню теореми 4.1 показуємо, що xn ⇀ z. Тодi iз (4.16)

буде випливати yn ⇀ z.

Розглянемо тепер операторне рiвняння з апрiорною iнформацiєю, яка за-
дана у виглядi множини нерухомих точок квазiнерозтягуючого оператора
T : H→ H:

Ax = 0, x ∈ F (T) . (4.17)

Подiбнi задачi розглядались в [35].
Алгоритм 4.2 для задачi (4.17) набуде такого вигляду.

Алгоритм 4.3. Задаємо числовi параметри σ > 0, τ ∈ (0, 1), θ ∈ (0, 1),
елемент x0 ∈ H i послiдовнiсть (δn) ⊆ [a, b] ⊆ (0, 1).

Iтерацiйний крок. Для xn ∈ H обчислюємо

yn = xn − λnAxn,

де λn отримуємо iз умови{
j (n) = min{j ≥ 0 :

∥∥A (xn − στjAxn)−Axn∥∥ ≤ θ ‖Axn‖},
λn = στj(n).
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Обчислюємо

zn = xn − λnAyn,

xn+1 = δnxn + (1− δn) Tzn.

Частковим випадком теореми 4.2 є наступний результат.

Теорема 4.3. Нехай оператор A : H → H — монотонний, рiвномiрно
неперервний на обмежених множинах. Нехай оператор T : H→ H — квазi-
нерозтягуючий, причому оператор I − T демiзамкнений в нулi. Припусти-
мо, що A−10 ∩ F (T) 6= ∅. Тодi послiдовностi (xn), (yn) та (zn), породженi
алгоритмом 4.3, слабко збiгаються до деякої точки z ∈ A−10 ∩ F (T).

4.4. Сильно збiжний модифiкований екстраградiєнтний
алгоритм

У цьому пiдроздiлi розглянемо сильно збiжний модифiкований екстрагра-
дiєнтний метод з динамiчним регулюванням величини кроку. Вiдносно опе-
раторiв ми, як i ранiше, не припускаємо їх лiпшицевiсть. Також розглянутi
варiанти методу для варiацiйних нерiвностей i операторних рiвнянь з апрi-
орною iнформацiєю про розв’язок, яка задана у виглядi множини нерухомих
точок квазiнерозтягуючого оператора.

Для регуляризацiї модифiкованого екстраградiєнтного алгоритму викори-
стовувалась проста схема Гальперна [39], яка по сутi спiвпадає зi схемою iте-
ративної регуляризацiї [17]. Також розглянута регуляризацiя за допомогою
проекцiйної CQ-схеми [40] та схеми Takahashi–Takeuchi–Kubota [41].

4.4.1. Варiант для варiацiйних нерiвностей

Алгоритм 4.4. Задаємо числовi параметри σ > 0, τ ∈ (0, 1), θ ∈ (0, 1),
елемент x0 ∈ H i послiдовнiсть (αn) ⊆ (0, 1), таку, що lim

n→∞αn = 0,∑∞
n=1 αn = +∞.

Iтерацiйний крок. Для xn ∈ H обчислюємо

yn = PC (xn − λnAxn) ,
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де λn отримуємо iз умови
j (n) = min{j ≥ 0 :

∥∥APC (xn − στjAxn)−Axn∥∥ ≤
≤ θ

στj

∥∥PC (xn − στjAxn)− xn∥∥},
λn = στj(n).

Обчислюємо

xn+1 = αnx0 + (1− αn)PTn (xn − λnAyn) ,

де
Tn = {z ∈ H : (xn − λnAxn − yn, z− yn) ≤ 0} .

Покладемо
zn = PTn (xn − λnAyn) . (4.18)

Має мiсце лема.

Лема 4.4. Для послiдовностей (xn), (yn) i (zn), що породженi алгори-
тмом 4.4, має мiсце нерiвнiсть

‖zn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − (1− θ) ‖xn − yn‖2 − (1− θ) ‖zn − yn‖2 , (4.19)

де z ∈ VI(A,C).
Доведення. Повторюючи мiркування леми 4.3 приходимо до нерiвностi

‖zn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − zn‖2+
+ 2λn (Axn −Ayn, zn − yn) . (4.20)

Доданок 2λn (Axn −Ayn, zn − yn) в (4.20) оцiнимо наступним чином

2λn (Axn −Ayn, zn − yn) ≤ 2λn ‖Axn −Ayn‖ ‖zn − yn‖ ≤
≤ 2θ ‖xn − yn‖ ‖zn − yn‖ ≤ θ ‖xn − yn‖2 + θ ‖zn − yn‖2 . (4.21)

Враховуючи оцiнку (4.21) в (4.20), приходимо до нерiвностi (4.19).

Лема 4.5. Для породжених алгоритмом 4.4 послiдовностей (xn), (yn)
та (zn) має мiсце нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − z‖2 + (1− θ) ‖xn − yn‖2+
+ (1− θ) ‖zn − yn‖2 ≤ 2αn (x0 − z, xn+1 − z) .

де z ∈ VI(A,C).
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Доведення. Нехай z ∈ VI(A,C). Застосуємо елементарну нерiвнiсть

‖a+ b‖2 ≤ ‖a‖2 + 2 (b, a+ b) .

Маємо

‖xn+1 − z‖2 = ‖αn (x0 − z) + (1− αn) (zn − z)‖2 ≤
≤ (1− αn)

2 ‖zn − z‖2 + 2αn (x0 − z, xn+1 − z) ≤
≤ ‖zn − z‖2+2αn (x0 − z, xn+1 − z) . (4.22)

Враховуючи в (4.22) нерiвнiсть (4.19) приходимо до бажаної оцiнки.

Доведемо обмеженiсть породжених алгоритмом послiдовностей. Має мiсце

Лема 4.6. Породженi алгоритмом 4.4 послiдовностi (xn), (yn) i (zn) —
обмеженi.

Доведення. Нехай z ∈ VI(A,C). Маємо

‖xn+1 − z‖ = ‖αnx0 + (1− αn) zn − z‖ =
= ‖αn (x0 − z) + (1− αn) (zn − z)‖ ≤

≤ αn ‖x0 − z‖+ (1− αn) ‖zn − z‖ .

Скориставшись нерiвнiстю леми 4.4, отримаємо

‖xn+1 − z‖ ≤ αn ‖x0 − z‖+ (1− αn) ‖xn − z‖ ≤ max {‖x0 − z‖ , ‖xn − z‖} .

Отже, ‖xn+1 − z‖ ≤ max {‖x0 − z‖ , ‖x1 − z‖} ∀n ∈ N. Таким чином, послi-
довнiсть (xn) – обмежена. Обмеженнiсть послiдовностей (yn) i (zn) випливає
iз обмеженностi (xn) i леми 4.4.

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 4.4. Нехай множина C ⊆ H — опукла i замкнена, оператор
A : H→ H — монотонний, рiвномiрно неперервний на обмежених множи-
нах. Припустимо, що VI (A,C) 6= ∅. Тодi послiдовностi (xn), (yn) та (zn),
породженi алгоритмом 4.4, сильно збiгаються до точки z̄ = PVI(A,C)x0.

Доведення. Розглянемо елемент z̄ = PVI(A,C)x0. Iз леми 4.6 випливає iснування
такого числа M > 0, що

|(x0 − z̄, xn+1 − z̄)| ≤M ∀n ∈ N.
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Тодi iз нерiвностi леми 4.5 отримаємо оцiнку

‖xn+1 − z̄‖2 − ‖xn − z̄‖2 + (1− θ) ‖xn − yn‖2+
+ (1− θ) ‖zn − yn‖2 ≤ 2αnM. (4.23)

Розглянемо числову послiдовнiсть (‖xn − z̄‖). Можливi два варiанти:

a) iснує номер n̄ ∈ N такий, що ‖xn+1 − z̄‖ ≤ ‖xn − z̄‖ для всiх n ≥ n̄;

b) iснує зростаюча послiдовнiсть номерiв (nk) така, що ‖xnk+1 − z̄‖ >

‖xnk
− z̄‖ для всiх k ∈ N.

Спочатку розглянемо варiант a). В цьому випадку iснує lim
n→∞ ‖xn − z̄‖ ∈ R.

Оскiльки ‖xn+1 − z̄‖2 − ‖xn − z̄‖2 → 0 та αn → 0, то при n→∞ маємо

‖xn − yn‖→ 0, (4.24)

‖zn − yn‖→ 0. (4.25)

Iз обмеженностi (xn) випливає iснування пiдпослiдовностi (xnk
), слабко збi-

жної до точки w ∈ H. Iз (4.24) випливає, що ynk
⇀ w. Отже, w ∈ C. Пока-

жемо, що обов’язково w ∈ VI (A,C).
Можливi два варiанти:

1) числова послiдовнiсть (λnk
) не прямує до нуля;

2) lim
k→∞ λnk

= 0.

Спочатку розглянемо варiант 1). Можна вважати, що λnk
≥ λ для всiх

достатньо великих k i деякого λ > 0. Маємо,

(ynk
− xnk

+ λnk
Axnk

, x− ynk
) ≥ 0 ∀x ∈ C.

Звiдки, використовуючи монотоннiсть оператора A, виводимо оцiнку

0 ≤ (ynk
− xnk

+ λnk
Axnk

, x− ynk
)

λnk

=
(ynk

− xnk
, x− ynk

)

λnk

+

+ (Axnk
, xnk

− ynk
) + (Axnk

, x− xnk
) ≤

≤ (ynk
− xnk

, x− ynk
)

λnk

+ (Axnk
, xnk

− ynk
) + (Ax, x− xnk

) .

Здiйснивши граничний перехiд з урахуванням (4.24), отримаємо

(Ax, x−w) ≥ 0 ∀x ∈ C.
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Отже, w ∈ VI (A,C).
Розглянемо варiант 2). Нехай lim

k→∞ λnk
= 0. Покладемо

wnk
= PC (xnk

− µnk
Axnk

) ,

де
µnk

= λnk
τ−1 = στj(nk)−1 > λnk

> 0.

Використаємо лему 4.1. Маємо,

‖xnk
−wnk

‖ ≤ 1
τ
‖xnk

− ynk
‖→ 0.

Зокрема, послiдовнiсть (wnk
) обмежена i слабко збiгається до w. Iз рiвномiр-

ної неперервностi оператора A на обмежених множинах випливає

‖Axnk
−Awnk

‖→ 0.

А з нерiвностi
µnk
‖Awnk

−Axnk
‖ > θ ‖wnk

− xnk
‖

випливає асимптотика
‖xnk

−wnk
‖

µnk

→ 0. (4.26)

Далi маємо,

(wnk
− xnk

+ µnk
Axnk

, x−wnk
) ≥ 0 ∀x ∈ C.

Звiдки виводимо оцiнку

0 ≤ (wnk
− xnk

, x−wnk
)

µnk

+ (Axnk
, xnk

−wnk
) + (Ax, x− xnk

) .

Здiйснивши граничний перехiд з урахуванням (4.26), отримаємо

(Ax, x−w) ≥ 0 ∀x ∈ C,

звiдки, w ∈ VI (A,C).
Доведемо, що

lim
n→∞ (x0 − z̄, xn+1 − z̄) ≤ 0. (4.27)

Розглянемо таку пiдпослiдовнiсть (xnk
), що

lim
k→∞ (x0 − z̄, xnk

− z̄) = lim
n→∞ (x0 − z̄, xn+1 − z̄) .



99

Можна вважати, що xnk
⇀ w ∈ VI (A,C). Тодi отримаємо

lim
k→∞ (x0 − z̄, xnk

− z̄) = (x0 − z̄, w− z̄) =
(
x0 − PVI(A,C)x0, w− PVI(A,C)x0

)
≤ 0,

чим i доводимо (4.27).
Тепер iз (4.27), оцiнки

‖xn+1 − z̄‖2 = ‖αn (x0 − z̄) + (1− αn) (zn − z̄)‖2 ≤
≤ (1− αn)

2 ‖zn − z̄‖2 + 2αn (x0 − z̄, xn+1 − z̄) ≤
≤ (1− αn) ‖xn − z̄‖2 + 2αn (x0 − z̄, xn+1 − z̄)

та леми 1.11 робимо висновок, що ‖xn − z̄‖ → 0. Iз (4.24), (4.25) отримуємо
‖yn − z̄‖→ 0 i ‖zn − z̄‖→ 0.

Вивчимо варiант b). В цьому випадку розглянемо послiдовнiсть номерiв
(mk) iз властивостями (див. лему 1.12):

(i) mk ↗ +∞;

(ii) ‖xmk+1 − z̄‖ ≥ ‖xmk
− z̄‖ для всiх k ≥ n1;

(iii) ‖xmk+1 − z̄‖ ≥ ‖xk − z̄‖ для всiх k ≥ n1.

Iз нерiвностi леми 4.5 та (ii) випливає

(1− θ) ‖xmk
− ymk

‖2 + (1− θ) ‖zmk
− ymk

‖2 ≤
≤ 2αmk

(x0 − z̄, xmk+1 − z̄) ≤ 2αmk
M.

Звiдки
lim
k→∞ ‖xmk

− ymk
‖ = lim

k→∞ ‖zmk
− ymk

‖ = 0.

Мiркуваннями, подiбними до викладених вище, показуємо, що частковi слабкi
границi послiдовностей (xmk

) i (ymk
) належать множинi VI (A,C). Iз нерiв-

ностi

‖xmk+1 − xmk
‖ = ‖αmk

x0 + (1− αmk
) zmk

− xmk
‖ ≤

≤ αmk
‖x0 − xmk

‖+ (1− αmk
) ‖zmk

− xmk
‖ ≤

≤ αmk
‖x0 − xmk

‖+ (1− αmk
) (‖zmk

− ymk
‖+ ‖ymk

− xmk
‖)

випливає ‖xmk+1 − xmk
‖→ 0. Iз тотожностi

(x0 − z̄, xmk+1 − z̄) = (x0 − z̄, xmk
− z̄) + (x0 − z̄, xmk+1 − xmk

)
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отримуємо lim
k→∞ (x0 − z̄, xmk+1 − z̄) = lim

k→∞ (x0 − z̄, xmk
− z̄). Як i ранiше отри-

муємо
lim
k→∞ (x0 − z̄, xmk+1 − z̄) ≤ 0.

Далi матимемо

‖xmk+1 − z̄‖
2 ≤ (1− αmk

) ‖xmk
− z̄‖2 + 2αmk

(x0 − z̄, xmk+1 − z̄) ≤
≤ (1− αmk

) ‖xmk+1 − z̄‖
2 + 2αmk

(x0 − z̄, xmk+1 − z̄) .

Звiдки, враховуючи умову (iii), отримуємо

‖xk − z̄‖2 ≤ ‖xmk+1 − z̄‖
2 ≤ 2 (x0 − z̄, xmk+1 − z̄) .

Таким чином,

lim
k→∞ ‖xk − z̄‖2 ≤ 2 lim

k→∞ (x0 − z̄, xmk+1 − z̄) ≤ 0.

Отже,
lim
n→∞ ‖xn − z̄‖ = 0

i, в свою чергу, lim
n→∞ ‖yn − z̄‖ = lim

n→∞ ‖zn − z̄‖ = 0.
Розглянемо ще один варiант сильно збiжного модифiкованого екстраградi-

єнтного алгоритму для розв’язання варiацiйної нерiвностi (4.1).

Алгоритм 4.5. Задаємо числовi параметри σ > 0, τ ∈ (0, 1), θ ∈ (0, 1)

та елемент x0 ∈ H.

Iтерацiйний крок. Для xn ∈ H обчислюємо

yn = PC (xn − λnAxn) ,

де λn отримуємо iз умови
j (n) = min{j ≥ 0 :

∥∥APC (xn − στjAxn)−Axn∥∥ ≤
≤ θ

στj

∥∥PC (xn − στjAxn)− xn∥∥},
λn = στj(n).

Обчислюємо
zn = PTn (xn − λnAyn) ,

де
Tn = {z ∈ H : (xn − λnAxn − yn, z− yn) ≤ 0} .
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Обчислюємо
xn+1 = PCn∩Qn

x0,

де

Cn = {z ∈ H : ‖zn − z‖ ≤ ‖xn − z‖} ,
Qn = {z ∈ H : (xn − z, x0 − xn) ≥ 0} .

Множини Qn, Cn — замкненi пiвпростори. Проектування точки на їх пе-
ретин Cn ∩Qn є елементарною задачею, яка має аналiтичний розв’язок [36].

Зауваження 4.8. Алгоритм 4.5 утворений введенням процедури дина-
мiчного регулювання величини кроку та проектування на опорний для C
пiвпростiр в схему гiбридного методу [42], який в свою чергу є регуляриза-
цiєю методу Корпелевич за допомогою проекцiйної CQ-схеми апроксимацiї
нерухомих точок нерозтягуючих операторiв, що запропонована японськими
математиками K. Nakajo та W. Takahashi [40].

Має мiсце наступна теорема.
Теорема 4.5. Нехай множина C ⊆ H — опукла i замкнена, оператор

A : H→ H — монотонний, рiвномiрно неперервний на обмежених множи-
нах. Припустимо, що VI (A,C) 6= ∅. Тодi послiдовностi (xn), (yn) та (zn),
породженi алгоритмом 4.5, сильно збiгаються до точки z̄ = PVI(A,C)x0.
Доведення. Нехай z ∈ VI (A,C). Для послiдовностей (xn), (yn) i (zn), якi
породженi алгоритмом 4.5, має мiсце нерiвнiсть

‖zn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − (1− θ) ‖xn − yn‖2 − (1− θ) ‖zn − yn‖2 . (4.28)

З нерiвностi (4.28) випливає z ∈ Cn для всiх n ∈ N. Отже, VI (A,C) ⊆ Cn
для всiх n ∈ N ∪ {0}.

Тепер за допомогою математичної iндукцiї покажемо, що для кожного n ∈
N ∪ {0} має мiсце вкладення VI (A,C) ⊆ Cn ∩Qn. Для n = 0 маємо Qn = H.
Тому VI (A,C) ⊆ C0 ∩ Q0. Нехай для деякого k ∈ N маємо VI (A,C) ⊆
Ck ∩ Qk. Тодi iснує єдина точка xk+1 ∈ Ck ∩ Qk, така, що xk+1 = PCk∩Qk

x0.
З xk+1 = PCk∩Qk

x0 випливає (xk+1 − z, x0 − xk+1) ≥ 0 для всiх z ∈ Ck ∩ Qk.
Оскiльки VI (A,C) ⊆ Ck∩Qk, то VI (A,C) ⊆ Qk+1. Таким чином, VI (A,C) ⊆
Ck+1 ∩Qk+1.

Покажемо, що послiдовнiсть (xn) обмежена. Iснує єдина точка z̄ ∈
VI (A,C), така, що z̄ = PVI(A,C)x0. З xn+1 = PCn∩Qn

x0 випливає

‖xn+1 − x0‖ ≤ ‖z− x0‖ ∀z ∈ Cn ∩Qn.
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Оскiльки z̄ ∈ VI (A,C) ⊆ Cn ∩Qn, то

‖xn+1 − x0‖ ≤ ‖z̄− x0‖ . (4.29)

Звiдки випливає обмеженiсть (xn).

Доведемо, що
lim
n→∞ ‖xn+1 − xn‖ = 0. (4.30)

З xn+1 ∈ Cn∩Qn ⊆ Qn та xn = PQn
x0, випливає ‖xn+1 − x0‖ ≥ ‖xn − x0‖ для

всiх n ∈ N. Числова послiдовнiсть (‖xn − x0‖) обмежена та неспадна. Тому
iснує скiнченна границя limn→∞ ‖xn − x0‖. З iншого боку, оскiльки xn+1 ∈ Qn,
то (xn − xn+1, x0 − xn) ≥ 0 та

‖xn − xn+1‖2 = ‖(xn − x0) − (xn+1 − x0)‖2 = ‖xn − x0‖2−
− 2(xn − x0, xn+1 − x0) + ‖xn+1 − x0‖2 = ‖xn+1 − x0‖2− ‖xn − x0‖2−

− 2(xn − xn+1, x0 − xn) ≤ ‖xn+1 − x0‖2− ‖xn − x0‖2 .

Звiдки випливає (4.30).

Оскiльки xn+1 ∈ Cn, то ‖zn − xn+1‖ ≤ ‖xn − xn+1‖. Звiдки

‖zn − xn‖ ≤ ‖zn − xn+1‖+ ‖xn+1 − xn‖ ≤ 2 ‖xn − xn+1‖→ 0. (4.31)

Використовуючи нерiвнiсть (4.28) отримуємо

‖xn − yn‖2 ≤
‖xn − z‖2 − ‖zn − z‖2

(1− θ)
=

=
(‖xn − z‖− ‖zn − z‖) (‖xn − z‖+ ‖zn − z‖)

(1− θ)
≤

≤ (‖xn − z‖+ ‖zn − z‖)
(1− θ)

‖xn − zn‖ = O (‖xn − zn‖) ,

‖zn − yn‖2 ≤
‖xn − z‖2 − ‖zn − z‖2

(1− θ)
=

=
(‖xn − z‖− ‖zn − z‖) (‖xn − z‖+ ‖zn − z‖)

(1− θ)
≤

≤ (‖xn − z‖+ ‖zn − z‖)
(1− θ)

‖xn − zn‖ = O (‖xn − zn‖) ,
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де z ∈ VI (A,C). З (4.31) випливає

‖xn − yn‖→ 0, (4.32)

‖zn − yn‖→ 0. (4.33)

Iз обмеженностi (xn) випливає iснування пiдпослiдовностi (xnk
), слабко збi-

жної до точки w ∈ H. Iз (4.32) випливає, що ynk
⇀ w. Отже, w ∈ C. Анало-

гiчно мiркуванням теореми 4.4, можна показати, що w ∈ VI (A,C).
Для z̄ = PVI(A,C)x0 з нерiвностi (4.29) випливає

‖x0 − z̄‖ ≤ ‖x0 −w‖ ≤ lim ‖x0 − xnk
‖

k→∞ ≤ lim
k→∞ ‖x0 − xnk

‖ ≤ ‖x0 − z̄‖ .

Тобто, ми отримали lim
k→∞ ‖x0 − xnk

‖ = ‖x0 −w‖ = ‖x0 − z̄‖. Звiдки, xnk
→

w = z̄. Отже, xn → z̄. З (4.32) i (4.33) випливає yn → z̄ i zn → z̄, що i треба
було довести.

З допомогою методу Takahashi–Takeuchi–Kubota [41] можна побудувати та-
кий сильно збiжний алгоритм для розв’язання варiацiйної нерiвностi (4.1).

Алгоритм 4.6. Задаємо числовi параметри σ > 0, τ ∈ (0, 1), θ ∈ (0, 1)

та елемент x0 ∈ H.

Iтерацiйний крок. Для xn ∈ H обчислюємо

yn = PC (xn − λnAxn) ,

де λn отримуємо iз умови
j (n) = min{j ≥ 0 :

∥∥APC (xn − στjAxn)−Axn∥∥ ≤
≤ θ

στj

∥∥PC (xn − στjAxn)− xn∥∥},
λn = στj(n).

Обчислюємо
zn = PTn (xn − λnAyn) ,

де
Tn = {z ∈ H : (xn − λnAxn − yn, z− yn) ≤ 0} .

Обчислюємо
xn+1 = PCn+1

x0,

де
Cn+1 = {z ∈ Cn : ‖zn − z‖ ≤ ‖xn − z‖} , C0 = H.
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Має мiсце

Теорема 4.6. Нехай виконанi умови А1) та А2). Тодi послiдовностi (xn),
(yn) i (zn), породженi алгоритмом 4.6, сильно збiгаються до PVI(A,C)x0.

Доведення. Для послiдовностей (xn), (yn) i (zn), якi породженi алгоритмом
4.6, має мiсце нерiвнiсть (4.28). Покажемо, що алгоритм 4.6 породжує лан-
цюжок вкладень

H = C0 ⊇ C1 ⊇ ... ⊇ Cn ⊇ ... ⊇ VI(A,C).

Ясно, що VI (A,C) ⊆ C0 = H. Припустимо, що VI (A,C) ⊆ Cn. Нехай z ∈
VI (A,C). З (4.28) маємо

‖zn − z‖ ≤ ‖xn − z‖ .

Отже, z ∈ Cn+1. Тому VI (A,C) ⊆ Cn+1 ⊆ Cn для всiх n ∈ N.
Покажемо, що iснує limn→∞ ‖xn − x0‖ ∈ R. Оскiльки

xn = PCn
x0, VI (A,C) ⊆ Cn,

то для всiх z ∈ VI (A,C) має мiсце нерiвнiсть

‖xn − z‖2 ≤ ‖x0 − z‖2− ‖xn − x0‖2 .

Звiдки
‖xn − x0‖2 ≤ ‖x0 − z‖2− ‖xn − z‖2 ≤ ‖x0 − z‖2 .

Звiдки випливає обмеженiсть зверху послiдовностi (‖xn − x0‖). Оскiльки
Cn+1 ⊆ Cn, то ‖xn+1 − x0‖ ≥ ‖xn − x0‖. Отже, (‖xn − x0‖) — обмежена зверху
та неспадна послiдовнiсть, тому iснує скiнченна границя limn→∞ ‖xn − x0‖.

Покажемо фундаментальнiсть послiдовностi (xn). Для довiльного m ∈ N
маємо (враховуємо Cn+m ⊆ Cn)

‖xn+m − xn‖2 = ‖xn+m − PCn
x0‖2 ≤ ‖x0 − xn+m‖2 − ‖xn − x0‖2 .

Звiдки випливає фундаментальнiсть послiдовностi (xn). Таким чином,

xn → z̄ ∈ H при n→∞.
Покажемо, що z̄ ∈ VI (A,C). Оскiльки xn+1 ∈ Cn+1, то

‖zn − xn+1‖ ≤ ‖xn − xn+1‖ .
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Звiдки

‖zn − xn‖ ≤ ‖zn − xn+1‖+ ‖xn − xn+1‖ ≤ 2 ‖xn − xn+1‖→ 0.

Використовуючи нерiвнiсть (4.28), для всiх z ∈ VI (A,C) одержимо асимпто-
тичнi спiввiдношення

‖xn − yn‖2 = O (‖xn − zn‖) , ‖zn − yn‖2 = O (‖xn − zn‖) ,

Звiдки
lim
n→∞ ‖xn − yn‖ = lim

n→∞ ‖yn − zn‖ = 0.
З одержаних асимптотик випливає, що yn → z̄ та zn → z̄ при n→∞. Отже,
z̄ ∈ C. Аналогiчно мiркуванням теореми 4.4, можна показати, що

z̄ ∈ VI (A,C) .

Оскiльки xn = PCn
x0 i VI (A,C) ⊆ Cn, то

(xn − x0, z− xn) ≥ 0 ∀z ∈ VI (A,C) .

Здiйснивши граничний перехiд в цiй нерiвностi, одержимо

(z̄− x0, z− z̄) ≥ 0 ∀z ∈ VI (A,C) ,

тобто z̄ = PVI(A,C)x0.
Як видно з наведених мiркувань послiдовностi (yn) та (zn) сильно збiгаю-

ться до z̄ = PVI(A,C)x0.

4.4.2. Варiант для задач з апрiорною iнформацiєю

Розглянемо квазiнерозтягуючий оператор S : H → H з множиною нерухо-
мих точок F (S) та задачу

знайти x ∈ VI(A,C) ∩ F (S) . (4.34)

Припустимо, що оператор I−S – демiзамкнений в нулi та виконується умова
А3). Для пошуку розв’язкiв задачi(4.34) розглянемо наступний iтерацiйний
алгоритм.

Алгоритм 4.7. Задаємо числовi параметри σ > 0, τ ∈ (0, 1), θ ∈ (0, 1),
елемент x0 ∈ H, послiдовнiсть (δn) ⊆ [a, b] ⊆ (0, 1) i послiдовнiсть (αn) ⊆
(0, 1), таку, що lim

n→∞αn = 0,
∑∞

n=1 αn = +∞.
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Iтерацiйний крок. Для xn ∈ H обчислюємо

yn = PC (xn − λnAxn) ,

де λn отримуємо iз умови
j (n) = min{j ≥ 0 :

∥∥APC (xn − στjAxn)−Axn∥∥ ≤
≤ θ

στj

∥∥PC (xn − στjAxn)− xn∥∥},
λn = στj(n).

Обчислюємо

xn+1 = αnx0 + (1− αn) (δnxn + (1− δn)SPTn (xn − λnAyn)) ,

де Tn = {z ∈ H : (xn − λnAxn − yn, z− yn) ≤ 0}.

При аналiзi алгоритму 4.7 будемо продовжувати використовувати позна-
чення (4.18).

Лема 4.7. Для породжених алгоритмом 4.7 послiдовностей (xn), (yn)
та (zn) має мiсце нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − z‖2 + (1− δn) (1− θ) ‖xn − yn‖2+
+ (1− δn) (1− θ) ‖zn − yn‖2 + δn (1− δn) ‖xn − Szn‖2 ≤

≤ 2αn (x0 − z, xn+1 − z) .

де z ∈ VI(A,C) ∩ F (S).

Доведення. Нехай z ∈ VI(A,C) ∩ F (S). Маємо

‖xn+1 − z‖2 = ‖αn (x0 − z) + (1− αn) (δnxn + (1− δn)Szn − z)‖2 ≤
≤ (1− αn)

2 ‖δnxn + (1− δn)Szn − z‖2 + 2αn (x0 − z, xn+1 − z) ≤
≤ ‖δn (xn − z) + (1− δn) (Szn − z)‖2 + 2αn (x0 − z, xn+1 − z) =
= δn ‖xn − z‖2 + (1− δn) ‖Szn − z‖2 − δn (1− δn) ‖xn − Szn‖2+

+ 2αn (x0 − z, xn+1 − z) ≤
≤ δn ‖xn − z‖2 + (1− δn) ‖zn − z‖2 − δn (1− δn) ‖xn − Szn‖2+

+ 2αn (x0 − z, xn+1 − z) . (4.35)

Використовуючи лему 4.4 для оцiнки доданка (1− δn) ‖zn − z‖2 в (4.35), при-
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ходимо до нерiвностi

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − (1− δn) (1− θ) ‖xn − yn‖2−
− (1− δn) (1− θ) ‖zn − yn‖2 − δn (1− δn) ‖xn − Szn‖2+

+ 2αn (x0 − z, xn+1 − z) .

що i потрiбно було довести.

Лема 4.8. Послiдовностi (xn), (yn) та (zn) — обмеженi.

Доведення. Нехай z ∈ VI(A,C) ∩ F (S). Маємо

‖xn+1 − z‖ ≤
≤ αn ‖x0 − z‖+ (1− αn) δn ‖xn − z‖+ (1− αn) (1− δn) ‖Szn − z‖ ≤

≤ αn ‖x0 − z‖+ (1− αn) δn ‖xn − z‖+ (1− αn) (1− δn) ‖zn − z‖ .

Скориставшись нерiвнiстю (4.19),отримаємо

‖xn+1 − z‖ ≤ αn ‖x0 − z‖+ (1− αn) ‖xn − z‖ ≤ max {‖x0 − z‖ , ‖xn − z‖} .

Отже, ‖xn+1 − z‖ ≤ max {‖x0 − z‖ , ‖x1 − z‖} для всiх n ∈ N. Таким чином,
послiдовнiсть (xn) — обмежена. Обмеженнiсть послiдовностей (yn) i (zn) ви-
пливає iз обмеженностi (xn) i нерiвностi (4.19).

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 4.7. Нехай множина C ⊆ H — опукла i замкнена, оператор
A : H → H — монотоний, рiвномiрно неперервний на обмежених множи-
нах. Нехай оператор S : H → H — квазiнерозтягуючий, причому оператор
I−S демiзамкнений в нулi. Припустимо, що VI(A,C)∩F (S) 6= ∅. Тодi послi-
довностi (xn), (yn) та (zn), породженi алгоритмом 4.7, сильно збiгаються
до точки z̄ = PVI(A,C)∩F(S)x0.

Доведення. Розглянемо елемент z̄ = PVI(A,C)∩F(S)x0. Iз леми 4.8 випливає iсну-
вання такого числа M > 0, що

|(x0 − z̄, xn+1 − z̄)| ≤M ∀n ∈ N.

Тодi iз нерiвностi леми 4.7 отримаємо оцiнку

‖xn+1 − z̄‖2 − ‖xn − z̄‖2 + (1− δn) (1− θ) ‖xn − yn‖2+
+ (1− δn) (1− θ) ‖zn − yn‖2 + δn (1− δn) ‖xn − Szn‖2 ≤ 2αnM. (4.36)
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Розглянемо числову послiдовнiсть (‖xn − z̄‖). Можливi два варiанти:

a) iснує номер n̄ ∈ N такий, що ‖xn+1 − z̄‖ ≤ ‖xn − z̄‖ для всiх n ≥ n̄;

b) iснує зростаюча послiдовнiсть номерiв (nk) така, що

‖xnk+1 − z̄‖ > ‖xnk
− z̄‖

для всiх k ∈ N.

Спочатку розглянемо варiант a). В цьому випадку iснує границя
lim
n→∞ ‖xn − z̄‖ ∈ R. Оскiльки

‖xn+1 − z̄‖2 − ‖xn − z̄‖2 → 0

i αn → 0, то при n→∞ маємо

‖xn − yn‖→ 0, (4.37)

‖zn − yn‖→ 0, (4.38)

‖xn − Szn‖→ 0. (4.39)

Iз обмеженостi послiдовностi (xn) випливає iснування пiдпослiдовностi (xnk
),

яка слабко збiгається до точки w ∈ H. Iз (4.37) випливає, що (ynk
) слабко

збiгається до w ∈ H. Отже, w ∈ C. Мiркуючи як в доведеннi теореми 4.4
отримуємо, що

w ∈ VI (A,C) .
Залишилось показати, що w ∈ F(S). Оскiльки

‖zn − Szn‖ ≤ ‖zn − yn‖+ ‖yn − xn‖+ ‖xn − Szn‖ ,

то iз (4.37), (4.38) та (4.39) випливає

lim
n→∞ ‖zn − Szn‖ = 0.

Оператор I− S демiзамкнений в нулi. Отже з znk
⇀ w та

lim
k→∞ ‖znk

− Sznk
‖ = 0

отримуємо, що w ∈ F(S).
Як i при доведеннi теореми 4.4 отримуємо

lim
n→∞ (x0 − z̄, xn+1 − z̄) ≤ 0. (4.40)
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Iз (4.40), нерiвностi

‖xn+1 − z̄‖2 ≤ (1− αn)
2 ‖δnxn + (1− δn)Szn − z̄‖2+
+ 2αn (x0 − z̄, xn+1 − z̄) ≤

≤ (1− αn) δn ‖xn − z̄‖2 + (1− αn) (1− δn) ‖Szn − z̄‖2+
+ 2αn (x0 − z̄, xn+1 − z̄) ≤

≤ (1− αn) δn ‖xn − z̄‖2 + (1− αn) (1− δn) ‖zn − z̄‖2+
+ 2αn (x0 − z̄, xn+1 − z̄) ≤ (1− αn) ‖xn − z̄‖2 + 2αn (x0 − z̄, xn+1 − z̄)

i леми 1.11 робимо висновок, що ‖xn − z̄‖ → 0. Iз (4.37), (4.38) отримуємо
‖yn − z̄‖→ 0 i ‖zn − z̄‖→ 0.

Вивчимо варiант b). В цьому випадку розглянемо послiдовнiсть номерiв
(mk) , що володiють властивостями:
(i) mk ↗ +∞;

(ii) ‖xmk+1 − z̄‖ ≥ ‖xmk
− z̄‖ для всiх k ≥ n1;

(iii) ‖xmk+1 − z̄‖ ≥ ‖xk − z̄‖ для всiх k ≥ n1.
Iз (ii) випливає

(1− δmk
) (1− θ) ‖xmk

− ymk
‖2 + (1− δmk

) (1− θ) ‖zmk
− ymk

‖2+
+ δmk

(1− δmk
) ‖xmk

− Szmk
‖2 ≤ 2αmk

(x0 − z̄, xmk+1 − z̄) ≤ 2αmk
M.

Звiдки

lim
k→∞ ‖xmk

− ymk
‖ = lim

k→∞ ‖zmk
− ymk

‖ = lim
k→∞ ‖xmk

− Szmk
‖ = 0.

Мiркуваннями подiбними до викладених вище, показуємо, що частковi слабкi
границi послiдовностей (xmk

), (ymk
) i (zmk

) належать множинi VI (A,C) ∩
F (S). Iз нерiвностi

‖xmk+1 − xmk
‖ = ‖αmk

(x0 − xmk
) + (1− αmk

) (1− δmk
) (Szmk

− xmk
)‖ ≤

≤ αmk
‖x0 − xmk

‖+ (1− αmk
) (1− δmk

) ‖Szmk
− xmk

‖ .

випливає ‖xmk+1 − xmk
‖→ 0. Далi повторюємо доведення теореми 4.4.

Розглянемо тепер операторне рiвняння з апрiорною iнформацiєю, що зада-
на у виглядi множини нерухомих точок оператора T : H→ H:

Ax = 0, x ∈ F (T) . (4.41)
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Алгоритм 4.7 для задачi (4.41) приймає наступний вигляд.

Алгоритм 4.8. Задаємо числовi параметри σ > 0, τ ∈ (0, 1), θ ∈ (0, 1),
елемент x0 ∈ H, послiдовнiсть (δn) ⊆ [a, b] ⊆ (0, 1) i послiдовнiсть (αn) ⊆
(0, 1), таку, що lim

n→∞αn = 0,
∑∞

n=1 αn = +∞.

Iтерацiйний крок. Для xn ∈ H обчислюємо

yn = xn − λnAxn,

де λn отримуємо iз умови{
j (n) = min{j ≥ 0 :

∥∥A (xn − στjAxn)−Axn∥∥ ≤ θ ‖Axn‖},
λn = στj(n).

Обчислюємо

xn+1 = αnx0 + (1− αn) (δnxn + (1− δn) T(xn − λnAyn)) .

Частковим випадком теореми 4.7 є наступний результат.

Теорема 4.8. Нехай оператор A : H → H — монотонний, рiвномiр-
но неперервний на обмежених множинах. Нехай оператор T : H → H —
квазiнерозтягуючий, причому оператор I− T демiзамкнений в нулi. Припу-
стимо, що A−10∩ F (T) 6= ∅. Тодi послiдовностi (xn), (yn) i (zn), породженi
алгоритмом 4.8, сильно збiгаються до точки z̄ = PA−10∩F(T)x0.
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Роздiл 5

Алгоритм розщеплення для варiацiйних
нерiвностей

При розв’язаннi складних задач дослiдження операцiй та оптимального
керування велике значення мають рiзнi декомпозицiйнi пiдходи, що дозволя-
ють зводити розв’язання вихiдної задачi до розв’язання послiдовностi задач
бiльш простої структури.

Популярнi алгоритми розщеплення для варiацiйних нерiвностей

знайти x ∈ C : ∃u ∈
∑
i

Aix i (u, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C,

або бiльш загальних задач пошуку нулiв суми монотонних операторiв

знайти x ∈ H : 0 ∈
∑
i

Tix,

використовують на кожному кроцi резольвенти багатозначних операторiв
[36]. Явний крок в алгоритмах цитованих робiт використовується тiльки для
однозначних операторiв–доданкiв. Завдяки неявному характеру цi методи ма-
ють достатнiй запас стiйкостi, однак обчислення резольвенти часто вима-
гає великих обчислювальних витрат. Нагадаємо, що резольвентою оператора
A : H → 2H називають оператор JA = (I + A)−1 : H → 2H. Вiдомо, що у
випадку максимальної монотонностi оператора A резольвента JA є однозна-
чним, всюди заданим та мiцно нерозтягуючим (firmly nonexpansive) операто-
ром [36].

В алгоритмiцi опуклої оптимiзацiї для задач вигляду

f1 + f2 + ...+ fn → min
C
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з’явилась серiя субградiєнтих алгоритмiв розщеплення явного характеру [43,
44]. Цi схеми варто перенести на випадок варiацiйних нерiвностей, оскiльки
iнструкцiя

y := PC (x− λu) , u ∈ Ax, λ > 0,
як правило, набагато простiше обчислення значення y резольвенти оператора
λAi +NC в точцi x, тобто розв’язання варiацiйної нерiвностi:

знайти y ∈ C : ∃u ∈ Aiy i λ (u, z− y) + (y− x, z− y) ≥ 0 ∀z ∈ C.

В роботi [45] один з цих алгоритмiв адаптовано для варiацiйних нерiвно-
стей. Також в [45] описано без обгрунтування метод, що узагальнує вiдомий
в оптимiзацiї «incremental subgradient method» [43].

Нижче ми дослiдимо згаданий алгоритм розщеплення (декомпозицiї) для
варiацiйних нерiвностей з багатозначними максимальними монотонними опе-
раторами, що дiють у гiльбертовому просторi.

5.1. Попереднi вiдомостi та постановка задачi

Введемо позначення та сформулюємо задачу. Всюди далi H — дiйсний гiль-
бертовий простiр з скалярним добутком (·, ·) та породженою нормою ‖·‖. Як
завжди символом PK позначимо оператор метричної проекцiї простору H на
замкнену опуклу множину K ⊆ H.

Нагадаємо деякi поняття [36]. Нехай A : H→ 2H — багатозначний оператор
з графiком

ΓA =
{
(x, u) ∈ H2 : y ∈ Ax

}
.

Означення 5.1. Оператор A : H→ 2H називають монотонним, якщо для
всiх (x, u), (y, v) ∈ ΓA виконується нерiвнiсть

(u− v, x− y) ≥ 0.

Означення 5.2. Оператор A : H → 2H називають сильно монотонним з
константою µ > 0, якщо для всiх пар точок (x, u), (y, v) ∈ ΓA виконується
нерiвнiсть

(u− v, x− y) ≥ µ ‖x− y‖2 .

Означення 5.3. Оператор A : H → 2H називають максимальним моно-
тонним, якщо для довiльного монотонного оператора B : H → 2H iз спiввiд-
ношення ΓA ⊆ ΓB випливає ΓA = ΓB.
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Нехай:

• Ai : H→ 2H — монотонний оператор, i = 1, p;

• A =
∑p

i=1Ai — максимальний монотонний оператор;

• C ⊆
⋂p
i=1 dom(Ai) — замкнена опукла множина.

Варiацiйна нерiвнiсть з оператором A на множинi C формулюється таким
чином:

знайти x ∈ C : ∃u ∈ Ax та (u, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C. (5.1)

Зауваження 5.1. У виглядi (5.1) можна сформулювати екстремальну за-
дачу

f1 + f2 + ...+ fp → min
C
,

де fi — неперервнi на H опуклi функцiї. Тут Ai = ∂fi — субдиференцiал
функцiї fi:

∂fi(x) = {v ∈ H : fi(y) − fi(x) ≥ (v, y− x) ∀y ∈ H} .

Множину розв’язкiв варiацiйної нерiвностi (5.1) позначимо через VI(A,C).
Важливим фактом вiдносно структури множини розв’язкiв варiацiйної не-
рiвностi є наступна

Лема 5.1. Якщо оператор A : H → 2H — максимальний монотонний,
то

VI(A,C) = {x ∈ C : (v, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C ∀v ∈ Ay} .
Зокрема, множина VI(A,C) опукла та замкнена.

Наша мета полягає в дослiдженнi явного алгоритму розщеплення для
розв’язання варiацiйної нерiвностi (5.1), що узагальнює вiдомий в опуклiй
оптимiзацiї «incremental subgradient method» [43].

Пiд явним ми розумiємо алгоритм, що не мiстить операцiй обчислення ре-
зольвент операторiв Ai+NC, де NC — нормальний конус множини C в точцi-
аргументi, тобто

NCx =

{
{w ∈ H : (w,y− x) ≤ 0} , x ∈ C,

∅, iнакше.
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5.2. Алгоритм розщеплення

Опишемо алгоритм розщеплення для варiацiйної нерiвностi (5.1) [45].
Зафiксуємо послiдовнiсть додатнiх чисел (λn), що задовольняє умови:

∞∑
n=1

λn = +∞ ,

∞∑
n=1

λ2n < +∞. (5.2)

Алгоритм 5.1. Задано (λn) ∈ `2 \ `1.

Крок 1. Задаємо x1 ∈ C; n := 1.

Крок 2. Починаючи з y(n,0) = xn послiдовно знаходимо елементи:

y(n,i) = PC
(
y(n,i−1) − λnu(n,i)

)
=

= argminy∈C

{
λn
(
u(n,i), y− y(n,i−1)

)
+
1

2
‖y− y(n,i−1)‖2

}
,

u(n,i) ∈ Aiy(n,i−1), i = 1, p.

Крок 3. Якщо y(n,i) = y(n,i−1) для всiх i = 1, p, то СТОП та xn ∈ VI(A,C).
Iнакше переходимо на Крок 4.

Крок 4. Покладаємо
xn+1 = y(n,p),

n := n+ 1, переходимо на Крок 2.

Покажемо, що якщо y(n,i) = xn для всiх i = 1, p, то xn ∈ VI(A,C). Дiйсно,
нехай xn = y(n,1) = PC

(
xn − λnu(n,1)

)
. Тодi,(

xn −
(
xn − λnu(n,1)

)
, y− xn

)
= λn

(
u(n,1), y− xn

)
≥ 0 ∀y ∈ C.

Звiдки,
(
u(n,1), y− xn

)
≥ 0 ∀y ∈ C. Аналогiчно отримуємо для всiх i =

2, p
(
u(n,i), y− xn

)
≥ 0 ∀y ∈ C. Звiдки, (un, y− xn) ≥ 0 ∀y ∈ C, де un =∑p

i=1 u(n,i) ∈
∑p

i=1Aixn = Axn. Тобто, xn ∈ VI(A,C).
Далi розглянемо ситуацiю, коли алгоритм 5.1 породжує нескiнченну послi-

довнiсть.
Навiть у випадку p = 1, коли алгоритм 5.1 спiвпадає з класичним «суб-

градiєнтним методом», на такому рiвнi загальностi не очiкується збiжнiсть
послiдовностi (xn). Нашою основною метою є доведення слабкої збiжностi в
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H послiдовностi чезарiвських середнiх

zn =

∑n
k=1 λkxk∑n
k=1 λk

.

Результати такого типу традицiйно називають теоремами чезарiвської або
ергодичної збiжностi [46–48].

Зробимо вiдносно операторiв Ai наступне припущення:

множини
p⋃
i=1

Aiy(n,i−1) рiвномiрно обмеженi. (5.3)

Зауваження 5.2. Припущення (5.3) — аналог використаного в [43, 44]
«subgradient boundedness assumption».

5.3. Основнi оцiнки

Аналiз збiжностi алгоритму почнемо з доведення двох важливих оцiнок
для послiдовностей (xn) та (zn).

Лема 5.2. Для породженої алгоритмом 5.1 послiдовностi (xn) та еле-
мента y ∈ C виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − y‖2 ≤ ‖xn − y‖2 − 2λn (v, xn − y)+

+ λ2n

p∑
i=1

∥∥u(n,i)

∥∥2 + 2λ2n p∑
i=2

‖vi‖
i∑
k=1

∥∥u(n,k)

∥∥ , (5.4)

де v =
∑p

i=1 vi, vi ∈ Aiy, i = 1, p.

Доведення. Для y ∈ C и xn+1 маємо

‖xn+1 − y‖2 =
∥∥PC (y(n,p−1) − λnu(n,p)

)
− y
∥∥2 ≤ ∥∥y(n,p−1) − λnu(n,p) − y

∥∥2 =
=
∥∥y(n,p−1) − y∥∥2 + λ2n ∥∥u(n,p)

∥∥2 − 2λn (u(n,p), y(n,p−1) − y
)
.

Вiзьмемо vp ∈ Apy. Завдяки монотонностi оператора Ap отримуємо(
u(n,p), y(n,p−1) − y

)
≥
(
vp, y(n,p−1) − y

)
.

Отже,

‖xn+1 − y‖2 ≤
∥∥y(n,p−1) − y∥∥2 + λ2n ∥∥u(n,p)

∥∥2 − 2λn (vp, y(n,p−1) − y) . (5.5)
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Аналогiчно отримуємо нерiвностi∥∥y(n,i) − y∥∥2 ≤ ∥∥y(n,i−1) − y∥∥2 + λ2n ∥∥u(n,i)

∥∥2 − 2λn (vi, y(n,i−1) − y) , (5.6)

де vi ∈ Aiy, i = 1, p− 1. Ураховуючи (5.6) в (5.5), отримуємо

‖xn+1 − y‖2 ≤ ‖xn − y‖2 + λ2n
p∑
i=1

∥∥u(n,i)

∥∥2 − 2λn p∑
i=1

(
vi, y(n,i−1) − y

)
.

Маємо,
∑p

i=1

(
vi, y(n,i−1) − y

)
= (v, xn − y) +

∑p
i=2

(
vi, y(n,i−1) − xn

)
, де v =∑p

i=1 vi ∈
∑p

i=1Aiy = Ay. Оскiльки

∣∣(vi, y(n,i−1) − xn)∣∣ ≤ ‖vi‖‖y(n,i−1) − xn‖ ≤ ‖vi‖λn i∑
k=1

∥∥u(n,k)

∥∥ ,
то

‖xn+1 − y‖2 ≤ ‖xn − y‖2 − 2λn (v, xn − y)+

+ λ2n

p∑
i=1

∥∥u(n,i)

∥∥2 + 2λ2n p∑
i=2

‖vi‖
i∑
k=1

∥∥u(n,k)

∥∥ ,
що i потрiбно було довести.

Лема 5.3. Для породженої алгоритмом 5.1 послiдовностi (xn), послiдов-
ностi середнiх (zn) та елемента y ∈ C виконується нерiвнiсть

‖xm+1 − y‖2 − ‖x1 − y‖2∑m
n=1 λn

≤ 2 (v, y− zm)+

+

∑m
n=1 λ

2
n

∑p
i=1

∥∥u(n,i)

∥∥2∑m
n=1 λn

+
2
∑m

n=1 λ
2
n

∑p
i=2 ‖vi‖

∑i
k=1

∥∥u(n,k)

∥∥∑m
n=1 λn

, (5.7)

де v =
∑p

i=1 vi, vi ∈ Aiy, i = 1, p.

Доведення. Запишемо нерiвнiсть леми 5.2 у виглядi

‖xn+1 − y‖2 − ‖xn − y‖2 ≤ 2 (v, λny− λnxn)+

+ λ2n

p∑
i=1

∥∥u(n,i)

∥∥2 + 2λ2n p∑
i=2

‖vi‖
i∑
k=1

∥∥u(n,k)

∥∥ , (5.8)
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Сумуючи (5.8) по n вiд 1 до m ∈ N, отримуємо

‖xm+1 − y‖2 − ‖x1 − y‖2 ≤ 2

(
v,

m∑
n=1

λny−

m∑
n=1

λnxn

)
+

+

m∑
n=1

λ2n

p∑
i=1

∥∥u(n,i)

∥∥2 + 2 m∑
n=1

λ2n

p∑
i=2

‖vi‖
i∑
k=1

∥∥u(n,k)

∥∥ . (5.9)

Роздiливши (5.9) на
∑m

n=1 λn, приходимо до нерiвностi (5.7).

5.4. Теореми збiжностi алгоритму

5.4.1. Ергодична слабка збiжнiсть алгоритму

Припустимо, що VI(A,C) 6= ∅. Має мiсце

Лема 5.4. Нехай (xn) — породжена алгоритмом 5.1 послiдовнiсть. Тодi
для довiльного елемента y ∈ VI(A,C) iснує скiнченна границя

lim
n→∞ ‖xn − y‖ .

Зокрема, послiдовнiсть (xn) обмежена.

Доведення. Скористаємось лемами 1.10 та 5.2. В нерiвностi (5.4) припустимо,
що y ∈ VI(A,C). Нехай vi ∈ Aiy, i = 1, p. Отримаємо

‖xn+1 − y‖2 ≤ ‖xn − y‖2 + λ2n
p∑
i=1

∥∥u(n,i)

∥∥2 + 2λ2n p∑
i=2

‖vi‖
i∑
k=1

∥∥u(n,k)

∥∥ , (5.10)

оскiльки

(v, xn − y) ≥ 0, v =
p∑
i=1

vi ∈ Ay.

З нерiвностi (5.10), припущення (5.3) та умови (λn) ∈ `2 випливає iснування
границi limn→∞ ‖xn − y‖ ∈ R.

Обмеженiсть послiдовностi (xn) тягне за собою обмеженiсть послiдовностi
середнiх (zn). А з леми 5.3 випливає

Лема 5.5. Всi слабкi частковi границi послiдовностi середнiх (zn) нале-
жить множинi VI(A,C).
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Доведення. Розглянемо слабко збiжну пiдпослiдовнiсть (znl
) послiдовностi

(zn). Нехай z ∈ H — слабка границя (znl
). Ясно, що z належить множинi C.

Записавши нерiвнiсть (5.7) для елементiв znl
, посля граничного переходу при

l→∞, отримаємо

(v, y− z) ≥ 0 ∀y ∈ C ∀v ∈ Ay,

що в силу леми 5.1 рiвносильно включенню z ∈ VI(A,C).

Сформулюємо один з основних результатiв.

Теорема 5.1. Справедливi твердження:

(1) якщо VI(A,C) 6= ∅, то послiдовнiсть середнiх за Чезаро (zn) слабко
збiгається до деякого елемента x ∈ VI(A,C);

(2) якщо VI(A,C) = ∅, то ‖zn‖→ +∞.

Доведення. З лем 5.4 та 5.5 випливає, що у випадку VI(A,C) 6= ∅ для зге-
нерованої алгоритмом 5.1 послiдовностi (xn) та для множини F = VI(A,C)

виконано умови леми 1.8. Отже, послiдовнiсть (zn) слабко збiгається до де-
якого елемента x ∈ VI(A,C).

Припустимо, що
VI(A,C) = ∅.

Тодi ‖zn‖ → +∞. Дiйсно, iнакше послiдовнiсть (zn) має слабку граничну
точку z, яка, як було показано вище, належить множинi VI(A,C).

5.4.2. Сильна збiжнiсть

При деяких додаткових умовах має мiсце сильна збiжнiсть (xn).

Теорема 5.2. Нехай оператор A1 сильно монотонний. Тодi породжена
алгоритмом 5.1 послiдовнiсть (xn) сильно збiгається до єдиного розв’язку
варiацiйної нерiвностi (5.1).

Доведення. Нехай z ∈ C — розв’язок (5.1), A1 — сильно монотонний оператор
з константою µ > 0. При i 6= 1 маємо∥∥y(n,i) − y∥∥2 ≤ ∥∥y(n,i−1) − y∥∥2 + λ2n ∥∥u(n,i)

∥∥2 − 2λn (vi, y(n,i−1) − y) ,
де y ∈ C, vi ∈ Aiy. Вiзьмемо v1 ∈ A1y. Завдяки сильнiй монотонностi опера-
тора A1 отримуємо

(
u(n,1), xn − y

)
≥ (v1, xn − y) + µ ‖xn − y‖2. Отже,∥∥y(n,1) − y∥∥2 ≤ ‖xn − y‖2 + λ2n ∥∥u(n,1)

∥∥2 − 2λn (v1, xn − y) − 2µλn ‖xn − y‖2 .
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Таким чином, маємо

‖xn+1 − y‖2 ≤ ‖xn − y‖2 − 2λn (v, xn − y)+

+ λ2n

p∑
i=1

∥∥u(n,i)

∥∥2 + 2λ2n p∑
i=2

‖vi‖
i∑
k=1

∥∥u(n,k)

∥∥− 2µλn ‖xn − y‖2 , (5.11)

де

v =

p∑
i=1

vi ∈
p∑
i=1

Aiy = Ay.

Розглянувши в (5.11) варiант y = z, приходимо до нерiвностi

2µλn ‖xn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn+1 − z‖2+

+ λ2n

p∑
i=1

∥∥u(n,i)

∥∥2 + 2λ2n p∑
i=2

‖vi‖
i∑
k=1

∥∥u(n,k)

∥∥ . (5.12)

Просумувавши (5.12) по n вiд 1 до N, отримаємо

2µ

N∑
n=1

λn ‖xn − z‖2 ≤ ‖x1 − z‖2 − ‖xN+1 − z‖2+

+

N∑
n=1

λ2n

(
p∑
i=1

∥∥u(n,i)

∥∥2 + 2 p∑
i=2

‖vi‖
i∑
k=1

∥∥u(n,k)

∥∥) .
Звiдки випливає ∞∑

n=1

λn ‖xn − z‖2 < +∞.
Оскiльки ∞∑

n=1

λn = +∞
та iснує границя limn→∞ ‖xn − z‖ , то маємо limn→∞ ‖xn − z‖ = 0.

Теорема 5.3. Нехай оператори Ai : H → 2H максимамальнi монотоннi
(i = 1, p) та

intVI(A,C) 6= ∅.
Тодi породжена алгоритмом 5.1 послiдовнiсть (xn) сильно збiгається до
розв’язку (5.1).

Доведення. Вiзьмемо елемент y ∈ intVI(A,C). Оскiльки оператори Ai ло-
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кально обмеженi [36], то iснує така куля

B(y, r) = {z ∈ H : ‖z− y‖ ≤ r} ⊆ VI(A,C) (r > 0)

та число M > 0, що для w ∈ B(y, r) маємо (див. нерiвнiсть (5.10))

‖xn+1 −w‖2 ≤ ‖xn −w‖2 + λ2n
p∑
i=1

∥∥u(n,i)

∥∥2 + 2λ2nM p∑
i=2

i∑
k=1

∥∥u(n,k)

∥∥ .
Запишемо для

yn = y− r
xn+1 − xn
‖xn+1 − xn‖

∈ B(y, r)

попередню нерiвнiсть

‖xn+1 − yn‖2 ≤ ‖xn − yn‖2 + λ2n
p∑
i=1

∥∥u(n,i)

∥∥2 + 2λ2nM p∑
i=2

i∑
k=1

∥∥u(n,k)

∥∥ .
Цiй нерiвностi можна надати такого вигляду

2r ‖xn+1 − xn‖ ≤ ‖xn − y‖2 − ‖xn+1 − y‖2+

+ λ2n

p∑
i=1

∥∥u(n,i)

∥∥2 + 2λ2nM p∑
i=2

i∑
k=1

∥∥u(n,k)

∥∥ .
Для довiльних m > n маємо

‖xm − xn‖ ≤
m−1∑
l=n

‖xl+1 − xl‖ ≤
‖xn − y‖2 − ‖xm − y‖2

2r
+

+
1

2r

m−1∑
l=n

λ2l

(
p∑
i=1

∥∥u(l,i)

∥∥2 + 2M p∑
i=2

i∑
k=1

∥∥u(l,k)

∥∥) .
З припущення (5.3), (λn) ∈ `2 та леми 5.4 випливає фундаментальнiсть по-
слiдовностi (xn). Нехай z ∈ H — сильна границя (xn). Тодi послiдовнiсть
середнiх (zn) сильно збiгається до z. Включення z ∈ VI(A,C) випливає з
леми 5.5.
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5.5. Заключнi коментарi

Включивши операцiю усереднення в схему обчислень, отримаємо насту-
пний явний алгоритм розщеплення.

Алгоритм 5.2. Задано (λn) ∈ `2 \ `1.

Крок 1. Задаємо x1 = z1 ∈ C; σ1 := λ1, n := 1.

Крок 2. Покладаємо y(n,0) = xn та послiдовно знаходимо елементи:

y(n,i) = PC
(
y(n,i−1) − λnu(n,i)

)
, u(n,i) ∈ Aiy(n,i−1), i = 1, p.

Крок 3. Якщо y(n,i) = y(n,i−1) для всiх i = 1, p, то СТОП та xn ∈ VI(A,C).
Iнакше переходимо на Крок 4.

Крок 4. Покладаємо

xn+1 = y(n,p),

σn+1 = σn + λn+1,

zn+1 =

(
1−

λn+1

σn+1

)
zn +

λn+1

σn+1
xn+1,

n := n+ 1, переходимо на Крок 2.

Якщо VI(A,C) 6= ∅, то послiдовнiсть (zn), породжена цим алгоритмом,
слабко збiгається до деякого елемента x ∈ VI(A,C), iнакше ‖zn‖→ +∞.

Наведемо варiант алгоритму 5.2 для задачi пошуку сiдлової точки:

знайти (x, y) ∈ X× Y : L(x, η) ≤ L(x, y) ≤ L(ξ, y) ∀(ξ, η) ∈ X× Y,

де X, Y — опуклi замкненi пiдмножини вiдповiдних гiльбертових просторiв,
L =
∑p

i=1 Li, Li : X× Y → R — неперервнi опукло-угнутi функцiї.

Алгоритм 5.3. Задано (λn) ∈ `2 \ `1.

Крок 1. Задаємо x1 = x1 ∈ X, y1 = y1 ∈ Y; σ1 := λ1, n := 1.

Крок 2. Покладаємо ξ(n,0) = xn, η(n,0) = yn та послiдовно знаходимо еле-
менти:

ξ(n,i) = PX
(
ξ(n,i−1) − λnu(n,i)

)
, u(n,i) ∈ ∂1Li

(
ξ(n,i−1), η(n,i−1)

)
, i = 1, p.

η(n,i) = PY
(
η(n,i−1) + λnv(n,i)

)
, v(n,i) ∈ ∂2Li

(
ξ(n,i−1), η(n,i−1)

)
, i = 1, p.
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Крок 3. Якщо ξ(n,i) = ξ(n,i−1) i η(n,i) = η(n,i−1) для всiх i = 1, p, то СТОП
та (xn, yn) — сiдлова точка. Iнакше переходимо на Крок 4.

Крок 4. Покладаємо

xn+1 = ξ(n,p), yn+1 = η(n,p), σn+1 = σn + λn+1,

xn+1 =

(
1−

λn+1

σn+1

)
xn +

λn+1

σn+1
xn+1,

yn+1 =

(
1−

λn+1

σn+1

)
yn +

λn+1

σn+1
xn+1,

n := n+ 1, переходимо на Крок 2.

На завершення зауважимо, що цiкавою та актуальною проблемою є по-
будова та обгрунтування схем розщеплення (декомпозицiї) для варiацiйних
нерiвностей вигляду:

знайти x ∈
⋂
k

F(Tk) : ∃u ∈
∑
i

Aix i (u, y− x) ≥ 0 ∀y ∈
⋂
k

F(Tk), (5.13)

де F(Tk) — множина нерухомих точок (квазi)нерозтягуючого оператора Tk. У
випадку Ai ≡ 0 задача (5.13) переходить в класичну задачу пошуку елемента
множини

⋂
k F(Tk) — спiльної нерухомої точки операторiв Tk (common fixed

point problem), яка має багату алгоритмiку [36].

5.6. Задачi

Задача 5.1. Доведiть збiжнiсть наступного методу.

1) Задамо x1 ∈ C, (λn) ∈ `2 \ `1; покладемо n := 1.

2) Для xn знаходимо елементи:

y(n,i) = PC
(
xn − λnu(n,i)

)
, u(n,i) ∈ Aixn, i = 1, p.

3) Якщо y(n,i) = xn для всiх i = 1, p, то СТОП. Iнакше переходимо на крок
4.

4) Покладаємо

xn+1 =
1

p
yn,1 +

1

p
yn,2 + ...+

1

p
yn,p,

n := n+ 1, переходимо на крок 2.
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Роздiл 6

Алгоритм з вiдстанню Брегмана для
розв’язання задач рiвноважного програмування

У 1980 роцi Л. Д. Попов [27] запропонував для пошуку сiдлових точок
опуклих-угнутих функцiй, визначених в скiнченномiрному евклiдовому про-
сторi, цiкаву модифiкацiю методу Ерроу1–Гурвiца2. У роботах [28, 49] побу-
довано кiлька модифiкацiй методу Л. Д. Попова для розв’язання варiацiйних
нерiвностей з монотонними операторами. А в статтi [50] запропоновано дво-
етапний проксимальний алгоритм для розв’язання задач рiвноважного про-
грамування. У всiх згаданих методах використовувалися евклiдовi вiдстань i
проекцiя. I часто це не дозволяє добре врахувати структуру допустимих мно-
жин i ефективно розв’язувати задачi. Можливий вихiд iз ситуацiї полягає в
бiльш гнучкому пiдборi вiдстанi для здiйснення проектування на допустиму
множину. Однiєю з перших успiшних реалiзацiй цiєї стратегiї є вiдома робота
Л. М. Брегмана [51], де запропонований метод типу циклiчного проектування
для знаходження спiльної точки опуклих множин. Ця робота вiдкрила цiлий
напрямок у математичному програмуваннi та нелiнiйному аналiзi.

У даному роздiлi ми розглянемо iтерацiйний метод розв’язання задачi про
рiвновагу в скiнченновимiрному просторi. З використанням вiдстанi Брегма-
на модифiковано двоетапний проксимальний алгоритм з [50]. Аналiз збiжно-
стi методу проведено за припущення про iснування розв’язку задачi про рiв-
новагу i за умов псевдомонотонностi та лiпшицевостi бiфункцiї.

1Кеннет Джозеф Ерроу (Kenneth Joseph Arrow, 23.08.1921, Нью-Йорк — 21.02.2017, Пало-Альто) —
видатний американський економiст, лауреат Нобелiвської премiї з економiки 1972 року «за новаторський
внесок в загальну теорiю рiвноваги та теорiю добробуту». Вiдомий, як автор теореми Ерроу про не-
можливiсть, спiвавтор моделей Ерроу–Дебре та Ерроу–Ромера. Був прихiльником ринкової економiки з
помiрним державним регулюванням.

2Леонiд Соломонович Гурвiц (Гурвiч) (Leonid Hurwicz, 21.08.1917, Москва — 24.06.2008, Мiннеаполiс)
— видатний американський економист, лауреат Нобелiвської премiї з економiки 2007 року.
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6.1. Постановка задачi

Для непорожньої опуклої замкненої множини C ⊆ Rd та бiфункцiї F :

C × C → R ∪ {+∞} розглянемо задачу про рiвновагу (задачу рiвноважного
програмування, нерiвнiсть Кi Фаня3):

знайти x ∈ C : F(x, y) ≥ 0 ∀y ∈ C, (6.1)

де F(y, y) = 0 для всiх y ∈ C.
Дослiдження задач рiвноважного програмування є популярним роздiлом

сучасного прикладного нелiнiйного аналiзу [52]. Формулювання, яке вважа-
ють класичним, було наведено ще в роботi Х. Нiкайдо4 та К. Iсоди 1955 року
та пов’язаної з доведенням iснування точок рiвноваги за Нешем в некоопера-
тивних iграх. Як i варiацiйна нерiвнiсть задача рiвноважного програмування
це зручна загальна форма запису та метод дослiдження рiзних задач, що
виникають в математичнiй фiзицi, дослiдженнi операцiй та оптимiзацiї. На-
ведемо ряд типових постановок.

(1) Якщо F(x, y) = g(y) − g(x), де g : C → R, то задача (6.1) є задачею
умовної мiнiмiзацiї:

g→ min
C
.

(2) Якщо F(x, y) = (Ax, y− x), де A : C→ Rd, то задача (6.1) зводиться до
класичної варiацiйної нерiвностi:

знайти x ∈ C : (Ax, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C. (6.2)

(3) Нехай C1, C2 — опуклi пiдмножини Rd, C = C1 × C2, L : C → R —
опукла-угнута функцiя. Точка (x1, x2) ∈ C називається сiдловою точкою
функцiї L, якщо

L(x1, y2) ≤ L(x1, x2) ≤ L(y1, x2) ∀(y1, y2) ∈ C. (6.3)

Покладемо F(x, y) = L(y1, x2) − L(x1, y2), де x = (x1, x2), y = (y1, y2).
Тодi задача пошуку сiдлової точки (6.3) рiвносильна задачi про рiвновагу

3Кi Фань (Ky Fan, 19.09.1914, Ханчжоу — 22.03.2010, Санта-Барбара) — видатний американський мате-
матик. Докторський ступiнь отримав у Парижi. Науковим керiвником був Морiс Фреше. Кi Фань зробив
фундаментальний внесок в теорiю операторiв, опуклий аналiз, лiнiйне та нелiнiйне програмування, то-
пологiю та теорiю нерухомих точок. Його роботи, крiм впливу на нелiнiйний функцiональний аналiз,
знайшли застосування в математичнiй економiцi, теорiї iгор та математичнiй фiзицi.

4Хукукане Нiкайдо (Hukukane Nikaido, 28.06.1923 — 23.08.2001) — японський математик та економiст.
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вигляду (6.1):

знайти (x1, x2) ∈ C : L(y1, x2) − L(x1, y2) ≥ 0 ∀(y1, y2) ∈ C.

(4) Нехай I — скiнченна множина iндексiв. Для кожного i ∈ I задано мно-
жину Ci та функцiю fi : C → R, де C =

∏
i∈ICi. Для x = (xi)i∈I ∈ C

позначимо xi = (xj)j∈I,j 6=i. Точка x̄ = (x̄i)i∈I називається рiвновагою Не-
ша, якщо для всiх i ∈ I справедливi нерiвностi

fi(x̄) ≤ fi(x̄i, yi) ∀yi ∈ Ci.

Визначимо функцiю F : C× C→ R таким чином

F(x, y) =
∑
i∈I

(
fi(x

i, yi) − fi(x)
)
.

Точка x̄ ∈ C є рiвновагою Неша тодi i тiльки тодi, коли x̄ є розв’язком
задачi (6.1).

Розглянемо, так звану, дуальну (для задачi (6.1)) задачу про рiвновагу [52]:

знайти x ∈ C : F(y, x) ≤ 0 ∀y ∈ C. (6.4)

Множини розв’язкiв задач (6.1) та (6.4) позначимо S та S∗. Теореми про
умови, що гарантують непорожнiсть множин S та S∗ можна знайти в [52].
Множина S∗ опукла та замкнена у випадку, коли функцiї F(x, ·) опуклi та
замкненi (напiвнеперервнi знизу) на C, оскiльки S∗ = ∩y∈CL(y), де L(y) =

{x ∈ C : F(y, x) ≤ 0}. Множина S взагалi може й не бути опуклою. Але, якщо
функцiї F(x, ·) опуклi та замкненi на C, а функцiї F(·, y) напiвнеперервнi звер-
ху на C, то множина S опукла та S∗ ⊆ S. Крiм того, якщо бiфункцiя F псев-
домонотонна,5 то S = S∗.

В подальшому будемо припускати, що S∗ 6= ∅.

6.2. Вiдстань Брегмана та алгоритм

Нехай ‖·‖ — деяка норма (не обов’язково евклiдова), а (·, ·) — стандартний
скалярний добуток на Rd. Нехай g : Rd → R — неперервно диференцiйовна

5Бiфункцiю F називають псевдомонотонною якщо для всiх x, y ∈ C з нерiвностi F(x, y) ≥ 0 випливає
F(y, x) ≤ 0.
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та сильно опукла (з параметром σ > 0 вiдносно норми ‖ · ‖6) на опуклiй
множинi O ⊇ C функцiя. Вiдстань Брегмана (породжена функцiєю g) [53] на
множинi O задається формулою

D(a, b) = g(a) − g(b) − (∇g(b), a− b) ∀a, b ∈ O.

При g(x) = 1
2
‖x‖22, де ‖ · ‖2— евклiдова норма, маємо

D(x, y) =
1

2
‖x− y‖22.

Для стандартного симплекса

∆d =

{
x ∈ Rd : xi ≥ 0,

∑
i

xi = 1

}

та вiд’ємної ентропiї Больцмана7–Шеннона8

g(x) =
∑
i

xi ln xi

(вона сильно опукла вiдносно `1-норми на ∆d [53]) одержимо вiдстань Куль-
бака9–Лейблера10 на ∆d:

D(x, y) =
∑
i

xi ln

(
xi

yi

)
∀x, y ∈ ∆d.

Має мiсце корисна тотожнiсть.

6Для функцiї g має мiсце нерiвнiсть

g(a) − g(b) ≥ (∇g(b), a− b) +
σ

2
‖a− b‖2 ∀a, b ∈ O.

7Людвiг Больцман (Ludwig Eduard Boltzmann, 20.02.1844, Вiдень — 5.09.1906, Дуїно) — австрiйський
фiзик-теоретик, засновник статистичної механiки та молекулярно-кiнетичної теорiї.

8Клод Елвуд Шеннон (Claude Elwood Shannon, 30.04.1916 — 24.02.2001) — видатний американський
математик. Вважається, що саме з його робiт «A Mathematical Theory of Communication» (1948) та
«Communication Theory of Secrecy Systems» (1949) починається теорiя iнформацiї.

9Соломон Кульбак (Solomon Kullback, 3.04.1907, Бруклiн — 5.08.1994, Бойнтон Бич) — американський
математик та криптоаналiтик. В 1930-тi приймав участь у розшифровцi кодiв таємної японської диплома-
тичної переписки. Iдея дивергенцiї Кульбака–Лейблера була вперше докладно викладена у книзi Kullback
S. Information Theory and Statistics, John Wiley and Sons, 1959. Пiсля звiльнення з АНБ у 1962 роцi пра-
цював в Унiверситетi Джорджа Вашингтона.

10Рiчард Лейблер (Richard A. Leibler, 18.03.1914, Чикаго — 25.10.2003, Рестон) — американський мате-
матик та криптоаналiтик. Працюючи в АНБ, запропонував сумiсно з С. Кульбаком мiру подiбностi мiж
розподiлами ймовiрностей (дивергенцiю Кульбака–Лейблера), яка знайшла важливе застосування в теорiї
iнформацiї. Приймав участь в проектi «Venona».
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Лема 6.1 (3-точкова тотожнiсть). Для довiльних a, b та c виконується
тотожнiсть

D(a, c) = D(a, b) +D(b, c) + (∇g(b) −∇g(c), a− b).

З сильної опуклостi g випливає оцiнка

D(a, b) ≥ σ
2
‖a− b‖2. (6.5)

З цього моменту будемо розглядати тiльки бiфункцiї F, що задовольняють
умовi:

для всiх x ∈ C функцiя F(x, ·) опукла та замкнена на множинi C.

В даному випадку задачi

F(a, y) + 1
λ
D(y, b)→ min

y∈C
(a, b ∈ C, λ > 0)

завжди мають єдиний розв’язок. Припустимо можливiсть їх ефективного
розв’язання. Наприклад, це можливо у випадку симплекса ∆d, лiнiйностi F за
другим аргументом та вiдстанi Кульбака–Лейблера. Дiйсно, розв’язок задачi

d∑
i=1

aixi +
1

λ

d∑
i=1

xi ln

(
xi

yi

)→ min
x∈∆d

(a ∈ Rd, y ∈ ∆d, λ > 0)

має вигляд

zi =
yie

−λai∑d
j=1 yje

−λaj
, i = 1, ..., d.

Для наближенного розв’язання задачi про рiвновагу (6.1) пропонуємо на-
ступний iтерацiйний

Алгоритм 6.1. Для x1, y1 ∈ C генеруємо послiдовнiсть елементiв xn,
yn ∈ C за допомогою iтерацiйної схеми{

xn+1 = argminy∈C
{
F(yn, y) +

1
λ
D(y, xn)

}
,

yn+1 = argminy∈C
{
F(yn, y) +

1
λ
D(y, xn+1)

}
,

де λ > 0.

На кожному кроцi алгоритму 6.1 слiд розв’язати двi опуклi задачi з сильно
опуклими функцiями. Правило вибору параметра λ вкажемо нижче.
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Зауваження 6.1. Якщо g(·) = 1
2
‖ · ‖22 , то алгоритм 6.1 приймає вигляд:{

xn+1 = proxλ·F(yn,·)xn,
yn+1 = proxλ·F(yn,·)xn+1,

де proxg — проксимальний оператор [36], що вiдповiдає власнiй опуклiй за-
мкненiй функцiї g:

H 3 x 7→ proxgx = argminy∈domg

(
g(y) +

1

2
‖y− x‖22

)
∈ domg.

Даний, так званий, двоетапний проксимальний метод запропоновано в [50]. У
випадку варiацiйної нерiвностi, тобто при F(x, y) = (Ax, y − x), вiн приймає
вигляд: 

x1 ∈ C, y1 ∈ C,
xn+1 = PC(xn − λAyn),

yn+1 = PC(xn+1 − λAyn),

де PC — оператор метричного проектування на множину C.

Зауваження 6.2. Для варiацiйних нерiвностей алгоритм 6.1 можна за-
писати у виглядi:

x1 ∈ C, y1 ∈ C,
xn+1 = ΠC

(
(∇g)−1(∇g(xn) − λAyn)

)
,

yn+1 = ΠC
(
(∇g)−1(∇g(xn+1) − λAyn)

)
,

де ΠC — оператор проектування Брегмана на множину C [51], що задається
правилом

ΠCx = argminy∈CD(y, x).

Даний метод розроблено в дисертацiї Ю. В. Малiцького [54].

Перейдемо до вивчення алгоритму 6.1. Перш за все помiтимо, що при ви-
конаннi для деякого номера n ∈ N рiвностей

xn+1 = xn = yn (6.6)

має мiсце включення yn ∈ S та умова стацiонарностi: yk = xk = yn для всiх
k ≥ n. Дiйсно, рiвнiсть

xn+1 = argminy∈C

{
F(yn, y) +

1

λ
D(y, xn)

}
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означає

F(yn, y) − F(yn, xn+1) +
(∇g(xn+1) −∇g(xn), y− xn+1)

λ
≥ 0 ∀y ∈ C.

З (6.6) випливає
F(yn, y) ≥ 0 ∀y ∈ C,

тобто yn ∈ S.
Враховуючи це мiркування, практичному варiанту алгоритму 6.1 можна

надати наступний вигляд.

Алгоритм 6.2. Задаємо x1 ∈ C, y1 ∈ C, λ > 0 та ε > 0.

Крок 1. Для xn та yn обчислюємо

xn+1 = argminy∈C

{
F(yn, y) +

1

λ
D(y, xn)

}
.

Крок 2. Якщо max {‖xn+1 − xn‖, ‖yn − xn‖} ≤ ε, то СТОП,11 iнакше обчи-
слюємо

yn+1 = argminy∈C

{
F(yn, y) +

1

λ
D(y, xn+1)

}
.

Крок 3. Покладаємо n := n+ 1 та переходимо на Крок 1.

Далi будемо припускати, що для всiх номерiв n ∈ N умова (6.6) не вико-
нується й перейдемо до обгрунтування збiжностi алгоритму 6.1.

6.3. Аналiз збiжностi

Для доведення збiжностi алгоритму нам буде потрiбний такий факт.

Лема 6.2. Елемент x ∈ C є розв’язком задачi про рiвновагу (6.1) тодi й
тiльки тодi, коли

F(x, y) + λ−1D(y, x) ≥ 0 ∀y ∈ C, (6.7)

де λ > 0.

Доведення. Елемент x ∈ C задовольняє (6.7) тодi й тiльки тодi, коли є
розв’язком опуклої задачi

F(x, y) + λ−1D(y, x)→ min
y∈C
,

11Звичайно можна використати також умову max {D(xn+1, xn), D(yn, xn)} ≤ ε.
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тобто задовольняє нерiвностi

F(x, y) − F(x, x) + λ−1 (∇g(x) −∇g(x), y− x) = F(x, y) ≥ 0 ∀y ∈ C.

Таким чином, x ∈ S.

Аналiз збiжностi алгоритму почнемо з доведення важливої нерiвностi для
послiдовностей (xn) та (yn), породжених алгоритмом 6.1.

Припустимо, що бiфункцiя F, задовольняє умовi: для всiх x, y, z ∈ C має
мiсце

F(x, y) ≤ F(x, z) + F(z, y) + a ‖x− z‖2 + b ‖z− y‖2 ,
де a, b — додатнi константи (лiпшицевiсть).

Зауваження 6.3. Умова типу лiпшицевостi введена G. Mastroeni [55].

Має мiсце

Лема 6.3. Для породжених алгоритмом 6.1 послiдовностей (xn), (yn)
та елемента z ∈ S∗ виконується нерiвнiсть

D(z, xn+1) ≤ D(z, xn) −
(
1− 2λb

σ

)
D(xn+1, yn)−

−
(
1− 4λa

σ

)
D(yn, xn) +

4λa

σ
D(xn, yn−1). (6.8)

Доведення. Маємо (двiчi використали лему 6.1)

D(z, xn+1) = D(z, xn) −D(xn+1, xn) + (∇g(xn+1) −∇g(xn), xn+1 − z) =
= D(z, xn) −D(xn+1, yn) −D(yn, xn)−

− (∇g(yn) −∇g(xn), xn+1 − yn) + (∇g(xn+1) −∇g(xn), xn+1 − z) . (6.9)

З визначення точок xn+1 та yn випливає

λF(yn, z) − λF(yn, xn+1) ≥ (∇g(xn+1) −∇g(xn), xn+1 − z), (6.10)

λF(yn−1, xn+1) − λF(yn−1, yn) ≥ −(∇g(xn) −∇g(yn), yn − xn+1). (6.11)

Застосувавши нерiвностi (6.10), (6.11) для оцiнки скалярних добуткiв в (6.9),
отримуємо

D(z, xn+1) ≤ D(z, xn) −D(xn+1, yn) −D(yn, xn)+

+ λ {F(yn, z) − F(yn, xn+1) + F(yn−1, xn+1) − F(yn−1, yn)} . (6.12)
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З включення z ∈ S∗ випливає F(yn, z) ≤ 0, а лiпшицевiсть F гарантує вико-
нання нерiвностi

− F(yn, xn+1) + F(yn−1, xn+1) − F(yn−1, yn) ≤
≤ a ‖yn−1 − yn‖2 + b ‖yn − xn+1‖2 .

Використавши вищенаведенi оцiнки в (6.12), отримуємо

D(z, xn+1) ≤ D(z, xn) −D(xn+1, yn) −D(yn, xn)+

+ λa ‖yn−1 − yn‖2 + λb ‖yn − xn+1‖2 . (6.13)

Член ‖yn−1 − yn‖2 оцiнимо наступним чином

‖yn−1 − yn‖2 ≤ 2 ‖yn−1 − xn‖2 + 2 ‖yn − xn‖2 .

Урахувавши цю оцiнку в (6.13), приходимо до нерiвностi

D(z, xn+1) ≤ D(z, xn) −D(xn+1, yn) −D(yn, xn)+

+ 2λa ‖yn−1 − xn‖2 + 2λa ‖yn − xn‖2 + λb ‖yn − xn+1‖2 . (6.14)

Оцiнивши в (6.14) норми за допомогою нерiвностi (6.5), одержимо

D(z, xn+1) ≤ D(z, xn) −D(xn+1, yn) −D(yn, xn)+

+ 4λa
σ
D(xn, yn−1) +

4λa
σ
D(yn, xn) +

2λb
σ
D(xn+1, yn),

а саме, нерiвнiсть (6.8).

Перейдемо безпосередньо до доведення збiжностi алгоритму. Додатково
припустимо, що бiфункцiя F : C × C → R ∪ {+∞} напiвнеперервна знизу
на C × C та для всiх y ∈ C функцiя F(·, y) напiвнеперервна зверху на C.
Зауважимо, що за цих умов S∗ ⊆ S.

Має мiсце

Лема 6.4. Нехай
λ ∈

(
0, σ
2(2a+b)

)
.

Тодi всi частковi границi послiдовностi (xn) належать множинi S.

Доведення. Нехай z ∈ S∗. Покладемо

an = D(z, xn) +
4λa
σ
D(xn, yn−1),

bn =
(
1− 4λa

σ

)
D(yn, xn) +

(
1− 4λa

σ
− 2λb

σ

)
D(xn+1, yn).
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Нерiвнiсть леми 6.3 приймає вигляд

an+1 ≤ an − bn.

Тодi з леми 1.9 можемо зробити висновок, що iснує границя

lim
n→∞

(
D(z, xn) +

4λa
σ
D(xn, yn−1)

)
та

lim
n→∞

((
1− 4λa

σ

)
D(yn, xn) +

(
1− 4λa

σ
− 2λb

σ

)
D(xn+1, yn)

)
= 0.

Звiдки отримуємо

lim
n→∞D(yn, xn) = lim

n→∞D(xn+1, yn) = 0 (6.15)

та збiжнiсть числової послiдовностi (D(z, xn)) для всiх z ∈ S∗. З (6.15) ви-
пливає

lim
n→∞ ‖yn − xn‖ = lim

n→∞ ‖yn − xn+1‖ = 0 (6.16)

та звичайно
lim
n→∞ ‖xn − xn+1‖ = 0.

З нерiвностi
D(z, xn) ≥ σ

2
‖z− xn‖2

та (6.16) випливає обмеженiсть послiдовностей (xn), (yn).
Розглянемо пiдпослiдовнiсть (xnk

), що збiгається до деякої точки z̄ ∈ C.
Тодi з (6.16) випливає, що ynk

→ z̄ и xnk+1 → z̄. Покажемо, що z̄ ∈ S. Маємо

F(ynk
, y) + 1

λ
D(y, xnk

) ≥ F(ynk
, xnk+1) +

1
λ
D(xnk+1, xnk

) ∀y ∈ C. (6.17)

Здiйснивши граничний перехiд в (6.17), отримаємо

F(z̄, y) + 1
λ
D(y, z̄) ≥ limk→∞ {F(ynk

, y) + 1
λ
D(y, xnk

)
}
≥

≥ limk→∞ {F(ynk
, xnk+1) +

1
λ
D(xnk+1, xnk

)
}
= F(z̄, z̄) = 0 ∀y ∈ C.

Звiдки, згiдно з лемою 6.2, випливає включення z̄ ∈ S.

Зауваження 6.4. Мають мiсце асимптотики:

limn→∞n ·D(yn, xn) = limn→∞n ·D(xn+1, yn) = 0

та
limn→∞√n · ‖yn − xn‖ = limn→∞√n · ‖xn+1 − yn‖ = 0.
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Уточнимо результат леми 6.4.

Лема 6.5. Нехай, додатково, S = S∗ (наприклад, якщо бiфункцiя F псев-
домонотонна на C). Тодi породженi алгоритмом 6.1 послiдовностi (xn),
(yn) збiгаються до розв’язку z̄ ∈ S задачi (6.1).

Доведення. Нехай z̄ ∈ S = S∗ та xnk
→ z̄, ynk

→ z̄. Iснує границя

lim
n→∞D(z̄, xn) = lim

n→∞ {g(z̄) − g(xn) − (∇g(xn), z̄− xn)}

та
lim
n→∞D(yn, xn) = lim

n→∞ {g(yn) − g(xn) − (∇g(xn), yn − xn)} = 0.

Оскiльки D(z̄, xnk
)→ 0, то D(z̄, xn)→ 0. Звiдки xn → z̄ та yn → z̄.

Сумуючи викладене сформулюємо основний результат.

Теорема 6.1. Нехай C ⊆ Rd — непорожня опукла замкнена множина,
для бiфункцiї F : C× C→ R ∪ {+∞} виконанi умови:

1) F(x, x) = 0 для всiх x ∈ C;

2) для всiх x, y ∈ C з F(x, y) ≥ 0 випливає F(y, x) ≤ 0 (псевдомонотон-
нiсть);

3) F : C× C→ R ∪ {+∞} напiвнеперервна знизу на C× C;

4) для всiх x ∈ C функцiя F(x, ·) опукла на C;

5) для всiх y ∈ C функцiя F(·, y) напiвнеперервна зверху на C;

6) для всiх x, y, z ∈ C має мiсце

F(x, y) ≤ F(x, z) + F(z, y) + a ‖x− z‖2 + b ‖z− y‖2 ,

де a, b — додатнi константи (лiпшицевiсть).

Припустимо, що S 6= ∅ та λ ∈
(
0, σ
2(2a+b)

)
. Тодi породженi алгоритмом 6.1

послiдовностi (xn), (yn) збiгаються до розв’язку z̄ ∈ S задачi (6.1).

Наведемо наприкiнцi кiлька конкретних версiй алгоритму 6.1.
Розглянемо варiацiйну нерiвнiсть на стандартному симплексi:

знайти x ∈ ∆d : (Ax, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ ∆d.
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Обираючи вiдстань Кульбака–Лейблера, одержуємо таку версiю алгоритму:

xn+1i =
xni e

−λ(Ayn)i∑d
j=1 x

n
j e

−λ(Ayn)j
, i = 1, ..., d,

yn+1i =
xn+1i e−λ(Ayn)i∑d
j=1 x

n+1
j e−λ(Ayn)j

, i = 1, ..., d,

де (Ayn)i ∈ R — i-та координата вектора Ayn ∈ Rd, λ > 0.

У транспортних застосуваннях, машинному навчаннi та теорiї iгор доводи-
ться працювати з варiацiйними нерiвностями на прямих добутках масштабо-
ваних симплексiв:

C =

p∏
k=1

rk∆mk
⊆ R

∑p
k=1mk,

де

rk∆mk
=

{
x ∈ Rmk : xi ≥ 0,

mk∑
i=1

xi = rk

}
, rk > 0,

тобто iз задачами:

знайти x ∈
p∏
k=1

rk∆mk
: (Ax, y− x) ≥ 0 ∀y ∈

p∏
k=1

rk∆mk
. (6.18)

За сепарабельною функцiєю

ϕ (x) =

p∑
k=1

ϕk (xk) =

p∑
k=1

mk∑
i=1

xk,i

rk
ln
xk,i

rk
,

де

x = (x1, . . . , xp) =

x1,1, x1,2, . . . x1,m1︸ ︷︷ ︸
x1

, . . . , xp,1, xp,2, . . . xp,mp︸ ︷︷ ︸
xp

 ∈ R
∑p

k=1mk,

побудуємо вiдстань Брегмана на C =
∏p

k=1 rk∆mk
:

D (x, y) =

p∑
k=1

Dk (xk, yk) =

p∑
k=1

mk∑
i=1

xk,i

rk
ln
xk,i

yk,i
.
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Алгоритм 6.1 для нерiвностi (6.18) з таким вибором вiдстанi приймає вигляд:

xn+1k,i = rk
xnk,i exp (−λrk (Ayn)k,i)∑mk

j=1 x
n
k,j exp

(
−λrk (Ayn)k,j

) , k = 1, . . . , p, i = 1, . . . ,mk,

yn+1k,i = rk
xn+1k,i exp (−λrk (Ayn)k,i)∑mk

j=1 x
n+1
k,j exp

(
−λrk (Ayn)k,j

) , k = 1, . . . , p, i = 1, . . . ,mk,

де (Ayn)k,i —
(∑k−1

t=1 mt + i
)
-та координата вектора Ayn ∈ R

∑p
k=1mk, λ > 0.

6.4. Задачi

Задача 6.1. Доведiть 3-точкову тотожнiсть

D(a, c) = D(a, b) +D(b, c) + (∇g(b) −∇g(c), a− b).

Задача 6.2. Знайдiть розв’язок екстемальної задачi

d∑
i=1

aixi +
1

λ

d∑
i=1

xi ln

(
xi

yi

)→ min
x∈∆d

(a ∈ Rd, y ∈ ∆d, λ > 0),

де ∆d =
{
x ∈ Rd : xi ≥ 0,

∑
i xi = 1

}
.
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Роздiл 7

Апроксимацiя нерухомих точок нерозтягуючих
операторiв

Теорiя нерухомих точок є потужним засобом для дослiдження нелiнiйних
явищ. Класичнi топологiчнi теореми Брауера, Шаудера та Какутанi про iсну-
вання нерухомих точок мають неконструктивний характер. Природно видi-
лити класи операторiв, для яких можна конструктивно знаходити нерухо-
мi точки. Найвiдомiшим прикладом такого класу є стискаючi вiдображен-
ня. Дiйсно, в класичному доведеннi теореми Банаха–Пiкара–Качiополлi явно
конструюється послiдовнiсть, що збiгається до нерухомої точки. Бiльш ши-
роким є клас нерозтягуючих операторiв, теорiя яких плiдно розвивається з
1965 р.

Гарний вступ до теорiї нерозтягуючих операторiв з описом основних алго-
ритмiв апроксимацiї нерухомих точок є в книзi Bauschke та Combettes [36].

У роботi [56] Ф. Браудер доводить теорему про iснування нерухомої точки
нерозтягуючого оператора, що дiє в опуклiй замкненiй та обмеженiй пiдмно-
жинi гiльбертового простору, а в [57] вiн доводить аналогiчну теорему для
рiвномiрно опуклих банахових просторiв. Цi результати, причому в той са-
мий час, були одержанi в роботах Кiрка1 [58] та Гьоде [59].

Основними схемами, що забезпечують апроксимацiю нерухомих точок не-
розтягуючих операторiв (в припущеннi їх iснування) є алгоритми Красно-
сельського–Манна [61], Гальперна [39, 65–67], гiбридний алгоритм Nakajo–
Takahashi [40] та алгоритм стягнення (shrinking algorithm) Takahashi–
Takeuchi–Kubota [41].

У даному роздiлi ми розглянемо питання iснування нерухомих точок нероз-
тягуючих операторiв, що дiють в гiльбертових просторах, та основнi методи

1Вiльям Артур Кiрк (William Arthur Kirk) — американський математик. Займається нелiнiйним фун-
кцiональним аналiзом, геометрiєю банахових та метричних просторiв. Зробив значний внесок в метричну
теорiю нерухомих точок.
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апроксимацiї нерухомих точок. Цi методи слiд трактувати як шаблони для
бiльш спецiалiзованих алгоритмiв.

7.1. Теорема Браудера

Нехай E — лiнiйний нормований простiр iз нормою ‖ · ‖, C ⊆ E.

Означення 7.1. Оператор T : C→ E називатимемо нерозтягуючим, якщо

‖Tx− Ty‖ ≤ ‖x− y‖ , ∀x, y ∈ E.

Позначимо через F(T) множину нерухомих точок оператора T , тобто

F(T) = {x ∈ C : Tx = x} .

Зауваження 7.1. Множина нерухомих точок F(T) нерозтягуючого опера-
тора T , що дiє в просторi E, може бути порожньою. Дiйсно, якщо Tx = x+ y
(y ∈ E\{0}), то F(T) = ∅.

Для нерозтягуючих операторiв, що дiють у гiльбертових просторах, мно-
жина F(T) має вiдносно просту будову.

Лема 7.1. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — опукла замкне-
на множина, T : C → H — нерозтягуючий оператор. Тодi множина F(T)
опукла та замкнена.

Доведення. З неперервностi T випливає замкненiсть F(T). Покажемо опу-
клiсть множини F(T). Нехай x, y ∈ F(T), α ∈ [0, 1]. Тодi для z = αx+(1−α)y

маємо
‖z− Tz‖2 = ‖z‖2 − 2α(x, Tz) − 2(1− α)(y, Tz) + ‖Tz‖2 =

= ‖z‖2 + α ‖x− Tz‖2 − α ‖x‖2 − α ‖Tz‖2+

+ (1− α) ‖y− Tz‖2 − (1− α) ‖y‖2 − (1− α) ‖Tz‖2 + ‖Tz‖2 ≤
≤ ‖z‖2 + α ‖x− z‖2 − α ‖x‖2 + (1− α) ‖y− z‖2 − (1− α) ‖y‖2 =

= ‖z‖2 − 2α(x, z) − 2(1− α)(y, z) + ‖z‖2 = 0.

Отже, z = Tz.

У випадку довiльного банахового простору множина нерухомих точок не-
розтягуючого оператора може бути неопуклою. Розглянемо простiр R2 з нор-
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мою ‖x‖ = max {|x1| , |x2|} та оператор T : R2 → R2, заданий формулою

Tx = (|x2| , x2), x = (x1, x2) ∈ R2.

Ясно, що оператор T нерозтягуючий, (1, 1), (1,−1)— нерухомi точки операто-
ра T . Однак вiдрiзок, що з’єднує (1, 1) та (1,−1), не мiстить iнших нерухомих
точок оператора T (F(T) =

{
x = (x1, x2) ∈ R2 : x1 = |x2|

}
).

Зауваження 7.2. Лема 7.1 справедлива для строго опуклих лiнiйних нор-
мованих просторiв.

Означення 7.2. Нехай C — непорожня пiдмножина банахового простору
E, F : C → E. Оператор F називатимемо демiзамкненим, якщо для довiльної
послiдовностi точок xn ∈ C iз xn ⇀ x ∈ C та Fxn → y випливає, що Fx = y.

Лема 7.2. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опукла
замкнена множина, T : C → H — нерозтягуючий оператор. Тодi оператор
I− T є демiзамкненим.

Доведення. Нехай (xn) — така послiдовнiсть точок iз C, що xn ⇀ x ∈ C та
xn − Txn → y ∈ H. Покажемо, що (I− T)x = y.

Має мiсце нерiвнiсть

‖xn − Tx− y‖ ≤ ‖xn − Txn − y‖+ ‖Txn − Tx‖ ≤ ‖xn − Txn − y‖+ ‖xn − x‖ .

Звiдси випливає

lim
n→∞ ‖xn − Tx− y‖ ≤ lim

n→∞ ‖xn − x‖ .
Припустимо, що x 6= Tx+ y. Тодi з леми Опяла випливає, що

lim
n→∞ ‖xn − x‖ < lim

n→∞ ‖xn − Tx− y‖ .
Отримали абсурдну нерiвнiсть

lim
n→∞ ‖xn − Tx− y‖ < lim

n→∞ ‖xn − Tx− y‖ .
Отже, x− Tx = y.

Зауваження 7.3. Цей результат, вiдомий пiд назвою принцип демiза-
мкненостi Браудера , є одним з фундаментальних результатiв теорiї нероз-
тягуючих операторiв.
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Теорема 7.1 (F. Browder, [56]). Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H
— непорожня опукла замкнена обмежена множина, T : C→ C — нерозтя-
гуючий оператор. Тодi

F(T) 6= ∅.

Доведення. Можемо вважати, що 0 ∈ C. Розглянемо оператор λT : C → C,
де λ ∈ (0, 1). За теоремою Банаха рiвняння

x = λTx

має єдиний розв’язок xλ ∈ C.
З обмеженостi множини C випливає, що

‖xλ − Txλ‖ = (1− λ) ‖Txλ‖ ≤ (1− λ)diam(C)→ 0 при λ→ 1.

Оберемо збiжну до 1 послiдовнiсть λn ∈ (0, 1) таку, що

xλn ⇀ x̄ ∈ C.

З леми 7.2 випливає, що x̄ ∈ F(T).

Зауваження 7.4. Доведена теорема не випливає з вiдомої теореми
Шаудера–Тихонова,2 оскiльки нерозтягуючий оператор може не бути непе-
рервним у слабкiй топологiї.

Зазначимо, що теорема 7.1 не правильна для випадку довiльного банахо-
вого простору. Дiйсно, розглянемо в просторi c0 нескiнченно малих послiдов-
ностей з нормою ‖x‖ = maxn |xn| оператор

Tx = (1, x1, x2, . . .) ,

де x = (x1, x2, . . .). Оператор T нерозтягуючий та вiдображає одиничну за-
мкнену кулю B ⊆ c0 у себе. Нехай x = (x1, x2, . . .) — нерухома точка T у B.
Тодi (x1, x2, . . .) = (1, x1, x2, . . .). Звiдси випливає, що x = (1, 1, . . .) /∈ c0.

Зауваження 7.5. Теорема 7.1 справедлива для рiвномiрно опуклого ба-
нахового простору. Питання про її справедливiсть для довiльного рефлексив-
ного простору досi вiдкрите.

Має мiсце цiкавий результат.
2Нехай C — непорожня компактна опукла пiдмножина локально опуклого простору E, T : C → C —

неперервний оператор. Тодi F(T) 6= ∅.
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Теорема 7.2 (W. O. Ray, [60]). Нехай C ⊆ H — непорожня замкнена
опукла необмежена пiдмножина гiльбертового простору H. Тодi iснує не-
розтягуючий оператор T : C→ C такий, що F(T) = ∅.
Доведення. Оскiльки множина C необмежена, то iснує елемент y ∈ H такий,
що

Cn = {x ∈ C : (x, y) ≥ n} 6= ∅ ∀n ∈ N.

Зауважимо, що множини Cn опуклi та замкненi.
Нехай PCn

— оператор метричного проектування простору H на множину
Cn. Оператор PCn

нерозтягуючий. Зафiксуємо елемент x ∈ C. Побудуємо по-
слiдовнiсть (λn) додатних чисел таку, що

∑∞
n=1 λn = 1 та

∑∞
n=1 λn ‖PCn

x‖ <
+∞. Тодi ряд

∑
λnPCn

z абсолютно збiжний при кожному z ∈ C. Отже, опе-
ратор T : C→ C, заданий формулою

T =

∞∑
n=1

λnPCn
,

коректно визначений та нерозтягуючий.
Покажемо, що F(T) = ∅, вiд супротивного. Нехай z ∈ C — нерухома точка

оператора T :

z =

∞∑
n=1

λnPCn
z.

Якщо z ∈ Cn\Cn+1, то PCk
z = z для k ≤ n i (PCk

z, y) > (z, y) для k > n.
Тодi

(z, y) =

∞∑
k=1

λk(PCk
z, y) =

=

n∑
k=1

λk(z, y) +

∞∑
k=n+1

λk(PCk
z, y) >

∞∑
k=1

λk(z, y) = (z, y).

Звiдси очевидно, що T не має нерухомої точки в C.

Нехай T : H → H — нерозтягуючий оператор, що дiє в гiльбертовому
просторi H. Почнемо розбирати питання апроксимацiї нерухомих точок опе-
ратора T .

Якщо оператор T : H → H cтискаючий, то його єдину нерухому точку
можна знайти за допомогою методу послiдовних наближень (простої iтерацiї)

xn+1 = Txn. (7.1)
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У випадку нерозтягуючого оператора T (навiть з єдиною нерухомою точкою)
процес (7.1) може виявитись розбiжним для всiх початкових наближень, вiд-
мiнних вiд x0 ∈ F(T). Приклад:

обертання круга B = {x : ‖x‖ ≤ 1} ⊆ R2 навколо нуля на кут π/2 радiан.

Однак, розглядаючи замiсть (7.1) процеси вигляду

xn+1 =
xn + Txn

2
, xn+1 =

Tx0 + Tx1 + ...+ Txn
n+ 1

,

можна побудувати збiжнi алгоритми обчислення нерухомих точок.
Але спочатку отримаємо пов’язаний з методом (7.1) критерiй iснування

нерухомої точки нерозтягуючого оператора T .

Теорема 7.3. Нехай H — гiльбертовий простiр, T : H → H — нерозтя-
гуючий оператор. Операторне рiвняння

x− Tx = 0 (7.2)

має розв’язок тодi й тiльки тодi, коли для деякого x0 ∈ H послiдовнiсть
(xn), що визначена формулою xn+1 = Txn, n ≥ 0, обмежена.

Доведення. Нехай x ∈ H — розв’язок рiвняння (7.2). Тодi

‖xn+1 − x‖ = ‖Txn − Tx‖ ≤ ‖xn − x‖ .

Звiдси випливає обмеженiсть (xn).
Навпаки, нехай послiдовнiсть (xn) обмежена. Побудуємо множини

Cn =

∞⋂
k=n

B(xk, d),

де d = diam{xn}. Множини Cn непорожнi, опуклi та мають властивiсть

T(Cn) ⊆ Cn+1.

Нехай

C = cl
∞⋃
n=1

Cn.

Множина C є замкненою, опуклою та обмеженою. Оскiльки T(C) ⊆ C, то за
теоремою 7.1 оператор T має нерухому точку в C.
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7.2. Ергодична теорема Байона

Твердження про граничну поведiнку послiдовностi середнiх вигляду

x+ Tx+ T 2x+ ...+ Tn−1x

n

називають операторними ергодичними теоремами. Розглядають також iншi
процедури усереднення. Перша операторна ергодична теорема (для лiнiйних
iзометричних операторiв гiльбертового простору) була сформульована та до-
ведена Дж. фон Нейманом3.

Ергодичнi теореми для нелiнiйних вiдображень — багата на глибокi резуль-
тати та цiкавi проблеми галузь функцiонального аналiзу, що активно розви-
вається бiльше 40 рокiв.

Ми доведемо лише класичну ергодичну теорему Байона для нелiнiйних
нерозтягуючих операторiв, що дiють у гiльбертовому просторi. Ця теорема
стала джерелом численних узагальнень i уточнень.

Теорема 7.4 (J. B. Baillon). Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H —
опукла замкнена множина, T : C → C — нерозтягуючий оператор. Якщо
F(T) 6= ∅, то для довiльного x ∈ C послiдовнiсть середнiх за Чезаро

1

n

n−1∑
k=0

Tkx

слабко збiгається до деякого елемента y ∈ F(T).

Доведення. Нехай F(T) 6= ∅. Позначимо

xk = T
kx (x0 = x), yn =

1

n

n−1∑
k=0

xk.

Для довiльного p ∈ F(T) маємо

‖xn − p‖ = ‖Txn−1 − Tp‖ ≤ ‖xn−1 − p‖ .

3Джон фон Нейман (англ. John von Neumann, угор. Neumann Janos Lajos, нiм. Johann von Neumann,
28.12.1903, Будапешт — 8.02.1957, Вашингтон) — видантний американський математик угорського похо-
дження. З 1930 року працював у США. Зробив значний внесок у квантову фiзику, функцiональний аналiз,
теорiю множин, iнформатику та математичну економiку. Приймав участь в Манхеттенському проектi. Вi-
домий як засновником теорiї iгор разом iз Оскаром Морґенштерном. Автор «архiтектури фон Неймана»,
яка використовується в сучасних комп’ютерах.
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Таким чином, iснує
lim
n→∞ ‖xn − p‖ ∈ R,

а послiдовностi (xn), (yn) i (Tyn) обмеженi.

Покажемо, що всi частковi слабкi границi (якi iснують) послiдовностi (yn)
є нерухомими точками оператора T . Для цього, беручи до уваги демiзамкне-
нiсть оператора I− T (лема 7.2), достатньо довести, що

‖yn − Tyn‖→ 0 при n→∞ . (7.3)

Для u ∈ H маємо

‖yn − u‖2 =

∥∥∥∥∥ 1n
n−1∑
k=0

(xk − u)

∥∥∥∥∥
2

=
1

n2

n−1∑
k=0

n−1∑
i=0

(xk − u, xi − u).

Оскiльки

2(xk − u, xi − u) = ‖xk − u‖2 + ‖xi − u‖2 − ‖xk − xi‖2 ,

то

2 ‖yn − u‖2 =
2

n

n−1∑
k=0

‖xk − u‖2 −
1

n2

n−1∑
k=0

n−1∑
i=0

‖xk − xi‖2 . (7.4)

Обравши у (7.4) u = yn, отримаємо

1

n2

n−1∑
k=0

n−1∑
i=0

‖xk − xi‖2 =
2

n

n−1∑
k=0

‖xk − yn‖2 .

Поклавши у (7.4) u = Tyn, дiстанемо

‖yn − Tyn‖2 =
1

n

n−1∑
k=0

‖xk − Tyn‖2 −
1

n

n−1∑
k=0

‖xk − yn‖2 =

=
1

n
‖x− Tyn‖2 +

1

n

n−1∑
k=1

‖Txk−1 − Tyn‖2 −
1

n

n−1∑
k=0

‖xk − yn‖2 ≤

≤ 1

n
‖x− Tyn‖2 +

1

n

n−1∑
k=1

‖xk−1 − yn‖2 −
1

n

n−1∑
k=0

‖xk − yn‖2 =

=
1

n
‖x− Tyn‖2 −

1

n
‖xn−1 − yn‖2 ≤

1

n
‖x− Tyn‖2 .
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Остаточно маємо оцiнку

‖yn − Tyn‖ = O
(
1√
n

)
при n→∞ .

Ми довели, що для довiльного p ∈ F(T) iснує limn→∞ ‖xn − p‖ ∈ R та
всi частковi слабкi границi послiдовностi (yn) належать множинi F(T). По-
кажемо, що звiдси випливає слабка збiжнiсть послiдовностi (yn) до деякого
елемента y ∈ F(T). Для цього спочатку розглянемо двi точки p1, p2 ∈ F(T).
Маємо 1

2
p1 +

1
2
p2 ∈ F(T) та∥∥∥∥p1 + p22
− xn

∥∥∥∥2 = ‖xn − p1‖2 + ∥∥∥∥p1 − p22

∥∥∥∥2 + (xn − p1, p1 − p2).

Отже, iснує границя limn→∞(xn−p1, p1−p2) = l ∈ R. За теоремою Штольца

lim
n→∞(yn − p1, p1 − p2) = l.

Нехай a ∈ F(T), b ∈ F(T) – двi слабкi частковi границi послiдовностi (yn).
Тодi

(a− b, p2 − p1) = 0, ∀p1, p2 ∈ F(T). (7.5)

Поклавши у (7.5) p2 = a, p1 = b, отримаємо ‖a− b‖2 = 0. Отже, послiдов-
нiсть (yn) слабко збiгається до деякого елемента множини F(T).

Зауваження 7.6. Якщо F(T) = ∅, то для довiльного x ∈ C маємо∥∥∥∥∥ 1n
n−1∑
k=0

Tkx

∥∥∥∥∥→ +∞.
Дiйсно, iнакше послiдовнiсть середнiх 1

n

∑n−1
k=0 T

kx має слабко збiжнi пiдпослi-
довностi, якi внаслiдок демiзамкненостi оператора I−T та (7.3) є нерухомими
точками оператора T .

Також Байон одержав уточнення теореми 7.4.

Теорема 7.5. Нехай виконано умови теореми 7.4. Припустимо, що

C = −C та T(−x) = −Tx ∀x ∈ C.

Тодi для довiльного x ∈ C послiдовнiсть середнiх за Чезаро 1
n

∑n−1
k=0 T

kx силь-
но збiгається до деякого елемента y ∈ F(T).
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7.3. Метод Красносельського–Манна

Розглянемо один з найпопулярнiших iтерацiйних методiв пошуку нерухо-
мих точок — метод Красносельського–Манна. Вiн є джерелом багатьох ефе-
ктивних алгоритмiв оптимiзацiї.

Першi варiанти методу розглядались ще в серединi ХХ ст. У 1953 р. для
задачi пошуку нерухомої точки неперервної функцiї f : [0, 1] → [0, 1] Манн
запропонував iтерацiйний процес (mean value method): x0 ∈ [0, 1],

xn+1 =
n

n+ 1
xn +

1

n+ 1
f(xn). (7.6)

Цi iтерацiї можна записати у виглядi

xn+1 =
f(x0) + f(x1) + ...+ f(xn)

n+ 1
.

Через два роки М. А. Красносельський4 [61] запрононував для пошуку не-
рухомих точок нерозтягуючого оператора T : C → C (C — опукла замкнена
обмежена пiдмножина банахова простору E) процес: x0 ∈ C,

xn+1 =
xn + Txn

2
.

Вiн довiв його сильну збiжнiсть для компактних нерозтягуючих операторiв
T , що дiють у рiвномiрно опуклих банахових просторах.

Нехай C ⊆ H — непорожня опукла замкнена пiдмножина гiльбертового
простору H, T : C→ C — нерозтягуючий оператор. Припустимо, що

F(T) 6= ∅.

Iтерацiйний метод Красносельського – Манна має такий вигляд.

4Марк Олександрович Красносельський (27.04.1920, Старокостянтинiв — 13.02.1997, Москва) — радян-
ський i росiйський математик, один з творцiв сучасного нелiнiйного функцiонального аналiзу. Народився
в Старокостянтиновi (Україна). Закiнчив фiзико-математичний факультет Київського унiверситету в 1942
роцi в евакуацiї (в Казахстанi). У 1946 роцi переїхав до Києва, де працював в Iнститутi математики Ака-
демiї наук Української РСР (до 1952 року). М.А. Красносельський був учнем видатного математика М.Г.
Крейна. У 1948 роцi захистив кандидатську дисертацiю, а в 1950 р. — докторську дисертацiю по топологi-
чним методам нелiнiйного аналiзу. У 1953 роцi М.А. Красносельський переїхав до Воронежа, де протягом
наступних 15 рокiв очолював кафедру функцiонального аналiзу Воронезького унiверситету. У 1968 роцi
переїхав з Воронежа до Москви та вступив на роботу в Iнститут автоматики i телемеханiки (з 1969 року
— Iнститут проблем управлiння, IПУ) АН СРСР. В iнститутi органiзував лабораторiю «Математичних
методiв аналiзу складних систем». У 1990 р перейшов на роботу в Iнститут проблем передачi iнформацiї
АН СРСР (IППI). Серед його учнiв тiльки докторiв фiзико-математичних наук понад 30 осiб. Похований
на Хованському кладовищi в Москвi.
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Алгоритм 7.1. Для заданого x0 ∈ C генеруємо послiдовнiсть елементiв
xn ∈ C за допомогою iтерацiйної схеми

xn+1 = αnxn + (1− αn)Txn,

де (αn) — послiдовнiсть чисел з [0, 1].

Теорема 7.6. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня
опукла замкнена множина, T : C→ C — нерозтягуючий оператор iз F(T) 6=
∅. Нехай послiдовнiсть чисел αn ∈ [0, 1] задовольняє умову

∞∑
n=0

αn(1− αn) = +∞. (7.7)

Тодi згенерована алгоритмом 7.1 послiдовнiсть (xn) слабко збiгається до
деякої точки з F(T).

Доведення. Для довiльного p ∈ F(T) маємо

‖xn+1 − p‖ ≤ αn ‖xn − p‖+ (1− αn) ‖Txn − p‖ ≤ ‖xn − p‖ .

Таким чином, iснує limn→∞ ‖xn − p‖ ∈ R, а послiдовнiсть (xn) обмежена.
Покажемо, що

lim
n→∞ ‖xn − Txn‖ = 0. (7.8)

Оцiнимо зверху ‖xn+1 − p‖2, де p ∈ F(T),

‖xn+1 − p‖2 = ‖xn − p+ (1− αn)(Txn − xn)‖2 =

= ‖xn − p‖2 + 2(1− αn)(xn − p, Txn − xn)+
+(1− αn)

2 ‖Txn − xn‖2 = ‖xn − p‖2 − (1− αn) ‖Txn − xn‖2−
−(1− αn) ‖p− xn‖2 + (1− αn) ‖Txn − p‖2+

+(1− αn)
2 ‖Txn − xn‖2 ≤ ‖xn − p‖2 − αn(1− αn) ‖Txn − xn‖2 .

Звiдси
n∑
k=0

αk(1− αk) ‖Txk − xk‖2 ≤ ‖x0 − p‖2 ∀n ∈ N. (7.9)

З (7.9) i (7.7) випливає
lim
n→∞ ‖Txn − xn‖ = 0. (7.10)
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Маємо
‖xn+1 − xn‖ = (1− αn) ‖Txn − xn‖ .

Урахуємо цю рiвнiсть пiд час оцiнки зверху ‖Txn+1 − xn+1‖:

‖Txn+1 − xn+1‖ ≤ ‖Txn+1 − Txn‖+ αn ‖Txn − xn‖ ≤
≤ ‖xn+1 − xn‖+ αn ‖Txn − xn‖ = ‖Txn − xn‖ . (7.11)

З (7.11) випливає iснування limn→∞ ‖xn − Txn‖ ∈ R. Разом iз (7.10) це гаран-
тує виконання (7.8). Ураховуючи демiзамкненiсть оператора I − T , обмеже-
нiсть (xn) i (7.8), робимо висновок, що всi частковi слабкi границi послiдов-
ностi (xn) є нерухомими точками оператора T .

Покажемо, що (xn) слабко збiгається до деякого елемента y ∈ F(T). Нехай
a, b ∈ F(T) — двi слабкi частковi границi послiдовностi (xn). Припустимо, що
a 6= b, xnk

⇀ a, xnl
⇀ b. Тодi

lim
n→∞ ‖xn − a‖ = lim

k→∞ ‖xnk
− a‖ < lim

k→∞ ‖xnk
− b‖ =

= lim
l→∞ ‖xnl

− b‖ < lim
l→∞ ‖xnl

− a‖ = lim
n→∞ ‖xn − a‖ .

Ця нерiвнiсть указує на те, що a = b. Отже, послiдовнiсть (xn) слабко збiжна.

Зауваження 7.7. З (7.9) випливає нерiвнiсть (при обмеженiй множинi
C ⊆ H):

‖Txn − xn‖ ≤
diam(C)√∑n
k=0 αk(1− αk)

∀n ∈ N.

7.4. Метод Гальперна

Почнемо з фундаментальної теорему Ф. Браудера про апроксимацiю неру-
хомих точок нерозтягуючих операторiв у гiльбертовому просторi.

Теорема 7.7 (F. Browder, [62]). Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H
— непорожня опукла замкнена множина, T : C → C — нерозтягуючий
оператор, F(T) 6= ∅, y ∈ C. Тодi для довiльного t ∈ (0, 1) iснує єдиний
елемент xt ∈ C такий, що

xt = ty+ (1− t)Txt.

При t→ 0 напрямленiсть {xt} сильно збiгається до точки PF(T)y, де PF(T) —
оператор метричного проектування на множину F(T).
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Доведення. Оскiльки F(T) — непорожня замкнена опукла множина, то iснує
точка y0 = PF(T)y ∈ F(T). Для довiльного t ∈ (0, 1) оператор ty + (1 − t)T

стискаючий i вiдображає множину C в себе. Тому вiн має єдину нерухому
точку xt ∈ C.

Покажемо, що напрямленiсть {xt} обмежена. Для p ∈ F(T) має мiсце нерiв-
нiсть

‖xt − p‖ ≤ (1− t) ‖Txt − p‖+ t ‖y− p‖ ≤ (1− t) ‖xt − p‖+ t ‖y− p‖ .

Звiдси ‖xt − p‖ ≤ ‖y− p‖. Тобто напрямленiсть {xt} обмежена, а разом з нею
обмежена й напрямленiсть {Txt}. Крiм того, маємо

‖xt − Txt‖ = t ‖Txt − y‖→ 0 при t→ 0 . (7.12)

Оберемо довiльну збiжну до нуля послiдовнiсть чисел tn ∈ (0, 1) i покаже-
мо, що (xtn) мiстить пiдпослiдовнiсть, яка сильно збiгається до y0 = PF(T)y.
Оскiльки послiдовнiсть (xtn) обмежена, то можна вважати, що xtn ⇀ x̄ ∈ C.
Iз (7.12) випливає включення x̄ ∈ F(T).

Перемноживши скалярно тотожнiсть xt− x̄ = (1− t)(Txt− x̄) + t(y− x̄) та
xt − x̄, використавши нерiвнiсть Шварца, отримаємо нерiвнiсть

‖xt − x̄‖2 = (1− t)(Txt − x̄, xt − x̄) + t(y− x̄, xt − x̄) ≤
≤ (1− t) ‖xt − x̄‖2 + t(y− x̄, xt − x̄).

Звiдси
‖xt − x̄‖2 ≤ (y− x̄, xt − x̄).

Зокрема,
‖xtn − x̄‖2 ≤ (y− x̄, xtn − x̄). (7.13)

З нерiвностi (7.13) та xtn ⇀ x̄ випливає, що xtn → x̄.
Тепер покажемо, що x̄ = y0. Оскiльки xt є нерухомою точкою оператора

ty+ (1− t)T , то

xt − y = −
1− t

t
(xt − Txt).

Для x ∈ F(T), ураховуючи монотоннiсть оператора I− T , отримуємо

(xt − y, xt − x) = −
1− t

t
(xt − Txt, xt − x) =

= −
1− t

t
((I− T)xt − (I− T)x, xt − x) ≤ 0. (7.14)
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Здiйснивши в нерiвностi (7.14) граничний перехiд при t = tn → 0, доходимо
висновку, що x̄ задовольняє нерiвнiсть

(x̄− y, x̄− x) ≤ 0 ∀x ∈ F(T),

що рiвносильно рiвностi x̄ = y0.
Покажемо, що й уся напрямленiсть {xt} сильно збiгається до y0 = PF(T)y.

Для цього припустимо, що xsn → y1, де sn → 0. Оскiльки y1 ∈ F(T), то

(y0 − y, y0 − y1) ≤ 0. (7.15)

Мiняючи мiсцями y0 та y1 , отримуємо

(y1 − y, y1 − y0) ≤ 0. (7.16)

Склавши (7.15) та (7.16), дiстаємо

(y0 − y1, y0 − y1) ≤ 0,

тобто y0 = y1.

Твердження 7.1. Нехай у теоремi 7.7 маємо F(T) = ∅. Тодi

‖xt‖→ +∞ при t→ 0.

Доведення. Дiйсно, iнакше iснує слабко збiжна послiдовнiсть (xtn), де (0, 1) 3
tn → 0. Її границя z має належати множинi F(T) (унаслiдок (7.12)).

Таким чином, апроксимацiї Ф. Браудера мають властивiсть В. П. Маслова5:
збiжнiсть алгоритму рiвносильна iснуванню розв’язку задачi6.

У 2004 р. отримано узагальнення апроксимацiйної теореми Браудера.

Теорема 7.8 (H. K. Xu, [64]). Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆
H — опукла замкнена множина, T : C → C — нерозтягуючий оператор,
F(T) 6= ∅, f : C → C — стискаючий оператор. Тодi для довiльного t ∈ (0, 1)

iснує єдиний елемент xt ∈ C такий, що xt = tf(xt) + (1 − t)Txt. При t→ 0

напрямленiсть {xt} сильно збiгається до точки x̄ такої, що x̄ = PF(T)f(x̄).

5Вiктор Павлович Маслов (15.06.1930, Москва) — видатний росiйський фiзик та математик, спецiа-
лiст в галузi математичної фiзики, академiк РАН, д.ф.-м.н., професор. Виховувався в родинi iсторика та
фiлософа Бориса Федоровича Поршнева. Вiдомий як спецiалiст в галузi математичної фiзики, диференцi-
альних рiвнянь, функцiонального аналiзу, механiки та квантової фiзики. Розробив асимптотичнi методи,
що широко застосовуються в квантовiй механiцi, теорiї поля, статистичнiй фiзицi.

6Уперше на важливiсть цiєї властивостi вказано у [63].
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Доведення. Теорему 7.8 легко отримати з теореми 7.7 такими мiркуваннями.
Уведемо допомiжну напрямленiсть {yt} за допомогою рiвняння

yt = tf(x̄) + (1− t)Tyt , t ∈ (0, 1) .

За теоремою 7.7 маємо

yt → PF(T)f(x̄) = x̄ при t→ 0 .

Для доведення теореми 7.8 достатньо показати, що

‖yt − xt‖→ 0 при t→ 0 .

З оцiнки

‖yt − xt‖ = ‖t(f(x̄) − f(xt)) + (1− t)(Tyt − Txt)‖ ≤
≤ αt ‖x̄− xt‖+ (1− t) ‖yt − xt‖ ,

де α ∈ [0, 1) — коефiцiєнт стискання оператора f, отримуємо

‖yt − xt‖ ≤ α ‖x̄− xt‖ ≤ α ‖x̄− yt‖+ α ‖yt − xt‖ .

Звiдси ‖yt − xt‖ ≤ α
1−α ‖x̄− yt‖→ 0 при t→ 0.

Описана апроксимацiя має на метi полiпшення вихiдної задачi. Задачу

xt = ty+ (1− t)Txt (7.17)

можна розв’язувати стандартним методом послiдовних наближень, оскiльки
оператор ty + (1 − t)T , на вiдмiну вiд оператора T , є стискаючим. Однак
iтерацiї, що апроксимують розв’язок (7.17) при фiксованому t 6= 0, узагалi
кажучи, не апроксимують елемент PF(T)y при збiльшеннi номера iтерацiї.

Побудувати послiдовнiсть, що сильно збiгається до PF(T)y, можна за допо-
могою такої конструкцiї. Нехай t0 ∈ (0, 1) та x0 ∈ C фiксованi. Беручи x0 за
початкову точку, зробимо один крок методу послiдовних наближень розв’я-
зання задачi x = t0y+ (1− t0)Tx. Отримаємо точку

x1 = t0y+ (1− t0)Tx0.

Оберемо тепер t1 ∈ (0, t0) i з парою t1, x1 виконаємо аналогiчну дiю. Отри-
маємо точку x2 i т. д.

Описаний метод запропонував Б. Гальперн у 1967 р. Виявляється, удається
так апрiорно задати послiдовнiсть tn → 0, що описана iтерацiйна процедура



151

буде сильно збiгатись до PF(T)y (якщо F(T) 6= ∅). Перейдемо до вивчення цiєї
схеми.

Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опукла замкнена
множина, T : C → C — нерозтягуючий оператор. Припустимо, що F(T) 6= ∅.
Розглянемо таку iтерацiйну процедуру.

Алгоритм 7.2. Задаємо x0 ∈ C та y ∈ C, генеруємо послiдовнiсть еле-
ментiв xn ∈ C за допомогою iтерацiйної схеми

xn+1 = αny+ (1− αn)Txn,

де (αn) — послiдовнiсть чисел з (0, 1).

Уперше збiжнiсть цього iтерацiйного алгоритму дослiдив у 1967 р. Б. Галь-
перн [39]. Вiн показав, що умови

limn→∞ αn = 0,∑∞
n=0 αn = +∞

}
(7.18)

є необхiдними для сильної збiжностi побудованої послiдовностi (xn) до не-
рухомих точок нерозтягуючих операторiв T , та отримав достатнi умови
сильної збiжностi. Зокрема, Б. Гальперн довiв збiжнiсть алгоритму 7.2 при
αn = 1

(n+1)q , де q ∈ (0, 1).
У 1977 р. майбутнiй фiлдсовський лауреат П.–Л. Лiонс7 [65] покращив ре-

зультат Б. Гальперна, довiвши сильну збiжнiсть алгоритму 7.2, якщо послi-
довнiсть задовольняє умови (7.18) та

lim
n→∞ αn+1 − αnα2n+1

= 0. (7.19)

Зазначимо, що умови Б. Гальперна та П.–Л. Лiонса не задовольняє числова
послiдовнiсть αn = 1

n+1 .
У 1992 р. Р. Вiттман [66] довiв сильну збiжнiсть алгоритму 7.2 до нерухомої

точки оператора T за виконання умов (7.18) та
∞∑
n=0

|αn+1 − αn| < +∞. (7.20)

7П’єр–Луї Лiонс (Pierre–Louis Lions, 11.08.1956, Грасс) — видатний французький математик. Син
Жака–Луї Лiонса. Отримав медаль Фiлдса у 1994 роцi. Займається теорiєю нелiнiйних рiвнянь в ча-
стинних похiдних, теорiєю iгор середнього поля.
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Нарештi, у 2002 р. Х. К. Ксу сформулював теорему про сильну збiжнiсть
алгоритму 7.2 за виконання умов (7.18) та

lim
n→∞ αn+1 − αnαn+1

= 0. (7.21)

Досi вiдкритим8 залишається питання: чи є (7.18) достатньою умовою
сильної збiжностi алгоритму 7.2 для довiльного нерозтягуючого оператора
T : C→ C?

Теорема 7.9 (H. K. Xu, [67]). Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H
— непорожня опукла замкнена множина, T : C→ C — нерозтягуючий опе-
ратор iз F(T) 6= ∅, y ∈ C. Нехай послiдовнiсть чисел αn ∈ (0, 1) задовольняє
умови:

1) limn→∞ αn = 0,

2)
∑∞

n=0 αn = +∞,

3)
∑∞

n=0 |αn+1 − αn| < +∞ або limn→∞ αn+1−αn

αn+1
= 0.

Тодi згенерована алгоритмом 7.2 послiдовнiсть (xn) сильно збiгається до
точки PF(T)y.

Доведення. Покажемо спочатку обмеженiсть послiдовностi (xn). Для p ∈
F(T) маємо

‖xn+1 − p‖ ≤ (1− αn) ‖Txn − p‖+ αn ‖y− p‖ ≤
≤ (1− αn) ‖xn − p‖+ αn ‖y− p‖ ≤ max {‖xn − p‖ , ‖y− p‖} .

Звiдcи iндукцiєю отримуємо

‖xn − p‖ ≤ {‖x0 − p‖ , ‖y− p‖} , n ≥ 0.

Таким чином, послiдовнiсть (xn) обмежена, а разом з нею — також послiдов-
нiсть (Txn).

Покажемо, що
lim
n→∞ ‖xn+1 − xn‖ = 0 (7.22)

та
lim
n→∞ ‖xn − Txn‖ = 0. (7.23)

8Точнiше, у ciчнi 2021-го ми вважаємо його таким.
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Використаємо лему 1.9 про числовi послiдовностi. Маємо

‖xn+1 − xn‖ =
= ‖(αn − αn−1)(y− Txn−1) + (1− αn)(Txn − Txn−1)‖ ≤

≤ (1− αn) ‖xn − xn−1‖+ |αn − αn−1| · ‖y− Txn−1‖ .

З леми 1.9 про числовi послiдовностi випливає (7.22). Тепер ми можемо отри-
мати (7.23) iз (7.22).

‖xn − Txn‖ ≤ ‖xn − xn+1‖+ ‖xn+1 − Txn‖ =
= ‖xn − xn+1‖+ αn ‖y− Txn‖→ 0.

Доведемо, що
lim
n→∞(PF(T)y− xn, PF(T)y− y) ≤ 0. (7.24)

Видiлимо з (xn) пiдпослiдовнiсть (xnk
) таку, що

lim
n→∞(PF(T)y− xn, PF(T)y− y) = lim

k→∞(PF(T)y− xnk
, PF(T)y− y).

Можна вважати, що xnk
⇀ x̃. Iз (7.23) випливає включення x̃ ∈ F(T). Тому

одержуємо

lim
k→∞(PF(T)y− xnk

, PF(T)y− y) = (PF(T)y− x̃, PF(T)y− y) ≤ 0,

чим i доводимо (7.24).
Покажемо тепер, що

xn → PF(T)y.

Маємо∥∥xn+1 − PF(T)y∥∥2 ≤ (1− αn)
∥∥xn − PF(T)y∥∥2+

+ 2αn
(
y− PF(T)y, xn+1 − PF(T)y

)
. (7.25)

Застосувавши до одержаної рекурентної нерiвностi (7.25) лему 1.9 про числовi
послiдовностi, робимо висновок, що

∥∥xn − PF(T)y∥∥→ 0.

Зауваження 7.8. Розглянута схема є узагальненням усереднення за Че-
заро. Дiйсно, якщо T — лiнiйний оператор, αn = 1

n+1 та x0 = y, то породжена
алгоритмом Гальперна послiдовнiсть має вигляд xn = 1

n+1

∑n
k=0 T

ky, а за умо-
ви ‖T‖ ≤ 1 послiдовнiсть (xn) сильно збiгається до PN(I−T)y. Отже, з теореми
7.9 випливає ергодична теорема фон Неймана.
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У 1996 р. H. H. Bauschke в [68] запропонував циклiчний алгоритм Гальпер-
на, який будував послiдовнiсть, що сильно збiгається до спiльної нерухомої
точки скiнченної кiлькостi нерозтягуючих операторiв. Також А. Moudafi [69]
та I. Yamada [70] запропонували узагальнення схеми Гальперна (алгоритм 7.2)
для розв’язяння варiацiйних нерiвностей з сильно монотонними операторами
на множинi нерухомих точок нерозтягуючих операторiв.

7.5. Гiбридний метод

Нехай C ⊆ H — непорожня опукла замкнена пiдмножина гiльбертового
простору H, T : C→ C — нерозтягуючий оператор. Припустимо, що

F(T) 6= ∅.

Вiдомо, що у загальному випадку метод Красносельського–Манна лише
слабко збiгається до нерухомої точки. Iснує декiлька сильно збiжних його
модифiкацiй. Однiєю з найпопулярнiших є СQ–метод (вiдомий пiд назвою
«гiбридний метод»), що запропонований у 2003 р. японськими математиками
K. Nakajo та W. Takahashi [40]. Роглянемо цей метод.

Алгоритм 7.3. Для заданого x0 = x ∈ C генеруємо послiдовнiсть елемен-
тiв xn ∈ C за допомогою iтерацiйної схеми:

yn = αnxn + (1− αn)Txn,

Cn = {z ∈ C : ‖z− yn‖ ≤ ‖z− xn‖} ,
Qn = {z ∈ C : (xn − z, x0 − xn) ≥ 0} ,
xn+1 = PCn∩Qn

x0,

де (αn) — послiдовнiсть чисел iз [0, α] для деякого α ∈ [0, 1).

Множини Qn, Cn опуклi та замкненi. Опуклiсть Cn випливає з того, що
нерiвнiсть ‖z− yn‖ ≤ ‖z− xn‖ рiвносильна нерiвностi ‖yn − xn‖ + 2(yn −

xn, xn − z) ≤ 0. Отже, множини Cn ∩ Qn замкненi та опуклi для кожного
n ∈ N ∪ {0}. Нехай p ∈ F(T). З нерiвностi

‖yn − p‖ ≤ αn ‖xn − p‖+ (1− αn) ‖Txn − p‖ ≤ ‖xn − p‖

випливає p ∈ Cn для всiх n ∈ N ∪ {0}. Отже, F(T) ⊆ Cn для всiх n ∈ N ∪ {0}.
Тепер за допомогою математичної iндукцiї покажемо, що послiдовнiсть



155

(xn) коректно визначена та для кожного n ∈ N ∪ {0} має мiсце вкладення

F(T) ⊆ Cn ∩Qn.

Для n = 0 маємо x0 = x ∈ C i Qn = C. Тому F(T) ⊆ C0 ∩ Q0. Нехай для
деякого k ∈ N∪{0} маємо F(T) ⊆ Ck∩Qk. Тодi iснує єдина точка xk+1 ∈ Ck∩Qk
така, що xk+1 = PCk∩Qk

x0. Iз xk+1 = PCk∩Qk
x0 випливає

(xk+1 − z, x0 − xk+1) ≥ 0 ∀z ∈ Ck ∩Qk.

Оскiльки F(T) ⊆ Ck ∩Qk, то F(T) ⊆ Qk+1. Таким чином,

F(T) ⊆ Ck+1 ∩Qk+1.

Покажемо, що послiдовнiсть (xn) обмежена. Iснує єдина точка z0 ∈ F(T)
така, що z0 = PF(T)x0. Iз xn+1 = PCn∩Qn

x0 випливає

‖xn+1 − x0‖ ≤ ‖z− x0‖ ∀z ∈ Cn ∩Qn.

Оскiльки z0 ∈ F(T) ⊆ Cn ∩Qn, то

‖xn+1 − x0‖ ≤ ‖z0 − x0‖ ∀n ∈ N ∪ {0} . (7.26)

Звiдси випливає обмеженiсть (xn).

Доведемо, що
lim
n→∞ ‖xn+1 − xn‖ = 0. (7.27)

Iз xn+1 ∈ Cn ∩Qn ⊆ Qn та xn = PQn
x0 випливає

‖xn+1 − x0‖ ≥ ‖xn − x0‖ ∀n ∈ N ∪ {0} .

Числова послiдовнiсть (‖xn − x0‖) обмежена та неспадна. Тому iснує скiн-
ченна границя limn→∞ ‖xn − x0‖. З iншого боку, оскiльки xn+1 ∈ Qn, то
(xn − xn+1, x0 − xn) ≥ 0 та

‖xn − xn+1‖2 = ‖(xn − x0) − (xn+1 − x0)‖2 =
= ‖xn − x0‖2 − 2(xn − x0, xn+1 − x0) + ‖xn+1 − x0‖2 =
= ‖xn+1 − x0‖2 − ‖xn − x0‖2 − 2(xn − xn+1, x0 − xn) ≤

≤ ‖xn+1 − x0‖2 − ‖xn − x0‖2 .

Звiдси випливає (7.27).



156 Роздiл 7. Апроксимацiя нерухомих точок

Доведемо, що
lim
n→∞ ‖Txn − xn‖ = 0. (7.28)

Iз xn+1 ∈ Cn випливає

‖Txn − xn‖ =
1

1− αn
‖yn − xn‖ ≤

1

1− αn
(‖yn − xn+1‖+

+ ‖xn+1 − xn‖) ≤
2

1− αn
‖xn+1 − xn‖ .

Урахувавши (7.27), отримуємо (7.28).
Розглянемо довiльну пiдпослiдовнiсть (xnk

), що слабко збiгається до деякої
точки w0 ∈ C. Урахувавши демiзамкненiсть оператора I−T та (7.28), робимо
висновок, що w0 ∈ F(T). Для z0 = PF(T)x0 iз (7.26) випливає

‖x0 − z0‖ ≤ ‖x0 −w0‖ ≤ lim
k→∞ ‖x0 − xnk

‖ ≤ lim
k→∞ ‖x0 − xnk

‖ ≤ ‖x0 − z0‖ .

Таким чином, ми отримали limk→∞ ‖x0 − xnk
‖ = ‖x0 −w0‖ = ‖x0 − z0‖ . Звiд-

си xnk
→ w0 = z0. Отже, xn → z0.

Має мiсце

Теорема 7.10 (Nakajo–Takahashi, [40]). Породжена алгоритмом 7.3 по-
слiдовнiсть (xn) сильно збiгається до точки z0 = PF(T)x0.

7.6. Метод стиснення

Нехай C ⊆ H — непорожня опукла замкнена пiдмножина гiльбертового
просторуH, T : C→ H — нерозтягуючий оператор. Припустимо, що F(T) 6= ∅.

У 2008 р. W. Takahashi, Y. Takeuchi та R. Kubota [41] запропонували такий
алгоритм (shrinking algorithm).

Алгоритм 7.4. Для заданого x0 = x ∈ C генеруємо послiдовнiсть елемен-
тiв xn ∈ C за допомогою iтерацiйної схеми:

x1 ∈ C, C1 = C,
yn = αnxn + (1− αn)Txn,

Cn+1 = {z ∈ Cn : ‖z− yn‖ ≤ ‖z− xn‖} ,
xn+1 = PCn+1

x0,

де (αn) — послiдовнiсть чисел iз [0, α] для деякого α ∈ [0, 1).
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Припустимо, що Cn 6= ∅ та F(T) ⊆ Cn. Маємо

‖yn − z‖ ≤ αn ‖xn − z‖+ (1− αn) ‖Txn − z‖ ≤ ‖xn − z‖ ∀z ∈ F(T).

Отже, F(T) ⊆ Cn+1. Отримали ланцюжок вкладень

C = C1 ⊇ ... ⊇ Cn ⊇ Cn+1 ⊇ ... ⊇ F(T) 6= ∅

i коректнiсть визначення послiдовностi (xn).
Нехай z0 = PF(T)x0. Має мiсце нерiвнiсть

‖xn − x0‖ = min
y∈Cn

‖y− x0‖ ≤ min
y∈Cn+1

‖y− x0‖ =

= ‖xn+1 − x0‖ ≤ min
y∈F(T)

‖y− x0‖ = ‖z0 − x0‖ . (7.29)

Отже, iснує скiнченна границя limn→∞ ‖xn − x0‖.
Для k > l маємо

‖xk − xl‖2 = ‖xk − x0‖2 − ‖xl − x0‖2 + 2 (x0 − xl, xk − xl) .

Урахувавши xl = PCl
x0 та xk ∈ Cl, отримаємо

‖xk − xl‖2 ≤ ‖xk − x0‖2 − ‖xl − x0‖2 → 0 при k > l→∞.
Отже, послiдовнiсть (xn) фундаментальна. Таким чином, iснує елемент x ∈ C
такий, що xn → x.

Покажемо, що x ∈ F(T). Оскiльки xn+1 ∈ Cn+1, то

‖Txn − xn‖ =
1

1− αn
‖yn − xn‖ ≤

1

1− αn
(‖yn − xn+1‖+

+ ‖xn+1 − xn‖) ≤
2

1− αn
‖xn+1 − xn‖→ 0.

З неперервностi оператора T випливає рiвнiсть Tx = x.
Здiйснивши граничний перехiд у (7.29), отримаємо

‖x− x0‖ ≤ min
y∈F(T)

‖y− x0‖ .

Звiдси x = z0 = PF(T)x0.
Таким чином, має мiсце

Теорема 7.11 (Takahashi–Takeuchi–Kubota, [41]). Породжена алгори-
тмом 7.4 послiдовнiсть (xn) сильно збiгається до точки z0 = PF(T)x0.
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7.7. Задачi

Задача 7.1. Покажiть, що лема 7.1 справедлива для строго опуклих лi-
нiйних нормованих просторiв.

Задача 7.2. Нехай C — непорожня опукла пiдмножина гiльбертового
простору H, T1, T2, ..., Tm : C → C — нерозтягуючi оператори, причому⋂m
n=1 F(Tn) 6= ∅. Доведiть, що для довiльного набору {λ1, ..., λm} додатнiх чи-

сел з
∑m

n=1 λn = 1 оператор

Tx =

m∑
n=1

λnTnx (x ∈ C)

є нерозтягуючим та F(T) =
⋂m
n=1 F(Tn).

Задача 7.3. Нехай C — непорожня опукла замкнена пiдмножина гiль-
бертового простору H, T : C → H — нерозтягуючий оператор iз F(T) 6= ∅.
Припустимо, що послiдовнiсть точок xn ∈ C має властивостi:

1) ∀p ∈ F(T) ∃ limn→∞ ‖xn − p‖ ∈ R;

2) limn→∞ ‖xn − Txn‖ = 0.
Доведiть, що послiдовнiсть (xn) слабко збiгається до точки з F(T).

Задача 7.4. Отримайте ергодичну теорему для послiдовностi середнiх∑n−1
k=0 λkT

kx∑n−1
k=0 λk

,

де (λn)— така послiдовнiсть додатних чисел, що
∑∞

n=1 λn = +∞, T — нерозтя-
гуючий оператор, що вiдображає опуклу замкнену множину C гiльбертового
простору H у себе, x ∈ C.

Задача 7.5. Функцiя f : [0, 1]→ [0, 1] задовольняє умову

|f(x1) − f(x2)| ≤ |x1 − x2| , ∀x1, x2 ∈ [0, 1].

Для x0 ∈ [0, 1] покладемо xn+1 = xn+f(xn)
2

. Доведiть, що xn → y ∈ [0, 1] i
f(y) = y.

Задача 7.6. Доведiть, що задана (7.6) послiдовнiсть збiгається до неру-
хомої точки неперервної функцiї f : [0, 1]→ [0, 1].
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Задача 7.7. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — опукла замкнена
множина, T : C → C — нерозтягуючий оператор, F(T) 6= ∅, f : C → C —
стискаючий оператор. Покажiть, що для довiльного t ∈ (0, 1) iснує єдиний
елемент xt ∈ C, такий, що

xt = T(tf(xt) + (1− t)xt).

Доведiть, що при t → 0 напрямленiсть {xt} сильно збiгається до точки x̄,
такої, що x̄ = PF(T)f(x̄).

Задача 7.8. Нехай H – гiльбертовий простiр, C ⊆ H – непорожня опукла
замкнена множина, T : C → C – нерозтягуючий оператор з F(T) 6= ∅, f :

C→ C – стискаючий оператор. Для заданого x0 ∈ C генеруємо послiдовнiсть
елементiв xn ∈ C за допомогою iтерацiйної схеми:

xn+1 = αnf(xn) + (1− αn)Txn,

де послiдовнiсть чисел αn ∈ (0, 1) задовольняє умови: 1) limn→∞ αn = 0;
2)
∑∞

n=0 αn = +∞; 3)
∑∞

n=0 |αn+1 − αn| < +∞. Доведiть, що згенерована
послiдовнiсть (xn) сильно збiгається до точки z ∈ F(T), такої, що z = PF(T)f(z).

Задача 7.9. Нехай Ti : C→ C — злiченний набiр нерозтягуючих операто-
рiв, що дiють у замкненiй опуклiй пiдмножинi C гiльбертового простору H,
F =

⋂∞
i=1 F(Ti) 6= ∅. Розглянемо схему:

xn+1 = αna+

n∑
i=1

(αi−1 − αi)Tixn,

де α0 = 1, (αn) — спадна послiдовнiсть чисел з (0, 1),
∑∞

n=1 αn = +∞, αn →
0, x1 ∈ C i a ∈ C. Доведiть, що послiдовнiсть (xn) сильно збiгається до PFa.

Задача 7.10. Нехай оператор T : H → H — нерозтягуючий, оператор
A : H → H — лiпшицевий та сильно монотонний iз сталими L > 0, l > 0,
вiдповiдно. Оператор Tα : H→ H задано рiвнiстю

Tαx = Tx− αATx, α ∈ [0,+∞) .

Доведiть, що для довiльного µ ∈
(
0, 2l
L2

)
маємо

‖Tαx− Tαy‖ ≤
(
1−

τ

µ
α

)
‖x− y‖ ∀x ∈ H ∀y ∈ H,

де α ∈ [0, µ], τ = 1−
√
1− 2lµ+ L2µ2 ∈ (0, 1].
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Задача 7.11. Нехай оператор T : H → H — нерозтягуючий, оператор
A : H → H — лiпшицевий та сильно монотонний. Розглянемо iтерацiйну
схему: {

yn = Txn,

xn+1 = yn − αnAyn,

де послiдовнiсть чисел αn ∈ (0, 1) задовольняє умови: 1) limn→∞ αn = 0; 2)∑∞
n=0 αn = +∞; 3)

∑∞
n=0 |αn+1 − αn| < +∞. Доведiть, що породжена послi-

довнiсть (xn) сильно збiгається до єдиного розв’язку варiацiйної нерiвностi:

знайти x ∈ C : (Ax, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ F(T).



161

Лiтература

[1] Opial Z. Weak convergence of the sequence of successive approximations for
nonexpansive mappings. Bull. Amer. Math. Soc. 1967. 73. P. 591–597.

[2] Mainge P.-E. Strong convergence of projected subgradient methods for
nonsmooth and nonstrictly convex minimization. Set-Valued Analysis. 2008.
Vol. 16. P. 899–912.

[3] Лионс Ж.–Л. Некоторые методы решения нелинейных краевых задач.
Москва: Мир, 1972.

[4] Киндерлерер Д., Стампаккья Г. Введение в вариационные неравенства
и их приложения. Москва: Мир, 1983.

[5] Байокки К., Капело А. Вариационные и квазивариационные неравен-
ства. Москва: Наука, 1988.

[6] Вайнберг М.М. Вариационный метод и метод монотонных операторов
в теории нелинейных уравнений. Москва: Наука, 1972.

[7] Иваненко В.И., Мельник В.С. Вариационные методы в задачах управ-
ления для систем с распределенными параметрами. Киев: Наук. думка,
1988.

[8] Patriksson M. Nonlinear programming and variational inequality problems:
A unified approach. Dordrecht: Kluwer Academic Publishers, 1999.

[9] Гловински Р., Лионс Ж.–Л., Тремольер Р. Численное исследование ва-
риационных неравенств. Москва: Мир, 1979.

[10] Экланд И., Темам Р. Выпуклый анализ и вариационные проблемы. Мо-
сква: Мир, 1979.

[11] Обен Ж.-П., Экланд И. Прикладной нелинейный анализ. Москва: Мир,
1988.



162 Лiтература

[12] Лионс Ж.-Л. Оптимальное управление системами, описываемыми урав-
нениями с частными производными. Москва: Мир, 1972.

[13] Bensoussan A. Points de Nash dans le cas de fontionnelles quadratiques et
jeux differentiels lineaires a N personnes. SIAM Journal on Control. 1974.
No. 12. P. 460–499.

[14] Dafermos S. Traffic equilibria and variational inequalities. Transportation
Science. 1982. Vol. 16. P. 231–240.

[15] Nagurney A. Network economics: A variational inequality approach.
Dordrecht: Kluwer Academic Publishers, 1999.

[16] Дюво Г., Лионс Ж.-Л. Неревенства в механике и физике. Москва: Нау-
ка, 1980.

[17] Бакушинский А. Б., Гончарский А. В. Некорректные задачи. Численные
методы и приложения. Москва: Изд-во МГУ, 1989.

[18] Goldstein A. A. Convex programming in Hilbert space. Bull. Amer. Math.
Soc. 1964. Vol. 70. P. 709–710.

[19] Левитин Е. С., Поляк Б. Т. Методы минимизации при наличии ограни-
чений. Ж. вычисл. матем. и матем. физ. 1966. Т. 6. № 5. С. 787–823.

[20] Корпелевич Г. М. Экстраградиентный метод для отыскания седловых
точек и других задач. Экономика и математические методы. 1976. № 4.
С. 747–756.

[21] Антипин А. С. О методе выпуклого программирования, использующем
симметрическую модификацию функции Лагранжа. Экономика и ма-
тематические методы. 1976. № 6. C. 1164–1173.

[22] Nadezhkina N., Takahashi W. Weak convergence theorem by an extragradi-
ent method for nonexpansive mappings and monotone mappings. Journal of
Optimization Theory and Applications. 2006. Vol. 128. P. 191–201.

[23] Зыкина А. В., Меленьчук Н. В. Двухшаговый экстраградиентный метод
для вариационных неравенств. Изв. вузов. Матем. 2010. № 9. C. 82–85.

[24] Censor Y., Gibali A., Reich S. The subgradient extragradient method for
solving variational inequalities in Hilbert space. Journal of Optitmization
Theory and Applications. 2011. 148. P. 318–335.



163

[25] Lyashko S. I., Semenov V. V., Voitova T. A. Low-cost modification of
Korpelevich’s methods for monotone equilibrium problems. Cybernetics and
Systems Analysis. 2011. Vol. 47. Issue 4. P. 631–639.

[26] Tseng P. A modified forward-backward splitting method for maximal
monotone mappings. SIAM Journal on Optimization. 2000. Vol. 38.
P. 431–446.

[27] Попов Л. Д. Модификация метода Эрроу-Гурвица поиска седловых то-
чек. Математические заметки. 1980. Т. 28, № 5. С. 777–784.

[28] Malitsky Yu. V., Semenov V. V. An extragradient algorithm for monotone
variational inequalities. Cybernetics and Systems Analysis. 2014. Vol. 50.
Issue 2. P. 271–277.

[29] Malitsky Yu. Projected Reflected Gradient Methods for Monotone Variati-
onal Inequalities. SIAM Journal on Optimization. 2015. Vol. 25. P. 502–520.

[30] Malitsky Y., Tam M. K. A forward-backward splitting method for monotone
inclusions without cocoercivity. arXiv preprint arXiv:1808.04162. 2018.

[31] Csetnek E. R., Malitsky Y., Tam M. K. Shadow Douglas–Rachford Splitting
for Monotone Inclusions. arXiv preprint arXiv: 1903.03393. 2019.

[32] Gidel G., Berard H., Vincent P., Lacoste–Julien S. A Variational
Inequality Perspective on Generative Adversarial Networks. arXiv preprint
arXiv:1802.10551. 2018.

[33] Denisov S. V., Semenov V. V., Chabak L. M. Convergence of the Modified
Extragradient Method for Variational Inequalities with Non-Lipschitz
Operators. Cybernetics and Systems Analysis. 2015. Vol. 51. Issue 5.
P. 757–765.

[34] Verlan D. A., Semenov V. V., Chabak L. M. A Strongly Convergent Modi-
fied Extragradient Method for Variational Inequalities with Non-Lipschitz
Operators. Journal of Automation and Information Sciences. 2015. Vol. 47.
Issue 7. P. 31–46.

[35] Васин В. В., Еремин И. И. Операторы и итерационные процессы фейе-
ровского типа. (Теория и приложения). Москва-Ижевск: Регулярная и
хаотическая динамика, 2005.



164 Лiтература

[36] Bauschke H. H., Combettes P. L. Convex Analysis and Monotone Operator
Theory in Hilbert Spaces. New York: Springer, 2011.

[37] Eремин И. И., Мазуров В. Д. Нестационарные процессы математиче-
ского программирования. Москва: Наука, 1979.

[38] Нурминский Е. А. Использование дополнительных малых воздействий
в фейеровских моделях итеративных алгоритмов. Ж. вычисл. матем. и
матем. физ. 2008. T. 48, № 12. С. 2121–2128.

[39] Halpern B. Fixed points of nonexpanding maps. Bull. Amer. Math. Soc.
1967. Vol. 73. P. 957–961.

[40] Nakajo K., Takahashi W. Strong convergence theorems for nonexpansive
mappings and nonexpansive semigroups. J. Math. Anal. Appl. 2003. V. 279.
P. 372–379.

[41] Takahashi W., Takeuchi Y., Kubota R. Strong convergence theorems by
hybrid methods for families of nonexpansive mappings in Hilbert spaces.
J. Math. Anal. Appl. 2008. V. 341. P. 276—286.

[42] Nadezhkina N., Takahashi W. Strong convergence theorem by a hybrid
method for nonexpansive mappings and Lipschitz-continuous monotone
mappings. SIAM J. Optim. 2006. Vol. 16. P. 1230–1241.

[43] Nedic A., Bertsekas D. P. Incremental subgradient methods for nondi-
fferentiable optimization. SIAM J. Optim. 2001. Vol. 12, No. 1. P. 109–138.

[44] Bertsekas D. P. Incremental proximal methods for large scale convex opti-
mization. Math. Program., Ser. B. 2011. 129. P. 163–195.

[45] Семенов В. В. Явный алгоритм расщепления для вариационных нера-
венств с монотонными операторами. Журнал обчисл. та прикл. матем.
2013. № 2 (112). С. 42–52.

[46] Bruck R. E. On the weak convergence of an ergodic iteration for the solution
of variational inequalities for monotone operators in Hilbert space. Journal
of Mathematical Analysis and Applications. 1977. 61. P. 159–164.

[47] Немировский А. С., Юдин Д. Б. Чезаровская сходимость градиентно-
го метода аппроксимации седловых точек выпукло-вогнутых функций.
Доклады АН СССР. 1978. т. 239, вып. 5. 1056–1059.



165

[48] Passty G. B. Ergodic Convergence to a Zero of the Sum of Monotone
Operators in Hilbert Spaces. Journal of Mathematical Analysis and Appli-
cations. 1979. 72. P. 383–390.

[49] Malitsky Yu. V., Semenov V. V. A hybrid method without extrapolation
step for solving variational inequality problems. Journal of Global Optimi-
zation. 2015, Volume 61. Issue 1. P. 193–202.

[50] Ведель Я. И., Семенов В. В. Новый двухэтапный проксимальный ал-
горитм для решения задачи о равновесии. Журнал обчисл. та прикл.
матем. 2015. № 1 (118). C. 15–23.

[51] Брэгман Л. М. Релаксационный метод нахождения общей точки выпу-
клых множеств и его применение для решения задач выпуклого про-
граммирования. Ж. вычисл. матем. и матем. физ. 1967. №3. C. 620–631.

[52] Kassay G., Radulescu V.D. Equilibrium Problems and Applications.
London: Academic Press, 2019.

[53] Beck A. First-Order Methods in Optimization. Philadelphia: Society for
Industrial and Applied Mathematics, 2017.

[54] Малiцький Ю. В. Ефективнi проективнi методи для варiацiйних нерiв-
ностей та задач структурної оптимiзацiї. Автореферат дис. канд. фiз.-
мат. наук: 01.05.02. Київ, 2015. 20 с.

[55] Mastroeni G. On auxiliary principle for equilibrium problems.Publicatione
del Dep. di Mathematica Dell’Universita di Pisa. 2000. 3. P. 1244–1258.

[56] Browder F. E. Fixed-point theorems for noncompact mapping in Hilbert
space. Proc. Nat. Acad. Sci. USA. 1965. Vol. 53. P. 1272–1276.

[57] Browder F. E. Nonexpansive nonlinear operators in a Banach space. Proc.
Natl. Acad. Sci. 1965. 54. P. 1041–1044.

[58] Kirk W. A. A fixed point theorem for mappings which do not increase
distances. Amer. Math. Monthly. 1965. 72. P. 1004–1006.
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