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АНОТАЦIЯ

Кашпур О. Ф. Iнтерполяцiя операторiв в гiльбертових та евклi-

дових просторах. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних

наук за спецiальнiстю 01.05.02 – математичне моделювання та обчислю-

вальнi методи (11 – Математика та статистика). – Київський нацiональний

унiверситет iменi Тараса Шевченка МОН України, Iнститут кiбернетики

iменi В. М. Глушкова НАН України, Київ, 2023.

Дисертацiя присвячена дослiдженню та розв’язанню операторних iнтер-

поляцiйних задач типу Лагранжа, Ермiта, Ермiта-Бiркхофа, одержанню

оцiнок точностi iнтерполяцiйних формул у випадку збуреної вихiдної iн-

формацiї про оператор, що апроксимуємо, та дослiдженню збiжностi iн-

терполяцiйних процесiв у гiльбертовому просторi з мiрою, розв’язанню

iнтерполяцiйних задач в умовах недовизначеностi в скiнченновимiрному

евклiдовому просторi, знаходженню умов iснування єдиного розв’язку та

iнварiантної розв’язуваностi задачi iнтерполяцiї.

Дисертацiя складається зi вступу, п’яти роздiлiв, списку використаних

джерел та додаткiв.

У першому роздiлi розглянуто постановки задач iнтерполяцiї операторiв

та проведено аналiз лiтературних джерел за темою дисертацiйних дослi-

джень.

У другому роздiлi для iнтерполяцiйної задачi Лагранжа в абстрактно-

му гiльбертовому просторi показано, що в загальному випадку вiдсутня

збiжнiсть iнтерполяцiйного процесу до полiномiального оператора, але лi-

нiйний iнтерполяцiйний процес є збiжним. Доведено, що в сепарабельному

гiльбертовому просторi з гаусовою мiрою похибка iнтерполяцiї може бути

зроблена як завгодно малою величиною. У випадку, коли вузли iнтерполя-
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цiї обрано певним чином доведено, що iнтерполяцiйний процес є збiжним.

У гiльбертовому просторi з мiрою розглянуто iнтерполяцiйнi формули Ла-

гранжа для нелiнiйного оператора та показано, що iнтерполянти є асим-

птотично iнварiантними щодо полiномiв вiдповiдного степеня. Цi формули

є набагато простiшими за конструкцiєю побудови. Знайдено оцiнки точно-

стi iнтерполяцiї полiномiального та цiлого операторiв у випадку збуреної

вихiдної iнформацiї та одержано кiлькiсть iнтерполяцiйних вузлiв, пере-

вищення якої не покращує точностi iнтерполяцiйних формул. Аналогiчнi

теореми доведено для полiномiальних та цiлих функцiоналiв, що визначенi

на просторах L2(0, 1) та
0

W 1
2 (0, π) у разi наближеного обчислення скаляр-

них добуткiв, що присутнi в iнтерполяцiйних формулах. Знайдено умови

iнварiантної розв’язуваностi iнтерполяцiйної задачi Лагранжа в скiнчен-

новимiрному евклiдовому просторi в умовах недовизначеностi, тобто коли

недостатньо вихiдної iнформацiї про оператор для побудови єдиного iнтер-

поляцiйного полiному. При цьому показано, що розв’язок задачi є єдиним та

має мiнiмальну норму серед усiх iнтерполянтiв при фiксованих iнтерполя-

цiйних умовах. У лiнiйному нескiнченновимiрному просторi зi скалярним

добутком та в скiнченновимiрному евклiдовому просторi дослiджена то-

чнiсть формули Лагранжа на полiномах вiдповiдного степеня. Показано,

що ця iнтерполяцiйна формула мiстить фундаментальнi полiноми Лагран-

жа.

У третьому роздiлi в лiнiйному топологiчному просторi для оператора

однiєї змiнної знайдено умови iснування континуальних вузлiв для iнтерпо-

ляцiйного полiному iнтегрального вигляду. Наведено узагальнення iнтер-

поляцiйних полiномiв для операторiв багатьох змiнних в сенсi визначення

умов, за яких має мiсце континуальнiсть вiдповiдної множини вузлiв. Роз-

глянуто приклади таких iнтерполянтiв.
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У четвертому роздiлi у гiльбертовому просторi з мiрою побудовано iн-

терполяцiйний полiном типу Ермiта у випадку, коли заданi значення опе-

ратора та його першi диференцiали Гато у вузлах, що обранi певним чином.

Доведено, що iнтерполянт має мiнiмальну норму на множинi iнтерполянтiв

типу Ермiта з фiксованими iнтерполяцiйними умовами та асимптотично

зберiгає полiноми вiдповiдного степеня. Для полiномiального оператора

побудовано iнтерполяцiйнi формули типу Ермiта, Ермiта-Бiркхофа та на-

ведено iнтерполянт Абеля-Гончарова, якi є асимптотично iнварiантними

щодо полiномiв вiдповiдного степеня. Наявнiсть оцiнок точностi дозволяє

застосовувати такi iнтерполянти для наближення полiномiальних, цiлих та

диференцiйованих операторiв. Узагальнено теорему про iнтерполянт мi-

нiмальної норми на випадок, коли заданi диференцiали Гато до певного

порядку у вузлах iнтерполяцiї. Розглянуто питання про точнiсть та збi-

жнiсть iнтерполяцiйного процесу до полiномiального оператора. Показано,

що iнтерполянти Ермiта для нелiнiйного оператора асимптотично зберiга-

ють багаточлени вiдповiдного степеня.

Розглянуто iнтерполяцiйнi задачi Ермiта в скiнченновимiрному евклiдо-

вому просторi у випадку, коли задано значення функцiї багатьох змiнних

та значення її диференцiалiв Гато до першого та до другого порядкiв вiдпо-

вiдно у вузлах iнтерполяцiї. Показано, що цi задачi мають єдиний розв’язок

мiнiмальної норми. Одержано умови iнварiантної розв’язуваностi та єди-

ностi розв’язку цих задач в умовах недовизначеностi, тобто коли вихiдної

iнформацiї недостатньо, щоб однозначно побудувати iнтерполяцiйний полi-

ном. У нормованому нескiнченновимiрному лiнiйному та в скiнченновимiр-

ному евклiдовому просторах показано, що iнтерполяцiйний полiном Ермiта

мiнiмальної норми мiстить фундаментальнi полiноми. Дослiджено точнiсть

iнтерполяцiйних формул Ермiта на полiномах вiдповiдного степеня. До-
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веденi теореми проiлюстровано прикладами. В гiльбертовому просторi з

мiрою доведено теорему про iнтерполяцiйний полiном мiнiмальної норми

типу Ермiта-Бiркхофа.

У п’ятому роздiлi знайдено новi критерiї сумiсностi лiнiйної системи

рiвнянь (еквiвалентнi теоремi Кронекера-Капеллi) та нерiвностей (еквiва-

лентнi теоремi С.М.Чернiкова), пов’язанi з умовами iснування лiнiйного

iнтерполяцiйного полiнома в евклiдових просторах. Знайдено умови iсну-

вання розв’язку систем нелiнiйних (полiномiальних) рiвнянь. Розглянуто

приклади розв’язання задач iз застосуванням одержаних результатiв.

Ключовi слова: нелiнiйний оператор, полiномiальний оператор, цiлий

оператор, гiльбертовий простiр, скiнченновимiрний евклiдiв простiр, опера-

торна iнтерполяцiя, iнтерполяцiйний полiном Лагранжа, iнтерполяцiйний

полiном Ермiта, iнтерполяцiйний полiном Ермiта-Бiркхофа, диференцiал

Гато, мiнiмальна норма, точнiсть, збiжнiсть iнтерполяцiйного процесу.
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ABSTRACT

Kashpur O. F. Interpolation of operators in Hilbert and Euclidean

spaces. – Manuscript.

Thesis for the scientific degree of Doctor of Physical and Mathematical Sci-

ences in the speciality 01.05.02 – Mathematical Modeling and Computational

Methods (11 – Mathematics and Statistics). – Taras Shevchenko National Uni-

versity of Kyiv, Ministry of Education and Science of Ukraine, V. M. Glushkov

Institute of Cybernetics of the National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv,

2023.

The thesis focuses on the solution of Lagrange, Hermite, and Hermite-Birkhoff

operator interpolation problems in Hilbert and finite-dimensional Euclidean

spaces, and aims to study the interpolation convergence, obtain the accuracy

estimation of interpolation formulas when initial information is disturbed, and

outline the conditions for the solvability of the interpolation problem in case of

under determinacy.

The thesis includes the introduction, five chapters, a list of references, and

appendices.

The first chapter reveals the statements of operator interpolation problems

and the analysis of the relevant scholarly papers.

The second chapter shows that in general, the interpolation does not converge

to the polynomial operator for the Lagrange interpolation problem in the abst-

ract Hilbert space, however, the linear interpolation is convergent. It is proved

that in a separable Hilbert space with a Gaussian measure, the interpolation

error can be made arbitrarily small. The research ascertains that the interpolati-

on stays convergent when there is a certain choice of interpolation nodes. The

paper investigates Lagrange interpolation formulas for a nonlinear operator in a
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Hilbert space with a measure and shows that interpolants asymptotically retain

polynomials of the corresponding degree. These formulas are much simpler in

design and are asymptotically invariant for polynomials of the corresponding

degree. The availability of estimation accuracy enables such interpolants to

be used for approximating polynomial and integer operators. The study reveals

the interpolation accuracy estimation of polynomial and integer operators when

initial information is disturbed. Also, the number of interpolation nodes is obtai-

ned and shown that its exceeding does not improve the accuracy of interpolation

formulas. Similar theorems are proved for polynomial and integer functionals

that are defined on the spaces L2(0, 1) and
0

W 1
2 (0, π) when there is an approxi-

mate calculation of scalar products in interpolation formulas. The investigation

assumes the conditions for the invariant solvability of the Lagrange interpolati-

on problem in Euclidean space in case of under determinacy, i.e. when there

is not enough initial information to construct the interpolation polynomial.

Accordingly, it is stated that the solution is the only one and has the mini-

mum norm among all interpolants under fixed interpolation conditions. The

study investigates the accuracy of the Lagrange formula on polynomials of the

appropriate degree in a linear infinite-dimensional space with a scalar product

and in a finite-dimensional Euclidean space, and it shows that this interpolation

formula contains fundamental Lagrange polynomials.

In the third chapter, in linear topological space an interpolation Newton-

type polynomial of integral form is considered. The chapter proves a theorem

concerning the conditions of continual nodes existence for the chosen interpolant.

The obtained result for operators of many variables is generalized, and the

examples of such interpolants are considered.

The fourth chapter reveals the Hermite interpolation polynomial in Hilbert

space with a measure when the operator values are given and its first Gateaux
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differentials at nodes are chosen in a certain way. It is proved that the interpolant

has a minimum norm on the set of Hermite interpolants with fixed interpolati-

on conditions and asymptotically preserves polynomials of the corresponding

degree. The theorem on the minimum norm interpolant is generalized for the

case when there are Gateaux differentials up to a certain order in the interpolati-

on nodes. Furthermore, the chapter considers the issue of interpolation accuracy

and convergence to the second-degree polynomial operator when there is an

increase in nodes number. It is shown that Hermite and Hermite-Birkhoff

interpolants for a nonlinear and a polynomial operators asymptotically preserve

polynomials of the corresponding degree. These formulas are much simpler in

design and the availability of estimation accuracy enables such interpolants to

be used for approximating polynomial, integer, and differentiable operators.

The investigation outlines the Hermite interpolation problems in the Eucli-

dean space when it is given the value of the function of many variables and

the value of its corresponding first- and second-order Gateaux differentials in

the interpolation nodes. It is also revealed that these problems have a unique

minimum norm solution. The study demonstrates the conditions of invariant

solvability and problem solutions in case of under-determinacy, i.e. when the

initial information lacks sufficiency and thus, prevents interpolation polynomi-

al construction certainty. In the normalized infinite-dimensional linear and

finite-dimensional Euclidean spaces, it is shown that the Hermite interpolation

polynomial of minimum norm contains fundamental polynomials. The accuracy

of Hermite interpolation formulas on polynomials of the corresponding degree

is studied. The proven theorems are illustrated with examples. The theorem on

the Hermite-Birkhoff interpolant of the minimal norm in a Hilbert space with

measure is proved.

The fifth chapter ascertains the new compatibility criteria of the linear system
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of equations and inequalities, which are equivalent to Kronecker-Capelli’s and

Chernikov’s theorems correspondingly, and are related to the conditions of exi-

stence of a linear interpolation polynomial in Euclidean spaces. The conditions

for the existence of the nonlinear (polynomial) equation solution are found.

Examples of solving problems using the obtained results are considered.

Key words: nonlinear operator, polynomial operator, integer operator, Hi-

lbert space, Euclidean space, operator interpolation, Lagrange interpolation

polynomial, Hermite interpolation polynomial, Hermite-Birkhoff interpolati-

on polynomial, Gateaux differential, minimum norm, accuracy, interpolation

convergence.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми.

Задача полiномiальної iнтерполяцiї операторiв в абстрактних гiльберто-

вих та скiнченновимiрних евклiдових просторах є актуальною проблемою

прикладної математики.

Розв’язання задач iдентифiкацiї об’єктiв невiдомої структури, синтезу

оптимальних систем (у формулюваннi Н. Вiнера) можна розглядати як

варiанти задач про наближення операторiв у вiдповiдних функцiональних

просторах. Iнтерполяцiя є одним iз методiв апроксимацiї операторiв.

Обґрунтуванням наближення полiномами неперервної функцiї однiєї змiн-

ної є теорема Вейєрштраса. У подальшому, М. Стоун узагальнив цю тео-

рему на клас неперервних функцiй багатьох змiнних. Для неперервного

функцiоналу аналогом теореми Вейєрштраса є теорема Фреше. П. Прен-

тер доведено аналогiчну теорему для неперервного оператора, що заданий

на дiйсному сепарабельному просторi. Для банахових просторiв такий ре-

зультат одержаний В. Iстратеску та I. К. Даугаветом. На пiдставi наведених

теорем можна звести вивчення нелiнiйних систем до їх полiномiального на-

ближення.

Важливiсть дослiджень в областi полiномiальної iнтерполяцiї пiдтвер-

джується багатьма прикладними задачами. На практицi досить часто зу-

стрiчаються нелiнiйнi системи, якi описуються операторними полiномами.

Такi системи знаходять численнi застосування в таких галузях як розпiзна-

вання образiв, екологiя, динамiка урбанiзацiї, економiка, нейрологiя, теорiї

лазерiв, iнтелектуальному аналiзi даних (data mining), балiстицi, оптицi,

тощо.

Вивчення багатьох нелiнiйних структур можна звести до їх полiномiаль-

ного наближення. Вiдомi аналiтичнi методи iдентифiкацiї, якi розроблено
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для лiнiйних систем, можна застосовувати для полiлiнiйних та полiномi-

альних. Отже, теорiю полiномiального наближення можна розглядати як

зв’язок мiж лiнiйною та нелiнiйною теорiями.

В теорiї наближення операторiв розроблено iнтерполяцiйнi методи апро-

ксимацiї функцiоналiв та операторiв як у функцiональних, так i у лiнiйних

просторах. Основнi результати, що вiдносяться до цього питання одержано

такими авторами, як С. Ю. Ульм, В. В. Полль, У. Портер, П.М. Прентер,

П. I. Соболевський, Л. А. Янович, В. Л. Рвачов, О. М. Литвин, В. Л. Ма-

каров, В. В. Хлобистов, P. Kergin, L. Fillipson, C. A. Michelli, I. I. Демкiв,

Р. С. Хапко, А. П. Худяков, G. Allasia .

Зазначимо деякi особливостi полiномiальної операторної iнтерполяцiї.

Насамперед це неєдинiсть розв’язку iнтерполяцiйної задачi. На вiдмiну вiд

класичних iнтерполяцiйних формул, операторний iнтерполянт не зберiгає

полiноми вiдповiдного степеня. Властивiсть збереження багаточленiв вiд-

повiдного степеня має важливе значення при одержаннi оцiнок точностi

iнтерполяцiйних формул та дослiдженнi збiжностi iнтерполяцiйних про-

цесiв в разi збiльшення числа вузлiв, а також для побудови квадратурних

формул при обчисленнi континуальних iнтегралiв. Саме iнтерполяцiйнi по-

лiноми з такою властивiстю можна використовувати в задачах iдентифi-

кацiї, моделювання та для широкого класу задач, що дозволяють звести

вивчення нелiнiйної структури до вивчення його полiномiального набли-

ження.

Одним iз важливих аспектiв полiномiальної iнтерполяцiї є конструктив-

на побудова операторного iнтерполянта, аналiз точностi та питання збiжно-

стi iнтерполяцiйних процесiв. Незначна кiлькiсть публiкацiй в цiй областi

насамперед обумовлена неабиякими труднощами дослiдження таких на-

ближень.



22

У роботах В. Л. Макарова, В. В. Хлобистова побудовано основи загальної

теорiї полiномiальної операторної iнтерполяцiї в абстрактних гiльбертових

та векторних просторах. Авторами розглянуто iнтерполяцiйнi операторнi

задачi типу Лагранжа, Ермiта та Ермiта-Бiркхофа: конструктивно побу-

довано всю множину iнтерполянтiв, одержано необхiднi та достатнi умови

iснування операторного iнтерполяцiйного полiному, описано всю множи-

ну операторних iнтерполяцiйних полiномiв вiдповiдного степеня та iз цiєї

множини видiлено пiдмножину iнтерполянтiв, що зберiгають багаточлени

вiдповiдного степеня, знайдено оцiнки точностi та дослiджено збiжнiсть

деяких iнтерполяцiйних процесiв. Оскiльки в цих роботах побудовано всю

множину iнтерполянтiв заданого степеня у довiльному векторному просто-

рi, то результати робiт авторiв, що наведенi вище, є частинний випадком

результатiв одержаних В. Л. Макаровим та В. В. Хлобистовим.

При розв’язаннi задач, пов’язаних iз точнiстю iнтерполяцiї, у випад-

ку довiльної нелiнiйностi апроксимуючого оператора, результати мають

у бiльшостi випадкiв теоретичний iнтерес та малоефективнi на практицi.

Якщо розглянути полiномiальну iнтерполяцiю у гiльбертовому просторi, то

можна отримати бiльш вагомi результати. Зауважимо, що при розв’язаннi

прикладних задач поширенi випадки, коли iнформацiя про оператор, що

апроксимуємо, є збуреною, а отже постає питання про точнiсть iнтерполя-

цiйних формул та вплив неусувної похибки на розв’язок задачi.

На практицi здебiльшого не вистачає iнформацiї про дослiджуємий об’-

єкт. Як вiдомо, в скiнченновимiрному евклiдовому просторi для iснуван-

ня єдиного розв’язку iнтерполяцiйної задачi потрiбно виконання певних

спiввiдношень мiж числом вузлiв та степенем полiнома, тому застосувати

класичнi iнтерполяцiйнi формули без додаткових обмежень для такого ви-

падку неможливо. До того ж, узагальнення класичних iнтерполяцiйних
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формул для функцiй багатьох змiнних у разi спiвпадiння кiлькостi ву-

злiв iнтерполяцiї та розмiрностi простору полiномiв, на якому шукаємо

розв’язок, призводить до громiздких формул, якi є складними за реалi-

зацiєю. Отже, в скiнченновимiрному евклiдовому просторi потребує вирi-

шення проблеми знаходження розв’язку iнтерполяцiйної задачi в умовах

недовизначеностi.

Все вище викладене пояснює актуальнiсть та важливiсть теорiї полiномi-

альної операторної iнтерполяцiї у гiльбертовому та в скiнченновимiрному

евклiдовому просторах та доцiльнiсть її подальшого розвитку, а саме: вирi-

шення проблеми пошуку розв’язку iнтерполяцiйних задач в умовах недови-

значеностi, знаходження умов iснування єдиного розв’язку та iнварiантної

розв’язуваностi поставленої задачi в скiнченновимiрному евклiдовому про-

сторi; знаходження оцiнок точностi iнтерполяцiйних формул та дослiдже-

ння збiжностi iнтерполяцiйних процесiв у гiльбертовому просторi з мiрою

у випадку збуреної вихiдної iнформацiї про оператор, що апроксимуємо,

знаходження iнтерполянтiв, якi мають властивiсть асимптотичного збере-

ження полiномiв вiдповiдного степеня.

Ця дисертацiйна робота присвячена подальшому розвитку результатiв

робiт В. Л. Макарова та В. В. Хлобистова та одержанню нових результатiв,

що пов’язанi з полiномiальною операторною iнтерполяцiєю.

Зв’язок з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiйна робота виконана в рамках науково-дослiдної роботи № 97059

"Теорiя iнтерполяцiї нелiнiйних операторiв в гiльбертових просторах"(номер

державної реєстрацiї 0197U003075, термiн виконання 1998 – 2000 р.р.) на

кафедрi методiв обчислювального експерименту факультету кiбернетики,

науково-дослiдної роботи № 16КФ015-02 «Теорiя i методи розробки iнте-

лектуальних iнформацiйних технологiй та систем» (державний номер реє-
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страцiї 0116U006378, термiн виконання 2023-2025 рр.) на кафедрi матема-

тичної iнформатики факультету комп’ютерних наук та кiбернетики, держ-

бюджетної теми № 022БФ015-03 «Обчислювальнi алгоритми i оптимiзацiя

для штучного iнтелекту, медицини та оборони» (державний номер реє-

страцiї 0122U002026, термiн виконання 2023 р.) на кафедрi обчислювальної

математики факультету комп’ютерних наук та кiбернетики Київського на-

цiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка.

Мета i завдання дослiдження.

Метою дисертацiйної роботи є розвиток теорiї полiномiальної оператор-

ної iнтерполяцiї в гiльбертових та в скiнченновимiрних евклiдових просторах.

Завданнями роботи є:

— вирiшення проблеми пошуку розв’язку iнтерполяцiйних задач Ла-

гранжа та Ермiта в умовах недовизначеностi, одержання умов єдиностi

розв’язку та iнварiантної розв’язуваностi цих задач в скiнченновимiрному

евклiдовому просторi;

— дослiдження збiжностi iнтерполяцiйних процесiв та знаходження оцi-

нок точностi iнтерполяцiйних формул Лагранжа у випадку збуреної вихi-

дної iнформацiї в гiльбертовому просторi з мiрою;

— дослiдження точностi iнтерполяцiйних формул Лагранжа та Ермiта

на полiномах вiдповiдного степеня;

— розв’язання екстремальних задач на множинi iнтерполяцiйних полi-

номiв Ермiта та Ермiта-Бiркхофа в гiльбертовому просторi з мiрою.

Об’єкт дослiджень.

Об’єктом дослiджень є полiномiальнi, цiлi та нелiнiйнi оператори.

Предмет дослiджень.

Предметом дослiджень є задачi операторної iнтерполяцiї типу Лагран-

жа, Ермiта та Ермiта-Бiркхофа, збiжнiсть iнтерполяцiйних процесiв та
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оцiнки точностi iнтерполяцiйних формул.

Методи дослiдження.

У роботi використовуються методи функцiонального аналiзу, методи опе-

раторної iнтерполяцiї, теорiя матриць, методи обчислювальної математики.

Наукова новизна одержаних результатiв.

У дисертацiї вперше отримано наступнi результати:

— вирiшено проблему пошуку розв’язку iнтерполяцiйних задач Лагран-

жа та Ермiта в умовах недовизначеностi в скiнченновимiрному евклiдовому

просторi: знайдено умови iнварiантної розв’язуваностi iнтерполяцiйної за-

дачi. Показано, що розв’язок є єдиним та має мiнiмальну норму серед усiх

iнтерполянтiв при фiксованих iнтерполяцiйних умовах;

— доведено, що в абстрактному гiльбертовому просторi з мiрою у за-

гальному випадку вiдсутня збiжнiсть iнтерполяцiйного процесу Лагранжа

з мiнiмальною нормою до полiномiального оператору, при цьому похибка

iнтерполяцiї може бути зроблена як завгодно малою величиною, знайдено

систему вузлiв iнтерполяцiї, для якої iнтерполяцiйний процес є збiжним,

дослiджено точнiсть та збiжнiсть iнтерполяцiйного процесу Ермiта;

— одержано оцiнки точностi iнтерполяцiї полiномiальних, цiлих опера-

торiв в абстрактному гiльбертовому просторi з мiрою та полiномiальних,

цiлих функцiоналiв, що визначенi на просторах L2(0, 1),
0

W 1
2 (0, π) у випадку

збуреної вихiдної iнформацiї та одержано кiлькiсть iнтерполяцiйних вузлiв,

перевищення якої не покращує точностi iнтерполяцiї;

— у лiнiйному топологiчному просторi знайдено умови iснування конти-

нуальних вузлiв для iнтерполяцiйного полiному iнтегрального вигляду;

— у гiльбертовому просторi з мiрою побудовано iнтерполяцiйнi полiноми

Лагранжа, Ермiта та Ермiта-Бiркхофа, що є асимптотично точними на

багаточленах вiдповiдного степеня;
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— розв’язано екстремальнi задачi на множинi iнтерполяцiйних полiномiв

Ермiта та Ермiта-Бiркхофа в гiльбертовому просторi з мiрою;

— дослiджено точнiсть iнтерполяцiйних формул мiнiмальної норми Ла-

гранжа та Ермiта на полiномах вiдповiдного степеня в лiнiйному нескiн-

ченновимiрному просторi iз скалярним добутком та в скiнченновимiрному

евклiдовому просторi. Доведено, що iнтерполяцiйнi формули мiстять фун-

даментальнi полiноми;

— знайдено новi критерiї сумiсностi лiнiйної системи рiвнянь та нерiвно-

стей, якi пов’язанi з умовами iснування лiнiйного iнтерполяцiйного полi-

нома в евклiдових просторах. Знайдено умови iснування розв’язку систем

нелiнiйних (полiномiальних) рiвнянь.

Набула подальшого розвитку теорiя операторної iнтерполяцiї в гiльбер-

тових та скiнченновимiрних евклiдових просторах.

Вдосконалено методи дослiдження збiжностi iнтерполяцiйних процесiв

та оцiнок точностi iнтерполяцiйних формул у випадку збуреної вихiдної

iнформацiї про оператор, що апроксимуємо, в гiльбертовому просторi з

мiрою.

Практичне значення одержаних результатiв.

Дисертацiйна робота має теоретичний характер. Результати дисертацiй-

ного дослiдження можуть знайти практичне застосування при розв’язаннi

прикладних задач таких, як: iдентифiкацiя систем, розпiзнавання обра-

зiв, екологiї, балiстики, економiки, геодезiї, нейрологiї, теорiї лазерiв та

iнших. Iншим напрямком використання одержаних результатiв є засто-

сування побудованих на континуальнiй множинi вузлiв iнтерполяцiйних

полiномiв для обчислення континуальних iнтегралiв. Науковi та прикладнi

результати дисертацiйної роботи використовуються в навчальному процесi

факультету комп’ютерних наук та кiбернетики Київського нацiонального
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унiверситету iменi Тараса Шевченка при викладаннi курсiв «Iдентифiкацiя

систем при детермiнованих впливах» для студентiв кафедри обчислюваль-

ної математики, «Технологiї чисельного моделювання», «Методи негладкої

оптимiзацiї» для студентiв освiтньої програми «Прикладна математика»

освiтнього ступеня магiстр. Також цi результати можуть знайти засто-

сування в навчальних процесах фiзико-математичних факультетiв iнших

закладiв вищої освiти України та закордонних наукових установ.

Особистий внесок здобувача.

Загальний план дослiдження, його основний напрямок визначено докто-

ром фiзико-математичних наук, професором Хлобистовим В. В. Всi основнi

науковi результати дисертацiйної роботи отриманi автором самостiйно. В

роботах [1 – 4, 6 – 8, 14 – 17], що виконанi у спiвавторствi з Хлобисто-

вим В. В., якому належить постановки задач, особистий внесок здобувача

полягає в доведеннi теоретичних результатiв; в [5] здобувачем написано

вступ, наведено приклади до доведених теорем та зроблено висновки; [9 –

11] здобувачу належить побудова iнтерполянтiв Ермiта та Ермiта-Бiркхова

степеня бiльше другого та доведення теорем про асимтотичне збережен-

ня iнтерполянтом полiномiв вiдповiдного степеня; в роботi [12] здобувачем

доведено теореми, всi основнi твердження роботи доведенi з рiвноцiнним

внеском кожного iз спiвавторiв; в [13] автору належить постановка задачi,

побудова iнтерполяцiйних полiномiв Ермiта та Ермiта-Бiркхофа; в [18] спiв-

авторам належить постановка задачi, iдея доведення теорем щодо систем

нерiвностей належить Макарову В. Л., здобувачем доведено теоретичнi ре-

зультати.

Апробацiя результатiв дисертацiї.

Основнi результати дисертацiї доповiдались та обговорювалися на мiж-

народних наукових конференцiях та семiнарах, серед яких:
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— IХ Мiжнародна наукова конференцiя iменi академiка М. Кравчука,

Київ, Україна, 2002;

— Мiжнародна конференцiя "Обчислювальна та прикладна математи-

ка Київ, Україна, 2002;

— Х Мiжнародна конференцiя iменi академiка М.Кравчука, Київ, Укра-

їна, 2004;

— Мiжнародна конференцiя "Питання оптимiзацiї обчислень"(ПОО –

ХХХII), Кацивелi, Україна, 2005;

— ХI Мiжнародна конференцiя iменi академiка М.Кравчука, Київ, Укра-

їна, 2006;

— III Мiжнародна конференцiя "Обчислювальна та прикладна матема-

тика Київ, Україна, 2009;

— IV Мiжнародна конференцiя iменi I. I. Ляшка "Обчислювальна та

прикладна математика Київ, Україна, 2011;
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Роздiл 1

Постановка задач операторної
iнтерполяцiї та огляд лiтератури

Iнтерполяцiя, як один iз методiв апроксимацiї операторiв, має важливе те-

оретичне та прикладне значення. Застосування iнтерполяцiйних методiв

в обчислювальнiй математицi обумовлює необхiднiсть дослiдження зада-

чi операторної полiномiальної iнтерполяцiї з метою подальшого розвитку

теорiї наближень та її практичного застосування.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню та розв’язанню задач iн-

терполяцiї типу Лагранжа, Ермiта та Ермiта-Бiркхофа у гiльбертових та

в скiнченновимiрних евклiдових просторах для нелiнiйних, полiномiальних

та цiлих операторiв.

1.1 Постановка задачi операторної iнтерполяцiї

Розглянемо постановки iнтерполяцiйних задач.

Нехай X, Y — гiльбертовi простори.

Визначення 1.1. Оператор Lk(v1, v2, . . . , vk) : Xk → Y називається k-

лiнiйним оператором, якщо вiн лiнiйний за кожним аргументом xi, i =

1, k [6].

Визначення 1.2. Нехай Lk(v1, v2, . . . , vk) : Xk → Y — k-лiнiйний опера-

тор. Покладемо v1 = v2 = · · · = vk = x. Оператор Lk(x, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
k

) = Lkx
x

називається k-степенним (k-м операторним степенем).
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Позначимо Πn — множину операторних полiномiв Pn : X → Y степеня

n вигляду

Πn =
{
Pn(x) : Pn(x) = L0 + L1x+ L2x

2 + · · ·+ Lnx
n
}
, (1.1)

де L0 ∈ Y, Lkxk = Lk(x, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
k

), k = 1, n, Lk(x1, x2, . . . , xk) — неперервна,

симетрична k-лiнiйна операторна форма.

Наведемо приклад операторного полiному Pn(x) iз множини Πn. Нехай

X = L2(0, 1), Y = R1, L0 ∈ R1. Неперервнi, симетричнi k-лiнiйнi оператор-

нi форми Lk(x1, x2, . . . , xk) : Xk → Y , k = 1, n, визначимо таким чином:

Lk(x1, x2, . . . , xk) =

1∫
0

1∫
0

· · ·
1∫

0

Kk(t1, t2, . . . , tk)x1(t1)x2(t2) · · ·xk(tk)×

×dt1dt2 · · · dtk.

де Kk(t1, t2, . . . , tk), k = 1, n — неперервнi, симетричнi функцiї змiнних

t1, t2, . . . , tk. Якщо в останнiй рiвностi покладемо x1(t) = x2(t) = · · · =

xk(t) = x(t), то отримаємо, що

Lkx
k =

1∫
0

1∫
0

· · ·
1∫

0

Kk(t1, t2, . . . , tk)x(t1)x(t2) · · ·x(tk)dt1dt2 · · · dtk, k = 1, n.

Отже, операторний полiном Pn ∈ Πn повнiстю визначений.

Зауважимо, що операторнi полiноми є основою багатьох математичних

моделей iз застосуванням у механiцi, економiцi, мережах, бiологiї та бага-

тьох iнших областях [19], [23], [25], [38] [181], [236], [232], [233], [238].

Розглянемо операторну iнтерполяцiйну задачу типу Лагранжа. Нехай

оператор F : X → Y заданий своїми значеннями {F (xi)}mi=1 у вузлах iн-
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терполювання {xi}mi=1 ⊂ X. Потрiбно знайти такий полiном Pn(x) ∈ Πn,

що вiдповiдає iнтерполяцiйним умовам

Pn(xi) = F (xi), i = 1,m. (1.2)

Постановка iнтерполяцiйної задачi може мiстити не лише значення опе-

ратора F (xi), i = 1,m, а i значення диференцiалiв Гато F (k)(xi)v
(i)
ik v

(i)
ik−1 · · · v

(i)
i1

[1], [52] за напрямками v(i)
ik , v

(i)
ik−1, . . . , v

(i)
i1 ∈ X, k = 0, ji, i = 1,m, у вузлах

xi, i = 1,m, до порядку ji включно. В цьому випадку виникає операторна

iнтерполяцiйна задача типу Ермiта. Отже, потрiбно знайти такий опера-

торний полiном Pn(x) ∈ Πn, що вiдповiдає iнтерпояцiйним умовам

P (k)
n (xi)v

(i)
ik v

(i)
ik−1 · · · v

(i)
i1 = F (k)(xi)v

(i)
ik v

(i)
ik−1 · · · v

(i)
i1 , k = 0, ji, i = 1,m. (1.3)

Якщо в рiвностi (1.3) всi ji = 0, то iнтерполяцiйнi умови (1.3) набувають

вигляд (1.2), тобто отримаємо iнтерполяцiйну задачу Лагранжа.

У випадку, коли значення деяких диференцiалiв Гато у вузлах xi, i =

1,m, в умовах (1.3) вiдсутнi, то виникає операторна iнтерполяцiйна задача

типу Ермiта-Бiрхгофа [26].

Задача операторної iнтерполяцiї є узагальненою, якщо в умовах (1.3)

замiсть диференцiалiв Гато мiстяться деякi iншi диференцiальнi операто-

ри, наприклад, лiнiйнi комбiнацiї диференцiалiв Гато чи оператори iншої

структури.

Зазначимо, що на вiдмiну вiд класичної iнтерполяцiї функцiй [8], [10],

[14], [18], [24], [55], [93], [121], [164], [165] операторне iнтерполювання має

певнi особливостi. Наведемо деякi з них: в загальному випадку розв’язок

iнтерполяцiйної задачi неєдиний, кiлькiсть вузлiв та степiнь iнтерполя-

цiйного полiнома не пов’язанi мiж собою, довiльний iнтерполянт немає

властивостi збереження багаточленiв вiдповiдного степеня. Це означає, що



33

якщо P I
n — iнтерполяцiйний полiном для F та F ≡ Qn ∈ Πn, то в загаль-

ному випадку P I
n не спiвпадає з Qn.

1.2 Огляд лiтератури

Проблема апроксимацiї операторiв полiномами є актуальною та важливою.

Обґрунтуванням такого вигляду наближень є теорема Вейєрштраса для

функцiї однiєї змiнної [119]. У подальшому М. Стоун узагальнив цю тео-

рему для неперервних функцiй багатьох змiнних [235]. Аналогом теореми

Вейєрштраса для неперервного функцiоналу F : C[a, b] → R1 є теорема

Фреше [189], де функцiональний полiном має вигляд:

Pn(x) = K0 +

∫
Ω1

K1(z1)x(z1)dz1 +

∫
Ω2

K2(z1, z2)x(z1)x(z2)dz1dz1 + · · ·+

+

∫
Ωn

K2(z1, z2, . . . , zn)x(z1)x(z2) · · ·x(z1)dz1dz1 · · · dzn,

Ωp = (a, b) × (a, b, ) p = 1, n, Kp(z1, z2, . . . , zp), p = 1, n, є неперервними

симетричними функцiями змiнних z1, z2, . . . , zp.

Для неперервних нелiнiйних операторiв теорема, що є аналогiчною тео-

ремi Вейєрштраса, доведена П. Прентер [229]: якщо X = Y = H — дiйсний

сепарабельний гiльбертовий простiр [54], множина K ⊂ X є компактом,

F : H → H — неперервний оператор, то для будь-якого ε > 0 iснує скiнче-

ний полiномiальний оператор Pn(x) такий, що

sup
x∈K
‖F (x)− Pn(x)‖ < ε.

Згодом бiльш загальнi результати одержано Iстратеску В. [198] та Да-

угаветом I. К. [20]: нехай X, Y — дiйснi банаховi простори [54], K ⊂ X є
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компактом, F : X → Y — неперервний оператор. У роботi [198] доведе-

но, що для довiльного ε > 0 знайдеться такий полiномiальний оператор

Pn(x), що для всiх x ∈ K виконується нерiвнiсть ‖F (x)−Pn(x)‖ < ε. В [20]

показано, що для будь-якого заданого неперервного на вiдкритiй множинi

в сепарабельному гiльбертовому просторi оператора знайдеться послiдов-

нiсть полiномiальних операторiв, що збiгається до нього поточково на всiй

цiй множинi.

Важливiсть наближення операторiв полiномами пiдтверджується бага-

тьма прикладними задачами. На практицi часто виникають нелiнiйнi си-

стеми, що описуються полiномами з множини Πn. Такi системи називають

полiномiальними [19]. Дослiдження цих систем має важливе значення [191],

[193], [231]. Iнтерес до таких систем пояснюється їх достатньо простим

математичним описом. Аналiтичнi методи iдентифiкацiї, що розроблено

для лiнiйних систем [30] можна застосовувати для полiлiнiйних та полi-

номiальних систем. Дослiдження нелiнiйних структур загального вигляду

можна звести до вивчення їх полiномiальних наближень. Отже, теорiю по-

лiномiальних наближень можна розглядати як зв’язок мiж лiнiйною та

нелiнiйною теорiями.

Полiномiальнi системи знаходять численнi застосування в таких галузях,

як розпiзнавання образiв [224], нейропсихологiя [190], iдентифiкацiя систем

[183], [100], нейрологiя [180], теорiя лазерiв [195], [225], динамiка урбанiзацiї

[187], [212], [223], тощо. Часто iнформацiя про об’єкт, що описується нелi-

нiйним оператором F : X → Y , полягає в наборi пар (xi, F (xi)) ∈ X × Y,

i = 1,m. За цiєю iнформацiєю потрiбно побудувати математичну модель

об’єкта, тобто поновити оператор F . Розв’язок такої задачi на множинi Πn,

що визначається формулою (1.1), призводить до полiномiальної оператор-

ної iнтерполяцiї з умовами (1.2).
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Перейдемо до огляду найбiльш важливих результатiв теорiї оператор-

ної полiномiальної iнтерполяцiї. Вiдмiтимо роботи таких авторiв як С. Ю.

Ульм, В. В. Полль, У. Портер, П.М. Прентер, П. I. Соболевський, Л. А. Яно-

вич, В. Л. Макаров, В. В. Хлобистов, P. Kergin, L. Fillipson, C. A. Michelli,

I. I. Демкiв, Р. С. Хапко, А. П. Худяков, G. Allasia. Розглянемо результати,

що одержанi ними бiльш детально.

НехайX = Y = L2(v) — простiр сумовних з квадратом функцiй [15], [52],

v — скiнчений або нескiнчений iнтервал. В роботi У. Портера [227] доведе-

но теорему про необхiдну та достатню умову iснування iнтерполяцiйного

полiнома Pn : X → Y , Pn ∈ Πn з мiнiмальною нормою

‖Pn‖2 =
n∑
p=0

‖Lp‖2,

де

Lpx
p =

∫
v

· · ·
∫
v

kp(t, z1, z2, . . . , zp)x(z1)x(z2) · · ·x(zp)dz1dz2 · · · dzp, p = 1, n,

‖Lp‖ =

∫
v

· · ·
∫
v

k2
p(t, z1, z2, . . . , zp)dtdz1dz2 · · · dzp.

Iнтерполянт Pn(x) вiдповiдає iнтерполяцiйним умовам (1.2). В гiльберто-

вому просторi L2(v) автор навiв конструктивну побудову iнтерполяцiйного

полiному Pn тiльки у випадку неособливої матрицi

V (m,n) =

∥∥∥∥∥
n∑
p=0

(xi, xk)
p

∥∥∥∥∥
m

i,k=1

,

де (·, ·) — скалярний добуток в L2(v), {xi}mi=1 ⊂ L2(v) — вузли iнтерполя-

цiї. У разi, коли матриця V (m,n) є невиродженою та ~y ∈ RangeV (m,n),

~y = {F (xi)}mi=1, то розв’язок задачi iснує, але не наведений. Якщо ж ~y 6∈
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RangeV (m,n), то iнтерполянт з мiнiмальною нормою не iснує. Зауважимо,

що отриманi умови iснування iнтерполяцiйного полiному не є конструктив-

ними, iнтерполянти не зберiгають багаточлени вiдповiдного степеня.

Розглянемо результати роботи П. Прентер [230], де побудовано iнтерпо-

ляцiйнi операторнi полiноми Лагранжа та Ермiта у банаховому просторi X

для оператора F : X → X. При розв’язаннi цих задач автор обмежується

традицiйним спiввiдношенням n = m−1 мiж числом вузлiв m та степенем

полiнома n для задачi типу Лагранжа та n = 2m − 1 у випадку ермiтової

iнтерполяцiї. В цитованiй роботi П. Прентер вдалося перенести результа-

ти класичної iнтерполяцiї (типу Лагранжа та Ермiта) функцiй на випадок

полiномiальної iнтерполяцiї операторiв у банахових просторах. Вiдображе-

ння оператором банахового простору самого на себе звужує застосування

таких iнтерполянтiв, а їх побудова не є конструктивною. Iнтерполяцiйнi

формули Лагранжа та Ермiта, що побудованi в гiльбертовому просторi є

конструктивними, але не зберiгають полiноми вiдповiдного степеня. При

розв’язаннi iнтерполяцiйної задачi Ермiта розглянуто iнтерполяцiйнi умо-

ви, що мiстять лише першi похiднi Фреше [51], [66] у вузлах.

В статтi [196] П. Хаулетом та А. Торохтiєм конструктивно побудовано

апроксимацiю для нелiнiйного оператора, що задано на обмеженiй, але не

на компактнiй множинi iз сепарабельного гiльбертового простору. Резуль-

тати, якi одержано в роботi можна розглядати як узагальнення теореми

Вейєрштраса-Стоуна [22]. В [197] авторами розглянуто нелагранжеву про-

цедуру для iнтерполяцiї нелiнiйного оператора F : C[0, 1] → C[0, 1], що

заданий своїми значеннями. Для такого вiдображення iнтерполяцiя Ла-

гранжа, запропонована П. Прентер, не може бути застосована. В роботi

побудовано iнтерполяцiйнi формули, а також показано, що оператор iнтер-

поляцiї є неперервним у сильнiй топологiї в кожнiй точцi набору емпiри-
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чних даних.

Узагальнення теореми Стоуна–Вейєрштраса на оператори в рiзних то-

пологiчних просторах отримано в також [171], [237], а в роботах [232], [233],

[238] цi методи застосовано при розв’язаннi задач iз теорiї систем.

С.Ульмом та В. Поллем в роботах [114] — [116] визначено функцiональнi

роздiленi рiзницi на основi яких знайдено розв’язок iнтерполяцiйної задачi

Лагранжа у виглядi формули Ньютона.

Для функцiоналiв у довiльних банахових та гiльбертових просторах Со-

болевським П. I. та Яновичем Л. О. в [108], [153] побудовано iнтерполяцiйнi

формули Ньютона, що мiстять роздiленi рiзницi першого та вищих поряд-

кiв, а також знайдено явний вигляд похибки цих формул.

Розглянемо результати, що одержанi Яновичем Л. О. в [153]. Нехай X

— топологiчний векторний простiр, X ′ — спряжений простiр неперервних

лiнiйних функцiоналiв.

Визначення 1.3. Роздiленою рiзницею функцiоналу F : X → R1 на еле-

ментах x0, x1 ∈ X називається лiнiйний функцiонал F [x0;x1] : X → X ′

такий, що

F [x0;x1](x1 − x0) = F (x1)− F (x0).

Розглядають такi роздiленi рiзницi F [x0;x1], якi перетворюють на нуль

сталий функцiонал, а для лiнiйного функцiоналу F виконується тотожнiсть

F [x0;x1]x ≡ F (x), ∀x ∈ X.

Роздiленi рiзницi вищих порядкiв визначаються за iндукцiєю.

Визначення 1.4. Роздiленою рiзницею F [x0;x1; . . . ;xk] порядку k фун-

кцiоналу F називається k-лiнiйний функцiонал, що визначений на Xk,

залежить вiд елементiв x0, x1, . . . , xk ∈ X та вiдповiдає умовi



38

F [x0;x1; . . . ;xk](xk − xk−1) · · · (xk − x0) =

= {F [x0;x1; . . . ;xk−2;xk]− F [x0;x1; . . . ;xk−2;xk−1]}×

×(xk − xk−2) · · · (xk − x0), k = 2, 3, . . . .

Нехай gτ(x) : X → X — лiнiйний оператор, що залежить вiд числового

параметру τ ∈ [a, b] та

ga(x) = θ, gb(x) = x.

В [153] доведено, що операторна роздiлена рiзниця F [x0;x1; . . . ;xk]hkhk−1 . . . h1

порядку k може бути обчислена за формулою

F [x0;x1; . . . ;xk]hkhk−1 . . . h1 = (1.4)

=

b∫
a

τ1∫
a

· · ·
τk−1∫
a

F k

[
x0 +

m∑
i=1

gτi(xi − xi−1)

]
dτkgτk(hk) · · · dτ1gτ1(h1)

у випадку, якщо для функцiоналу F iснує k-кратний iнтеграл Рiмана-

Стiльт’єса [110]. Формула (1.4) це один iз методiв визначення роздiленої

рiзницi вищих порядкiв. Також наведено формули для обчислення роздi-

лених рiзниць, якi не вимагають диференцiйованостi функцiоналу F , але

повиннi iснувати вiдповiднi iнтеграли Рiмана-Стiльт’єса.

У роботi [153] при виконаннi спiввiдношення n = m − 1 (n — степiнь

iнтерполяцiйного полiному,m — число вузлiв) побудовано iнтерполяцiйний

функцiональний полiном Ньютона Pn(F, x) степеня n вигляду
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Pn(F, x) = F (x0) +
n∑
k=1

F [x0;x1; . . . ;xk](x− x0)(x− x1) · · · (x− xk−1), (1.5)

де роздiленi рiзницi F [x0;x1; . . . ;xk] визначаються на пiдставi рiвностi (1.4).

Iнтерполянт (1.5) зберiгає полiноми вiдповiдного степеня, але вiн є не єди-

ним розв’язком iнтерполяцiйної задачi. При цьому необхiдно, щоб iснували

похiднi вищих порядкiв функцiоналу F до n-ої включно та вiдповiднi кра-

тнi iнтеграли Рiмана-Стiльт’єса [104].

На основi результатiв робiт [108], [153] в подальшому було отримано iн-

терполяцiйнi багаточлени першого та другого степенiв для функцiоналiв,

що задано на просторi неперервно диференцiйованих функцiй однiєї та двох

змiнних [87], [154], [239], а також на деяких просторах функцiональних

матриць [240]. Побудову та дослiдження iнтерполяцiйних операторних по-

лiномiв в абстрактних гiльбертових просторах розглянуто також авторами

[161], [221], [222].

В роботi Кьонiга Х. [210] в банаховому просторi X розглянуто множину

полiномiв степеня n вигляду

En(x) =

{
n∑
j=0

xjt
j : xj ∈ X; t ∈ R1 ∨ t ∈ C

}
.

Один iз результатiв цiєї роботи є теореми про збiжнiсть iнтерполяцiйно-

го полiномiального процесу на послiдовностi вузлiв tk, що обрана як нулi

полiнома Ермiта степеня n+ 1.

В [28] Єрмаковим С. М. розглянуто задачу узагальненої полiномiальної

iнтерполяцiї для операторiв, якi визначенi на множинi простору L2(µ) з

мiрою µ. Автором одержано необхiднi та достатнi умови додатньовизначе-

ностi мiри тих вузлiв iнтерполяцiї, для яких задача має розв’язок.

Вiдмiтимо роботи Литвина О. М. [58], [59], Рвачева В. А. [103], а та-
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кож Бархнiлла Р. Е. [164], [165] в яких розглянуто побудову операторiв,

що поновлюють функцiї n змiнних за вiдомими їхнiми слiдами та слiдами

їх нормальних похiдних до заданого порядку на m-вимiрних (0 ≤ m < n)

поверхнях. У випадку, коли m = 0 такi оператори називають iнтерполяцiй-

ними, а у випадку m = 1 та m > 1 iнтерлiнацiйними та iнтерфлетацiйними

вiдповiдно [58]. У роботах [60] — [63] авторами розглянуто iнтерстрiпа-

цiю функцiй двох змiнних у випадку, коли функцiя вiдома лише в точках

деяких смуг, тобто вiдновлення функцiї мiж системою цих смуг. В [64]

узагальнено iнтерстрiпацiю функцiй двох змiнних та проведено огляд iсну-

ючих методiв щодо поновлення пошкоджених зображень.

Побудовi теорiї операторної iнтерполяцiї в абстрактних гiльбертових та

векторних просторах присвячено роботи Макарова В. Л. та Хлобистова

В. В. [68] – [76], [126], [216], [217]. Вiдзначимо роботу [126], де отримано

необхiднi та достатнi умови, якi накладаються на систему вузлiв xi ∈ X,

i = 1,m та значення оператора F : X → Y (X, Y — гiльбертовi простори) у

цих вузлах, що гарантують розв’язуванiсть задачi операторної iнтерполяцiї

(1.1), (1.2) при будь-якому спiввiдношеннi мiж числом вузлiвm та степенем

iнтерполянта n. Цi умови мають вигляд

(
E − Z~e(Z~e)′

δ0(‖Z~e‖+ ‖Z~e‖2)

)
Z ~F = ~0,

де Z — матриця, рядками якої є координати лiнiйно незалежних власних

векторiв з нульовим власним значенням матрицi Γ =

∥∥∥∥∥ n∑
p=1

(xi, xk)
p

∥∥∥∥∥
m

i,k=1

,

(·, ·) — скалярний добуток в X, δ0(0) = 1, δ0(x) = 0 у разi x 6= 0, ‖ · ‖

— норма, яка породжена скалярним добутком в Rm, ~F = {F (xi)}mi=1, ~e =

(1, 1, . . . 1) ∈ Rm, E — одинична матриця. В термiнах матрицi Γ наведено

опис всiєї множини операторних iнтерполянтiв степеня n, що вiдповiдають

умовам (1.2). Ця множина має вигляд
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Pn(x;F ) = Qn(x) +

〈
~F − ~Qn,Γ

−
n∑
p=1

{(x, xi)p}mi=1

〉
, (1.6)

де ~Qn = {Qn(xi)}mi=1, 〈s, t〉 =
m∑
i=1

siti, si ∈ Y , ti ∈ R1, Γ− — узагальнена

матриця до матрицi Γ [4], [11], Qn пробiгає множину

Π0
n(F ) =

{
Pn(x) +

[
Z~e(Z~e)′

δ0(‖Z~e‖+ ‖Z~e‖2)
− Pn(0)

]
· [1− δ0(‖Z~e‖)] : Pn ∈ Πn

}
.

Iз множини (1.6) видiлено пiдмножину iнтерполянтiв, що зберiгають полi-

номiв вiдповiдного степеня.

В роботi [72] Макарова В. Л. та Хлобистова В. В. розглянуто задачу

побудови операторного полiнома n-го степеня типу Ермiта в гiльбертовому

просторi з iнтерполяцiйними умовами

P (i)
n (xl)v

l
1v
l
2 · · · vli = F (i)(xl)v

l
1v
l
2 · · · vli, i = 0, kl, l = 1,m,

де F (i)(xl)v
l
1v
l
2 · · · vli ∈ Y — диференцiали Гато [150] у вузлах xl ∈ X,

l = 1,m, за напрямками vlp, p = 1, i, а числа m та n не зв’язанi мiж

собою. Тут авторами встановлено необхiднi та достатнi умови розв’язу-

ваностi такої задачi в термiнах матрицi, яка визначається системою вузлiв

{xi}mi=1 ⊂ X i напрямками {vli}i=0,ki,l=1,m ⊂ X. У разi виконання цих умов

побудовано всю множину iнтерполяцiйних полiномiв та її пiдмножину iн-

терполянтiв, що зберiгають полiноми того ж степеня.

В [126] Хлобистовим В. В. доведено теорему про збiжнiсть у кулi iнтер-

поляцiйного операторного процесу типу Ньютона для цiлих операторiв в

банаховому просторi. У роботi [74] в сепарабельному гiльбертовому просто-

рi з мiрою для полiномiальних операторiв дослiджено збiжнiсть iнтерполя-

цiйного процесу типу Ермiта заданого степеня в разi зростання кiлькостi

вузлiв та одержано оцiнку швидкостi збiжностi.
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Дослiдження iнтерполяцiї нелiнiйних та полiномiальних операторiв про-

довжено в роботах [41], [42], [76], [133], [134]. В цих роботах одержано бiльш

простi умови iснування розв’язку iнтерполяцiйної задачi, на пiдставi ме-

тоду ортогональних моментiв [99] конструктивно побудовано iнтерполянт

iншої структури, отримано оцiнки точностi iнтерполяцiйних формул в ме-

трицi простору значень оператора.

Основи теорiї iнтерполяцiї побудовано в монографiях [77], [85], [218].

Розглянемо де-якi результати цих робiт бiльш детально, оскiльки ця ди-

сертацiйна робота присвячена розвитку та посиленню деяких результатiв

Макарова В. Л., Хлобистова В. В., пов’язаних з операторною iнтерполяцiєю

в гiльбертових просторах, а також одержанню нових результатiв. Наведенi

нижче результати будуть використанi в дослiдженнях дисертацiйної робо-

ти.

Нехай X, Y — гiльбертовi простори, (·, ·) — скалярний добуток в просто-

рi X, (·, ·)Y — скалярний добуток в просторi Y , µ — деяка мiра, перший

момент якої дорiвнює нулю, а другий обмежений, B — кореляцiйний опера-

тор мiри µ i KerB = ∅. Оператор F : X → Y заданий своїми значеннями

F (Bxi) у вузлах iнтерполяцiї {Bxi}mi=1 ⊂ X. В роботах [77], [85], [218]

розглянуто таку iнтерполяцiйну задачу Лагранжа: потрiбно знайти такий

операторний полiном n-го степеня Pn(x) ∈ Πn, що вiдповiдає iнтерполяцiй-

ним умовам

Pn(Bxi) = F (Bxi), i = 1,m. (1.7)

Введемо позначення: ~F = {F (Bxi)}mi=1, Γ =

∥∥∥∥ n∑
k=0

(Bxi, xj)
k

∥∥∥∥m
i,j=1

, Γ+ —

псевдообернена матриця Мура-Пенроуза до матрицi Γ [102],

A0 = E − Γ+Γ = E − ΓΓ+
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є симетричною iдемпотентною матрицею [57]. Авторами знайдено умови

iснування розв’язку задачi (1.7). Має мiсце такий результат [77].

Теорема 1.1. Для iснування розв’язку задачi полiномiальної операторної

iнтерполяцiї з умовами (1.7) необхiдно та достатньо виконання умови

A0
~F = ~0, (1.8)

де B є самоспряженим, додатньовизначеним оператором, який можна

обрати одиничним.

Нехай Z — матриця, рядками якої є ортонормованi власнi вектори ~cj,

j = 1, r, матрицi Γ з нульовим власним числом (чи, що теж саме, ортонор-

мованi власнi вектори матрицi A0 з власним числом одиниця). Авторами

доведено аналог теореми 1.1.

Теорема 1.2. Для розв’язуваностi задачi полiномiального операторно-

го iнтерполювання з iнтерполяцiйними спiввiдношеннями (1.7) необхiдно

та достатньо виконання умови

Z ~F = ~0. (1.9)

У роботах [77], [85], [218] конструктивно описано всю множину iнтерпо-

ляцiйних операторних полiномiв n-го степеня для F , що заданий своїми

значеннями у вузлах {Bxi}mi=1 у випадку виконання умови (1.8).

Теорема 1.3. Нехай виконується умова (1.8). Тодi формула

P I
n(x) = Qn(x) +

〈
~F − ~Qn,Γ

+
n∑
p=0

{(xi, x)p}mi=1

〉
, (1.10)

коли Qn(x) ∈ Πn, ~Qn = {Qn(Bxi)}mi=1 описує всю множину ΠI
n(F ) iнтер-

поляцiйних для F операторних полiномiв степенi n у вузлах {Bxi}mi=1.
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При цьому самоспряжений додатньовизначений оператор B може бути

обраним одиничним.

Наведемо розв’язок однiєї iз екстремальних задач, що отримано в робо-

тах [77], [85], [218].

Теорема 1.4. Нехай виконується умова (1.9). Тодi полiном P0(x), що ви-

значається формулою

P0(x) =

〈
~F ,Γ+

n∑
p=0

{(xi, x)p}mi=1

〉
, (1.11)

є розв’язком екстремальної задачi

‖P0‖ = inf ‖P I
n‖ =

(〈〈
Γ+ ~F , ~F

〉〉)1/2

, Q(x) ∈ Πn (1.12)

i цей розв’язок єдиний. Тут P I
n(x) iз множини ΠI

n(F ),

<< ~a,~b >>=
m∑
i=1

(αi, βi)Y , ~a = {αi}mi=1,
~b = {βi}mi=1, αi, βi ∈ Y.

Ця теорема є узагальненням теореми Портера [227] про iнтерполяцiйний

полiном з мiнiмальною нормою, що визначений на L2[a, b]. Макаровим В. Л.

та Хлобистовим В. В. цей результат узагальнено на абстрактний гiльбер-

товий простiр. На пiдставi теореми 1.4 можна визначити єдиний розв’язок

iнтерполяцiйної задачi типу Лагранжа, що має мiнiмальну норму серед усiх

iнтерполяцiйних полiномiв (1.10), що вiдповiдають одним iнтерполяцiйним

умовам (1.7).

Важливим в теорiї iнтерполяцiї операторiв є питання про видiлення iз

множини ΠI
n пiдмножини операторних полiномiв, що зберiгають багато-

члени вiдповiдного степеня. У випадку класичної iнтерполяцiї функцiї f :

R1 → R1 у разi виконання умови m = n+1 iнтерполянт Лагранжа зберiгає

полiноми того ж степеня.
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Визначення 1.5. Операторний полiном P c
n(x;F ) n-го степеня iз множи-

ни Πn(F ) називають c-полiномом, якщо вiн задовольняє умовi

P c
n(x;F ) = F (x) ∀F ∈ Πn, ∀x ∈ X.

В [77] доведено теорему про множину Πc
n(F ) операторних полiномiв, що

зберiгають багаточлени вiдповiдного степеня при виконаннi умов теореми

1.2.

Введемо позначення: Γk = ‖(xi, xj)k‖mi,j=1. В термiнах матриць Γ,Γ0,

Γ1 доведено умову iнварiантної розв’язуваностi iнтерполяцiйної задачi Ла-

гранжа в гiльбертовому просторi:

rg(Γ0 + Γ1) + n− 1 ≥ m.

Теореми 1.1, 1.3, а також теорему про множину Πc
n(F ) узагальнено для

довiльних векторних просторiв.

В подальшому в монографiях [77], [85], [218] знайдено розв’язок опера-

торної задачi типу Ермiта з iнтерполяцiйними умовами

p(j)(xi)h
(j)
ij . . . h

(j)
i1 = F (j)(xi)h

(j)
ij . . . h

(j)
i1 , j = 0, ki i = 1,m. (1.13)

Позначимо

~FH = {F (i)(xj)h
(i)
ji h

(i)
j,i−1 . . . h

(i)
j1 , i = 0, kj}mj=1, (1.14)

~qH = {q(i)(xj)h
(i)
ji h

(i)
j,i−1 . . . h

(i)
j1 , i = 0, kj}mj=1, (1.15)

~gH =

 ∂i

∂α1 · · · ∂αi
g

(
xj +

i∑
p=1

αph
(i)
jp , x

)∣∣∣∣∣
α1=···=αi=0

, i = 0, kj


m

j=1

, (1.16)



46

Z — матриця, рядками якої є ортонормованi власнi вектори симетричної

матрицi H = ‖H ls‖ = ‖hlsij‖i=0,kl, j=0,ks
з нульовим власним числом, де

hlsij =
∂i+j

∂α1 . . . ∂αi∂β1 . . . ∂αj
g(xl+

i∑
p=1

αph
(i)
lp , xs+

j∑
p=1

βph
(i)
sp )|α1=···=αi=β1=···=βj=0,

g(u, v) =
n∑
p=0

(u, v)p, u, v ∈ X,

H+ — псевдообернена матриця Мура-Пенроуза до матрицi H [213].

Теорема 1.5. Нехай виконується умова

Z ~FH = ~0, (1.17)

тодi формула

p(x) = q(x) +
〈
~FH − ~qH , H+~gH(x)

〉
(1.18)

коли q(x) ∈ Πn описує всю множину операторних полiномiв типу Ермiта

n-го степеня, що вiдповiдає iнтерполяцiйним умовам (1.13).

Iз множини (1.18) видiлено пiдмножину iнтерполянтiв, що зберiгають

багаточлени вiдповiдного степеня та знайдено умову iнварiантної розв’язу-

ваностi iнтерполяцiйної задачi (1.13):

rgH ≥ min(M,n+ 1),

де M — кiлькiсть iнтерполяцiйних умов (1.13).

Як зазначалося вище, операторна задача Ермiта-Бiркгофа виникає у ви-

падку, коли в iнтерполяцiйних умовах (1.13) вiдсутнi деякi диференцiали

Гато. У векторах ~FH , ~qH та матрицi H викреслимо тi рядки та стовпцi,

якi вiдповiдають диференцiалам Гато, що вiдсутнi в умовах (1.13). З вра-

хуванням цих позначень, Макаровим В. Л. та Хлобистовим В.В. показано,
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що у разi виконання умови (1.17) полiном (1.18), коли q ∈ Πn, описує всю

множину операторних полiномiв типу Ермiта-Бiркгофа n-го степеня у гiль-

бертовому просторi. Використовуючи результати робiт [177], [199] (теорему

Полiа) авторами монографiй знайдено умови iнварiантної розв’язуваностi

цiєї задачi.

У роботi [9] розглянуто задачу iнтерполяцiї функцiї двох змiнних в обме-

женiй областi за вiдомими значеннями на множинi кривих, якi заданi па-

раметрично. На пiдставi результатiв iз [218] для наближення функцiї авто-

рами побудовано iнтерполяцiйний полiном, який має мiнiмальну норму на

множинi iнтерполянтiв. Показано, що одержана iнтерполяцiйна формула

мiстить фундаментальнi полiноми Лагранжа.

Iнтерполяцiя Лагранжа та Ермiта функцiї однiєї змiнної узагальнено на

функцiї вiд багатьох змiнних в роботi P.Kergin [206]. Пiсля цiєї публiка-

цiї з’явилась значна кiлькiсть публiкацiй щодо iнтерполяцiї Кергiна [161],

[162], [170], [169], [172], [221], [222]. В подальшому у [186] розглянуто iн-

терполяцiю Кергiна на множинi функцiй багатьох змiнних та у банахових

просторах, де одержано формулу похибки для апроксимацiї голоморфних

вiдображень. Розглянуто теорему про збiжнiсть, яку можна застосовува-

ти до операторiв на банахових алгебрах, зокрема, на алгебрi квадратних

матриць з комплексними коефiцiєнтами. Зауважимо, що наведенi в роботi

iнтерполяцiйнi формули з точнiстю до еквiвалентних перетворень iнтегра-

лiв збiгаються iз формулами, що ранiше одержанi iншими авторами в [116],

[108]. Iз отриманих формул неможливо одержати класичнi iнтерполяцiйнi

багаточлени Ньютона для функцiй багатьох змiнних [12] на вiдмiну вiд

формул, що побудованi в роботi Макарова В. Л., Хлобистова В. В. та Дем-

кiва I. I. [82]. В останнiй роботi результати iнтерполяцiї функцiй багатьох

змiнних узагальнюються на функцiонали та оператори, що визначенi на
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лiнiйних топологiчних i функцiональних просторах. Iз наведених в роботi

[82] iнтерполяцiйних формул, як частинний випадок, можна отримати ра-

нiше вiдомi [74], [77], [116], [108] та класичнi iнтерполяцiйнi структури для

функцiй багатьох змiнних [12].

Iнтерполяцiйнi операторнi багаточлени Ньютона, якi побудованi на осно-

вi iнтегральних перетворень функцiї однiєї та багатьох змiнних, дослiджено

в роботах [31], [32], [34], [242]. Яновичем Л. О. та Iгнатенко М. В. отримано

полiноми операторного iнтерполювання типу Лагранжа та Ермiта вiдносно

довiльних та деяких конкретних чебишевських систем функцiй [33], [155].

Окремi результати авторiв узагальненi в [35], [243] для операторiв, що за-

данi на декартовому добутку функцiональних та гiльбертових просторах.

В бiльшостi випадкiв наведенi формули є точними для спецiального класу

операторних полiномiв вiдповiдного степеня. В [36] розглянуто проблему

побудови та дослiдження визначених на просторi прямокутних матриць iн-

терполяцiйних операторних багаточленiв довiльного фiксованого степеня.

Побудову та дослiдження iнтерполяцiйних формул у виглядi iнтеграль-

них ланцюгових дробiв на континуальнiй множинi вузлiв розглянуто в

роботах Макарова В. Л., Хлобистова В. В., Демкiва I.I. [79], [81], [182].

Автори робiт [67], [68], [79] показали, що в нескiнченновимiрних про-

сторах єдиностi та iнварiатностi iнтерполянта можна досягнути шляхом

вибору вузлiв, якi залежать вiд дiйсного параметра (континуальностi ву-

злiв). У [79] дослiджено полiномiальне iнтерполювання операторiв F : H →

Y , де H — сепарабельний гiльбертовий простiр, Y — банаховий простiр.

Авторами Яновiчем Л. О. та Худяковим А. П. в роботах [145], [146]

побудовано та дослiджено узагальненi iнтерполяцiйнi багаточлени типу

Ермiта-Бiрхгофа. На їх основi одержано аналогiчнi матричнi полiноми типу

Лагранжа та Ермiта, знайдено клас матричних багаточленiв, що є iнварi-
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антними вiдносно отриманих формул [156] , [158], [241].

Дослiдження регулярностi iнтерполювання типу Ермiта-Бiркхофа, рiзнi

постановки цiєї задачi та деякi її застосування викладено в монографiї

[234]. Випадок одновимiрної задачi iнтерполяцiї Ермiта-Бiркхофа та ви-

користання її для апроксимацiї розв’язку граничної задачi для рiвняння

Лапласа, а також двовимiрний випадок цiєї задачi розглянуто в [214]. Iнтер-

поляцiї Ермiта-Бiркхофа у випадку, коли заданi значення похiдних функцiї

першого та другого порядку дослiджено в роботi [244]. Iнтерполяцiйнi фор-

мули Ермiта-Бiркхофа для функцiй матричної змiнної побудованi в [157].

В роботах Хлобистова В. В., Малишевої Т.М. [141], [142] дослiджено то-

чнiсть iнтерполяцiйних формул Ермiта для полiномiальних, аналiтичних

за Гато операторiв та операторiв, що мають скiнченну кiлькiсть вищих по-

хiдних Фреше у випадку, коли значення оператора та його диференцiалiв

Гато у вузлах iнтерполяцiї є збуреними та доведено збiжнiсть вiдповiдних

iнтерполяцiйних процесiв. Аналiз точностi iнтерполяцiйних формул Абеля-

Гончарова проведено для полiномiальних операторiв.

Узагальнення на банаховий простiр iнтерполяцiї Лагранжа та Ермiта-

Бiркхофа у випадку довiльним чином розташованих вузлiв iнтерполюван-

ня розглянуто G. Allasia в [159], [160], де надано конструктивну характе-

ристику класу кардинальних базисних функцiй у банахових просторах, за

допомогою яких розв’язано iнтерполяцiйнi задачi.

Достатньо часто формули операторної iнтерполяцiї використовуються

для розв’язання операторних рiвнянь. Методи, що одержанi таким чином

називають iнтерполяцiйними. Таким дослiдженням присвяченi роботи [39],

[40], [77], [88], [117], [113].

Теорiя операторної iнтерполяцiї є актуальною та важливою для розв’я-

зання багатьох задач прикладної математики. Ця дисертацiйна робота при-
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свячена подальшому розвитку та посиленню деяких результатiв робiт Ма-

карова В. Л. та Хлобистова В. В., що пов’язанi з полiномiальною опера-

торною iнтерполяцiєю в абстрактних гiльбертових та скiнченновимiрних

евклiдових просторах, а також розробцi та отриманню нових результатiв

в цiй галузi. Наведемо основнi результати, що одержано в дисертацiйнiй

роботi.

В другому роздiлi роботи в гiльбертовому просторi з мiрою знайдено

оцiнки точностi iнтерполяцiйних формул Лагранжа та дослiджено збiжнiсть

iнтерполяцiйного процесу до полiномiального оператора. Доведено, що в

загальному випадку вiдсутня збiжнiсть iнтерполяцiйного процесу з мiнi-

мальною нормою. Показано, що в сепарабельному гiльбертовому просторi

з гаусовою мiрою похибка iнтерполяцiї може бути зроблена як завгодно

малою величиною. Доведено теорему про збiг iнтерполяцiйного полiнома

мiнiмальної норми та iнтерполянта, який побудований за методом ортого-

нальних моментiв, у випадку фiксованих iнтерполяцiйних умов. В подаль-

ших дослiдженнях ця теорема стала пiдґрунтям для отримання оцiнок

точностi iнтерполяцiйних формул та доведення збiжностi iнтерполяцiйного

процесу, на послiдовностi вузлiв, яка обрана певним чином.

Для нелiнiйного оператора у гiльбертовому просторi з мiрою побудовано

iнтерполяцiйнi формули Лагранжа та показано, що iнтерполянти асимпто-

тично зберiгають багаточлени вiдповiдного степеня, що є важливим для

дослiдження точностi iнтерполяцiйних формул та для наближеного обчи-

слення iнтегралiв за мiрою.

У випадку збуреної вихiдної iнформацiї про оператор, що апроксимує-

мо, дослiджено точнiсть iнтерполяцiї полiномiального i цiлого операторiв

та одержано кiлькiсть iнтерполяцiйних вузлiв, перевищення якого не по-

кращує точностi iнтерполяцiї. Для цiлого та полiномiального функцiоналiв,
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що визначенi на просторах L2(0, 1),
0

W 1
2 (0, π) та мають збуренi значення у

вузлах iнтерполяцiї, знайдено оцiнку точностi у разi, коли скалярнi добу-

тки, що мiстяться в iнтерполяцiйнiй формулi обчислюються наближено та

одержано кiлькiсть iнтерполяцiйних умов перевищення якої не покращує

оцiнку точностi.

В скiнченновимiрному евклiдовому просторi розглянуто задачу iнтерпо-

ляцiї Лагранжа в умовах недовизначеностi, тобто коли вихiдної iнформацiї

недостатньо для побудови єдиного iнтерполяцiйного полiнома. Знайдено

умови iснування розв’язку у разi довiльних значень функцiї у вузлах iнтер-

поляцiї. При цьому показано, що розв’язок задачi єдиний i має мiнiмальну

норму на множинi iнтерполяцiйних полiномiв. В лiнiйному нескiнченно-

вимiрному просторi зi скалярним добутком та в скiнченновимiрному ев-

клiдовому просторi дослiджена точнiсть формули Лагранжа на полiномах

вiдповiдного степеня. Доведено, що iнтерполяцiйна формула мiстить фун-

даментальнi полiноми Лагранжа.

В третьому роздiлi в лiнiйному топологiчному просторi для оператора

однiєї змiнної знайдено умови iснування континуальних вузлiв для iнтерпо-

ляцiйного полiному iнтегрального вигляду та наведено узагальнення iнтер-

поляцiйних полiномiв для операторiв багатьох змiнних в сенсi визначення

умов, за яких має мiсце континуальнiсть вiдповiдної множини вузлiв.

В четвертому роздiлi дисертацiйної роботи у гiльбертовому просторi з

мiрою побудовано полiном типу Ермiта у випадку, коли заданi значення

нелiнiйного оператора та його першi диференцiали Гато у вузлах. Доведе-

но теорему про iнтерполянт Ермiта, що має мiнiмальну норму на множинi

iнтерполянтiв з фiксованими iнтерполяцiйними умовами. Теорему узагаль-

нено для iнтерполяцiйних умов Ермiта, що мiстять диференцiали Гато до

певного порядку включно. Побудовано iнтерполяцiйнi формули Ермiта та
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Ермiта-Бiркхофа, наведено iнтерполянт Абеля-Гончарова, що є альтерна-

тивою вiдомим операторним iнтерполянтам. Цi формули є бiльш простими

за побудовою та асимптотично iнварiантнi щодо полiномiв вiдповiдного сте-

пеня. Наявнiсть оцiнок точностi дозволяє застосовувати такi iнтерполянти

для наближення полiномiальних, цiлих та диференцiйованих операторiв.

Дослiджено точнiсть та збiжнiсть iнтерполяцiйного процесу до полiномi-

ального оператора в разi зростання кiлькостi вузлiв.

В скiнченновимiрному евклiдовому просторi розглянуто iнтерполяцiйнi

задачi Ермiта у випадку, коли задано значення функцiї багатьох змiнних та

значення її диференцiалiв Гато до першого та до другого порядкiв вiдпо-

вiдно у вузлах iнтерполяцiї. Показано, що цi задачi мають єдиний розв’язок

мiнiмальної норми серед усiх iнтерполянтiв, що вiдповiдають фiксованим

iнтерполяцiйним умовам. Одержано умови iнварiантної розв’язуваностi та

єдиностi розв’язку цих задач в умовах недовизначеностi, тобто коли вихi-

дної iнформацiї недостатньо, щоб однозначно побудувати iнтерполяцiйний

полiном. У лiнiйному нескiнченновимiрному нормованому просторi та в

скiнченновимiрному евклiдовому просторi показано, що iнтерполяцiйний

полiном Ермiта, що має мiнiмальну норму, яка породжена гаусовою мiрою,

мiстить фундаментальнi полiноми. Дослiджено точнiсть iнтерполяцiйних

формул Ермiта на полiномах вiдповiдного степеня.

Розв’язано екстремальну задачу про iнтерполянт Ермiта-Бiркхофа мi-

нiмальної норми на множинi iнтерполяцiйних полiномiв, якi вiдповiдають

фiксованим iнтерполяцiйним умовам.

В п’ятому роздiлi знайдено новi критерiї сумiсностi лiнiйної системи

рiвнянь (еквiвалентнi теоремi Кронекера-Капеллi) та нерiвностей (еквiва-

лентнi теоремi С.М.Чернiкова), пов’язанi з умовами iснування лiнiйного

iнтерполяцiйного полiнома в евклiдових просторах. Знайдено умови iсну-
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вання розв’язку систем нелiнiйних (полiномiальних) рiвнянь. Розглянуто

застосування iнтерполяцiйних формул для розв’язання задачi побудови

поверхонь, наведено алгоритм оберненої iнтерполяцiї для лiнiйних опера-

торних рiвнянь на пiдставi iнтерполяцiйного полiнома мiнiмальної норми.

Результати роботи також можуть бути використанi при розв’язаннi прикла-

дних задач таких, як: iдентифiкацiя систем, розпiзнавання образiв, нейро-

логiї, балiстики, економiки, тощо.

Джерела, що використанi у роздiлi 1

Для написання даного роздiлу було використано 136 джерел [1], [4], [6] [8]

– [12], [14], [15], [18], [19], [20], [23] – [26], [28], [30] – [34], [36], [38] – [42],

[51], [52], [54], [55], [57], [58] – [64], [66], [68] – [79], [81], [82], [85], [87], [88],

[93], [100], [102], [104], [108], [110], [113] – [117], [119], [121], [126], [133], [134],

[141], [142], [145], [146], [150], [153] – [162], [164], [165], [169] – [172], [177], [180]

– [183], [186], [187], [189] – [193], [195] – [199], [206], [212], [213], [214], [216],

[217], [218], [221] – [227], [229] — [244], посилання на якi зазначенi в текстi

роздiлу.



Роздiл 2

Iнтерполяцiйна задача Лагранжа в

гiльбертових та евклiдових просторах

Одним iз важливих аспектiв теорiї наближення операторiв є полiномiаль-

на iнтерполяцiя, аналiз її точностi та питання збiжностi iнтерполяцiйних

процесiв. Незначна кiлькiсть публiкацiй в цiй областi насамперед обумовле-

на неабиякими труднощами дослiджень таких наближень. Для операторiв

n разiв диференцiйованих за Гато та цiлих, аналiз точностi iнтерполяцiї

полiномiальними операторами наведено в роботах [77], [127]. Для операто-

рiв довiльної нелiнiйностi отримання оцiнок точностi такої iнтерполяцiї є

дуже складною проблемою i навiть тодi, коли в окремих випадках оцiн-

ки одержанi, то вони мають суто теоретичний характер та мало кориснi

для прикладних задач. Але якщо операторна нелiнiйнiсть полiномiальна,

то оцiнки точностi iнтерполяцiї бiльш конструктивнi для застосування на

практицi в порiвняннi з випадками iншого вигляду нелiнiйностi оператора.

Крiм того, вiдмiтимо, що наближення (зокрема iнтерполяцiя) полiномi-

альних операторiв належать до дуже важливого класу практичних задач

(наприклад, задача iдентифiкацiї полiномiальних систем) [181].

В цьому розiдiлi буде проведено аналiз точностi полiномiальних, цiлих

операторiв та функцiоналiв у разi збуреної вихiдної iнформацiї про опера-

54
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тор (функцiонал), що апроксимуємо, дослiджено збiжнiсть iнтерполяцiй-

ного процесу Лагранжа

2.1 Теореми про точнiсть та збiжнiсть iнтерполяцiйного процесу

в гiльбертовому просторi з мiрою

Нехай X, Y — гiльбертовi просторi (X є сепарабельним), µ — деяка мiра на

X така, що її перший момент дорiвнює нулю, а другий обмежений [17], B —

кореляцiйний оператор мiри, вiн є ядерним,KerB = ∅. Позначимо через Πn

множину (1.1) неперервних операторних полiномiв степеня n. Оснастимо

цю множину скалярним добутком

(P1, P2)H =
n∑
k=0

∫
X

· · ·
∫
X

(
L

(1)
k (v1, v2, . . . , vk), L

(2)
k (v1, v2, . . . , vk)

)
Y
× (2.1)

×µ(dvk) · · ·µ(dv2)µ(dv1)

та, вiдповiдно, нормою ‖P‖H = (P, P )
1
2

H , де L
(1)
k , L

(2)
k — k-лiнiйнi операторнi

форми полiномiв P1, P2 вiдповiдно, (·, ·)Y — скалярний добуток в Y . Нехай

{ei}∞i=1 — система власних ортонормованих елементiв оператора B, {λi}∞i=1

— система вiдповiдних власних значень, λi > 0, i = 1, 2, . . . , λ1 ≥ λ2 ≥ · · · .

Нехай надалi xi =
ei√
λi
, тодi Bxi =

√
λiei, i = 1, 2, . . . . Введемо матрицю

Vm =

∥∥∥∥ n∑
k=0

(Bxi, xj)
k
X

∥∥∥∥m
i,j=1

, де (·, ·)X — скалярний добуток в X та фiксова-

ний елемент y = (y1, y2, . . . , ym) ∈ Y m. Визначимо задачу полiномiальної

операторної iнтерполяцiї таким чином: знайти полiном P I ∈ Πn, для якого

виконуються iнтерполяцiйнi умови

P I(Bxi) = yi, i = 1,m. (2.2)
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В [128], [132] одержано iнтерполяцiний полiном P ∗ ∈ Πn, що задовольняє

умовам (2.2) та має мiнiмальну норму серед усiх iнтерполяцiйних оператор-

них полiномiв степеня n. При цьому

P ∗(x) =

〈
y, V −1

m

n∑
k=0

{(xi, x)kX}mi=1

〉
, (2.3)

‖P ∗‖2
H = min

P∈ΠI
n

‖P‖2
H =

〈〈
V −1
m y, y

〉〉
,

ΠI
n =

{
P : P ∈ Πn, P (Bxi) = yi, i = 1,m

}
,

де 〈z, α〉 =
m∑
i=1

ziαi, 〈〈u, v〉〉 =
m∑
i=1

(ui, vi)Y , z = {zi}mi=1, u = {ui}mi=1, v =

{vi}mi=1 ∈ Y m, α = {αi}mi=1 ∈ Rm.

Нехай P ∈ Πn, а yi в (2.2) обираємо рiвними P (Bxi), i = 1,m. В [129]

доведено, що похибка iнтерполяцiї ∆m полiнома P iнтерполянтом P ∗ має

вигляд

∆2
m = ‖P − P ∗‖2

H = ‖P‖2
H − %2

m, (2.4)

а послiдовнiсть

%2
m =

〈〈
V −1
m y, y

〉〉
зростаюча

%2
1 ≤ %2

2 ≤ %2
3 ≤ · · · . (2.5)

Iз спiввiдношень (2.4), (2.5) маємо такi важливi наслiдки: в разi зростан-

ня кiлькостi вузлiв iнтерполяцiї iнтерполяцiйна похибка може бути тiльки

зменшена; з урахуванням (2.4) послiдовнiсть {%2
m}∞m=1 обмежена зверху, а

тому має границю %2
∞, коли m→∞. Отже,
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inf
m

∆2
m = ∆2

∞ = ‖P‖2
H − %2

∞.

В [129] також доведено, що у разi виконання умови

1

m

(
m∑
i=1

√
λi

)2

→ 0, m→∞ (2.6)

найменше значення похибки iнтерполяцiї дорiвнює

inf
m

∆2
m = ∆2

∞ = ‖P − P (0)‖2
H −

1

n

∞∑
i=1

‖P (Bxi)− P (0)‖2, (2.7)

а в разi n = 1 iнтерполяцiйний процес збiгається до оператора P в нормi

‖ · ‖H , коли m→∞. Таким чином, має мiсце теорема 2.1 [207].

Теорема 2.1. В гiльбертовому просторi з мiрою в загальному випадку

вiдсутня збiжнiсть iнтерполяцiйного операторного процесу (2.3) до опе-

ратора P ∈ Πn. Якщо ж n = 1, то iнтерполяцiйний процес збiгається

до оператора P в нормi ‖ · ‖H , коли m→∞.

В подальшому, ми покажемо, що для будь-якого ε > 0 похибка iн-

терполяцiї ∆m може бути зроблена меншою вiд ε. При цьому реалiзацiю

нерiвностi ∆m < ε можна здiйснити одночасно двома шляхами — як за

рахунок збiльшення кiлькостi вузлiв iнтерполяцiї (послiдовнiсть {%2
m}∞m=1

є зростаючою), так i за рахунок зменшення норми ‖P‖H (вибiр вiдповiдної

мiри µ). Надалi будемо вважати мiру µ на просторi X гаусовою та пере-

йдемо до таких мiркувань. Спочатку пошлемося на результат, одержаний

Ю. В. Прохоровим [97]. Нехай N — сукупнiсть всiх ядерних додатних са-

моспряжених операторiв, визначених на X. Тодi кореляцiйний оператор

будь-якої гаусової мiри належить класу N i якщо B ∈ N, то

ϕ(x) = exp{−1/2(Bx, x)X}, mµ = 0
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є характеристичним функцiоналом деякої гаусової мiри µ на X (mµ — се-

реднє значення мiри).

Визначимо оператор B на просторi X за формулою

Bx =
∞∑
k=1

λk(x, ek)Xek, x ∈ X, λk > 0,
∞∑
k=1

λk <∞, (2.8)

де {ek}∞k=1 — ортонормований базис в X. Неважко бачити, що B у формулi

(2.8) є ядерним, додатнiм, самоспряженим оператором, для якого ek, k =

1, 2, . . . є власними елементами з вiдповiдними власними значеннями λk,

k = 1, 2, . . .. Оберемо λk = qk, q ∈ (0, 1). Очевидно, що цi λk задовольняють

умовi (2.8). Для фiксованого q з iнтервалу (0, 1) iснує оператор B в (2.8),

який за Ю. В. Прохоровим визначає гаусову мiру µ на X [97]. Ця мiра, в

свою чергу, породжує скалярний добуток (·, ·)H та норму ‖ ·‖H на множинi

Πn. В подальшому розмiрковуємо таким чином: на пiдставi формули (2.4),

(2.5) маємо

∆2
m → ∆2

∞, коли m→∞.

Це означає, що для будь-якого ε > 0 iснує такий номер M = M(ε), що

коли m > M , то

∆2
m −∆2

∞ <
ε2

2
. (2.9)

З iншого боку, згiдно (2.7),

∆2
∞ = ‖P‖2

H − %2
∞ < ‖P − P (0)‖2

H (2.10)

Тепер покажемо, що за рахунок вибору q для заданого ε > 0 величина ∆2
∞

може бути зроблена меншою за
ε2

2
. Дiйсно, покажемо це. На пiдставi (2.1)

виконується рiвнiсть
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‖P − P (0)‖2
H = ‖L1‖2

H + ‖L2‖2
H + · · ·+ ‖Ln‖2

H . (2.11)

Далi, з урахуванням спiввiдношення [17]

∫
X

(x, u)X(x, v)Xµ(dx) = (Bu, v)X ,

маємо

‖L1‖2
H =

∫
X

(L1(v), L1(v))Y µ(dv) =

=

∫
X

(
L1

( ∞∑
i=1

(v, ei)Xei

)
, L1

( ∞∑
k=1

(v, ek)Xek

))
Y

µ(dv) =

=
∞∑

i,k=1

(L1(ei), L1(ek))Y

∫
X

(v, ei)X(v, ek)Xµ(dv) =

=
∞∑

i,k=1

(L1(ei), L1(ek))Y (Bei, ek)X =
∞∑
i=1

λi‖L1(ei)‖2, (2.12)

‖L2‖2
H =

∫
X

∫
X

(L2(v1, v2), L2(v1, v2))Y µ(dv2)µ(dv1) =

=

∫
X

∫
X

(
L2

( ∞∑
i=1

(v1, ei)Xei,
∞∑
k=1

(v2, ek)Xek

)
,

L2

( ∞∑
j=1

(v1, ej)Xej,
∞∑
p=1

(v2, ep)Xep

))
Y

µ(dv2)µ(dv1) =

=
∞∑

i,k=1

∞∑
j,p=1

(L2(ei, ek), L2(ej, ep))Y

∫
X

(v1, ei)X(v1, ej)Xµ(dv1)×

×
∫
X

(v2, ek)X(v2, ep)Xµ(dv2) =
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=
∞∑

i,k=1

∞∑
j,p=1

(L2(ei, ek), L2(ej, ep))Y λi(ei, ej)Xλk(ek, ep)X =

=
∞∑

i,k=1

λiλk‖L2(ei, ek)‖2, (2.13)

‖Ln‖2
H =

∫
X

∫
X

· · ·
∫
X

(L2(v1, v2, . . . , vn), Ln(v1, v2 . . . , vn))Y ×

×µ(dvn) · · ·µ(dv2)µ(dv1) =

=

∫
X

∫
X

· · ·
∫
X

(
Ln

( ∞∑
i1=1

(v1, ei1)Xei1,
∞∑
i2=1

(v2, ei2)Xei2, . . . ,
∞∑
in=1

(vn, ein)Xein

)
,

Ln

( ∞∑
j1=1

(v1, ej1)Xej1,
∞∑
j2=1

(v2, ej2)Xej2, . . . ,
∞∑
jn=1

(vn, ejn)Xejn

))
Y

×

×µ(dvn) · · ·µ(dv2)µ(dv1) =

=
∞∑

i1,i2,...,in=1

∞∑
j1,j2,...,jn=1

(Ln(ei1, ei2, . . . , ein), Ln(ej1, ej2, . . . , ejn))Y ×

×
∫
X

(v1, ei1)X(v1, ej1)Xµ(dv1)

∫
X

(v2, ei2)X(v2, ej2)Xµ(dv2) · · · ×

×
∫
X

(vn, ein)X(vn, ejn)Xµ(dvn) =

=
∞∑

i1,i2,...,in=1

∞∑
j1,j2,...,jn=1

(Ln(ei1, ei2, . . . , ein), Ln(ej1, ej2, . . . , ejn))Y ×
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×λi1(ei1, ej1)Xλi2(ei2, ej2)X · · ·λin(ein, ejn)X =

=
∞∑

i1,i2,...,in=1

λi1λi2 · · ·λin‖Ln(ei1, ei2, . . . , ein)‖2. (2.14)

Пiдставимо (2.12) — (2.14) в нерiвностi (2.10), (2.11). В результатi одержимо

∆2
∞ < ‖P − P (0)‖2

H =
∞∑
i1=1

λi1‖L1(ei1)‖2 +
∞∑

i1,i2=1

λi1λi2‖L2(ei1, ei2)‖2+

+ · · ·+
∞∑

i1,i2,...,in=1

λi1λi2 · · ·λin‖Ln(ei1, ei2, . . . , ein)‖2 <

< ‖L‖2

{
q

1− q
+

(
q

1− q

)2

+ · · ·+
(

q

1− q

)n}
=

=
q

(1− q)n

{
(1− q)n − qn

1− 2q

}
‖L‖2, (2.15)

де q 6= 1/2, ‖L‖ = max
1≤k≤n

‖Lk‖, ‖Lk‖ — традицiйна норма k-лiнiйного опера-

тора. З нерiвностi (2.15) випливає, що для заданого ε > 0 можна зафiксу-

вати таке q iз iнтервалу (0, 1), що

∆2
∞ <

ε2

2
. (2.16)

Враховуючи (2.9), (2.16), одержимо

∆2
m < ∆2

∞ +
ε2

2
< ε2.

Таким чином, було доведено таку теорему [130]:

Теорема 2.2. Для будь-якого ε > 0 iснує такий номер M = M(ε) i така

гаусова мiра µ = µ(ε) на гiльбертовому сепарабельному просторi X, що

коли m > M , то
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∆m = ‖P − P ∗‖H < ε,

де ‖ · ‖H визначається континуальним iнтегралом за гаусовою мiрою µ.

Зауваження 2.1. В [134] метод ортогональних моментiв [99] для визна-

чення коефiцiєнтiв Фур’є ядер функцiональних полiномiв iнтегрального

вигляду було узагальнено на операторнi полiноми, що визначенi в абстра-

ктному гiльбертовому просторi. Там же було побудовано iнтерполяцiй-

ний процес для операторного полiнома у випадку зростання кiлькостi

вузлiв. Але для побудови цього iнтерполянта потрiбно використати зна-

чення операторного полiнома як у самих вузлах так i в будь-яких сумах

цих вузлiв, кiлькiсть яких не перевищує n. Зрозумiло, що це на порядки

по m бiльше, нiж для побудови iнтерполянта (2.3).

2.2 Збiжнiсть iнтерполяцiйного процесу мiнiмальної норми в гiль-

бертовому просторi з мiрою до полiномiального оператора

На практицi поширенi нелiнiйнi системи, що описуються операторними по-

лiномами [226]. Побудова математичних моделей таких систем призводить

до задачi полiномiальних наближень, зокрема, до задачi полiномiальної

iнтерполяцiї. Важливе значення мають оцiнки точностi полiномiальних на-

ближень та теореми про збiжнiсть вiдповiдних iнтерполяцiйних процесiв у

випадку зростання кiлькостi вузлiв iнтерполювання. У роздiлi 2.1 показано,

що в гiльбертовому просторi з мiрою в загальному випадку немає збiжностi

iнтерполяцiйного процесу з мiнiмальною нормою, який побудовано в [77].

В цьому роздiлi буде показано, що iснує послiдовнiсть вузлiв iнтерполяцiї

на якiй iнтерполяцiйний процес з мiнiмальною нормою збiгається.

Нехай X, Y — дiйснi гiльбертовi простори (X — сепарабельний), (·, ·) —

скалярний добуток в просторi Y , Πn — множина неперервних операторних
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полiномiв Pn : X → Y степеня n, що визначається за формулою (1.1).

Нехай µ — деяка мiра на X така, що її перший момент дорiвнює нулю, а

другий обмежений [17], [27], B — кореляцiйний оператор мiри µ, ядерний та

KerB = Ø. Оснастимо множину Πn скалярним добутком, що визначається

за формулою (2.1). Вiдповiдно до скалярного добутку на Πn введемо норму

‖P‖H = (P, P )
1/2
H . Нехай заданi системи елементiв {xi}mi=1, {Bxi}mi=1 ⊂ X.

Розглянемо матрицю

Γm =

∥∥∥∥∥
n∑
p=0

(Bxi, xj)
k
X

∥∥∥∥∥
m

i,j=1

,

де (·, ·)X — скалярний добуток в X. Нехай Z — матриця, рядками якої є ко-

ординати ортонормованої системи власних векторiв матрицi Γm з нульовим

власним числом. Нехай y = (y1, y2, . . . , ym) ∈ Y m заданий. В монографiї [77]

показано, що задача полiномiального операторного iнтерполювання, тобто

задача знаходження полiному, що вiдповiдає умовам

Pn(Bxi) = yi, i = 1,m, Pn ∈ Πn, (2.17)

має розв’язок лише в тому випадку, коли

Zy = 0.

При цьому iснує множина розв’язкiв цiєї задачi (1.10), а iнтерполяцiйний

операторний полiном, що має мiнiмальну норму серед усiх цих розв’язкiв

має вигляд (1.11), вiдповiдає iнтерполяцiйним умовам (2.17) та є єдиним.

Нехай {ei}mi=1 — ортонормована система власних елементiв оператора B.

Оберемо вузли iнтерполяцiї у такий спосiб: Bx0 = 0, а решту N вузлiв

Bxi, i = 1, N, подамо у виглядi всiляких сум елементiв ei по одному, по два

i т.д. до m доданкiв включно, тобто
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Bxi = ei1 + ei2 + · · ·+ eik, 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ ij ≤ m.

Неважко бачити, що N =
m∑
k=1

Ck
m+k−1. При цьому x0 = 0, а xi, i = 1, N,

визначаються таким же чином, як i Bxi, але за системою елементiв
ei
λi
, де

λi — власнi числа оператора B, що вiдповiдають елементам ei, i = 1,m.

У роботi [99] розв’язано задачу iдентифiкацiї полiномiальних функцiо-

нальних систем методом ортогональних моментiв з наступним застосува-

нням схем видiлення однорiдних функцiй. У [134] цей метод узагальнює-

ться на випадок побудови iнтерполянта для полiномiальних операторiв у

гiльбертовому просторi. Розглянемо розв’язок задачi (2.17) методом орто-

гональних моментiв [134] на послiдовностi вузлiв Bxi, i = 0, N . При цьому

iнтерполяцiйний операторний полiном за системою вузлiв Bxi, i = 0, N,

має вигляд

P I
n(x) =

n∑
k=0

Lk

(
m∑
ik=1

(x, eik)Xeik

)k

=

=
n∑
k=0

m∑
i1,i2,...,ik=1

Lk(ei1, ei2, . . . , eik)(x, ei1)X(x, ei2)X · · · (x, eik)X , (2.18)

де Lk(ei1, ei2, . . . , eik) визначаються єдиним чином на пiдставi iнтерполяцiй-

них умов

P I
n(Bxi) = yi, i = 0, N, (2.19)

за допомогою рекурентної процедури, що викладена в [134]. Ця процедура

еквiвалентна розв’язанню системи лiнiйних рiвнянь (2.19) вiдносно невi-

домих Lk(ei1, ei2, . . . , eik). Звiдси випливає, що матриця системи (2.19) має

обернену.
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Розглянемо тепер розв’язок задачi (2.17) на послiдовностi вузлiв Bxi,

i = 0, N, за допомогою iнтерполяцiйного полiнома, який має мiнiмальну

норму серед усiх розв’язкiв iнтерполяцiйної задачi (2.19). Попередньо зро-

бимо таке зауваження. Iнтерполянт (2.18) є розв’язком задачi (2.17) на

послiдовностi вузлiв Bxi, i = 0, N, у разi будь-яких значень yi, i = 0, N,

тобто ця задача iнварiантно розв’язувана. З цього факту випливає, що

Zy = 0 при будь-якому y, а це означає, що Z ≡ 0. Остання рiвнiсть рiв-

носильна тому, що матриця ΓN+1, що побудована за системою елементiв

xi, i = 0, N, має обернену. Таким чином iнтерполянт мiнiмальної норми

(1.11) на послiдовностi вузлiв Bxi, i = 0, N, набуває вигляду

P ∗n(x) =

〈
y,Γ−1

N+1

n∑
k=0

{(x, xi)kX}Ni=0

〉
, y ∈ Y N+1. (2.20)

Розкриємо дужки < ·, · > у (2.20) та зведемо формулу для P ∗n(x) до вигля-

ду (2.18), де замiсть Lk(ei1, ei2, . . . , eik) будуть деякi значення yi1i2...ik ∈ Y .

Послiдовнiсть цих значень є розв’язком системи лiнiйних рiвнянь

P ∗n(Bxi) = yi, i = 0, N. (2.21)

Порiвняємо системи рiвнянь (2.19), (2.21). Матрицi цих систем спiвпада-

ють. Оскiльки, як зазначено вище, матриця системи (2.19) невироджена,

то i матриця системи (2.21) має обернену. Звiдси випливає, що

yi1i2...ik = Lk(ei1, ei2, . . . , eik).

Таким чином, нами доведено таку теорему

Теорема 2.3. Iнтерполяцiйнi полiноми P I
n(x) та P ∗n(x), що побудованi за

системою вузлiв Bxi, i = 0, N, тотожньо спiвпадають.
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Приклад 2.1. Розглянемо побудову iнтерполянта мiнiмальної норми дру-

гого степеня (2.20) у випадку, коли заданi значення оператора F2(x) у

вузлах

x1 = 0, x2 = e1, x3 = e2, x4 = 2e1, x5 = 2e2, x6 = e+ 1 + e2.

Нехай система вузлiв {ei}i=1,2 ⊂ X є ортонормованою та заданi значення

оператора : y = {F2(xi)}6
i=1. Для цього випадку N + 1 = 6, матриця Γ6

та обернена до неї Γ−1
6 мають вигляд:

Γ6 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 1 1 1 1 1

1 3 1 7 1 3

1 1 3 1 7 3

1 7 1 21 1 7

1 1 7 1 21 7

1 3 3 7 7 7

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,Γ−1

6 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

6, 5 −4 −4 1 1 0, 5

−4 5, 5 0, 5 −1, 5 0 −0, 5

−4 0, 5 5, 5 0 −1, 5 −0, 5

1 −1, 5 0 0, 5 0 0

1 0 −1, 5 0 0, 5 0

0, 5 −0, 5 −0, 5 0 0 0, 5

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Визначемо вектор Γ−1
6

2∑
k=0

{(x, xi)kX}6
i=1 =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1− 1, 5(x, e1) + 0, 5(x, e1)
2 − 1, 5(x, e2) + 0, 5(x, e2)

2 + (x, e1)(x, e2)

2(x, e1)− (x, e1)
2 − (x, e1)(x, e2)

2(x, e2)− (x, e2)
2 − (x, e1)(x, e2)

−0, 5(x, e1) + (x, e1)
2

−0, 5(x, e2) + (x, e2)
2

(x, e1)(x, e2)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Отже, пiсля пiдстановки в (2.20) отримаємо

P ∗2 (x) = F2(0) + {2F2(e1)−
3

2
F2(0)− 1

2
F2(2e1)}(x, e1)+
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+{2F2(e2)−
3

2
F2(0)− 1

2
F2(2e2)}(x, e2)+

1

2
(x, e1)

2{F2(2e1)−2F2(e1)+F2(0)}+

+
1

2
(x, e2)

2{F2(2e2)− 2F2(e2) + F2(0)}+

+(x, e1)(x, e2){F2(e1 + e2)− F2(e1)− F2(e2) + F2(0)}.

Тепер для побудови iнтерполянта використаємо формулу (2.18) (n = 2):

P I
2 (x) = L0 +

2∑
i=1

L1(ei)(x, ei) +
2∑
i=1

2∑
j=1

L2(ei, ej)(x, ei)(x, ej).

Для визначення операторних форм L1(ei), L2(ei, ej) скористаємося ре-

курентними формулами iз [134]. Маємо: L0 = F2(0),

L2(e1, e2) =
1

2
{F2(e1 + e2)− F2(e1)− F2(e2) + F2(0)},

L2(e1, e1) =
1

2
{F2(2e1)− 2F2(e1) + F2(0)},

L2(e2, e2) =
1

2
{F2(2e2)− 2F2(e2) + F2(0)},

L1(e1) = 2F2(e1)−
3

2
F2(0)− 1

2
F2(2e1),

L1(e2) = 2F2(e2)−
3

2
F2(0)− 1

2
F2(2e2).

Пiсля пiдстановки L1(ei), L2(ei, ej) в iнтерполяцiйну формулу, одержимо,

що P ∗2 (x) ≡ P I
2 (x).
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Нехай тепер Pn(x) — неперервний полiномiальний оператор iз множини

Πn та нехай в (2.21) yi = Pn(Bxi), i = 0, N. Розглянемо питання про збi-

жнiсть iнтерполяцiйного процесу P ∗n(x) до Pn(x) у випадку, коли m → ∞

в метрицi простору H. Доведемо таку теорему [207]:

Теорема 2.4. Має мiсце рiвнiсть

lim
m→∞

‖Pn − P ∗n‖H = 0.

Доведення. Дiйсно, вiдповiдно до результатiв монографiї [85] виконується

рiвнiсть

lim
m→∞

‖Pn − P ∗n‖2
H = lim

m→∞

[
‖Pn‖2

H − ‖P ∗n‖2
H

]
=

= ‖Pn‖2
H − lim

m→∞
‖P ∗n‖2

H , (2.22)

‖P ∗n‖2
H = ‖P I

n‖2
H =

=
n∑
k=0

∫
X

· · ·
∫
X

∥∥∥∥∥Lk
(

m∑
i1=1

(v1, ei1)Xei1, . . . ,
m∑
ik=1

(vk, eik)Xeik

)∥∥∥∥∥
2

× (2.23)

×µ(dv1) · · ·µ(dvk).

Оскiльки операторнi форми Lk(x1, x2, . . . , xk) є неперервними, а у випадку,

коли KerB = Ø ортонормована система власних векторiв оператора B

може бути обраною базисом простору X [7], то

∥∥∥∥∥Lk
(

m∑
i1=1

(v1, ei1)Xei1, . . . ,
m∑
ik=1

(vk, eik)Xeik

)∥∥∥∥∥
2

≤ ‖Lk‖2‖v1‖2 · · · ‖vk‖2.
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Права частина цiєї нерiвностi iнтегровна за мiрою µ:

∫
X

· · ·
∫
X

‖Lk‖2‖v1‖2 · · · ‖vk‖2µ(dv1) · · ·µ(dvk) =

= ‖Lk‖2

( ∞∑
i=1

λi

)k

= ‖Lk‖2(TrB)k.

На пiдставi теореми Лебега одержимо

lim
m→∞

‖P ∗n‖2
H =

=
n∑
k=0

lim
m→∞

∫
X

· · ·
∫
X

∥∥∥∥∥Lk
(

m∑
i1=1

(v1, ei1)Xei1, . . . ,
m∑
ik=1

(vk, eik)Xeik

)∥∥∥∥∥
2

×

×µ(dv1) · · ·µ(dvk) =

=
n∑
k=0

lim
m→∞

∫
X

· · ·
∫
X

∥∥∥∥∥Lk
( ∞∑
i1=1

(v1, ei1)Xei1, . . . ,
∞∑
ik=1

(vk, eik)Xeik

)∥∥∥∥∥
2

×

×µ(dv1) · · ·µ(dvk) =

=
n∑
k=0

∫
X

· · ·
∫
X

‖Lk(v1, . . . , vk)‖2µ(dv1) · · ·µ(dvk) = ‖Pn‖2
H .

З останньої рiвностi на пiдставi (2.22) та (2.23) одержимо збiжнiсть P ∗n(x)

до Pn(x) в метрицi простору H. Теорему 2.4 доведено.

Зауваження 2.2. В задачi iнтерполяцiї полiномiальних операторiв для

iнтерполянта, що побудований за методом ортогональних моментiв, за

вузли iнтерполяцiї було обрано всiлякi суми
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ei1 + ei2 + · · · eik, 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ ij ≤ m.

Можна показати, що вузлами iнтерполювання будуть також всi точки

лiнiйного пiдпростору, що утворений ортонормованою системою елемен-

тiв {ei}mi=1. Це випливає безпосередньо iз побудови P I
n(x), оскiльки

P I
n(x) = Pn(x),

коли x = α1e1 + α2e2 · · ·αmem, αi ∈ R1, i = 1,m.

2.3 Операторний iнтерполянт Лагранжа, що є асимптотично то-

чним на полiномах вiдповiдного степеня

В нескiнченновимiрному гiльбертовому просторi iнтерполяцiйна задача в

загальному випадку має множину розв’язкiв, а знаходження iнтерполянтiв,

що зберiгають полiноми вiдповiдного степеня пов’язано з певними трудно-

щами. В [27], [186] наведено результати по побудовi iнтерполянтiв типу

Ньютона, що є асимптотично точними на полiномах вiдповiдного степеня.

Вiдмiтимо, що умова асимптотичного збереження багаточленiв належить

в цих роботах до постановки iнтерполяцiйної задачi, при цьому реалiза-

цiя iнтерполяцiйних формул вимагає варiацiй чи похiдних вищих порядкiв

та вiдповiдних кратних iнтегралiв Рiмана-Стiльт’єса за оператором ска-

лярного аргументу. Властивiсть збереження iнтерполяцiйними полiномами

багаточленiв того ж степеня є дуже важливою для прикладних задач, а са-

ме таких, як: побудова квадратурних формул у випадку iнтегрування за

мiрою; одержання оцiнок точностi iнтерполяцiї та теорем про збiжнiсть

послiдовностi iнтерполянтiв при зростаннi числа вузлiв до оператора, що

iнтерполюємо, а також оцiнок, якi використовують нерiвнiсть Лебега та iн.
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В цьому параграфi буде розглянуто операторний iнтерполяцiйний полi-

ном, який побудовано в [134]; показано, що вiн асимптотично (при збiль-

шеннi числа вузлiв) зберiгає багаточлени вiдповiдного степеня та має мi-

нiмальну норму серед всiєї множини розв’язкiв посталеної задачi iнтерпо-

лювання [77], [85]. При цьому для його побудови необхiдно знати лише

iнформацiю про вузловi значення оператора, якщо розглядаємо задачу

типу Лагранжа. Зауважимо, що на практицi поширенi нелiнiйнi системи

полiномiального вигляду [194]. Якщо iнтерполянт асимптотично (множина

вузлiв є злiченою) зберiгає полiноми, а для задач апроксимацiї операторiв

в загальному випадку задається точнiсть наближення, то для її забезпе-

чення можна визначити необхiдне число вузлiв i немає потреби вимагати

нескiнченного його зростання .

Нехай X, Y — гiльбертовi простори (X — сепарабельний), Πn — мно-

жина операторних полiномiв Pn : X → Y степеня n, що визначається за

формулою (1.1), {ei}mi=1 ⊂ X — елементи базисної ортонормованої системи

в X, а множину J(m), що побудована за системою елементiв ei, i = 1,m,

визначимо таким чином

J(m) = {0, ei1 + ei2 + · · ·+ eik, k = 1, n, ij = 1,m, m ≥ n}. (2.24)

Число елементiв множини J(m) дорiвнює 1+N , N =
n∑
k=1

Ck
m+k−1. Оператор

F : X → Y , в загальному випадку нелiнiйний, заданий своїми значеннями

F (xi) ∈ Y, i = 0, N, на множинi J(m). Iнтерполяцiйна задача Лагран-

жа полягає у наступному: потрiбно знайти такий полiном Pmn : X → Y ,

Pmn ∈ Πn, що вiдповiдає умовам

Pmn(xi) = F (xi), i = 0, N, xi ∈ J(m). (2.25)

Узагальнюючи метод ортогональних моментiв [134], iнтерполянт Pmn(x)
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будемо шукати на послiдовностi вузлiв xi ∈ J(m), i = 0, N у виглядi

Pmn(x;F ) =
n∑
k=0

m∑
i1,i2,...,ik=1

ai1i2...ik(F )(x, ei1)(x, ei2) · · · (x, eik) (2.26)

де (·, ·) — скалярний добуток в X, ai1i2...ik(F ) ∈ Y — невiдомi коефiцiєнти,

що є симетричними вiдносно своїх iндексiв, кiлькiсть яких дорiвнює N +1.

Iнтерполянт (2.26) є розв’язком поставленої задачi, якщо

ai1i2...ik(F ), k = 1, n,

визначаються за рекурентними спiввiдношеннями:

ai1i2...in(F ) =
1

n!
{Fn(ei1 + ei2 + · · ·+ ein)+

+
[
Fn(ei1 + ei2 + · · ·+ ein−1

) + · · ·+ Fn(ei2 + ei3 + · · ·+ ein)
]
−

−
[
Fn(ei1 + ei2 + · · ·+ ein−2

) + · · ·+ Fn(ei3 + ei4 + · · ·+ ein)
]

+ · · ·+

+(−1)n−1 [Fn(ei1) + Fn(ei2) + · · ·+ Fn(ein)] + (−1)nFn(0)
}
, (2.27)

для знаходження ai1i2...in−1
(F ) замiнемо у формулi (2.27) n на n− 1, а зна-

чення Fn(x) на множинi вузлiв J(m) на

Fn(x)−
m∑

i1,i2,...,in=1

ai1i2...in(F )(x, ei1)(x, ei2) · · · (x, ein)

i т.д. Вiдмiтимо, що коефiцiєнти ai1i2...ik(F ), число яких дорiвнює N+1, мо-

жна знайти iз системи (2.25), що складається iз N+1 рiвняння. При цьому

невiдомi, що визначенi за допомогою рекурентної процедури та iз системи
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(2.25) спiвпадають [77]. Зауважимо, що iнтерполянт (2.26), (2.27) розв’я-

зує задачу (2.25) при будь-яких значеннях оператора у вузлах F (xi) ∈ Y,

i = 1,m, xi ∈ J(m), тобто дана задача iнварiантно розв’язувана. А от-

же, умова iснування розв’язку (1.9) виконується ∀F (xi) ∈ Y, xi ∈ J(m),

i = 1,m. Це означає, що в цьому випадку матриця iз теореми 1.2 Z ≡ 0.

Розглянемо розв’язок iнтерполяцiйної задачi (2.25) для полiномiального

оператора F (x) = Fn(x) ∈ Πn,

Fn(x) = L0 + L1x+ L2x
2 + · · ·+ Lnx

n.

Значення операторних форм Lk(ei1, ei2, . . . , eik), k = 1, n, знайдемо на пiд-

ставi рекурентної процедури (2.27). Одержимо, що на пiдпросторi, який

утворений базисом {ei}mi=1 ⊂ X полiном Pmn(x) тотожно спiвпадає з Fn(x).

А на всьому просторi X iнтерполянт спiвпадає з Fn(x) асимптотично

(m→∞), оскiльки {ei}∞i=1 — ортонормований базис в X,

ai1i2...ik → Lk(ei1, ei2, . . . , eik), m→∞

Таким чином довели теорему 2.5:

Теорема 2.5. Послiдовнiсть iнтерполяцiйних полiномiв типу Лагранжа

(2.26) (m = n, n+ 1), . . . має властивiсть

lim
m→∞

Pmn(x;F ) = Fn(x), ∀x ∈ X. (2.28)

Вiдмiтимо що iнтерполянт (2.26) — єдиний, має мiнiмальну норму се-

ред всiєї множини iнтерполяцiйних полiномiв на пiдставi теореми 2.3, що є

розв’язками поставленої задачi i при цьому не має обмежень на кiлькiсть

вузлiв та степiнь полiнома (числаm та n не пов’язанi мiж собою), а для по-

будови (2.26) необхiдно знайти, лише iнформацiю про значення оператора
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у вузлах [139]. Оскiльки в [77] побудовано всю множину iнтерполяцiйних

полiномiв Лагранжа (формула (1.10)), то полiном (2.26), (2.27) належить

множинi iнтерполянтiв (1.10).

Розглянемо розв’язок iнтерполяцiйної задачi (2.25) на пiдставi теоре-

ми 1.3. Припустимо, що оператор F (x) диференцiйований за Гато n ра-

зiв, Tn(F ;x) — полiном Тейлора для F (x), вузли iнтерполяцiї оберемо до-

вiльним чином, але при цьому нехай виконується умова (1.9). Покладемо

Qn(x) = Tn(F ;x) у формулi (1.10). Для полiномiального оператора Fn(x)

маємо:

Pmn(Fn;x) = Tn(Fn;x) +

〈
~Fn − ~Tn,Γ

+
n∑
p=0

{(x, xi)p}mi=1

〉
= Fn(x),

оскiльки Tn(Fn;x) = Fn(x). Зауважимо, що побудова для оператора по-

лiнома Тейлора є бiльш складною задачею, нiж визначення iнтерполянта

на пiдставi формули (1.10). Наведемо важливий наслiдок, що доведено в

роботi [43]

Теорема 2.6. Якщо оператор F (x) n разiв диференцiйований за Гато, то

операторний iнтерполяцiйний полiном (1.10) у випадку, коли

Qn(x) = Tn(Fn;x),

зберiгає багаточлени вiдповiдного степеня. Якщо оператор F (x) не ди-

ференцiйований за Гато, F (x) ∈ Πn, то iснує послiдовнiсть вузлiв J(m)

(2.24) така, що побудований iнтерполянт iз (1.10) є асимптотично то-

чним на полiномах вiдповiдного степеня.

Зауважимо, що iснують iнтерполяцiйнi формули [27], [78], [186], що є

точними на полiномах на всьому просторi. Цi формули є узагальненням
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iнтерполяцiйних формул Ньютона для векторних та деяких функцiональ-

них просторiв, а для їх побудови необхiдно iснування кратних iнтегралiв

Рiмана-Стiльт’єса по оператору скалярного аргументу вiд варiацiй або похi-

дних вищих порядкiв оператора F iнтегралiв Рiмана вiд змiшаних похiдних

функцiоналу F . Наведемо iнтерполяцiйну формулу типу Ньютона [85]

Ln[F ;x] = F (x0) +
n∑
k=1

F [x0;x1; . . . ;xk](x− x0)(x− x1) · · · (x− xk1),

де F [x0;x1; . . . ;xk]hkhk−1 . . . h1 — роздiлена рiзниця k-го порядку за вузла-

ми x0, x1, . . . , xk ∈ X для оператора F , яка задається формулою

F [x0;x1; . . . ;xk]hkhk−1 . . . h1 =

=

b∫
a

τ1∫
a

· · ·
τk−1∫
a

δkF

[
x0 +

k∑
i=1

g(τi;xi − xi−1); g
′
τk

(τk;hk) · · · g′τ1(τ1;h1)

]
.

(2.29)

Тут g(τ ;h) : X → X — лiнiйний на просторi X оператор (h ∈ X), що

залежить вiд числового параметру τ ∈ [a, b], задовольняє умовам

g(a;h) = 0, g(b;h) = h

для будь-якого h ∈ X та диференцiйований за τ ; a, b ∈ R; δkF [z; gk · · · g1]

— варiацiя k-го порядку оператора F в точцi z за напрямками g1, . . . , gk,

z, gi ∈ X, i = 1, k.

Якщо порiвняти iнтерполяцiйнi формули (2.26), (2.29), то одержимо, що

простiшою за конструктивною побудовою є формула (2.26), оскiльки не по-

требує континуальної iнформацiї про варiацiї або похiднi Гато та кратних

iнтегралiв вiд них. Що ж стосується точних на полiномах формул типу
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(2.29) в порiвняннi з асимптотичною точнiстю формул (2.26), то можна

зробити такий висновок: якщо вiдомi оцiнки точностi iнтерполяцiйних фор-

мул (вiдома кiлькiсть вузлiв iнтерполяцiї, що забезпечує дану точнiсть), то

можна казати про певнi переваги iнтерполяцiї (2.26) для багатьох прикла-

дних задач. Сформулюємо основний висновок, що випливає з попереднiх

мiркувань: iнтерполяцiйнi формули вигляду (2.26) можуть бути вдалою

альтернативою до iнтерполянтiв типу (2.29) та подiбних до них (див. [27],

[85], [78], [186]). Вони є простiшими за конструкцiєю побудови (не вимага-

ють континуальностi вихiдної iнформацiї та iснування кратних iнтегралiв

Рiмана-Стiльт’єса) та «збереження» ними в асимптотицi вiдповiдних по-

лiномiв за наявнiстю оцiнок точностi дозволяє обмежуватись скiнченою

сумою (2.26) та застосовувати її для iнтерполяцiйного наближення полiно-

мiальних та цiлих операторiв.

2.4 Теореми про точнiсть та збiжнiсть iнтерполяцiйного процесу

в гiльбертовому просторi з мiрою у випадку збуреної вихi-

дної iнформацiї

Задачi синтезу систем, iдентифiкацiї об’єктiв, визначення реакцiї системи

на деякi впливи можна розглядати як деякi задачi наближення операторiв

в функцiональних просторах [99], а одним iз способiв розв’язання таких

задач є операторна iнтерполяцiя. В монографiї [85] використовується лише

iнформацiя про значення оператора, що iнтерполюємо, у вузлах. Полiноми

такої структури будуть розглянутi в даному роздiлi.

Важливим для теорiї та практики операторної iнтерполяцiї є аналiз то-

чностi та збiжнiсть iнтерполяцiйних процесiв. В роздiлi 2.2 побудовано

iнтерполяцiйний полiном мiнiмальної норми за системою вузлiв, що обра-

на спецiальним чином та доведено збiжнiсть iнтерполяцiйного процесу до
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полiномiального оператору у разi збiльшення кiлькостi вузлiв.

В цьому роздiлi буде проведено аналiз оцiнки точностi iнтерполяцiї у

випадку, коли у вузлах заданi збуренi значення оператора та знайдено

кiлькiсть ортонормованих вузлiв, перевищення якої не покращує точнiсть

iнтерполяцiї. Такi питання є важливими при розв’язаннi прикладних задач.

НехайX — сепарабельний гiльбертовий простiр, Y є предгiльбертовим, µ

— гаусова мiра на X, перший момент якої дорiвнює нулю [17], B — кореля-

цiйний оператор цiєї мiри (B є ядерним) таKerB = ∅. Введемо на множинi

Πn вигляду (1.1) скалярний добуток (2.1) та норму ‖P‖H = (P, P )
1/2
H ,.

Нехай {ei}mi=1 ⊂ X — система власних ортонормованих векторiв опера-

тора B з власними числами λi > 0, i = 1,m, (·, ·)Y — скалярний добуток в

Y . Розглянемо елементи:

{xi}Ni=0 : x0 = 0, xi =
ei1
λi1

+
ei2
λi2

+ · · · eik
λik
, i = 1, N, 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ ij ≤ m,

де N =
n∑
k=1

Ck
m+k−1. Тодi система елементiв {Bxi}Ni=0 буде мати вигляд:

Bx0 = 0, Bxi = ei1 + ei2 + · · ·+ eik, 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ ij ≤ m.

Нехай оператор F : X → Y заданий своїми значеннями F (Bxi), i =

0, N. Задачу полiномiальної операторної iнтерполяцiї сформулюємо таким

чином: знайти полiном Pn ∈ Πn, що вiдповiдає умовам

Pn(Bxi) = F (Bxi), i = 0, N. (2.30)

Iнтерполянт P I
n(x), побудований за методом ортогональних моментiв [99],

[134] на послiдовностi вузлiв Bxi, i = 0, N , що має вигляд

P I
n(x) =

n∑
k=0

Lk

(
m∑
ik=1

(x, eik)eik

)
=
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=
n∑
k=0

m∑
i1,i2,...,ik=1

Lk(ei1, ei2, . . . , eik)(x, ei1)(x, ei2) . . . (x, eik), (2.31)

є розв’язком задачi (2.30). У формулi (2.31): (·, ·) — скалярний добуток в

просторiX, а Lk(ei1, ei2, . . . , eik) визначаються за рекурентними формулами

(2.27) [134]. В роздiлi 2.2 показано, що цей iнтерполянт тотожно спiвпадає

з iнтерполяцiйним полiномом мiнiмальної норми, що побудований за тiєю

ж системою вузлiв та доведена збiжнiсть вiдповiдного iнтерполяцiйного

процесу в метрицi простору H у випадку, коли m→∞.

Оскiльки iнтерполяцiйна формула (2.31) немає властивостi збереження

полiномiв вiдповiдного степеня, то важливе значення мають оцiнки точно-

стi iнтерполювання та збiжнiсть iнтерполяцiйних процесiв у випадку, коли

оператор, що iнтерполюємо, є полiномiальним та заданий збуреними зна-

ченнями.

Нехай значення оператора F ∈ Πn у вузлах {Bxi}Ni=0 заданi iз похибками

δi, i = 0, N, тобто F̃ (Bxi) = F (Bxi) + δi. Iнтерполянт (2.31), який побудо-

ваний на послiдовностi вузлiв Bxi, i = 0, N, у випадку неточних вихiдних

даних запишеться таким чином [208]

P̃ I
n(x) =

n∑
k=0

m∑
i1,i2,...,ik=1

L̃k(ei1, ei2, . . . , eik)(x, ei1)(x, ei2) . . . (x, eik), (2.32)

де операторнi форми L̃k(ei1, ei2, . . . , eik) визначаються за допомогою реку-

рентної процедури [134]

L̃n(ei1, ei2, . . . , ein) =
1

n!

{
F̃ (ei1 + ei2 + . . .+ ein)−

−
[
F̃ (ei1 + ei2 + . . .+ ein−1

) + · · ·+ F̃ (ei2 + ei3 + . . .+ ein)
]

+
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+
[
F̃ (ei1 + ei2 + . . .+ ein−2

) + · · ·+ F̃ (ei3 + ei4 + . . .+ ein)
]

+ · · ·+

+(−1)n−1
[
F̃ (ei1) + F̃ (ei2) + · · · F̃ (ein)

]
+ (−1)nF̃ (0). (2.33)

Для визначення L̃n−1(ei1, ei2, . . . , ein−1
) у формулi (2.33) замiнемо n на

n− 1, F̃ на F̃ − L̃n, для визначення L̃n−2(ei1, ei2, . . . , ein−2
) — n на n− 2, F̃

на F̃ − L̃n − L̃n−1 i т.д.

Оскiльки iнтерполяцiйний полiном P̃ I
n(x) лiнiйний за F (x), то його мо-

жна подати у виглядi

P̃ I
n(x) = P I

n(x) + P (δ)
n (x) (2.34)

де полiном P
(δ)
n (x) iнтерполює оператор, значення якого у вузлах дорiв-

нюють δi, i = 0, N . Оцiнимо точнiсть iнтерполяцiї оператора F ∈ Πn

полiномом P̃ I
n в метрицi простору H. Маємо

‖F − P̃ I
n‖2

H = ‖F − P I
n − P (δ)

n ‖2
H =

= ‖F − P I
n‖2

H − 2(F − P I
n , P

(δ)
n )H + ‖P (δ)

n ‖2
H = (2.35)

= ‖F − P I
n‖2

H + ‖P (δ)
n ‖2

H ,

оскiльки (F − P I
n , P

(δ)
n )H = 0 на пiдставi результатiв [77]. Вiдповiдно до

[134] маємо:

F (x)− P I
n(x) =

n∑
k=0

{
Lkx

k − Lk((x, ei)ei)k
}

=
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=
n∑
k=0

{
Lk(x−

m∑
i1=1

(x, ei1)ei1, x, . . . , x) +

+Lk(
m∑
i1=1

(x, ei1)ei1, x−
m∑
i2=1

(x, ei2)ei2, x, . . . , x) + · · ·+ (2.36)

+Lk(
m∑
i1=1

(x, ei1)ei1,
m∑
i2=1

(x, ei2)ei2, . . . ,
m∑

ik−1=1

(x, eik−1
)eik−1

, x−
m∑
ik=1

(x, eik)eik)

 .

Використовуючи визначення норми в метрицi просторуH, на пiдставi фор-

мули (2.36), отримаємо

‖F − P I
n‖2

H =
n∑
k=0

∫
X

· · ·
∫
X

∥∥∥∥∥Lk
(
v1 −

m∑
i1=1

(v1, ei1)ei1, v2, . . . , vk

)
+

+Lk

(
m∑
i1=1

(v1, ei1)ei1, v2 −
m∑
i2=1

(v2, ei2)ei2, v3, . . . , vk

)
+ · · ·+

+Lk

(
m∑
i1=1

(v1, ei1)ei1,
m∑
i2=1

(v2, ei2)ei2, . . . , vk −
m∑
ik=1

(vk, eik)eik

)∥∥∥∥∥
2

Y

×

×µ(dv1)µ(dv1) · · ·µ(dvk) ≤

≤
n∑
k=0

k

∫
X

· · ·
∫
X


∥∥∥∥∥Lk

(
v1 −

m∑
i1=1

(v1, ei1)ei1, v2, . . . , vk

)∥∥∥∥∥
2

Y

+

+

∥∥∥∥∥Lk
(

m∑
i1=1

(v1, ei1)ei1, v2 −
m∑
i2=1

(v2, ei2)ei2, v3, . . . , vk

)∥∥∥∥∥
2

Y

+ · · ·+

+

∥∥∥∥∥Lk
(

m∑
i1=1

(v1, ei1)ei1,
m∑
i2=1

(v2, ei2)ei2, . . .
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. . . , vk −
m∑
ik=1

(vk, eik)eik

)∥∥∥∥∥
2

Y

µ(dv1)µ(dv1) · · ·µ(dvk). (2.37)

Нехай ‖Lk‖ — традицiйна норма k-лiнiйного оператора, TrB =
∞∑
i=1

λi.

Оцiнимо доданки в правiй частинi нерiвностi (2.37). Маємо

∫
X

· · ·
∫
X

∥∥∥∥∥Lk
(
v1 −

m∑
i1=1

(v1, ei1)ei1, v2, . . . , vk

)∥∥∥∥∥
2

Y

µ(dv1)µ(dv2) · · ·µ(dvk) ≤

≤
∫
X

· · ·
∫
X

‖Lk‖2‖v1−
m∑
i1=1

(v1, ei1)ei1‖2·‖v2‖2 · · · ‖vk‖2µ(dv1)µ(dv2) · · ·µ(dvk) =

= ‖Lk‖2(TrB)k−1

∫
X

∥∥∥∥∥
∞∑

i1=m+1

(v1, ei1)ei1

∥∥∥∥∥
2

µ(dv1) =

= ‖Lk‖2(TrB)k−1

∫
X

∞∑
i1=m+1

(v1, ei1)
2µ(dv1) =

= ‖Lk‖2(TrB)k−1
∞∑

i1=m+1

λi1, (2.38)

∫
X

· · ·
∫
X

∥∥∥∥∥Lk
(

m∑
i1=1

(v1, ei1)ei1, v2 −
m∑
i2=1

(v2, ei2)ei2, v3, . . . , vk

)∥∥∥∥∥
2

Y

×

×µ(dv1)µ(dv2) · · ·µ(dvk) ≤

≤
∫
X

· · ·
∫
X

‖Lk‖2

∥∥∥∥∥
m∑
i1=1

(v1, ei1)ei1

∥∥∥∥∥ ·
∥∥∥∥∥v2 −

m∑
i1=2

(v2, ei2)ei2

∥∥∥∥∥
2

×

×‖v3‖2 · · · ‖vk‖2µ(dv1)µ(dv2) · · ·µ(dvk) =
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= ‖Lk‖2(TrB)k−2

∫
X

∥∥∥∥∥v2 −
m∑
i2=1

(v2, ei2)ei2

∥∥∥∥∥
2

µ(dv2)×

×
∫
X

∥∥∥∥∥
m∑
i1=1

(v1, ei1)ei1

∥∥∥∥∥
2

µ(dv1) =

= ‖Lk‖2(TrB)k−2

∫
X

∥∥∥∥∥
∞∑

i2=m+1

(v2, ei2)ei2

∥∥∥∥∥
2

µ(dv2)

∫
X

m∑
i1=1

(v1, ei1)
2µ(dv1) =

= ‖Lk‖2(TrB)k−2
m∑
i1=1

λi1

∫
X

∞∑
i2=m+1

(v2, ei2)
2µ(dv2) =

= ‖Lk‖2(TrB)k−2
m∑
i1=1

λi1

∞∑
i2=m+1

λi2 < ‖Lk‖2(TrB)k−1
∞∑
i=1

λi, (2.39)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∫
X

· · ·
∫
X

∥∥∥∥∥Lk
(

m∑
i1=1

(v1, ei1)ei1,
m∑
i2=1

(v2, ei2)ei2, . . . , vk −
m∑
ik=1

(vk, eik)eik

)∥∥∥∥∥
2

Y

×

×µ(dv1)µ(dv2) · · ·µ(dvk) ≤

≤ ‖Lk‖2

∫
X

· · ·
∫
X

∥∥∥∥∥
m∑
i1=1

(v1, ei1)ei1

∥∥∥∥∥
2

·

∥∥∥∥∥
m∑
i2=1

(v2, ei2)ei2

∥∥∥∥∥
2

· · ·

· · ·

∥∥∥∥∥vk −
m∑
ik=1

(vk, eik)eik

∥∥∥∥∥
2

µ(dv1)µ(dv2) · · ·µ(dvk) ≤ (2.40)

≤ ‖Lk‖2

∫
X

· · ·
∫
X

m∑
i1=1

(v1, ei1)
2

m∑
i2=1

(v2, ei2)
2 · · ·

· · ·
m∑

ik−1=1

(vk−1, eik−1
)2

∞∑
ik=m+1

(vk, eik)
2µ(dv2) · · ·µ(dvk) =
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= ‖Lk‖2

(
m∑
i=1

λi

)k−1 ∞∑
k=m+1

λk < ‖Lk‖2(TrB)k−1
∞∑

i=m+1

λi.

Пiдставимо (2.38)—(2.40) в праву частину нерiвностi (2.37). В результатi

одержимо

‖F − P I
n‖2

H <
n∑
k=1

k2‖Lk‖2(TrB)k−1
∞∑

i=m+1

λi. (2.41)

Вiдмiтимо, що iз оцiнки (2.41) безпосередньо випливає збiжнiсть P I
n до

F у випадку, коли m → ∞. Врахувавши скалярний добуток (P1, P2)H ,

знаходимо

‖P (δ)
n ‖2

H =
n∑
k=0

m∑
i1,i2,...,ik=1

‖L(δ)
k (ei1, ei2, . . . , eik)‖2

Y λi1λi2 · · ·λik. (2.42)

Використовуючи результати роботи [131], оцiнимо норми значень k-лiнiйних

операторних форм L
(δ)
k . Отримаємо

‖L(δ)
k (ei1, ei2, . . . , eik)‖Y ≤ ck max

0≤i≤N
‖δi‖Y , (2.43)

де

ck = αk(1 + αk+1) · · · (1 + αn), αk =
2k

k!
, k = 1, n, c0 = 1.

На пiдставi формул (2.42), (2.43) оцiнка зверху для ‖P (δ)
n ‖2

H набуває вигляду

‖P (δ)
n ‖2

H ≤ max
0≤i≤N

‖δi‖2
Y

n∑
k=0

c2
k(TrB)k. (2.44)

Пiдставимо оцiнки (2.41), (2.44) в праву частину рiвностi (2.35). Одержимо

‖F − P̃ I
n‖2

H < α
∞∑

i=m+1

λi + βδ, (2.45)
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де

α =
n∑
k=1

k2‖Lk‖2(TrB)k−1, β =
n∑
k=0

c2
k(TrB)k, δ = max

0≤i≤N
‖δi‖2

Y .

Таким чином, довели теорему 2.7.

Теорема 2.7. Нехай значення полiномiального оператора (що iнтерпо-

люємо) у вузлах Bxi, i = 0, N задано наближено. Тодi оцiнка точностi

iнтерполювання визначається нерiвнiстю (2.45).

Як зазначалося вище, на пiдставi оцiнки (2.41) маємо таку теорему.

Теорема 2.8. Нехай задано значення полiномiального оператора F у ву-

злах Bxi, i = 0, N . Тодi iнтерполяцiйний процес, що визначається за

допомогою формули (2.31) збiгається в метрицi простору H.

Подамо оператор B в просторi X у виглядi збiжного ряду

Bx =
∞∑
k=1

λk(x, ek)ek, λk > 0,
∞∑
k=1

λk <∞. (2.46)

Нескладно показати, що B — ядерний самоспряжений додатньовизна-

чений оператор для якого ek — власнi вектори з вiдповiдними власними

значеннями λk [111]. Нехай λk = qk, q ∈ (0, 1). Вiдповiдно до результатiв

[17] оператор (2.46) визначає деяку гаусову мiру µ на X. При цьому оцiнка

(2.45) набуває вигляду

‖F − P̃ I
n‖2

H < α
qm + 1

1− q
+ βδ. (2.47)

Позначимо E(x) — цiлу частину числа x. Має мiсце теорема 2.9.

Теорема 2.9. Нехай оператор B визначається на пiдставi формули (2.46)

у випадку, коли λk = qk, q ∈ (0, 1), значення оператора, що iнтерполю-

ємо, у вузлах Bxi, i = 0, N, задано наближено. Тодi у разi виконання

нерiвностi
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m > m0 = E(logq
β

α
(1− q)δ)− 1

точнiсть iнтерполяцiї не покращується.

Доведення. Доведення теореми безпосередньо випливає iз оцiнки (2.47).

Зауваження 2.3. В роботi [27] наведено результати з побудови iнтер-

поляцiйних операторних полiномiв типу Ньютона, що зберiгають ба-

гаточлени вiдповiдного степеня. Але реалiзацiя таких iнтерполяцiйних

формул вимагає iснування чи диференцiалiв Гато вищих порядкiв опера-

тора та вiдповiдних кратних iнтегралiв, чи iнтегралiв Стiльт’єса за

оператором скалярного аргументу.

Нехай тепер F : X → Y — цiлий оператор, тобто має вигляд

F (x) = L0 + L1x+ · · ·+ Lnx
n + · · · , (2.48)

а числовий ряд ‖L0‖ + ‖L1‖ · ‖x‖ + · · · + ‖Ln‖ · ‖x‖n + · · · збiгається для

всiх x ∈ X. Позначимо Π∞ множину цiлих операторiв вигляду (2.48) та на

цiй множинi введемо скалярний добуток

(F1, F2)H =
∞∑
k=0

∫
X

· · ·
∫
X

(L
(1)
k (v1, . . . , vk), L

(2)
k (v1, . . . , vk))Y µ(dv1) · · ·µ(dvk)

(2.49)

i норму ‖F‖H = (F, F )
1/2
H , де L(1)

k , L
(2)
k — k–лiнiйнi неперервнi симетричнi

операторнi форми, що вiдповiдають операторам F1, F2 ∈ Π∞. Нехай Πn

— множина полiномiв, що є n-ми частинними сумами рядiв виду (2.49),

оператор F ∈ Π∞ заданий у вузлах Bxi, i = 0, N збуреними значеннями

F̃ (Bxi) = F (Bxi) + δi, δi ∈ Y, i = 0, N.
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В цьому випадку розв’язок P̃ I
n(x, F ) iнтерполяцiйної задачi (2.30) на пiд-

ставi (2.31) буде мати вигляд (2.32), де L̃k(ei1, ei2, . . . , eik) визначаються за

рекурентною процедурою (2.33). Iнтерполянт P̃ I
n(x, F ) є лiнiйним за F ,

тобто виконується рiвнiсть (2.34), де P (δ)
n (x) — полiном, значення якого

у вузлах дорiвнюють δi, i = 0, N . Цiлий оператор F подамо у виглядi

F (x) = Fn(x) +Rn(x), (2.50)

де Fn ∈ Πn, Rn(x) = Ln+1x
n+1 + Ln+2x

n+2 + · · · . Тодi

F̃ (Bxi) = Fn(Bxi) +Rn(Bxi) + δi.

Теорема 2.10. Нехай заданi збуренi значення цiлого оператора F (x) ∈

Π∞ у вузлах Bxi, i = 0, N . Оцiнка точностi iнтерполяцiї оператора F (x)

полiномом (2.32) в метрицi, що породжена скалярним добутком (2.49),

визначається за формулою [136]

‖F − P̃ I
n‖H <

[
n∑
k=1

k2‖Lk‖2(TrB)k−1
∞∑

i=m+1

λi

]1/2

+

+

[ ∞∑
k=n+1

‖Lk‖2(TrB)k + max
0≤i≤N

‖Rn(Bxi)‖2
Y

n∑
k=0

c2
k(TrB)k

]1/2

+

+

[
max

0≤i≤N
‖δi‖2

Y

n∑
k=0

c2
k(TrB)k

]1/2

, (2.51)

де TrB =
∞∑
k=1

λk, ck = αk(1 + αk+1) + · · · (1 + αn), αk = 2k/k!, k = 1, n,

c0 = 1.

Доведення. Знайдемо оцiнку точностi iнтерполяцiї оператора F ∈ Π∞ за

допомогою полiнома P̃ I
n(F ) в метрицi H. Оскiльки iнтерполянт P̃ I

n(F ) є

лiнiйним за F , то виконується нерiвнiсть (2.35) та
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‖F − P I
n(F )‖H = ‖Fn +Rn − P I

n(Fn +Rn)‖H ≤

≤ ‖F − P I
n(Fn)‖H + ‖Rn − P I

n(Rn)‖H . (2.52)

Враховуючи скалярний добуток (2.49) дiстанемо, що

(Rn, P
I
n(Rn))H = 0.

Тому

‖Rn − P I
n(Rn)‖2

H = ‖Rn‖2
H + ‖P I

n(Rn)‖2
H .

Знайдемо оцiнку ‖Rn‖2
H :

‖Rn‖2
H =

∞∑
k=n+1

∫
X

· · ·
∫
X

‖Lk(v1, v2, . . . , vk)‖2
Y µ(dvk) · · ·µ(dv2)µ(dv1) ≤

≤
∞∑

k=n+1

‖Lk‖2

∫
X

· · ·
∫
X

‖v1‖2 · · · ‖vk‖2µ(dvk) · · ·µ(dv1) = (2.53)

=
∞∑

k+n+1

‖Lk‖2(TrB)k.

В останнiй нерiвностi та в подальших перетвореннях, що пов’язанi з обчи-

сленням континуальних iнтегралiв [49], використовується формула [17]

∫
X

(v, ei)(v, ej)µ(dv) = (Beiej) = λi(ei, ej) = λiδij,

де δij — символ Кронекера. Оцiнимо зверху величину

‖P I
n(Rn)‖2

H =
n∑
k=1

∫
X

· · ·
∫
X

∥∥∥∥∥
m∑

i1,...,ik=1

Lk(Rn, ei1, . . . , eik)(v1, ei1) · · · (vk, eik)

∥∥∥∥∥
2

Y

×
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×µ(dvk) · · ·µ(dv1).

Використовуючи спiввiдношення (2.33) у разi F ≡ Rn, одержимо оцiнки

‖Lk(Rn, ei1, . . . , eik)‖Y ≤ ck max
1≤i≤N

‖Rn(Bxi)‖Y ,

де ck визначенi у формулюваннi теореми 2.10. Тодi

‖P I
n(Rn)‖2

H ≤
n∑
k=1

c2
k max

1≤i≤N
‖Rn(Bxi)‖2

Y

m∑
i1,...,ik=1

∫
X

(vk, eik)
2µ(dvk)×

×
∫
X

(v1, ei1)
2µ(dv1) = max

1≤i≤N
‖Rn(Bxi)‖2

Y

n∑
k=1

c2
k(TrB)k. (2.54)

На пiдставi формул (2.53), (2.54) отримаємо

‖Rn − P I
n(Rn)‖H ≤

≤

{ ∞∑
k=n+1

‖Lk‖2(TrB)k + max
1≤i≤N

‖Rn(Bxi)‖2
Y

n∑
k=1

c2
k(TrB)k

}1/2

. (2.55)

Знайдемо оцiнку для першого доданку в правiй частинi нерiвностi (2.52).

На пiдставi нерiвностей (2.41), (2.55) спiввiдношення (2.52) набуває вигляду

‖F − P I
n(Fn)‖H <

[
n∑
k=1

k2‖Lk‖2(TrB)k−1
∞∑

i=m+1

λi

]1/2

+

+

[ ∞∑
k=n+1

‖Lk‖2(TrB)k + max
0≤i≤N

‖Rn(Bxi)‖2
Y

n∑
k=1

c2
k(TrB)k

]1/2

. (2.56)

Пiдставимо (2.44), (2.56) в (2.35) одержимо оцiнку (2.51). Теорему дове-

дено.
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В [131] показано, що послiдовнiсть

S2
n =

n∑
k=1

c2
k(TrB)k

збiгається у разi n→∞. Позначимо цю границю — S2. Оскiльки оператор

F (x) є цiлим, то ряд
∑
‖Lk‖2 також є збiжним. Нехай ϕ2

n — залишок цього

ряду пiсля n-го члена. Як наслiдок теореми 2.10 виконується така теорема.

Теорема 2.11. Нехай заданi збуренi значення оператора F (x) ∈ Π∞ у

вузлах iнтерполяцiї Bxi, i = 0, N та виконуються умови:

max
0≤i≤N

‖δi‖2
Y ≤ δ2, max

0≤i≤N
‖Rn(Bxi)‖2

Y ≤ ψ2
n,m = 1, 2, . . . .

Тодi має мiсце нерiвнiсть

lim
m→∞

‖F − P̃ I
n‖H ≤

[
ϕ2
n + (S2 − 1)ψ2

n

]1/2
+ Sδ. (2.57)

Доведення. В умовах теореми iз оцiнки (2.51) одержимо

lim
m→∞

‖F − P̃ I
n‖H ≤

[ ∞∑
k=n+1

‖Lk‖2(TrB)k + ψ2
n

n∑
k=1

c2
k(TrB)k

]1/2

+

+

[
n∑
k=0

c2
k(TrB)k

]1/2

δ.

З цiєї нерiвностi випливає оцiнка (2.57).

Теорема 2.12. Нехай виконуються умови теореми 2.11 та ψn → 0 моно-

тонно у разi n→∞. Тодi у випадку збурених значень оператора F ∈ Π∞

у вузлах Bxi, i = 0, N, точнiсть iнтерполяцiї не покращується у сенсi

оцiнки (2.57), коли n ≥ n0, де n0 — максимальне цiле число, що вiдповiдає

нерiвностi
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ϕ2
n + (S2 − 1)ψ2

n ≥ S2δ2.

Доведення безпосередньо випливає iз оцiнки (2.57).

Приклад 2.2. Розглянемо оператор F ∈ Π∞ для якого значення n0 мо-

жна знайти конструктивно. Нехай для F (x) виконується нерiвнiсть

‖Ln+k‖ ≤ (q/n)n+k, k = 1, 2, . . . , q ∈ (0, 1).

Нехай оператор B визначається за формулою (2.46), де {ek}∞k=0 є орто-

нормованим базисом в X. В цьому випадку B — кореляцiйний оператор

деякої гаусової мiри µ на X. Ця мiра породжує скалярний добуток в про-

сторi H та норму. Тодi, використовуючи оцiнку (2.51) одержимо

lim
m→∞

‖F − P̃ I
n‖H ≤

{(
q2

1− q

)n+1 [
1− q

1− q − q3
+

S2 − 1

(1− q)2

]}1/2

+ Sδ (2.58)

у разi 1− q − q3 > 0

Iз нерiвностi (2.58) одержимо такий результат:

Теорема 2.13. Якщо заданi збуренi значення цiлого оператора F (x) у

вузлах Bxi, i = 0, N, оператор B визначається за формулою (2.46), число

n бiльше за значення n0, що обчислюється за формулою

n0 = E

2log q2

1− q

(Sδ)− 2log q2

1− q

[
1− q

1− q − q3
+

S2 − 1

(1− q)2

]− 1,

де E(x) є цiлою частиною числа x, 1 − q − q3 > 0, q 6= (
√

5 − 1)/2, то

точнiсть iнтерполяцiї оператора F в метрицi простору H не покращу-

ється в сенсi оцiнки (2.58).
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Це твердження доводиться за допомогою прирiвнювання двох доданкiв

в правiй частинi нерiвностi (2.58).

2.5 Оцiнки точностi iнтерполяцiї цiлих та полiномiальних фун-

кцiоналiв в просторi L2(0, 1) у випадку збуреної вихiдної iн-

формацiї

При розв’язаннi прикладних задач, iнформацiя про дослiджуємий об’єкт

в бiльшостi випадкiв є збуреною. В цьому роздiлi проведено аналiз точно-

стi iнтерполяцiї полiномiальних та цiлих функцiоналiв, якi визначенi на

просторi L2(0, 1) у випадку збурених вузлових значень та наближеного об-

числення скалярного добутку, що мiститься в iнтерполяцiйних формулах.

Нехай Π∞ — множина операторiв вигляду (2.48), для яких числовий ряд

‖L0‖+ ‖L1‖ · ‖x‖+ · · ·+ ‖Ln‖ · ‖x‖n + · · ·

збiгається для всiх x ∈ L2(0, 1). У формулi (2.48):

L0 ∈ R1, Lkx
k : L2(0, 1)→ R1

— k-та операторна степiнь, що одержана iз k-лiнiйної симетричної неперев-

ної операторної форми Lk(v1, v2, . . . , vk) : L2(0, 1) → R1 у випадку, коли

v1 = v2 = · · · = vk = x, ‖Lk‖ — традицiйна норма k-го операторного степе-

ня, ‖ · ‖ — норма елемента x в L2(0, 1). Оператори такого вигляду назвемо

цiлими функцiоналами, що визначенi на просторi L2(0, 1).

Нехай F ∈ Π∞, F : L2(0, 1) → R1, де простiр L2(0, 1) iз гаусовою мiрою

µ, перший момент якої дорiвнює нулю, B — кореляцiйний оператор цiєї

мiри (B є ядерним) та KerB = ∅. Введемо на множинi Π∞ скалярний

добуток з використанням континуальних iнтегралiв з мiрою µ [85]
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(F1, F2)H =
∞∑
k=0

∫
X

· · ·
∫
X

L
(1)
k (v1, v2, . . . , vk)L

(2)
k (v1, v2, . . . , vk)× (2.59)

×µ(dv1)µ(dv2) · · ·µ(dvk),

та норму ‖F‖H = (F, F )
1/2
H , де X = L2(0, 1), L(1)

k , L
(1)
k — k-лiнiйнi непе-

рервнi операторнi форми, що вiдповiдають функцiоналам F1, F2 ∈ Π∞.

Нехай {ei}∞i=1 ⊂ X — система власних ортонормованих власних векторiв

оператора B з власними числами λi > 0. Множину iнтерполяцiйних вузлiв

ℵ(m) = {xi}Ni=0, N = N(m), m ≥ n, визначимо таким чином: x0 = 0,

xi = ei, i = 1,m, а решту xm+1, xm+2, . . . , xN — як суми елементiв

ei, i = 1,m, по два, по три i т. д. до n доданкiв в кожнiй сумi, якi мiстять

також повторення.

Нехай Πn — множина функцiональних полiномiв, що являють собою n-тi

частиннi суми рядiв вигляду (2.48). Сформулюємо задачу iнтерполювання

функцiоналiв: потрiбно знайти такий полiном P I
n ∈ Πn, для якого у вузлах

виконуються умови

P I
n(xi) = F (xi), i = 0, N, (2.60)

де F : L2(0, 1)→ R1 — деякий, в загальному випадку, нелiнiйний функцiо-

нал.

Розглянемо розв’язання iнтерполяцiйної задачi (2.60) методом ортого-

нальних моментiв [99], [85]. В цьому випадку iнтерполяцiйний функцiо-

нальний полiном на множинi вузлiв ℵ(m) має вигляд [85]

P I
n(x) =

n∑
k=0

m∑
i1,i2,...,ik=1

LIk(ei1, ei2, . . . , eik)(x, ei1)(x, ei2) · · · (x, eik), (2.61)
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де (·, ·) — скалярний добуток в L2(0, 1), LIk(ei1, ei2, . . . , eik) — k-лiнiйнi не-

перевнi симетричнi операторнi форми, що обчислюються за формулами iз

[85], [99]:

LIn(ei1, ei2, . . . , ein) =
1

n!
{F (ei1 + ei2 + · · ·+ ein)−

−
[
F (ei1 + ei2 + · · ·+ ein−1

) + · · ·+ F (ei2 + ei3 + · · ·+ ein)
]

+

+
[
F (ei1 + ei2 + · · ·+ ein−2

) + · · ·+ F (ei3 + ei4 + · · ·+ ein)
]

+ · · ·+

+(−1)n−1 [F (ei1) + F (ei2) + · · ·+ F (ein)] + (−1)nF (0) (2.62)

Для визначення LIn−1(ei1, ei2, . . . , ein−1
) за формулою (2.62) потрiбно замi-

нити n на n−1, F (x) на F (x)−LInxn, а для визначення LIn−2(ei1, ei2, . . . , ein−2
)

— замiнити n на n − 2, F (x) на F (x) − LInx
n − LIn−1x

n−1 i т.д. В [131] у

випадку виконання певних умов доведена збiжнiсть iнтерполяцiйного про-

цесу (2.61) на множинi вузлiв ℵ(m) до цiлого функцiоналу F ∈ Π∞, який

iнтерполюємо. При цьому збiжнiсть розумiємо як

lim
n→∞

lim
m→∞

‖F − P I
n‖H = 0.

Розглянемо тепер iнтерполяцiйну задачу (2.60) у випадку збурених зна-

ченнях функцiоналу F ∈ Π∞ на множинi вузлiв ℵ(m):

F̃ (xi) + δi, δi ∈ R1, i = 0, N,

та наближеного обчислення скалярних добуткiв

(̃x, ei) = (x, ei) + ∆i i = 1,m.
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В подальшому будемо припускати, що

∆i ≤
C

ir
, C = const, де r > 1.

Така оцiнка точностi має мiсце, наприклад, для квадратурної формули об-

числення i-го коефiцiєнта Фур’є функцiй iз класу Лiпшиця у випадку, коли

в цiй квадратурнiй формулi кiлькiсть промiжкiв розбиття вiдрiзку iнте-

грування бiльше за величину ir, r > 1 [29]. За такої постановки задачi

iнтерполяцiйний полiном (2.61) запишеться у виглядi

P̃ I
n(x) =

n∑
k=0

m∑
i1,i2,...,ik=1

L̃Ik(ei1, ei2, . . . , eik)(̃x, ei1)(̃x, ei2) · · · (̃x, ei1), (2.63)

де L̃Ik(ei1, ei2, . . . , eik) обчислюються за формулами (2.62), але замiсть зна-

чень функцiонала F (xi) використовують збуренi значення F̃ (xi). Оскiльки

iнтерполяцiйний полiном P̃ I
n(x) як оператор по F є лiнiйним, то з точнiстю

до членiв першого порядку малостi вiдносно величин ∆i та δi його можна

записати таким чином

P̃ I
n(x) = P I

n(x) + P (δ)
n (x) + P

(∆)
n−1(x), (2.64)

де значення полiнома P (δ)
n (x) у вузлах xi, i = 0, N, дорiвнюють δi, i = 0, N,

полiном P
(∆)
n−1(x) визначається за допомогою рiвностi

P
(∆)
n−1(x) =

=
n−1∑
k=0

k
m∑

i1,i2,...,ik=1

LIk(ei1, ei2, . . . , eik)(x, ei1)(x, ei2) · · · (x, eik−1
)∆ik. (2.65)

Знайдемо оцiнку точностi iнтерполяцiї цiлого функцiоналу F ∈ Π∞ по-

лiномом P̃ I
n(x) у метрицi простору H. Маємо
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‖F − P̃ I
n‖H = ‖F − P I

n − P (δ)
n − P

(∆)
n−1‖H ≤

≤ ‖F − P I
n − P (δ)

n ‖H + ‖P (∆)
n−1‖H . (2.66)

Знайдемо оцiнку зверху для величини ‖P (∆)
n−1‖H . Нехай

δ = max
0≤i≤N

|δi| та |F̃ (xi)| ≤ K ∀i.

Оскiльки F̃ (xi) = F (xi) + δi, то

|F̃ (xi)| = |F (xi)|+ |δi| ≤ K + δ.

В подальших викладках використаємо оцiнкою [131]:

‖LIk(ei1, ei2, . . . , eik)‖Y ≤ ck max
0≤i≤N

F (xi),

де

ck = (1 + α1) · · · (1 + αn)
αk

(1 + α1) · · · (1 + αk)
, αk =

2k

k!
, k = 1, n,

а також рiвнiстю

∫
X

(v, ei)(v, ej)µ(dv) = (Bei, ej) = λiδij, X = L2(0, 1),

δij — символ Кронекера. Одержимо

‖P (∆)
n−1‖2

H =

=
n−1∑
k=0

∫
X

· · ·
∫
X

k
m∑

i1,i2,...,ik=1

LIk(ei1, ei2, . . . , eik)(v1, ei1) · · · (vk−1, eik−1
)∆ik×
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×
m∑

j1,j2,...,jk=1

LIk(ej1, ej2, . . . , ejk)(v1, ej1) · · · (vk−1, ejk−1
)∆jk×

×µ(dv1)µ(dv2) · · ·µ(dvk−1) <

< (K + δ2)
n−1∑
k=1

k2c2
k(TrB)k−1

{
m∑
i=1

C

ir

}2

< (2.67)

< C2ζ2(r)(K + δ)2
n−1∑
k=1

k2c2
k(TrB)k−1,

де ζ(r) — функцiя Рiмана, TrB =
n−1∑
k=1

λk. Цiлий функцiонал F (x) подамо

у виглядi

F (x) = Fn(x) +Rn(x),

де

Fn(x) = L0 + L1x+ · · ·+ Lnx
n,

Rn(x) = Ln+1x
n+1 + Ln+2x

n+2 + · · · .

Для оцiнки першого доданку в (2.66) скористаємося нерiвнiстю (2.51).

На пiдставi нерiвностей (2.51), (2.67), оцiнку (2.66) запишемо у такому

виглядi

‖F − P̃ I
n‖H <

{
n∑
k=1

k2‖Lk‖2(TrB)k−1
∞i∑

i=m+1

λi

}1/2

+

+

{ ∞∑
k=n+1

‖Lk‖2(TrB)k + max
0≤i≤N

‖Rn(xi)‖2
Y

n∑
k=1

c2
k(TrB)k

}1/2

+ (2.68)
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+

{
max

0≤i≤N
‖δi‖2

Y

n∑
k=0

c2
k(TrB)k

}1/2

+ Cζ(r)(K + δ)

{
n−1∑
k=0

k2c2
k(TrB)k−1

}1/2

.

Таким чином доведено таку теорему.

Теорема 2.14. Нехай заданi збуренi значення цiлого функцiонала

F : L2(0, 1) → R1 на множинi вузлiв ℵ(m): F̃ (xi) = F (xi) + δi та нехай

виконуються нерiвностi

|F̃ (xi)| ≤ K = const, |∆i| ≤
C

ir
, r > 1, |δi| ≤ δ, ∀i, i = 0, N,

скалярнi добутки в (2.63) обчислюються наближено. Тодi оцiнка точно-

стi iнтерполяцiї полiномом (2.63) в метрицi простору H визначається

за формулою (2.68).

В [131] показано, що послiдовнiсть

S2
n =

n∑
k=1

c2
k(TrB)k

збiгається у випадку n → ∞. Позначимо границю S2
n коли n → ∞ як

S2. Оскiльки функцiонал F (x) — цiлий, то ряд
∑
‖Lk‖2(TrB)k є збiжним.

Нехай ϕ2
n — залишок цього ряду пiсля n-го члену. Нескладно показати,

що послiдовнiсть U 2
n =

n∑
k=1

k2c2
k(TrB)k також є збiжною у випадку коли

n→∞. Цю границю позначимо: U 2.

Теорема 2.15. Нехай заданi збуренi значення цiлого функцiонала

F : L2(0, 1) → R1 на множинi вузлiв ℵ(m): F̃ (xi) = F (xi) + δi та нехай

виконуються нерiвностi |F̃ (xi)| ≤ K = const, |∆i| ≤ C
ir , r > 1, |δi| ≤ δ,

∀i, i = 0, N , а скалярнi добутки в (2.63) обчислюються наближено та

|Rn(xi)|2 ≤ ψ2
n. Тодi має мiсце оцiнка
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lim
m→∞

‖F − P̃ I
n‖ ≤

{
ϕ2
n + (S2 − 1)ψ2

n

}1/2
+ Sδ + Cζ(r)U(K + δ). (2.69)

Доведення. Доведення випливає безпосередньо з нерiвностi (2.68).

Розглянемо тепер задачу операторної iнтерполяцiї з iнтерполяцiйними

умовами (2.69) для полiномiального функцiонала Fn ∈ Πn у випадку збу-

рених його значень на множинi вузлiв ℵ(m) та наближеного обчислення

скалярних добуткiв в (2.71).

Як зазначалося вище, P̃ I
n(x) можна розглядати як лiнiйний функцiонал

за Fn(x). Використаємо позначення для P (δ)
n (x), P (∆)

n−1(x), що були введенi

для випадку, коли функцiонал, який iнтерполюємо, цiлий. Тодi з точнiстю

до членiв першого порядку малостi вiдносно величин δi та ∆i також вико-

нуються рiвнiсть (2.64), якщо F (x) ≡ Fn(x) — полiномiальний функцiонал.

Нехай |F̃n(xi)| ≤ K = const; ∆i ≤ C
ir , r > 1, |δi| ≤ δ ∀i. Знайдемо оцiнку

точностi iнтерполяцiї полiномiального функцiонала. Маємо

‖Fn − P̃ I
n‖H = ‖Fn − P I

n − P (δ)
n − P

(∆)
n−1‖H ≤

≤ ‖Fn − P I
n − P (δ)

n ‖H + ‖P (∆)
n−1‖H . (2.70)

Для того, щоб одержати оцiнку ‖Fn−P I
n −P

(δ)
n ‖H скористаємося резуль-

татом теореми 2.7 iз роздiлу 2.4: у випадку, коли заданi збуренi значення

полiномiального оператора (що iнтерполюємо) у вузлах iнтерполяцiї xi, i =

0, N , оцiнка точностi iнтерполювання визначається нерiвнiстю:

‖Fn − P I
n − P (δ)

n ‖H <

{
αn

∞∑
i=m+1

λi + βnδ
2

}1/2

, (2.71)

де αn =
n∑
k=1

k2‖Lk‖2(TrB)k−1, βn =
n∑
k=0

c2
k(TrB)k.
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Пiдставимо нерiвностi (2.67), (2.71) в (2.70). В результатi одержимо

‖Fn − P̃ I
n‖H <

{
αn

∞∑
i=m+1

λi + βnδ

}1/2

+ Cζ(r)(K + δ)Un−1. (2.72)

Таким чином, доведено таку теорему.

Теорема 2.16. Нехай заданi збуренi значення полiномiального функцiона-

лу Fn(x) на множинi вузлiв ℵ(m): F̃n(xi) = Fn(xi)+δi, скалярний добуток

в L2(0, 1) обчислюється наближено: (̃x, ei) = (x, ei) + ∆i та виконуються

нерiвностi |F̃n(xi)| ≤ K = const, |δi| ≤ δ ∀i, |∆i| ≤ C
ir , r > 1. Тодi

оцiнка точностi iнтерполяцiї в метрицi простору H з точнiстю до чле-

нiв першого порядку малостi вiдносно величин δi та ∆i обчислюються за

формулою (2.72).

Розглянемо в просторi L2(0, 1) оператор B, що визначається збiжним

рядом

Bx =
∞∑
k=1

qk(x, ek)ek, q ∈ (0, 1), (2.73)

де {ek}∞k=1 — ортонормований базис в L2(0, 1). В цьому випадку B — ядер-

ний самоспряжений додатнiй оператор, ek — його ортонормованi власнi

вектори з власними значеннями, що дорiвнюють qk. В [17] показано, що в

цьому випадкуB — кореляцiйний оператор деякої гаусової мiри µ в L2(0, 1).

Ця мiра породжує скалярний добуток та вiдповiдну норму на множинi Πn.

Оцiнку точностi iнтерполяцiї (2.72) запишемо таким чином [209]

‖Fn − P̃ I
n‖H <

{
αn
qm+1

1− q
+ βnδ

2

}1/2

+ Cζ(r)Un−1(K + δ) ≤

≤
√

2

{
αn
qm+1

1− q
+ βnδ

2 + C2ζ2(r)U 2
n−1(K + δ)2

}1/2

. (2.74)
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Використовуючи оцiнку точностi iнтерполювання (2.74), отримаємо фор-

мулу для визначення кiлькостi ортонормованих вузлiв m0, перевищення

якого не покращує цю оцiнку:

m0 = E

(
logq

βnδ
2 + C2ζ2(r)U 2

n−1(K + δ)2

αn
(1− q)

)
− 1,

де E(x) — цiла частина числа x.

Розглянемо тепер цiлий функцiонал F ∈ Π∞, для якого оцiнку значення

n0 в теоремi 2.15 можна знайти бiльш конструктивно.

Нехай оператор B визначається за формулою (2.73), для норм степенiв

оператора F (x) виконуються нерiвностi

‖Ln+k‖ ≤
( q
n

)n+k

, k = 1, 2, . . . ,

та 1− q − q3 > 0, тодi на пiдставi (2.68) одержимо

lim
m→∞

‖F − P̃ I
n‖H ≤

{(
q2

1− q

)n+1(
1− q

1− q − q3
+
S2 − 1

1− q2

)}
+

+Sδ + Cζ(r)U(K + δ). (2.75)

Вiдповiдно до нерiвностi (2.75) можемо сформулювати таку теорему.

Теорема 2.17. Нехай заданi збуренi значення цiлого оператора F (x) на

множинi вузлiв ℵ(m), скалярнi добутки в (2.63) обчислюються набли-

жено та виконуються нерiвностi F̃ (xi) ≤ K = const, |∆i| ≤ C
ir , r > 1,

|δi| ≤ δ ∀i, оператор B визначається за допомогою спiввiдношення (2.73),

1− q− q3 > 0, q 6=
√

5−1
2 . Якщо число n не перевищує n0, що обчислюється

за формулою

n0 = E

(
2 log q2

1−q

(sδ + Cζ(r)U(K + δ))− log q2

1−q

(
1− q

1− q − q3
+
S2 − 1

1− q2

))
−1,
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то точнiсть iнтерполяцiї цiлого функцiоналу F ∈ Π∞ не покращується

в сенсi оцiнки (2.75).

2.6 Теореми про точнiсть iнтерполяцiї полiномiальних та цiлих

функцiоналiв F :
0

W 1
2 (0, π)→ R1 у випадку збурених їх вузло-

вих значень

В цьому роздiлi продовжуємо дослiдження для простору
0

W 1
2 (0, π), якi бу-

ли розглянуто в роздiлi 2.5 для L2(0, 1),
0

W 1
2 (0, π) — простiр функцiй, якi

разом iз своїми узагальненими похiдними сумовнi з квадратом на (0, π) та

дорiвнюють нулю в точках 0 та π.

Нехай Π∞ — множина операторiв вигляду (2.48) для яких числовий ряд

‖L0‖+ ‖L1‖ · ‖x‖+ · · ·+ ‖Ln‖ · ‖x‖+ · · ·

збiгається для всiх x ∈
0

W 1
2 (0, π), де L0 ∈ R1, Lkx

k :
0

W 1
2 (0, π) → R1 — k-

та операторна степiнь, що одержана iз k-лiнiйної симетричної неперервної

операторної форми Lk(v1, v2, . . . , vk) : (
0

W 1
2 (0, π))k → R1, коли v1 = v2 =

· · · = vk = x, ‖Lk‖ — традицiйна норма k-ї операторної степенi, k = 1, n,

‖x‖ — норма елемента x в
0

W 1
2 (0, π). Надалi такi оператори будемо називати

цiлими функцiоналами, що визначенi на просторi
0

W 1
2 (0, π). Згiдно з [85]

введемо на множинi Π∞ скалярний добуток (2.59) i норму ‖F‖H = (F, F )
1
2

H ,

в яких X =
0

W 1
2 (0, π) — гiльбертовий простiр iз гаусовою мiрою µ, перший

момент якої дорiвнює нулю [17], L(1)
k , L

(2)
k в (2.59) — k-лiнiйнi неперервнi

симетричнi операторнi форми, що вiдповiдають функцiоналам F1, F2 ∈ Π∞.

Нехай Πn — множина функцiональних полiномiв, якi є n-ми частковими

сумами ряду (2.48), {ei}∞i=1 — ортонормований базис в
0

W 1
2 (0, π). Вiдповiдно

до [85] визначимо множину iнтерполяцiйних вузлiв ℵ(m) = {xi}Ni=0 ⊂ X
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таким чином: x0 = 0, xi = ei, i = 1,m, а решту як всiлякi суми елементiв

ei, i = 1,m, по два, по три i т.д., враховуючи повторення, до n доданкiв

в кожнiй. Неважко показати, що N =
n∑
k=1

Ck
m+k−1. Задачу полiномiальної

iнтерполяцiї функцiоналiв сформулюємо таким чином: необхiдно знайти

такий полiном P I
n ∈ Πn, для якого у вузлах xi, i = 0, N, виконуються

умови

P I
n(xi) = F (xi), i = 0, N, (2.76)

де F :
0

W 1
2 (0, π)→ R1 — деякий, у загальному випадку, нелiнiйний функцiо-

нал. Розглянемо iнтерполяцiйний функцiональний полiном, що побудовано

за методом ортогональних моментiв [99], [134] на множинi вузлi ℵ(m)

P I
n(x) =

n∑
k=0

k∑
i1,i2,...,ik=1

LIk(ei1, ei2, . . . , eik)(x, ei1)(x, ei2) · · · (x, eik), (2.77)

де (·, ·) — скалярний добуток в
0

W 1
2 (0, π), а LIk(ei1, ei2, . . . , eik) — k-лiнiйнi

симетричнi операторнi форми, якi обчислюються за рекурентною процеду-

рою (2.62) [85]. В роботi [131] при виконаннi певних умов доведено збiжнiсть

iнтерполяцiйного процесу (2.77) на послiдовностi вузлiв ℵ(m) для цiлого

оператору у разi точних його вузлових значень.

Розглянемо випадок, коли значення функцiоналу у вузлах xi, i = 0, N,

заданi наближено та наближено обчислюються скалярнi добутки в (2.77):

F̃ (xi) = F (xi) + δi, δi ∈ R1,

(̃x, ei) = (x, ei) + ∆i, i = 0, N.

Тодi iнтерполяцiйний полiном (2.77) буде мати вигляд [137]
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P̃ I
n(x) =

n∑
k=0

m∑
i1,i2,...,ik=1

L̃Ik(e1, e2, . . . , ek)(̃x, e1)(̃x, e2) · · · (̃x, ek), (2.78)

де L̃Ik(e1, e2, . . . , ek) обчислюються за формулами (2.62), але замiсть точних

значень F (xi) функцiоналу у вузлах використовуються наближенi F̃ (xi),

i = 0, N.

Оберемо ортогональну систему функцiй {ei}mi=1 в
0

W 1
2 (0, π) тригонометри-

чною [91]. Розглянемо обчислення i-го коефiцiєнта Фур’є функцiй x(t) ∈
0

W 1
2 (0, π):

(̃x, ei) = (x′, e′i)L2(0,π) + (x, ei)L2(0,π) + ∆i, i = 1,m, (2.79)

∆i = ∆1
i + ∆2

i , i = 1,m,

де ∆1
i , i = 1,m — похибка обчислення першого iнтегралу в правiй частинi

(2.79), ∆2
i , i = 1,m — другого. Нехай надалi виконуються нерiвностi

|∆1
i | <

C1

ir−1
, |∆2

i | <
C2

ir
, r > 2, Ck = const, k = 1, 2. (2.80)

Такi оцiнки точностi мають мiсце, наприклад, якщо функцiя та її перша

похiдна належать до класу функцiй Лiпшиця, при цьому для обчислен-

ня iнтегралiв кiлькiсть точок розбиття промiжку iнтегрування перевищує

числа ir−1 та ir вiдповiдно до [29].

Аналогiчно [131] цiлий функцiонал F (x) запишемо у виглядi

F (x) = Fn(x) +Rn(x),

де Fn(x) = L0 + L1x+ · · ·+ Lnx
n, Rn(x) = Ln+1x

n+1 + Ln+2x
n+2 + · · · .

Нехай оператор B визначається збiжним рядом (2.46), де
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∞∑
k=1

λk <∞, x ∈
0

W 1
2 (0, π), T rB =

∞∑
k=1

λk.

Неважко бачити, що оператор B — додатнiй, самоспряжений та ядерний з

власними функцiями ek та власними числами λk > 0. Вiдомо [17], що опе-

ратор B буде кореляцiйним оператором деякої гаусової мiри µ на
0

W 1
2 (0, π).

Справедлива теорема 2.18

Теорема 2.18. Нехай на множинi вузлiв ℵ(m) заданi наближенi значе-

ння цiлого функцiоналу F :
0

W 1
2 (0, π)→ R1,

F̃ (xi) = F (xi) + δi, |F̃ (xi)| ≤ K = const; |δi| ≤ δ∀i, i = 0, N ;

скалярнi добутки в (2.78) обчислюються наближено (̃x, ei) = (x, ei) + ∆i,

i = 0, N, та виконуються нерiвностi (2.80). Тодi, з точнiстю до членiв

першого порядку малостi включно вiдносно величин δi та ∆i, i = 0, N,

має мiсце оцiнка

‖F − P̃ I
n‖H <

{
n∑
k=1

k2‖Lk‖2(TrB)k−1
∞∑

i=m+1

λi

} 1
2

+

+

{ ∞∑
k=n+1

‖Lk‖2(TrB)k + max
0≤i≤N

|Rn(xi)|2
n∑
k=1

c2
k(TrB)k

} 1
2

+

+

{
max

0≤i≤N
|δi|2

n∑
k=0

c2
k(TrB)k

} 1
2

+

{C1ζ(r − 1) + C2ζ(r)} (K + δ)

{
n−1∑
k=1

k2c2
k(TrB)k−1

} 1
2

, (2.81)

де ζ(r) — функцiя Рiмана, ck = αk(1 +αk+1) · · · (1 +αn), αk =
2k

k!
, k = 1, n.
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Доведення. В загальних рисах доведення повторює доведення теореми 2.14

[209]. Оскiльки iнтерполяцiйний полiном P̃ I
n(x) лiнiйний за F , то з точнiстю

до членiв першого порядку малостi вiдносно величин ∆i та δi його можна

записати у виглядi

P̃ I
n(x) = P I

n(x) + P (δ)
n (x) + P

(∆)
n−1(x), (2.82)

де полiном P
(δ)
n (x) має вигляд (2.77), а його значення у вузлах xi дорiвню-

ють δi, i = 0, N,

P
(∆)
n−1(x) =

=
n∑
k=0

k

m∑
i1,i2,...,ik=1

LIk(ei1, ei2, . . . , eik)(x, ei1)(x, ei2) · · · (x, eik−1
)∆ik. (2.83)

Знайдемо оцiнку точностi iнтерполяцiї функцiоналу F ∈ Π∞ в метрицi

простору H. Маємо

‖F − P̃ I
n‖H = ‖F − P I

n − P (δ)
n − P

(∆)
n−1‖H ≤

≤ ‖F − P I
n − P (δ)

n ‖H + ‖P (∆)
n−1‖H . (2.84)

Перший доданок у правiй частинi нерiвностi (2.84) задовольняє нерiвно-

стi (2.51) Оцiнимо другий доданок в нерiвностi (2.84). Оскiльки

F̃ (xi) = F (xi) + δi,

то

|F (xi)| ≤ |F̃ (xi)|+ |δi| ≤ K + δ.

Враховуючи оцiнки
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|LIk(ei1, ei2, . . . , eik)| ≤ ck max
0≤i≤N

|F (xi)|

(див. [131]), де ck визначенi в позначеннях теореми 2.18 та рiвнiсть [17]:

∫
X

(v, ei)(v, ej)µ(dv) = (Bei, ej) = λiδij,

де δij — символ Кронекера, а також формули (2.79), (2.80), одержимо

‖P (∆)
n−1‖2

H =
n−1∑
k=0

∫
X

· · ·
∫
X

k
m∑

i1,i2,...,ik=1

LIk(ei1, ei2, . . . , eik)×

×(v1, ei1)(v2, ei2) · · · (vk, eik)∆ik×

×k
m∑

j1,j2,...,jk=1

LIk(ej1, ej2, . . . , ejk)(v1, ej1)(v2, ej2) · · · (vk, ejk)∆jk×

×µ(dv1)µ(dv2) · · ·µ(dvk) =

=
n−1∑
k=0

∫
X

· · ·
∫
X

k2
m∑

i1,i2,...,ik=1

LIk(ei1, ei2, . . . , eik)(v1, ei1)(v2, ei2) · · · (vk, eik)×

×(∆1
ik

+ ∆2
ik

)
∑

j1,j2,...,jk=1

LIk(ej1, ej2, . . . , ejk)(v1, ej1)(v2, ej2) · · · (vk, ejk)×

×(∆1
jk

+ ∆2
jk

)µ(dv1)µ(dv2) · · ·µ(dvk) <

< (K + δ)2
n−1∑
k=1

k2c2
k(TrB)k−1

{
m∑
i=1

(
C1

ir−1
+
C2

ir

)}2

<
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< (C1ζ(r − 1) + C2ζ(r))2(K + δ)2
n−1∑
k=1

k2c2
k(TrB)k−1. (2.85)

Пiдставимо (2.51), (2.85) в (2.84) i отримаємо оцiнку (2.81). Теорему 2.18

доведено.

Послiдовностi

S2
n =

n∑
k=1

c2
k(TrB)k, U 2

n =
n∑
k=1

k2c2
k(TrB)k

збiгаються, коли n → ∞. Нехай S2, U 2 вiдповiдно їх границi. Оскiльки

функцiонал F :
0

W 1
2 (0, π) → R1 — цiлий, то ряд

∑
‖Lk‖2(TrB)k — збiгає-

ться. Позначимо залишок цього ряду пiсля n-го члена як ϕ2
n. Тодi в умовах

теореми 2.18, як її наслiдки мають мiсце такi результати.

Теорема 2.19. Нехай |Rn(xi)|2 ≤ ψ2
n та виконуються умови теореми

2.18. Тодi має мiсце оцiнка

lim
m→∞

‖F − P̃ I
n‖H ≤

{
ϕ2
n + (S2 − 1)ψ2

n

} 1
2 + Sδ+

+ {C1ζ(r − 1) + C2ζ(r)}U(K + δ). (2.86)

Теорема 2.20. Нехай виконуються умови теореми 2.19 та ψn → 0 мо-

нотонно. Тодi точнiсть iнтерполювання не покращується в сенсi оцiнки

(2.86), коли n ≥ n0, де n0 — максимальне цiле число, що вiдповiдає нерiв-

ностi{
ϕ2
n + (S2 − 1)ψ2

n

} 1
2 ≥ Sδ + {C1ζ(r − 1) + C2ζ(r)}U(K + δ). (2.87)

Розглянемо тепер задачу iнтерполяцiї полiномiального

функцiоналу F :
0

W 1
2 → R1, Fn ∈ Πn iз iнтерполяцiйними умовами (2.76) у
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випадку, коли заданi наближенi його значення F̃ (xi) у вузлах xi, i = 0, N,

i скалярнi добутки в (2.78) обчислюються також наближено. Нехай вико-

нуються умови (2.80). Залишимо позначення для P (δ)
n (x), P

(∆)
n−1(x) такими,

якими вони були введенi ранiше. Має мiсце теорема 2.21.

Теорема 2.21. Нехай заданi наближенi значення полiномiального фун-

кцiоналу Fn :
0

W 1
2 → R1 на множинi ℵ(m),

F̃n(xi) = Fn(xi) + δi, |F̃n(xi)| ≤ K = const; |δi| ≤ δ∀i, i = 0, N ;

скалярнi добутки в (2.78) обчислюються наближено та виконуються спiв-

вiдношення (2.79), (2.80). Тодi з точнiстю до членiв першого порядку

малостi вiдносно величин δi та ∆i справедлива оцiнка

‖Fn − P̃ I
n‖H <

{
αn

∞∑
i=m+1

λi + βnδ
2

} 1
2

+

+ {C1ζ(r − 1) + C2ζ(r)}Un−1(K + δ, ) (2.88)

де αn =
n∑
k=1

k2‖Lk‖2(TrB)k−1, βn =
n∑
k=0

c2
k(TrB)k.

Доведення. Для функцiоналу Fn ∈ Πn мають мiсце формули (2.82) – (2.84)

та (2.85). На пiдставi теореми 1 iз роботи [208] отримаємо

‖Fn − P I
n − P (δ)

n ‖H <

{
αn

∞∑
i=m+1

λi + βnδ
2

} 1
2

. (2.89)

Пiдставимо (2.85), (2.89) в (2.84) i одержимо оцiнку (2.88).

Для знаходження числа вузлiвm0, перевищення якого не покращує оцiн-

ку точностi iнтерполяцiї (2.88), у формулi для кореляцiйного оператора B

мiри µ покладемо λk = qk, q ∈ (0, 1). Тодi оцiнка (2.88) запишеться таким
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чином

‖Fn − P̃ I
n‖H ≤

{
αn
qm+1

1− q
+ βnδ

2

} 1
2

+ {C1ζ(r − 1) + C2ζ(r)}Un−1(K + δ) ≤

≤
√

2

(
αn
qm+1

1− q
+ βnδ

2 + {C1ζ(r − 1) + C2ζ(r)}2 U 2
n−1(K + δ)2

)
. (2.90)

Нехай E(x) — цiла частина числа x. Тодi з нерiвностi (2.90) отримаємо

m0 = E

(
βnδ

2 + {C1ζ(r − 1) + C2ζ(r)}2 U 2
n−1(K + δ)2

αn
(1− q)

)
− 1.

2.7 Iнтерполяцiйна задача Лагранжа в скiнченновимiрному ев-

клiдовому просторi

В задачах iдентифiкацiї об’єкта на основi спостереження за його реакцiєю

на вхiднi сигнали особливо цiкавим є випадок, коли вихiдної iнформацiї про

дослiджуємий об’єкт недостатньо: число iнтерполяцiйних умов є меншим,

нiж розмiрнiсть простору полiномiв, на якому шукається розв’язок iнтерпо-

ляцiйної задачi в скiнченновимiрному евклiдовому просторi без додаткових

обмежень. Таку задачу будемо називати недовизначеною. Дослiдженню

задачi iнтерполяцiї функцiй багатьох змiнних в умовах недовизначеностi

присвячено даний пiдроздiл.

Нехай X, Y — гiльбертовi простори, µ — гаусова мiра на X, перший

момент якої дорiвнює нулю, B(u, v) — кореляцiйний функцiонал, B — ко-

реляцiйний оператор цiєї мiри вiдповiдно. Тодi має мiсце рiвнiсть [27], [17]

B(u, v) =

∫
X

(x, u)(x, v)µ(dx) = (Bu, v), u, v, x ∈ X, (2.91)

(·, ·) — скалярний добуток в X. Нехай Πn — множина операторних полiно-

мiв, що визначається формулою (1.1). В роздiлi 2.1 на просторi Πn введено
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скалярний добуток (P 1
n , P

2
n) за формулою (2.1) та норму

‖Pn‖ = (Pn, Pn)
(1/2).

Нехай задано: система елементiв {xi}mi=1 ∈ X, оператор F : X → Y

заданий своїми значеннями F (Bxi), i = 1,m. Для оператора F (x) необ-

хiдно побудувати єдиний операторний полiном Pn ∈ Πn, що задовольняє

iнтерполяцiйним умовам

Pn(Bxi) = F (Bxi), i = 1,m. (2.92)

Визначення 2.1. Iнтерполяцiйний полiном Pn називають iнтерполян-

том мiнiмальної норми, якщо вiн є розв’язком екстремальної задачi

‖Pn‖ = min ‖Qn‖, Qn ∈ ΠI
n,

де ΠI
n — множина полiномiв степеня n з iнтерполяцiйними умовами

(2.92).

Позначимо: F = {F (Bxi)}mi=1, Γ =

∥∥∥∥ n∑
k=0

(Bxi, xj)
k

∥∥∥∥m
i,j=1

, 00 = 1, Γ+ —

псевдообернена матриця Мура – Пенроуза до матрицi Γ [57], E — одинична

матриця.

В [68], [85], [218] доведено, що задача операторної iнтерполяцiї з умова-

ми (2.92) розв’язувана у разi виконання умови (1.8), де A0 = E − ΓΓ+,

а її розв’язок Pn(x) має вигляд (1.11), при цьому Pn(x) є iнтерполянтом

мiнiмальної норми на множинi полiномiв ΠI
n.

В [176] показано, що в гiльбертовому просторi задача iнтерполяцiї iнварi-

антно розв’язна, тобто iнтерполянт iснує при будь якому ~F = {F (Bxi)}mi=1,

якщо вузли iнтерполяцiї Bxi, i = 1,m рiзнi та виконується умова
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m ≤ n+ 1. (2.93)

Очевидно, що в цьому випадку на пiдставi (1.8) Γ+ = Γ−1.

Розглянемо розв’язання iнтерполяцiйної задачi в скiнченновимiрному ев-

клiдовому просторi Ek. Застосуємо наведенi вище результати для цього

простору. Не зменшуючи загальностi мiркувань, розглянемо спочатку ев-

клiдовий простiр E2 з гаусовою мiрою µ. Нехай функцiя f : E2 → R1 задана

своїми значеннями в точках γi = (xi, yi), i = 1,m, m ≤ p, де p — розмiр-

нiсть простору полiномiв степеня n в E2 , p =
(n+ 1)(n+ 2)

2
, u = (u1, u2),

v = (v1, v2), γ = (x, y). Нехай g(x) =
1√
2π
e−

x2

2 dx. Тодi рiвнiсть (2.91) запи-

шеться таким чином

B(u, v) =

∫
E2

(γ, u)(γ, v)µ(dγ) =

=

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

(u1x+ u2y)(v1x+ v2y)g(x)g(y)dxdy =

= (u1v1 + u2v2) = (u, v) = (Iu, v).

Отже, у випадку X = E2 за оператор B можна обрати одиничний оператор

(матрицю) I, за вузли iнтерполяцiї вектори γi = (xi, yi), i = 1,m.

Запишемо розв’язок задачi

Pn(γi) = f(γi), i = 1, p, (2.94)

у виглядi iнтерполянта мiнiмальної норми:

Pn(x, y) =

〈
~f,Γ+

n∑
p=0

{(xix+ yiy)p}mi=1

〉
, (2.95)
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де ~f = f(γi)
m
i=1, Γ = ‖

n∑
p=0

(xixj + yiyj)
p‖mi,j=1. Якщо виконується нерiвнiсть

(2.93) та всi вузли γi є рiзни, то Γ+ = Γ−1. В даному роздiлi для евклiдо-

вого простору одержимо бiльш сильний результат оберненостi матрицi Γ в

порiвняннi з (2.93).

Побудуємо розв’язок даної задачi на пiдставi результатiв загальної тео-

рiї iнтерполяцiї функцiй багатьох змiнних [12]. Шуканий iнтерполяцiйний

полiном Pn(γ) = Pn(x, y) запишемо у виглядi

Pn(x, y) = a00 + a10x+ a01y + a20x
2 + a11xy + a02y

2 + · · ·+

+an0x
n + an−1,1x

n−1y + · · ·+ a0ny
n, (2.96)

де aik ∈ R1, i, k = 0, n — невiдомi коефiцiєнти. Для однозначного розв’язку

iнтерполяцiйної задачi потрiбно знайти такi вузли γi ∈ E2, i = 1, p, щоб

визначник системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (2.94) вiдносно aik, i, k =

0, n, не перетворювався у нуль.

Як показано в [12], це має мiсце якщо за вузли iнтерполяцiї обрати на-

ступну систему точок

(x1, y1), (x2, y1), · · · , (xn−1, y1), (xn, y1),

(x1, y2), (x2, y2), · · · , (xn−1, y2),

· · · · · · · · ·

(x1, yn−1), (x2, yn−1),

(x1, yn),

(2.97)

xi 6= xj, yi 6= yj, при i 6= j. При такому виборi вузлiв однозначно визначимо

aik, i, k = 0, n, отже iнтерполяцiйний полiном (2.96) - побудований i вiн

єдиний.
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Тепер застосуємо систему вузлiв (2.97) для побудови iнтерполянта (2.95).

Оскiльки розв’язок задачi в цьому випадку єдиний, то iнтерполяцiйнi полi-

номи (2.96) та мiнiмальної норми (2.95) спiвпадають. Розглянемо елементи

матрицi Γ [200]:

n∑
p=0

(γi, γj)
p =

n∑
p=0

(xixj+yiyj)
p = 1+xixj+yiyj+(xixj)

2+2xixjyiyj+(yiyj)
2+

+ · · ·+ (xixj)
n + n(xixj)

n−1yiyj + · · ·+ nxixj(yiyj)
n−1 + (yiyj)

n,

де (xi, yj) — це точки з множини (2.97). Введемо вектори si, що визначаю-

ться наступним чином

si = (1, xi, yi, x
2
i ,
√

2xiyi, y
2
i , . . . , x

n
i ,
√
nxn−1

i yi, . . . ,
√
nxiy

n−1
i , yni ), (2.98)

i = 1,m.

i вони є лiнiйно незалежними вiдповiдно до [12]. Тодi матриця Γ набуває

вигляду матрицi Грама

Γ =


(s1, s1) · · · (s1, sm)

· · · · · · · · ·

(sm, s1) · · · (sm, sm)

 , m ≤ p, (2.99)

що буде невиродженою. Оскiльки будь-яка пiдсистема векторiв iз (2.98) бу-

де також лiнiйно незалежною, при цьому матриця Γ буде мати обернену, то

iнтерполяцiйна задача буде iнварiантно розв’язною i мати єдиний розв’я-

зок у виглядi полiнома мiнiмальної норми (2.95), де Γ+ = Γ−1. Отже, має

мiсце наступна
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Теорема 2.22. Нехай функцiя f : E2 → R1 задана своїми значеннями

f(γi), i = 1,m. Якщо вузли iнтерполяцiї γi, i = 1,m, обрати таким чи-

ном, що пiдсистема векторiв iз (2.98) є лiнiйно незалежною (наприклад,

пiдмножину точок (2.97)), то задача iнтерполяцiї функцiї двох змiнних

iнварiантно розв’язна i має єдиний розв’язок мiнiмальної норми у випад-

ку коли m ≤ p, де p — розмiрнiсть простору полiномiв в E2 степеня

n.

Таким чином, для функцiї f : E2 → R1 в умовах теореми (2.22) отримано

бiльш сильнi результати в порiвняннi з нерiвнiстю (2.93).

Вiдмiтимо, що матрицю Γ в цьому випадку можна записати у виглядi

Γ =

∥∥∥∥∥
n∑
k=0

(γi, γj)
k

∥∥∥∥∥
m

i,j=1

=

∥∥∥∥∥
n∑
k=0

(xixj + yiyj)
k

∥∥∥∥∥
m

i,j=1

= AA′,

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1 x1 y1 x2

1

√
2x1y1 y2

1 · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

1 xm ym x2
m

√
2xmym y2

m · · ·

· · · xn1
√
nxn−1

1 y1 · · ·
√
nx1y

n−1
1 yn1

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

· · · xnm
√
nxn−1

m ym · · ·
√
nxmy

n−1
m ynm

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ ,

Таке представлення матрицi Γ було розглянуто в [77].

Для iнтерполянта мiнiмальної норми (2.95) одержимо таку формулу

Pn(x, y) =

〈
~f,Γ−1

n∑
k=0

{(xix+ yiy)k}mi=1

〉
, ~f = {f(γi)}mi=1. (2.100)

Одержанi результати можна перенести для функцiї багатьох змiнних

f : Ek → R1, де Ek — k-вимiрний евклiдовий простiр. Нехай розв’язок
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iнтерполяцiйної задачi шукаємо на просторi Πkn полiномiв k змiнних n-го

степеня розмiрностi p =
(n+ k)!

n!k!
. Тодi, як зазначено в [8], завжди можна

знайти систему вузлiв (xi1, xi2, . . . , xik) ∈ Ek, i = 1, p, при яких задача iн-

терполяцiї функцiї багатьох змiнних буде мати єдиний розв’язок, а система

векторiв si, матриця Γ та iнтерполянт мiнiмальної норми (2.100) у випадку

m ≤ p запишуться для i = 1,m, у такому виглядi

si =

{(
j!

j1!j2! · · · jk!

)1/2

xj1i1x
j2
i2
· · · xjkik , j1 + j2 + · · ·+ jk = j, 0! = 1

}n

j=0

,

(2.101)

Γ =

∥∥∥∥∥
n∑
k=0

(γi, γj)
k

∥∥∥∥∥
m

i,j=1

=

∥∥∥∥∥
n∑
k=0

(xi1xj1 + · · ·+ xikxjk)
k

∥∥∥∥∥
m

i,j=1

= AA′,

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1 x11 · · · x1k · · · x2

11

√
2x11x12 · · ·

√
2x11x1k · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

1 xm1
· · · xmk

· · · x2
m1

√
2xm1

xm2
· · ·

√
2xm1

xmk
· · ·

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
Pn(x1, x2, . . . , xk) =

=

〈
~f,Γ−1

n∑
k=0

{(x1xi1 + x2xi2 + · · ·+ xkxik)
k}mi=1

〉
. (2.102)

На пiдставi вище наведених мiркувань можна сформулювати теорему [45].

Теорема 2.23. Нехай функцiя f : Ek → R1 задана своїми значеннями

f(γi), i = 1,m. Якщо вузли iнтерполяцiї γi обрати таким чином, що

вiдповiдна система векторiв iз (2.101) буде лiнiйно незалежною, то за-

дача iнтерполяцiї функцiї багатьох змiнних на просторi Πkn з умовами
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Pn(γi) = f(γi), i = 1,m, Pn ∈ Πkn iнварiантно розв’язна i має єдиний

розв’язок мiнiмальної норми у випадку коли m ≤ p, де p — розмiрнiсть

простору Πkn.

Приклад 2.3. Розглянемо побудову iнтерполяцiйного полiнома мiнiмаль-

ної норми P2(x, y) другого степеня на пiдставi формули (2.100). Вузли

iнтерполювання оберемо iз множини точок (2.97) таким чином

γ1 = (0, 0), γ2 = (1, 0), γ3 = (2, 0)

γ4 = (0, 2), γ5 = (1, 2),

γ6 = (0, 3).

Вектори si запишуться за формулою (2.98) у виглядi

s1 = (1, 0, 0, 0, 0, 0), s2 = (1, 1, 0, 1, 0, 0),

s3 = (1, 2, 0, 4, 0, 0), s4 = (1, 0, 2, 0, 0, 4),

s5 = (1, 1, 2, 1, 2
√

2, 4), s6 = (1, 0, 3, 0, 0, 9).

Оскiльки не iснує кривої другого порядку, що проходить через точки

γi, i = 1, 6 [12], то вектори si, i = 1, 6, є лiнiйно незалежними i матриця

Грама (2.99) буде невиродженою. Приходимо до висновку, що для побудо-

ви iнтерполянта (2.100) можна обрати будь-яку пiдсистему векторiв iз

(2.98), тобто iнтерполяцiйна задача буде iнварiантно розв’язною i ма-

ти єдиний розв’язок (в сенсi мiнiмальної норми) у випадку, коли m ≤ 6

(p = 6).

Оберемо m = 3, пiдсистему векторiв iз (2.98) s1, s3, s4. Для зручностi

позначимо їх як s1 = s1, s2 = s3, s3 = s4. Тодi матриця Грама в (2.99)
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буде невиродженою, а iнтерполяцiйний полiном (2.100) (n = 2, m = 3),

що вiдповiдає умовам (2.94) набуває вигляду

P2(γ) = P2(x, y) =

〈
~f,Γ−1

2∑
p=0

{(xix+ yiy)p}3
i=1

〉
=

3∑
i=1

li(γ)f(γi),

де li(γ) = li(x, y) — фундаментальнi полiноми Лагранжа, li(γj) = δij, δij

— символ Кронекера, i, j = 1, 2, 3,

l1(x, y) = 1− 0, 1(x+ y + 2x2 + 2y2), l2(x, y) = 0, 1(x+ 2x2),

l3(x, y) = 0, 1(y + 2y2).

Таким чином, приходимо до висновку, що при виконаннi умов теореми

2.23, iснує єдиний розв’язок задачi iнтерполювання функцiї двох (а отже

i багатьох) змiнних в умовах недовизначеностi. Крiм того в умовах теоре-

ми 2.23 отримано бiльш сильний результат в порiвняннi з [176] стосовно

кiлькостi вузлiв для iснування матрицi оберненої до матрицi Γ.

Проведемо порiвняльний аналiз побудови двох iнтерполянтiв за класи-

чним пiдходом [12] та запропонованим у цьому роздiлi для m = p. За

систему вузлiв оберемо набiр точок (2.97). При побудовi полiнома (2.96)

задача зводиться до вiдшукання розв’язку системи лiнiйних алгебраїчних

рiвнянь (2.94) iз невиродженою матрицею загального вигляду. У першо-

му випадку для її розв’язання скористаємося методом Гауса, що потребує

Q(m) = 2/3m3 + O(m2) арифметичних дiй. У другому випадку для побу-

дови полiнома (2.100) необхiдно визначити вектор

Γ−1
n∑
p=0

{(xix+ yiy)p}mi=1 = z,
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що еквiвалентно розв’язанню системи

Γz =
n∑
p=0

{(xix+ yiy)p}mi=1 = l(x, y), (2.103)

де l(x, y) — полiном n-го степеня двох змiнних. Розв’язок системи (2.103)

з неособливою симетричною матрицею Γ знайдемо за методом квадратно-

го кореня, що потребує Q(m) = 1/3m3 + O(m2) числа арифметичних дiй,

тобто за сталою при m3 вдвiчi меншою нiж за методом Гауса. Таким чи-

ном, при порiвняннi двох методiв побудови iнтерполяцiйного полiнома для

функцiї f : E2 → R1 приходимо до висновку, що у випадку, коли m = p

(m - число вузлiв, p - розмiрнiсть простору полiномiв в E2 другого степе-

ня), а за вузли iнтерполяцiї обрано систему (2.97) iнтерполянти (2.100) та

(2.96) спiвпадають, але перевагу за кiлькiстю арифметичних дiй має полi-

ном мiнiмальної норми, зокрема його формула зручнiше для використання.

Якщо m<p, то при побудовi (2.96) на пiдставi умов (2.94) з вузлами (2.97)

класичний пiдхiд [12] не забезпечує єдиностi розв’язку, в той же час iнтер-

поляцiйний полiном (2.100) буде єдиним, при цьому маємо конструктивну

формулу для побудови iнтерполянта достатньо простого вигляду.

2.8 Iнтерполяцiйний полiном Лагранжа в лiнiйному просторi зi

скалярним добутком

В [8] показано, що для побудови єдиного iнтерполяцiйного полiнома в ев-

клiдовому просторi Ek необхiдно, щоб мiж степенем полiнома n та числом

вузлiв m виконувалось спiввiдношення m =
(n+ k)!

n!k!
. Крiм того, побудова

iнтерполянта степеня n в Ek викликає певнi труднощi. На практицi ви-

никають випадки, коли задана кiлькiсть вузлiв iнтерполяцiї менше, нiж

їх потрiбно для побудови єдиного iнтерполянта вiдповiдного степеня. В
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роздiлi 2.7 показано, що в скiнченновимiрному евклiдовому просторi чи-

сло вузлiв можна обрати меншим, нiж розмiрнiсть простору полiномiв, на

якому шукається розв’язок, при цьому задача буде iнварiантно розв’язною

та мати єдиний розв’язок мiнiмальної норми, яка породжена скалярним

добутком за гаусовою мiрою [27], [108]. Задача iнтерполяцiї називається

iнварiантно розв’язною, якщо вона має розв’язок для довiльних значень

функцiї у вузлах. В [218] наведенi iнтерполяцiйнi операторнi полiноми в

гiльбертовому просторi. Один iз цих iнтерполянтiв розглянуто в цьому

роздiлi. Показано, що вiн являє собою iнтерполяцiйну формулу Лагранжа

з фундаментальними функцiональними полiномами в лiнiйному просторi

iз скалярним добутком. Ця iнтерполяцiйна формула Лагранжа (число ву-

злiв m та степiнь полiнома n не пов’язанi мiж собою) дослiджується як

для випадку нескiнченновимiрного лiнiйного простору, так i для випад-

ку скiнченновимiрного евклiдового простору Ek, визначенi умови точностi

формули Лагранжа на полiномах вiдповiдного степеня.

Iнтерполяцiйний операторний полiном в [218] n-го степеня для оператора

f має вигляд

Pn(x) =

〈
f,Γ+

m

n∑
p=0

(xi, x)p|mi=1

〉
, (2.104)

вiдповiдає умовам

Pn(xi) = f(xi) = fi, i = 1,m, (2.105)

де xi — вузли iнтерполяцiї, f = (f1, f2, . . . , fm), xi, x ∈ H,H — гiльбертовий

простiр, f : H → Y , Y — лiнiйний простiр, fi ∈ Y , Γ+
m — псевдообернена

матриця Мура-Пенроуза до матрицi [211]
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Γm =

∥∥∥∥∥
n∑
p=0

(xi, xj)
p

∥∥∥∥∥ ,
< ·, · >=

m∑
i=1

fiαi, αi ∈ R1. В [218] доведено, що для розв’язуваностi iн-

терполяцiйної задачi необхiдно та достатньо виконання умови (1.8), де

A0 = E − Γ+
mΓ = E − ΓΓ+

m, A0 — iдемпотентна, симетрична матриця.

Якщо матриця Γm невироджена (Γ+
m = Γ−1

m ), тодi на пiдставi (1.8) задача

буде iнварiантно розв’язною, тобто розв’язок буде iснувати для будь-яких

значень оператора у вузлах. Позначимо Γkm =
∥∥(xi, xj)

k
∥∥. В [218] показано,

що у випадку виконання умови

rg(Γ0
m + Γ1

m) + n− 1 ≥ m (2.106)

задача операторного iнтерполювання iнварiантно розв’язувана. Отже, роз-

глянемо випадок, коли задача iнварiантно розв’язна: Γ+
m = Γ−1

m , а формула

(2.104) набуває вигляду:

Pn(x) =

〈
f,Γ−1

m

n∑
p=0

(xi, x)p|mi=1

〉
. (2.107)

Надалi формулу (2.107) перепишемо в iншому виглядi та зведемо її до

формули Лагранжа в лiнiйному просторi iз скалярним добутком. Нехай

X, Y — лiнiйнi простори, X — iз скалярним добутком (·, ·), f : X → Y ,

Pn(x) — iнтерполяцiйний операторний полiном степеня n для f з вузлами

x1, x2, . . . , xm, x, xi ∈ X, i = 1,m, виконуються умови (2.105), а вузли xi

обранi таким чином, щоб матриця ‖Pni(xj)‖ була неособливою, де

Pni(x) =
n∑
k=0

Lkix
k, Lkix

k = (xi, x)k, L0i = 1, Pni : X → R1, i = 1,m.
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Невиродженiсть матрицi для скiнченновимiрного евклiдового простору

розглянуто в роздiлi 2.7 за рахунок вибору незалежних векторiв, пов’яза-

них з вузлами. Надалi позначимо:

Pn(x) = (Pn1(x), Pn2(x), . . . , Pnm(x)),

а через P−1
ni (xj) елементи матрицi ‖Pni(xj)‖−1. Вiдповiдно до [218] маємо

Pn(x) =
〈
f, ‖Pni(xj)‖−1Pn(x)

〉
=
〈
f, ‖P−1

ni (xj)‖Pn(x)
〉

=

=
m∑
i=1

fi

m∑
j=1

P−1
ni (xj)Pnj(x) =

m∑
j=1

fili(x), (2.108)

де

li(x) =
m∑
j=1

P−1
ni (xj)Pnj(x),

li(xk) =
m∑
j=1

P−1
ni (xj)Pnj(xk) = δik, (2.109)

δik — символ Кронекера. Враховуючи (2.108), (2.109), отримуємо

Pn(xk) =
m∑
i=1

fili(xk) = fk = f(xk), k = 1,m.

Таким чином, формула (2.108) являє собою формулу Лагранжа для iн-

терполяцiйного полiнома в лiнiйному просторi iз скалярним добутком

Pn(x) =
m∑
i=1

fili(x), li(xk) = δik, i, k = 1,m, (2.110)

де li(x) — фундаментальнi полiноми Лагранжа степеня n, li : X → R1.

Зауважимо, що iнтерполянт (2.110) з вузлами xi, i = 1,m не єдиний в

X. Дiйсно, якщо pn : X → Y довiльний операторний полiном n-го степеня

[110], то формула
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Pn(x) = pn(x) +
m∑
i=1

(fi − pn(xi))li(x) (2.111)

визначає множину iнтерполяцiйних операторних полiномiв n-го степеня

для оператора f ,

Pn(xk) = pn(xk) +
m∑
i=1

(fi − pn(xi))li(xk) =

= pn(xk) +
m∑
i=1

(fi − pn(xi))δik = fk = f(xk), k = 1,m.

В [218] доведено, що iнтерполянт вигляду (2.110), який належить мно-

жинi (2.111), має мiнiмальну норму породжену скалярним добутком за

гаусовою мiрою [27], [108].

Вiдомо, що в нескiнченно вимiрних просторах скiнчена множина вузлiв

не гарантує єдиностi iнтерполянта та його iнварiантностi щодо полiномiв

вiдповiдного степеня. У роботах [116], [108], [186] континуальна iнформацiя,

що використовується для побудови iнтерполяцiйного полiнома, не забезпе-

чує єдиностi iнтерполяцiйної формули. У [186] викладена так звана "Kergin

interpolation"як для функцiй багатьох змiнних, так i в банаховому про-

сторi. Вiдзначимо, по-перше, що наведенi там iнтерполяцiйнi формули з

точнiстю до еквiвалентних перетворень iнтегралiв збiгаються з формула-

ми [116], [108], отриманими ще в 60-х роках минулого столiття, а по-друге,

з них неможливо отримати класичнi iнтерполяцiйнi формули Ньютона для

функцiй багатьох змiнних [82].

Вiдмiтимо, що вираз [46]

pn(x)−
m∑
i=1

pn(xi)li(x) (2.112)
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не перетворюється в нуль-елемент нескiнченновимiрного лiнiйного просто-

ру Y [110], тобто формула Лагранжа не є "точною"на операторних полiно-

мах вiдповiдного степеня, а числа m та n при побудовi полiнома (2.108) не

пов’язанi мiж собою.

Приклад 2.4. Покладемо в (2.112) n = 1, де p1 : C[0, 1]→ C[0, 1],

p1(x) =

1∫
0

K(t, s)x(s)ds,

де K(t, s) — неперервна функцiя на [0, 1]× [0, 1]. Враховуючi вигляд li(x),

одержимо, що

p1(x)−
m∑
i=1

p1(xi)li(x) 6= 0.

Отже, в нескiнченновимiрному лiнiйному просторi формула Лагранжа

не є точною на полiномах вiдповiдного степеня.

Розглянемо частинний випадок, колиX є скiнченновимiрним евклiдовим

простором на прикладi простору E2, f : E2 → R1,

u ∈ E2, u = (x, y), ui = (xi, yi), i = 1,m,

де ui обираємо таким чином, щоб матриця∥∥∥∥∥
n∑
p=0

(xixj + yiyj)
p

∥∥∥∥∥
мала обернену [45]. З (2.108) одержимо

Pn(x, y) =

f,∥∥∥∥∥
n∑
p=0

(xixj + yiyj)
p

∥∥∥∥∥
−1 n∑

p=0

(xix+ yiy)p|mi=1

 =
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=
m∑
i=1

f ili(x, y), (2.113)

Тодi

li(x, y)|mi=1 =

∥∥∥∥∥
n∑
p=0

(xixj + yiyj)
p

∥∥∥∥∥
−1 n∑

p=0

(xxi + yyi)
p|mi=1,

li(xk, yk) = δik, i, k = 1,m.

Враховуючи (2.113), маємо

Pn(xk, yk) =
m∑
i=1

fili(xk, yk) = fk = f(xk, yk), k = 1,m

i формула (2.109) є iнтерполяцiйною формулою Лагранжа для f : E2 → R1,

де li(x, y) — фундаментальнi полiноми Лагранжа двох змiнних степеня n.

Також на пiдставi [218] Pn(x, y) є iнтерполянтом мiнiмальної норми [27],

[108] на множинi iнтерполянтiв n-го степеня двох змiнних.

Надалi будемо вважати, що число m задано (фiксовано), а степiнь n

iнтерполяцiйного полiнома обираємо з нерiвностi

m ≤ min p = p,

де p — розмiрнiсть простору полiномiв степеня n в E2, p =
(n+ 1)(n+ 2)

2
[12].

Приклад 2.5. Нехай m = 2, ui = (xi, yi), i = 1, 2, u1 = (0, 1), u2 = (1, 0).

Тодi

m = 2 ≤ min
(n+ 1)(n+ 2)

2
= p = 3, n = 1.

Перевiримо виконання умови (2.106) iнварiантної розв’язуваностi задачi:
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rg(Γ0
m + Γ1

m) + n− 1 = 2 + 1− 1 = 2 ≥ m,m = 2.

Отже при такому виборi вузлiв задача iнварiантно розв’язувана, тоб-

то матриця Γ2 має обернену. Побудуємо iнтерполяцiйний полiном. Маємо

∥∥∥∥∥
1∑
p=0

(ui, uj)
p

∥∥∥∥∥
−1

=
1

3

∥∥∥∥∥∥ 2 −1

−1 2

∥∥∥∥∥∥ ,
∥∥∥∥∥

1∑
p=0

(ui, uj)
p

∥∥∥∥∥
−1 1∑

p=0

(ui, u)p|2i=1 =
1

3

∥∥∥∥∥∥1− x+ 2y

1 + 2x− y

∥∥∥∥∥∥ ,
l1(x, y) =

1

3
(1− x+ 2y), l2(x, y) =

1

3
(1 + 2x− y), li(uj) = δij, i, j = 1, 2,

P1(x, y) =
2∑
i=1

fili(x, y).

Нехай f(x, y) = 1 + 2x+ 3y. Тодi f1 = f(0, 1) = 4, f2 = f(1, 0) = 3,

P1(x, y) = 4
1

3
(1− x+ 2y) + 3 · 1

3
(1 + 2x− y) =

=
1

3
(7 + 2x+ 5y) 6= 1 + 2x+ 3y,

тобто у випадку m = 2,p = 3, n = 1 iнтерполянт P1(x, y) не є точним

на полiномi 1-го степеня.

Приклад 2.6. Нехай m = 3,

ui = (xi, yi), i = 1, 2, 3, u1 = (0, 1), u2 = (1, 0), u3 = (0,−1).
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Тодi

m = 3 ≤ min
(n+ 1)(n+ 2)

2
= p = 3, n = 1.

Перевiримо виконання умови (2.106):

rg(Γ0
m + Γ1

m) + n− 1 = 3 + 1− 1 = 3 ≥ m,m = 3.

Умова виконується, отже iснує Γ−1
3 . Побудуємо iнтерполяцiйний полi-

ном. Маємо

∥∥∥∥∥
1∑
p=0

(ui, uj)
p

∥∥∥∥∥
−1

=
1

4

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
3 −2 1

−2 4 −2

1 −2 3

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ ,

∥∥∥∥∥
1∑
p=0

(ui, uj)
p

∥∥∥∥∥
−1 1∑

p=0

(ui, u)p|3i=1 =
1

2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1− x+ y

2x

1− x− y)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ ,

P3(u) =
3∑
i=1

fili(u),

l1(x, y) =
1

2
(1− x+ y), l2(x, y) = x, l3(x, y) =

1

2
(1− x− y),

li(uj) = δij, i, j = 1, 2, 3.

Нехай f(u) = 1 + 2x+ 3y, тодi

f1 = f(0, 1) = 4, f2 = f(1, 0) = 3, f3 = f(0,−1) = −2.
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Одержимо

P1(x, y) = 4 · 1
2

(1− x+ y) + 3x− 2 · 1
2

(1− x− y) = 1 + 2x+ 3y,

тобто у випадку m = 3, p = 3, n = 1 iнтерполянт Лагранжа (2.113) є

точним на полiномi першого степеня двох змiнних.

Таким чином для скiнченновимiрного евклiдового простору E2 сформу-

люємо такий висновок [201]: у випадку m < p маємо єдиний iнтерполянт

Лагранжа мiнiмальної норми, при цьому вiн не є точним на полiномах

вiдповiдного степеня (приклад 2.5). Цей iнтерполянт в [45] названо недо-

визначеним. Якщо m = p, то iнтерполяцiйний полiном Лагранжа єдиний

та є точним на полiномi вiдповiдного степеня [8] (приклад 2.6).

Аналогiчнi мiркування та перетворення можна провести для евклiдового

простору Ek, u ∈ Ek, u = (x1, x2, . . . , xk), де кiлькiсть вузлiв m задано

(фiксовано), а степiнь iнтерполянта n визначаємо з умови

m ≤ min p = p, p =
(n+ k)!

n!k!
, k ≥ 2, (2.114)

де p — розмiрнiсть простору полiномiв n-го степеня в Ek [8]. Самi ву-

зли u1, u2, . . . , um обираємо таким чином, щоб iснувала обернена матри-

ця в (2.108), а степiнь iнтерполяцiйного полiнома визначаємо з нерiвностi

(2.114). Сформулюємо висновок для простору Ek у виглядi теореми 2.24.

Теорема 2.24. Нехай f : Ek → R1, k ≥ 2, m задано. Тодi, якщо m = p,

то iнтерполянт Лагранжа Pn(u), u ∈ Ek буде точним на всiх полiномах

степеня не вище n, а якщо m < p, то iнтерполянт мiнiмальної норми

Pn(u) не має такої властивостi.

Зафiксуємо степiнь iнтерполяцiйного полiнома та число вузлiв, напри-

клад, n = 2, m = 4. Для цього випадку побудуємо iнтерполянти в про-
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сторах R1, Ek, k = 2, 3, . . .. Позначимо pk — розмiрнiсть полiномiв другого

степеня в Ek.

В просторi E2, коли n = 2, m = 4, одержимо, що p2 = 6. Отже для одно-

значного визначення P2(x, y) не вистачає двох вузлiв iнтерполяцiї. Якщо

розглянемо побудову iнтерполяцiйного полiнома другого степеня в E3, у

випадку m = 4, отримаємо, що p3 = 10 i для однозначної побудови iнтер-

полянта не вистачає 6 вузлiв. Якщо продовжити цей процес, то зрозумiло,

що при зростаннi розмiрностi простору Ek, зростає i розмiрнiсть простору

полiномiв двох змiнних pk, а отже при побудовi iнтерполяцiйного полiнома

2-го степеня за 4 вузлами ми знаходимось в умовах недовизначеностi. Як

бачимо, чим бiльше розмiрнiсть простору Ek, тим бiльше недовизначенiсть

та менша точнiсть побудованого iнтерполяцiйного полiнома. Приходимо до

наступного висновку: в разi зменшення розмiрностi евклiдового простору

зменшується "недовизначенiсть"iнтерполянта Лагранжа мiнiмальної нор-

ми, а у випадку f : R1 → R1 маємо m = p = n + 1, тобто одержимо

класичний полiном Лагранжа n-го степеня з n + 1 вузлами для функцiї

однiєї змiнної. В просторi R1 для m = 4 дiстанемо, що p = 3, тобто можемо

побудувати iнтерполяцiйний полiном третього степеня, при цьому одержа-

ний iнтерполянт єдиний.

Стосовно лiнiйного простору iз скалярним добутком має мiсце таке

твердження: якщо вузли iнтерполяцiї обранi так, що вiдповiдна матриця

невироджена, то завжди iснує єдиний iнтерполяцiйний полiном Лагранжа

мiнiмальної норми [27], [108], але цей iнтерполянт не є точним на оператор-

них полiномах вiдповiдного степеня (приклад 2.4). При цьому вiдмiтимо,

що при побудовi iнтерполяцiйного операторного полiнома Лагранжа числа

m (кiлькiсть вузлiв) та n (степiнь iнтерполянта) не пов’язанi мiж собою

[218].
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Зауваження 2.4. Розглянемо полiном (2.111) у виглядi

Pn(x) = pn(x, f) +
m∑
i=1

(fi − pn(xi, f))li(x), x ∈ X, (2.115)

де pn(x, f) — c-полiном, тобто pn(x, f) = f , якщо f = pn(x) — довiль-

ний операторний полiном степеня не вище n [218]. Тодi формула (2.115)

визначає iнтерполянт точний на полiномах вiдповiдного степеня. В [218]

розглянуто декiлька прикладiв побудови c-полiнома.

Висновки до роздiлу 2

У пiдроздiлi 2.1 доведено, що в абстрактному гiльбертовому просторi з мi-

рою в загальному випадку вiдсутня збiжнiсть iнтерполяцiйного процесу з

мiнiмальною нормою до полiномiального оператору. Показано, що для лi-

нiйного оператора iнтерполяцiйний процес буде збiжним. Доведено, що в

сепарабельному гiльбертовому просторi з гаусовою мiрою похибка iнтерпо-

ляцiї може бути зроблена як завгодно малою величиною.

У пiдроздiлi 2.2 для гiльбертового простору показано, що iнтерполяцiй-

ний полiном мiнiмальної норми та iнтерполянт, що побудований за методом

ортогональних моментiв тотожно спiвпадають у випадку фiксованих iнтер-

поляцiйних умов. Доведена збiжнiсть iнтерполяцiйного процесу мiнiмаль-

ної норми, що побудований за системою вузлiв, яка обрана певним чином,

до полiномiального оператора.

У пiдроздiлi 2.3 у гiльбертовому просторi з мiрою розглянуто iнтерпо-

ляцiйнi формули Лагранжа, у випадку заданих значень нелiнiйного опе-

ратора у вузлах та показано, що iнтерполянти, якi побудовано за методом

ортогональних моментiв, асимптотично зберiгають багаточлени вiдповiд-

ного степеня.
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У пiдроздiлi 2.4 знайдено оцiнку точностi iнтерполяцiї полiномiального

та цiлого операторiв у випадку збуреної вихiдної iнформацiї та одержано

кiлькiсть iнтерполяцiйних вузлiв, перевищення якої не покращує точностi

iнтерполяцiйних формул.

У пiдроздiлi 2.5 для цiлого та полiномiального функцiоналiв, що визна-

ченi на просторi L2(0, 1) та мають збуренi значення у вузлах iнтерполяцiї,

знайдено оцiнку точностi у випадку, коли скалярнi добутки, що мiстяться

в iнтерполяцiйнiй формулi Лагранжа обчислюються наближено. Для цього

випадку одержано кiлькiсть iнтерполяцiйних умов для полiномiальних та

цiлих функцiоналiв перевищення якої не покращує оцiнку точностi.

У пiдроздiлi 2.6 для цiлого та полiномiального функцiоналiв, що визна-

ченi на просторi
0

W 1
2 (0, π) та мають збуренi значення у вузлах iнтерполяцiї,

знайдено оцiнку точностi у випадку, коли скалярнi добутки, що мiстяться

в iнтерполяцiйнiй формулi Лагранжа обчислюються наближено. Одержа-

но кiлькiсть iнтерполяцiйних умов перевищення якої не покращує оцiнку

точностi.

У пiдроздiлi 2.7 знайдено умови iнварiантної розв’язуваностi iнтерполя-

цiйної задачi Лагранжа в евклiдовому просторi в умовах недовизначеностi.

При цьому показано, що розв’язок єдиний та має мiнiмальну норму серед

усiх iнтерполянтiв при фiксованих iнтерполяцiйних умовах.

У роздiлi 2.8 в лiнiйному нескiнченновимiрному просторi зi скалярним

добутком та в скiнченновимiрному евклiдовому просторi дослiджена то-

чнiсть формули Лагранжа на полiномах вiдповiдного степеня. Показано,

що у випадку, коли кiлькiсть iнтерполяцiйних умов дорiвнює розмiрностi

простору полiномiв на якому шукаємо розв’язок, iнтерполяцiйна формула

мiнiмальної норми є iнварiантною вiдносно полiномiв вiдповiдного степе-

ня. Якщо кiлькiсть iнтерполяцiйних умов обрати меншою, то iнтерполянт
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немає такої властивостi. Доведено, що iнтерполяцiйна формула мiстить

фундаментальнi полiноми Лагранжа.

Джерела, що використанi у роздiлi 2

Для написання даного роздiлу було використано 34 джерела [7], [8], [12],

[17], [27], [29], [49], [57], [68],[77], [82], [85], [91], [97], [99], [108], [110], [111],

[116], [127], [128], [129], [131], [132], [134], [208], [176], [186],[181], [194], [200],

[211], [218], [226] посилання на якi зазначенi в текстi роздiлу 2.

Основнi результати роздiлу 2 опублiковано в роботах здобувача [45], [46],

[130], [208], [137], [209], [200], [201], [207], [136], [136].



Роздiл 3

Континуальнi вузли операторної

iнтерполяцiйної задачi Лагранжа

Питання узагальнення теорiї iнтерполяцiї функцiй на функцiонали та опе-

ратори розглядались в багатьох роботах [27], [230], [228]. Вiдмiтимо також

роботи [69], [70], [71], [72], [73], результати яких бiльш широко викладе-

но в монографiях [77], [85]. В цих роботах знайдено необхiднi та достатнi

умови розв’язуваностi задачi полiномiальної операторної iнтерполяцiї, на-

ведено конструктивний опис всiєї множини операторних полiномiальних

iнтерполянтiв та її пiдмножини — iнтерполяцiйних полiномiв, що зберiга-

ють багаточлени, розв’язано деякi екстремальнi задачi та iншi традицiйнi

питання, що зустрiчаються в теорiї iнтерполювання. При цьому фiксова-

нi вузли iнтерполяцiї були елементами нескiнченновимiрних абстрактних

просторiв, що природнiм чином призводить до неєдиностi розв’язкiв задачi

iнтерполювання. Один iз способiв видiлення єдиного операторного iнтер-

поляцiйного полiному — використання континуальних вузлiв, тобто таких

елементiв вiдповiдного абстрактного простору, що залежать вiд числового

параметру, що змiнюється в деякiй замкненiй областi iз R1. Перший ре-

зультат в цьому напряму отримано в роботi [68]. Практичне застосування

операторної iнтерполяцiї знаходить при розв’язання таких задач, як на-

132
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ближене обчислення континуальних iнтегралiв [50], побудова наближених

методiв розв’язання рiвнянь, iдентифiкацiя нелiнiйних систем i т.д. [99], [98]

[227], [228].

В роботi [78] для функцiоналу F , що визначений на просторi Q[0, 1]

кусково-неперервних функцiй на вiдрiзку [0, 1] iз скiнченої кiлькiстю то-

чок розриву першого роду, побудовано на множинi

Πn =

Pn : Pn(x) = K0 +

1∫
0

K1(z1)x(z1)dz1+

+

1∫
0

1∫
0

K2(z1, z2)x(z1)x(z2)dz1dz2 + · · ·+

+

1∫
0

1∫
0

· · ·
1∫

0

Kn(z1, z2, . . . zn)x(z1)x(z2) · · ·x(zn)dz1dz2 · · · dzn

 , (3.1)

iнтерполяцiйний полiном типу Ньютона iнтегрального вигляду

Pn(x) = KI
0 +

1∫
0

KI
1 (z1)(x(z1)− x0(z1))dz1+

+

1∫
0

1∫
z1

KI
2 (z1, z2)(x(z1)− x0(z1))(x(z2)− x1(z2))dz1dz2 + · · ·+

+

1∫
0

1∫
z1

· · ·
1∫

zn−1

KI
n(z1, z2, . . . zn)(x(z1)− x0(z1))(x(z2)− x1(z2)) · · ·

· · · (x(zn)− xn−1(zn))dz1dz2 · · · dzn, (3.2)

що вiдповiдає iнтерполяцiйним умовам
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P I
n(xn(·, ξ1, . . . , ξn)) = F (xn(·, ξ1, . . . , ξn)), P

I
n ∈ Πn, (3.3)

де

xn(t, ξ1, ξ2, . . . , ξn) = x0(t) +
n∑
i=1

(xi(t)− xi−1(t))H(t− ξi), (3.4)

континуальна множина вузлiв, що залежить вiд параметрiв ξi iз областi

Ωξ = {(ξ1, ξ2, . . . , ξn) : 0 ≤ ξ1 ≤ ξ2 ≤ · · · ≤ ξn ≤ 1} , (3.5)

xi ∈ C[0, 1], H(u) — функцiя Хевiсайда, Ki — кусково-неперервнi функцiї

за кожною змiнною окремо на вiдрiзку [0, 1].

Ядра полiнома KI
k(z1, z2, . . . zk), k = 0, n iз (3.3) знайдено у виглядi

KI
p (z1, z2, . . . , zp) = (−1)p {(x1(z1)− x0(z1))(x2(z2)− x1(z2)) · · ·

· · · (xp(zp)− xp−1(zp))}−1 ∂p

∂z1 · · · ∂zp
F (xp(·, z1, . . . , zp)), p = 0, n.

де xi(t)− xi−1(t) 6= 0, i = 1, n, t ∈ [0, 1], а мiшанi похiднi

∂k

∂ξ1 · · · ∂ξk
F (x(·, ξ1, . . . , ξk)), k = 0, n,

є неперервними функцiями за кожною змiнною iз Ωξ.

На пiдставi результатiв [1] в [78] доведено лему (правило пiдстановки) на

основi якої показано, що iнтерполянт (3.2) є єдиним розв’язком задачi (3.3),

зберiгає багаточлени вiдповiдного степеня та знайдено вигляд залишкового

члену. Для того, щоб показати, що правило пiдстановки є достатньо жорс-

ткою умовою, наведемо його та приклад функцiонала, для якого воно не

виконується.
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Позначимо Hω(t − zi), i = 1, n, неперервно диференцiйованi апрокси-

мацiї ступiнчатих функцiй H(t − zi) у разi ω → ∞; δω(t − zi) — похiднi

за параметром zi функцiї H ′ω(t − zi), що є неперервними апроксимацiями

дельта-функцiй Дiрака δ(t−zi) у випадку ω →∞ [3]. Розглянемо множину

функцiй ϕ(t, z1, . . . , zk, zk+1, ω) вигляду

ϕ(t, z1, . . . , zk, zk+1, ω) = ϕ0(t) +
k+1∑
i=1

ϕi(t)Hω(t− zi),

0 ≤ z1 ≤ · · · ≤ zk+1,

де ϕi ∈ C[0, 1], i = 0, k + 1. Функцiонал Φk визначимо таким чином

Φk(ϕ(·, z1, . . . , zk+1, ω)) =
∂k−1

∂z1 · · · ∂zk−1
F (ϕ(·, z1, . . . , zk, zk+1, ω)).

Лема 3.1. (правило пiдстановки). Нехай функцiонал F та фiксованi фун-

кцiї ϕi, (ϕi(t) + ϕi+1(t)) 6= 0, t ∈ [0, 1] такi, що має мiсце рiвномiрна

збiжнiсть

∂

∂zk
Φk(· · · , ω)→ ∂

∂zk
Φk(· · · ,∞)

за xk у випадку, коли ω →∞, та для Φk має мiсце формула диференцiю-

вання за параметром пiд знаком функцiоналу [1]

∂g(f(·, α))

∂α

∣∣∣∣
α=α0

= (g′(f(·, α0), f
′
2(t, α0))) ,

тобто для Φk за параметром zk виконується:

∂

∂zk
Φk(ϕ(·, z1, . . . , zk, zk+1, ω)) =
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=

(
Φk(ϕ(·, z1, . . . , zk, zk+1, ω), t),

∂

∂zk
ϕ(t, z1, . . . , zk, zk+1, ω)

)
=

= − (Φ′k(ϕ(·, z1, . . . , zk, zk+1, ω), t), ϕk(t)δω(t− zk)) =

= −
1∫

0

Φ′k(ϕ(·, z1, . . . , zk, zk+1, ω), t)ϕk(t)δω(t− zk)dt

є неперервним за t функцiональними похiдними та рiвномiрно за t

Φ′k(ϕ(·, z1, . . . , zk, zk+1, ω), t)→ Φ′k(ϕ(·, z1, . . . , zk, zk+1,∞), t)

у разi, коли ω →∞. Тодi виконується правило пiдстановки

{
∂

∂zk

∂k−1

∂z1 · · · ∂zk−1
F

(
ϕ0(·) +

k+1∑
i=1

ϕi(·)H(· − zi)

)}∣∣∣∣∣
zk+1=zk

=

=
ϕk(zk)

ϕk(zk) + ϕk+1(zk)
×

× ∂

∂zk

{
∂k−1

∂z1 · · · ∂zk−1
F

(
ϕ0(·) +

k+1∑
i=1

ϕi(·)H(· − zi)

)}∣∣∣∣∣
zk+1=zk

, (3.6)

0 ≤ z1 ≤ z2 ≤ · · · ≤ zk+1 ≤ 1, k = 1, n− 1.

Розглянемо функцiонал вигляду F (x) =
1∫

0

x2(t)dt. Нехай в подальших

викладках u ≤ v. Тодi одержимо

{
∂

∂u
F (ϕ0(·) + ϕ1(·)H(· − u) + ϕ2(·)H(· − v))

}∣∣∣∣
v=u

= 2ϕ0(u)ϕ1(u)− ϕ2
1(u),
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∂

∂u
{F (ϕ0(·) + ϕ1(·)H(· − u) + ϕ2(·)H(· − v))}|v=u =

= −2ϕ0(u){ϕ1(u) + ϕ2(u)} − {ϕ1(u) + ϕ2(u)}2

i правило пiдстановки

{
∂

∂u
F (ϕ0(·) + ϕ1(·)H(· − u) + ϕ2(·)H(· − v))

}∣∣∣∣
v=u

=

=
ϕ1(u)

ϕ1(u) + ϕ2(u)

∂

∂u
{F (ϕ0(·) + ϕ1(·)H(· − u) + ϕ2(·)H(· − u))}

∣∣∣∣
v=u

не виконується. Для функцiоналу F (x) =

(
1∫

0

x(t)dt

)2

правило пiдстановки

буде виконуватись.

В [90] доведено, що виконання умов леми (правила пiдстановки) для

iнтерполяцiйних полiномiв другого степеня можна позбутися за умови роз-

ширення певним чином множини Πn чи вимоги iснування вiдповiдних iн-

тегралiв Стiльт’єса, якi мiстяться в iнтерполяцiйнiй формулi.

В подальшому викладаннi матерiалу уточнемо та узагальнемо резуль-

тати, якi анонсованi в [80], [82] щодо континуальних вузлiв iнтерполяцiї

операторiв однiєї та багатьох змiнних в лiнiйних топологiчних просторах.

НехайX, Y – лiнiйнi топологiчнi простори, оператор F : X → Y , xi ∈ X,

i = 0, 1, 2, . . . n, диференцiйований за Гато, F (n) — похiдна Гато n-го поряд-

ку. Розглянемо полiном n-го степеня вигляду [27]

Pn(x) = F (x0) +

b∫
a

F ′(x0 + gτ1(x1 − x0))dgτ1(x− x0)+
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+

b∫
a

τ1∫
a

F ′′(x0 + gτ1(x1 − x0) + gτ2(x2 − x1))dgτ2(x− x1)dgτ1(x− x0) + · · ·+

+

b∫
a

τ1∫
a

· · ·
τn−1∫
a

F (n)(x0+
n∑
i=1

gτi(xi−xi−1))dgτn(x−xn−1) . . . dgτ1(x−x0), (3.7)

де gτ – лiнiйний оператор, gτ : X → X, τ – скалярний аргумент, τ ∈

[a, b], gτ – диференцiйований за τ оператор, тобто має g′τ – похiдну за цим

аргументом. Множина операторiв gτ така, що виконуються умови

ga = 0, gb = I, (3.8)

де 0, I — нульовий та тотожнiй оператори вiдповiдно, dgτi = dτigτi. Тодi

полiном (3.7) буде iнтерполяцiйним [27], тобто будуть виконуватись iнтер-

поляцiйнi умови у вузлах xi

Pn(xi) = F (xi), i = 0, 1, 2, . . . , n.

У роботах [80], [78], [83] зазначено, що для побудови полiнома (3.7) по-

трiбна континуальна iнформацiя щодо оператора та його похiдних Гато до

n-го порядку включно в континуальних точках. Але iнтерполяцiйний полi-

ном Pn(x) має скiнчену множину iнтерполяцiйних вузлiв, що неприродньо.

Для подолання цього недолiку будемо вимагати вiд операторiв gτ крiм ви-

конання (3.8), ще додатково умову

gugv = gs, s = min(u, v). (3.9)

Позначимо таку множину операторiв gτi через G. Нехай множина G така,

що мiстить недиференцiйованi за τ в звичайному сенсi оператори, тобто

оператори g′τi будуть "узагальненими"(на зразок узагальненої сингулярної
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функцiї [52]), але оператор F повинен бути таким, щоб iнтеграли в (3.7)

iснували. Таку множину операторiв F позначимо <.

3.1 Континуальнi вузли iнтерполяцiйних полiномiв для опера-

торiв однiєї змiнної

Розглянемо континуальну множину вузлiв

xn(ξ) = x0 +
n∑
i=1

gξi(xi − xi−1), b ≥ ξ1 ≥ ξ2 ≥ · · · ≥ ξn ≥ a. (3.10)

та постановку операторної iнтерполяцiйної задачi Лагранжа на множинi

вузлiв (3.10). Потрiбно знайти такий операторний полiном Pn, що задо-

вольняє умовам

Pn(xn(ξ)) = F (xn(ξ)). (3.11)

Розв’язок задачi (3.11) будемо шукати у виглядi полiнома (3.7).

Теорема 3.1. Нехай gτi ∈ G, i = 1, 2, . . . , n + 1, оператор F (n + 1)

раз диференцiйований за Гато такий, що iнтеграли в (3.7) iснують. Тодi

полiном (3.7) має континуальнi вузли (3.10), тобто виконуються iнтер-

поляцiйнi умови (3.11)

Доведення. Нехай iснує n+1 похiдна Гато F (n+1) оператора F . Залишковий

член формули (3.7) запишемо таким чином

Rn(x) =

b∫
a

τ1∫
a

· · ·
τn∫
a

F (n+1)(x0 +
n∑
i=1

gτi(xi − xi−1) + gτn+1
(x− xn))×

×dgτn+1
(x− xn) · · · dgτ1(x− x0). (3.12)
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Пiдставимо вузол x = xn(ξ) з (3.10) у залишковий член Rn. З урахуванням,

що

gτn+1
gξi = gτn+1

, i = 1, 2, . . . , n

отримаємо

dgτn+1
(xn − xn) = dgτn+1

(x0 +
n∑
i=1

gξi(xi − xi−1)− xn) = dgτn+1
(0) = 0.

Отже оодержали, що залишковий член задовольняє рiвностi

Rn(xn(ξ)) = 0.

Це означає, що iнтерполяцiйна умова (3.11) виконується. Теорема (3.1) до-

ведена.

Зауваження 3.1. Насправдi теорема буде вiрною за умови iснування ли-

ше n-ї похiдної Гато оператора F , але доведення цього твердження за-

надто громiздке i в роботi не викладається.

Так, не вимагаючи iснування F (n+1), розглянемо на прикладi полiнома

першого степеня (3.7) виконання iнтерполяцiйної умови (3.11). Маємо

P1(x) = F (x0) +

b∫
a

F ′(x0 + gτ1(x1 − x0))dgτ1(x− x0).

Оберемо континуальний вузол

x1(ξ) = x0 + gξ1(x1 − x0), ξ1 ∈ [a, b]. (3.13)

Знайдемо значення P1(x1(ξ)):
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P1(x1(ξ)) = F (x0) +

b∫
a

F ′(x0 + gτ1(x1 − x0))dgτ1gξ1(x1 − x0) =

= F (x0) +

ξ1∫
a

F ′(x0 + gτ1(x1 − x0))dgτ1gξ1(x1 − x0)+

+

b∫
ξ1

F ′(x0 + gτ1(x1 − x0))dgτ1gξ1(x1 − x0) =

= F (x0) +

ξ1∫
a

F ′(x0 + gτ1(x1 − x0))dgτ1(x1 − x0) =

= F (x0) +

ξ1∫
a

dF (x0 + gτ1(x1 − x0)) =

= F (x0) + F (x0 + gξ1(x1 − x0))− F (x0) =

= F (x0 + gξ1(x1 − x0)) = F (x1(ξ)).

В цих перетвореннях врахували умови (3.8), (3.9) та диференцiювання су-

перпозицiї операторiв [110].

Приклад 3.1. Розглянемо iнтерполяцiйнi полiноми першого та другого

степеня i покажемо, що множина G операторiв gτ i множина < опера-

торiв F , для яких вiдповiднi iнтеграли в (3.7) iснують, не є пустими та

виконуються iнтерполяцiйнi умови

Pi(xj(ξ)) = F (xj(ξ)),

де xj(ξ) — континуальнi вузли (3.10), j = 1, 2. Нехай F : Q[a, b]→ R1, де

Q[a, b] — простiр кусково-неперервних функцiй на [a, b], gτx = H(τ−t)x(t),

H(u) — функцiя Хевiсайда, x(t), xi(t) ∈ Q[a, b], τ, t ∈ [a, b].
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Неважко бачити, що gτ = H(τ − t) ∈ G. Маємо

P1(x(·)) = F (x0(·)) +

b∫
a

F ′(x0(·) +H(τ − ·)(x1(·)− x0(·)))×

×dH(τ − ·)(x(·)− x0(·)), (3.14)

де dH(τ − t) = δ(τ − t)dτ , δ є δ -функцiєю Дiрака. Оберемо оператор F у

виглядi функцiоналу

F (x) =

b∫
a

x2(t)dt.

Тодi

F (x0(·)) =

b∫
a

x2
0(t)dt,

b∫
a

F ′(x0(·) +H(τ − ·)(x1(·)− x0(·)))dH(τ − ·)(x(·)− x0(·)) =

=

b∫
a

d

dγ

b∫
a

(x0(t)+H(τ−t)(x1(t)−x0(t))+γdH(τ−t)(x(t)−x0(t)))
2|γ=0dt =

= 2

b∫
a

b∫
a

(x0(t) +H(τ − t)(x1(t)− x0(t)) + γdH(τ − t)(x(t)− x0(t)))×

×dH(τ − t)(x(t)− x0(t))|γ=0dt =

= 2

b∫
a

b∫
a

(x0(t) +H(τ − t)(x1(t)− x0(t)))dH(τ − t)(x(t)− x0(t))dt =
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= 2

b∫
a

x0(t)H(τ − t)(x(t)− x0(t))|badt+

+2

b∫
a

1

2
H2(τ − t)|ba(x1(t)− x0(t))(x(t)− x0(t))dt =

=

b∫
a

2(x0(t) + (x1(t)− x0(t)))(x(t)− x0(t))dt =

=

b∫
a

(x0(t) + x1(t))(x(t)− x0(t))dt. (3.15)

Тодi, з урахуванням (3.14), (3.15), отримаємо

P1(x(·)) =

b∫
a

x2
0(t)dt+

b∫
a

(x0(t) + x1(t))(x(t)− x0(t))dt. (3.16)

Покажемо далi, що iнтерполяцiйний полiном першого степеня (3.16)

має континуальний вузол (3.13). Дiйсно

P1(x1(ξ)) =

b∫
a

x2
0(t)dt+

b∫
a

(x0(t) + x1(t))H(ξ − t)(x1(t)− x0(t))dt =

=

b∫
a

x2
0(t)dt+

b∫
a

H(ξ − t)(x2
1(t)− x2

0(t))dt =

=

b∫
a

x2
0(t)dt+

ξ∫
a

(x2
1(t)− x2

0(t))dt. (3.17)

З iншого боку

F (x1(ξ)) =

b∫
a

(x0(t) +H(ξ − t)(x1(t)− x0(t)))
2dt =
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=

ξ∫
a

(x0(t) +H(ξ − t)(x1(t)− x0(t)))
2dt+

+

b∫
ξ

(x0(t) +H(ξ − t)(x1(t)− x0(t)))
2dt =

=

ξ∫
a

x2
1(t)dt+

b∫
ξ

x2
0(t)dt+

ξ∫
a

x2
0(t)dt−

ξ∫
a

x2
0(t)dt =

=

b∫
a

x2
0(t)dt+

ξ∫
a

(x2
1(t)− x2

0(t))dt. (3.18)

Порiвняємо (3.17) з (3.18). Одержимо P1(x1(ξ)) = F (x1(ξ)).

Тепер розглянемо iнтерполяцiйний полiном другого степеня

P2(x(·)) = P1(x(·)) +

b∫
a

τ1∫
a

F ′′(y(·))dH(τ2 − ·)(x(·)− x1(·))×

×dH(τ1 − ·)(x(·)− x0(·)), (3.19)

де

y(t) = x0(t)+H(τ1−t)(x1(t)−x0(t))+H(τ2−t)(x2(t)−x1(t)), a ≤ τ2 ≤ τ1 ≤ b.

Другий доданок в (3.19) для функцiоналу

F (x) =

b∫
a

x2(t)dt

має вигляд

b∫
a

τ1∫
a

∂2

∂γ1∂γ2

b∫
a

{x0(t) +H(τ1 − t)(x1(t)− x0(t)) +H(τ2 − t)(x2(t)− x1(t))+
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+γ1dH(τ1 − t)(x(t)− x0(t)) + γ2dH(τ2 − t)(x(t)− x1(t))}2 |γ1=γ2=0 dt =

= 2

b∫
a

τ1∫
a

b∫
a

dH(τ2 − t)(x(t)− x1(t))dH(τ1 − t)(x(t)− x0(t))dt =

= 2

b∫
a

b∫
a

H(τ2 − t)(x(t)− x1(t))|τ1a dH(τ1 − t)(x(t)− x0(t))dt =

=

b∫
a

H2(τ1 − t)|ba(x(t)− x1(t))(x(t)− x0(t))dt =

=

b∫
a

(x(t)− x1(t))(x(t)− x0(t))dt.

Отже, одержимо

P2(x(·)) =

b∫
a

x2
0(t)dt+

b∫
a

(x1(t) + x0(t))(x(t)− x0(t))dt+

+

b∫
a

(x(t)− x1(t))(x(t)− x0(t))dt =

b∫
a

x2(t)dt, (3.20)

тобто iнтегральний полiном P2(x(·)) зберiгає даний функцiонал та вико-

нується умова P2(x2(ξ)) = F (x2(ξ)). Таким чином, для того щоб iнтер-

поляцiйний полiном Ульма-Соболевського-Яновича [27] мав континуальнi

вузли (3.10) необхiдна належнiсть операторiв gτi множинi G, тобто ви-

конання умов (3.8), (3.9), а сам оператор F належав множинi <, тобто

був таким, щоб вiдповiднi iнтеграли в (3.7) iснували.
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Зауваження 3.2. У випадку недиференцiйованостi оператора F (напри-

клад у функцiональному просторi Q[0, 1]) можна застосувати модифiка-

цiю iнтерполяцiйної формули в [78], де вiдповiднi iнтеграли розумiються

як iнтеграли Стiльт’єса. Для iнтерполяцiйного полiнома другого степе-

ня маємо

P2(x(·)) = F (x0(·))−
1∫

0

x(z1)− x0(z1)

x1(z1)− x0(z1)
dz1F (x1(·, z1))+

+

1∫
0

2∏
i=1

x(z1)− xi−1(z1)

xi(z1)− xi−1(z1)
dz1F (x1(·, z1))−

−
1∫

0

2∏
i=1

x(z1)− xi−1(z1)

x2(z1)− xi−1(z1)
dz1F (x2(·,−→z 1))−

−
1∫

0

1∫
z1

2∏
i=1

x(z1)− xi−1(z1)

xi(z1)− xi−1(z1)
dz2dz1F (x2(·,−→z 2))+

+

1∫
0

1∫
z1

2∏
i=1

x(zi)− xi−1(zi)

xi(zi)− xi−1(zi)
dz2dz1F (x2(·,−→z 2)), (3.21)

де

x1(·, z1) = x0(·) +H(· − z1)(x1(·)− x0(·)),

x2(·,−→z 2) = x1(·, z1) +H(· − z2)(x2(·)− x1(·)),

x2(·,−→z 1) = x0(·) +H(· − z1)(x2(·)− x0(·)).

Отже, полiном, що визначається формулою (3.21), є iнтерполяцiйним

для функцiонала F (x(·)) на континуальному вузлi
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x2(z,
−→
ξ2) = x0(z) +H(z − ξ1)(x1(z)− x0(z)) +H(z − ξ2)(x2(z)− x1(z)),

0 ≤ ξ1 ≤ ξ2 ≤ 1.

Умови iснування iнтегралiв Стiльт’єса для iнтегралiв iз (3.21) можна

одержати на пiдставi узагальнення результатiв iз [85]: якщо функцiя

f(t) зi значеннями в банаховому просторi неперервна на вiдрiзку [a, b],

а скалярна функцiя g(t) має на цьому вiдрiзку обмежену варiацiю, то

iнтеграл

b∫
a

f(t)dg(t)

iснує. Зауважимо, що формула (3.21) також не вимагає «правила пiд-

становки» (лема 3.1).

3.2 Континуальнi вузли iнтерполяцiйних полiномiв для опера-

торiв багатьох змiнних

Розглянемо питання континуальностi iнтерполяцiйних вузлiв для операто-

рiв та функцiоналiв багатьох змiнних [82].

НехайX, Y, . . . , Z, V — лiнiйнi топологiчнi простори [37], [105], F (x, y, . . . , z)

– оператор m змiнних x, y, . . . , z, x ∈ X, y ∈ Y , . . ., z ∈ Z,

F : X
⊕

Y
⊕⊕

· · ·
⊕

Z → V.

В роботi [82] запропоновано iнтерполяцiйний полiном n-го степеня для

оператора F m змiнних вигляду
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Pm,n(F ;x, y, . . . , z) = F (x0, y0, . . . , z0)+

+
n∑
k=1

∫
Ωk

∑
i1+i2+···+im=k

F (i1+i2+···+im)(x0 +

i1∑
i=1

gτi1(xi − xi−1),

y0 +

i2∑
i=1

gτi2(yi − yi−1), . . . , z0 +

im∑
i=1

gτim(zi − zi−1))×

×
i1∏
i=1

dgτi1(x− xi−1)

i2∏
i=1

dgτi2(y − yi−1) · · ·
im∏
i=1

dgτim(z − zi−1), (3.22)

де gτis – лiнiйнi неперервнi оператори,

gτi1 : X → X, gτi2 : Y → Y, . . . , gτim : Z → Z,

i – iндекс, що пробiгає деякi множини натуральних чисел, gτis залежать вiд

скалярних аргументiв τis з [a, b], мають першi похiднi за цими аргументами

та задовольняють умовам (3.8),

xi ∈ X, i = 0, 1, 2, . . . i1, yi ∈ Y. i = 0, 1, 2, . . . i2, . . . , zi ∈ Z, i = 0, 1, 2, . . . im

— вузли iнтерполяцiї за кожною змiнною;

Ωk = Ωi1 × Ωi2 × · · · × Ωim, i1 + i2 + · · ·+ im = k,

Ωis = {(τ1s, τ2s, . . . , τiss) : 0 ≤ τ1s ≤ 1, 0 ≤ τ2s ≤ τ1s, . . . , 0 ≤ τiss ≤ τis−1,s},

(3.23)

s = 1, 2, . . . ,m, а похiднi вiд функцiоналу F розумiються в сенсi Гато,

dgτis = dτisgτis.
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Цей iнтерполянт має за iнтерполяцiйнi вузли точки (xp, yq, . . . , zr), а у

випадку, коли X = Y = · · · = Z = V = R1, iз iнтерполяцiйного полiному

(3.22) одержимо узагальнений полiном Ньютона (полiном найменшого сте-

пеня) для функцiїm змiнних [12]. Розглянемо розв’язок операторної задачi

Лагранжа за допомого iнтерполяцiйного полiнома (3.22) на континуальнiй

множинi вузлiв.

Теорема 3.2. Нехай оператори gτis ∈ G, s = 1, 2, . . . , F ∈ <, а похiдна

Гато F (n+1) в (3.12) iснує за кожною змiнною. Тодi континуальними ву-

злами iнтерполяцiйного полiнома (3.22) будуть точки

(x0 +

i1∑
i=1

gξi1(xi − xi−1), y0 +

i2∑
i=1

gξi2(yi − yi−1), . . . , z0 +

im∑
i=1

gξim(zi − zi−1)),

де

b ≥ ξ11 ≥ ξ21 ≥ · · · ≥ ξi11 ≥ a,

b ≥ ξ12 ≥ ξ22 ≥ · · · ≥ ξi22 ≥ a, . . . ,

b ≥ ξ1m ≥ ξ2m ≥ · · · ≥ ξimm ≥ a,

i1 + i2 + · · ·+ im = k, k = 1, 2, . . . , n

Доведення. Не зменшуючи загальностi та уникаючи громiздких викладок,

доведемо цю теорему для випадку m = n = 2. На пiдставi (3.22) запишемо

iнтерполянт P2,2(F ;x, y):

P2,2(F ;x, y) = F (x0, y0) +

b∫
a

F ′(x0 + gτ11(x1 − x0), y0)dgτ11(x− x0)+
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+

b∫
a

F ′(x0, y0 + gτ12(y1 − y0))dgτ12(y − y0)+

+

b∫
a

τ11∫
a

F ′′(x0 + gτ11(x1 − x0) + gτ21(x2 − x1), y0)dgτ21(x− x1)dgτ11(x− x0)+

+

b∫
a

b∫
a

F ′′(x0 + gτ11(x1 − x0), y0 + gτ12(y1 − y0))dgτ11(x− x0)dgτ12(y − y0)+

+

b∫
a

τ12∫
a

F ′′(x0, y0 +gτ12(y1−y0)+gτ22(y2−y1))dgτ22(y−y1)dgτ12(y−y0). (3.24)

Покажемо, що континуальнi «точки»

u(ξ) = (x0 + gξ11(x1 − x0) + gξ21(x2 − x1), y0),

v(ξ) = (x0, y0 + gξ12(y1 − y0) + gξ22(y2 − y1)),

w(ξ) = (x0 + gξ11(x1 − x0), y0 + gξ12(y1 − y0))

є вузлами iнтерполяцiйного полiнома P2,2(F ;x, y). Iз теореми 3.1 отрима-

ємо, що u(ξ), v(ξ) — це вузли полiнома P2,2(F ;x, y). Доведемо iнтерполя-

цiйнiсть «точки» w(ξ) [219]. Маємо

P2,2(F ;w(ξ)) = F (x0, y0) +

b∫
a

F ′(x0 + gτ11(x1 − x0), y0)dgτ11(gξ11(x1 − x0))+

+

b∫
a

F ′(x0, y0 + gτ12(y1 − y0))dgτ12(gξ12(y1 − y0))+
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+

b∫
a

τ11∫
a

F ′′(x0 + gτ11(x1 − x0) + gτ21(x2 − x1), y0)×

×dgτ21(x0 + gξ11(x1 − x0)− x1)dgτ11(gξ11(x1 − x0))+

+

b∫
a

b∫
a

F ′′(x0 + gτ11(x1 − x0), y0 + gτ12(y1 − y0))×

×dgτ11gξ11(x1 − x0)dgτ12gξ12(y1 − y0)+

+

b∫
a

τ12∫
a

F ′′(x0, y0 + gτ12(y1 − y0) + gτ22(y2 − y1))×

×dgτ22(gξ12(y1 − y0) + y0 − y1)dgτ12gξ12(y1 − y0) =

= F (x0, y0) + F (x0 + gξ11(x1 − x0), y0)− F (x0, y0)+

+F (x0, y0 + gξ12(y1 − y0))− F (x0, y0)+

+

ξ11∫
a

τ11∫
a

F ′′(x0 + gτ11(x0 − x1) + gτ21(x2 − x1), y0)×

×d[gτ21(x0 − x1) + gτ21(x1 − x0)]dgτ11gξ11(x1 − x0)+

+

ξ12∫
a

τ12∫
a

F ′′(x0, y0 + gτ12(y1 − y0) + gτ22(y2 − y1))×

×d[gτ22(y1 − y0) + gτ22(y0 − y1)]dgτ12gξ12(y1 − y0)+
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+

ξ11∫
a

ξ12∫
a

F ′′(x0 + gτ11(x1 − x0), y0 + gτ12(y1 − y0))×

×dgτ11(x1 − x0)dgτ12(y1 − y0) =

= F (x0 + gξ11(x1 − x0), y0) + F (x0, y0 + gξ12(y1 − y0))− F (x0, y0)+

+

ξ11∫
a

{F ′(x0 + gτ11(x1 − x0), y0 + gξ12(y1 − y0))−

−F ′(x0 + gτ11(x1 − x0), y0)}dgτ11(x1 − x0) =

= F (x0 + gξ11(x1 − x0), y0) + F (x0, y0 + gξ12(y1 − y0))− F (x0, y0)+

+F (x0 + gξ11(x1 − x0), y0 + gξ12(y1 − y0))− F (x0, y0 + gξ12(y1 − y0))−

−F (x0 + gξ11(x1 − x0), y0) + F (x0, y0) =

= F (x0 + gξ11(x1 − x0), y0 + gξ12(y1 − y0)) = F (w(ξ)).

У наведених перетвореннях використано правило диференцiювання опе-

ратора за параметром [85] та gτs ∈ G. Теорему доведено.

Зауваження 3.3. Вiдмiтимо, що питання континуальностi iнтерполя-

цiйних вузлiв розглядалися також в [84], [89]. В цих роботах для нелiнiй-

них функцiоналiв, визначених на просторi кусково-неперервних функцiй,
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побудовано iнтерполяцiйний iнтегральний ланцюговий дрiб за контину-

альними кусково-неперервними вузлами, знайдено умови iснування та

єдиностi таких iнтерполянтiв.

Висновки до роздiлу 3

В роздiлi 3 для функцiоналiв, що визначенi на просторi Q[0, 1] кусково-

неперервних функцiй на вiдрiзку [0, 1] iз скiнченої кiлькiстю точок розриву

першого роду, показано, що виконання умов леми «правила пiдстановки»

є суттєвим обмеженням для побудови єдиного iнтерполяцiйний полiном

типу Ньютона iнтегрального вигляду на континуальнiй множинi вузлiв.

Наведено приклад функцiоналу для якого не виконуються умови цiєї леми.

В пiдроздiлi 3.1 в лiнiйному топологiчному просторi для оператора однiєї

змiнної знайдено умови iснування континуальних вузлiв для iнтерполяцiй-

ного полiному iнтегрального вигляду. Розглянуто приклади таких iнтерпо-

лянтiв.

В пiдроздiлi 3.2 в топологiчному лiнiйному просторi наведено узагаль-

нення iнтерполяцiйних полiномiв для операторiв багатьох змiнних в сенсi

визначення умов, за яких має мiсце континуальнiсть вiдповiдної множини

вузлiв.

Джерела, що використанi у роздiлi 3

Для написання даного роздiлу було використано 26 джерел [1], [3], [12],

[27], [50], [52], [68], [69], [70], [71], [72], [73], [77], [80], [82], [83], [84], [85], [89],

[90], [98], [99], [110], [227], [228], [230], посилання на якi зазначенi в текстi

роздiлу.

Основнi результати роздiлу 3 опублiковано в роботах [78], [219].



Роздiл 4

Iнтерполяцiйнi полiноми Ермiта та

Ермiта-Бiркхофа в гiльбертовому та

евклiдовому просторах

4.1 Iнтерполянт мiнiмальної норми типу Ермiта в гiльбертовому

просторi з мiрою

Як зазначено у роздiлi 1, в монографiї Макарова В. Л., Хлобистова В.В.

[77] побудовано загальну теорiю операторної iнтерполяцiї, де, зокрема, при-

дiлено увагу операторним полiномам типу Ермiта [72]. Але побудований

ермiтовий iнтерполянт асимптотично не зберiгає полiноми (тобто не є то-

чним на полiномах того ж степеня в разi необмеженого збiльшення кiль-

костi вузлiв iнтерполяцiї), отже проблематично одержати оцiнки точностi

та теореми збiжностi навiть для операторних полiномiв.

В цьому пiдроздiлi доведено теорему про iнтерполяцiйний полiном ти-

пу Ермiта, який має мiнiмальну норму на множинi iнтерполянтiв Ермiта

i показано, що вiн є єдиним розв’язком iнтерполяцiйної задачi та має вла-

стивiсть асимптотичного збереження полiномiв вiдповiдного степеня в разi,

коли заданi значення нелiнiйного оператора у вузлах та його перших ди-

ференцiалiв в них.
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Нехай X, Y — гiльбертовi простори (X є сепарабельним), Πn — множина

операторних полiномiв Pn : X → Y степеня n:

Πn = {Pn(x) : Pn(x) = L0 + L1x+ · · ·+ Lnx
n} , (4.1)

де L0 ∈ Y , Lk(x1, x2, . . . , xk) — неперервна k-лiнiйна симетрична опера-

торна форма, Lkxk = Lk(x, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
k

); {xi}mi=1, {hi} — системи елементiв iз

X.

Нехай оператор F : X → Y , в загальному випадку нелiнiйний, є ди-

ференцiйованим за Гато, заданi вузли iнтерполяцiї xi, i = 1,m, значення

оператора F (x) i його першi диференцiали Гато за напрямками hi, i = 1,m

у цих вузлах. В цьому випадку операторна iнтерполяцiйна задача типу Ер-

мiта полягає у наступному: необхiдно знайти такий полiном Pn ∈ Πn, що

вiдповiдає умовам

Pn(xi) = F (xi), P ′n(xi)hi = F ′(xi)hi, i = 1,m, (4.2)

де F ′(xi)hi =
d

dγ
F (xi + γhi)

∣∣∣∣
γ=0

— перший диференцiал Гато оператора

F (x) у вузлi xi за напрямком hi.

Розглянемо бiльш детально розв’язок задачi (4.1) для n = 2. Зауважимо,

що такi операторнi полiноми застосовуються у разi дослiдження нелiнiйних

систем [227]. Нехай надалi {ei}mi=1 — ортонормована система елементiв, xi =

ei, i = 1,m, що належать базису в X. Розв’язком задачi (4.2) є полiном

вигляду:

P2(x) =
2∑

k=0

m∑
i1,i2,...,ik=1

LIk(ei1, ei2, . . . , eik)(x, ei1)(x, ei2) · · · (x, eik), (4.3)

m ≥ 2,
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де (·, ·) — скалярний добуток в X, LIk(ei1, ei2, . . . , eik) — значення деяких

k-лiнiйних неперервних симетричних операторних форм, якi потребують

визначення. Система вузлiв iнтерполювання була обрана ортонормованою,

по-перше, для забезпечення виконання iнтерполяцiйних умов (4.2), по-друге,

базисною — для обгрунтування асимптотичного збереження полiномiв вiд-

повiдного степеня в гiльбертовому просторi. Для конструктивної побудови

iнтерполянта (4.3) потрiбно визначити значення всiх операторних форм

LIk(ei1, ei2, . . . , eik), 0 ≤ k ≤ 2, 1 ≤ ij ≤ m.

Зауважимо, що кiлькiсть iнтерполяцiйних умов повинна бути парною,

тому необхiдно знайти таку множину ℵ, що належнiсть m ∈ ℵ забезпечує

парнiсть кiлькостi невiдомих LIk(ei1, ei2, . . . , eik), 0 ≤ k ≤ 2, 1 ≤ ij ≤ m.

Нехай N — кiлькiсть цих невiдомих, N = 2m + 1 + C2
m =

m(m+ 3)

2
+ 1.

Множина ℵ має вигляд:

ℵ = {4k + i+ 2, i = 0, 1}∞k=0. (4.4)

Для розв’язання iнтерполяцiйної задачi (4.2) оберемо довiльне m ∈ ℵ,

тобто зафiксуємо значення сталих i та k, що мiстяться в (4.4). Правило

вибору вузлiв iнтерполяцiї та напрямкiв диференцiалiв Гато таке: спочатку

задамо (m+ 1) вузол, а саме: 0, e1, e2, . . . , em i такi iнтерполяцiйнi умови в

них

P2(0) = F (0), P ′2(0)em = F ′(0)em,

P2(ej) = F (ej), P ′2(ej)ej = F ′(ej)ej, j = 1,m− 1, (4.5)

P2(em) = F (em), P ′2(em)em−1 = F ′(em)em−1.
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Надалi потрiбно визначити решту N −2(m+ 1) =
(m− 2)(m+ 1)

2
iнтер-

поляцiйних умов. Оберемо їх такими:

P2(eq + eq+p+1) = F (eq + eq+p+1),

P ′2(eq + eq+p+1)eq+p+2 = F ′(eq + eq+p+1)eq+p+2, (4.6)

p = 2l, l = 0, 2k + i− 1, q = 1,m− p− 2.

Якщо l = 2b+ 1, b ∈ N, то задамо

P2(em−p−1 + em) = F (em−p−1 + em),

P ′2(em−p−1 + em)em−p−3 = F ′(em−p−1 + em)em−p−3. (4.7)

Так, наприклад, якщо m = 6, тодi N = 28, а iнтерполяцiйнi умови (4.5)

будуть мати вигляд

P2(0) = F (0), P ′2(0)e6 = F ′(0)e6,

P2(ej) = F (ej), P ′2(ej)ej = F ′(ej)ej, j = 1, 5,

P2(e6) = F (e6), P ′2(e6)e5 = F ′(e6)e5.

Необхiдно визначити ще 7 вузлiв та напрямкiв. Оберемо їх за викладеним

вище алгоритмом. Рiвностi (4.6), (4.7) запишуться таким чином:

P2(e1 + e2) = F (e1 + e2), P ′2(e1 + e2)e3 = F ′(e1 + e2)e3,
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P2(e2 + e3) = F (e2 + e3), P ′2(e2 + e3)e4 = F ′(e2 + e3)e4,

P2(e3 + e4) = F (e3 + e4), P ′2(e3 + e4)e5 = F ′(e3 + e4)e5,

P2(e1 + e4) = F (e1 + e4), P ′2(e1 + e4)e5 = F ′(e1 + e4)e5,

P2(e2 + e5) = F (e2 + e5), P ′2(e2 + e5)e6 = F ′(e2 + e5)e6,

P2(e3 + e6) = F (e3 + e6), P ′2(e3 + e6)e1 = F ′(e3 + e6)e1.

Для знаходження операторних форм LIk(ei1, ei2, . . . , eik) застосуємо систему

рiвнянь (4.5) – (4.7), враховуючи, що

P ′2(ei)hi = LIk(hi) + 2L2(ei, hi).

Дiстанемо:

LI0 = F (0), LI1(em) = F ′(0)em, L
I
2(em, em) = F (em)− F ′(0)em − F (0)

LI2(em, em) = F ′(ei)ei − F (ei) + F (0) (4.8)

LI1(ei) = F (ei)− LI2(ei, ei)− F (0), i = 1,m− 1,

LI2(em−1, em) =
1

2
{F (ei + ej)− F (ei)− F (ej) + F (0).}

Значення LI2(eq, eq+p+1), p = 2l, q = 1,m− p− 2, l = 0, 2k + i− 1 та

LI2(em−p−1, em), коли l = 2b+ 1, b ∈ N одержимо iз формул
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LI2(ei, ej) =
1

2
{F (ei + ej)− F (ei) + F (0)}, (4.9)

замiнюючи iндекси i та j вiдповiдними значеннями, а LI2(eq, eq+p+1) та

LI2(em, em−p−3), p = 2l, q = 1,m− p− 2, l = 0, 2k + i− 1 таким чином

LI2(eq, eq+p+1) =
1

2
{F ′(eq + eq+p+1)− LI1(eq+p+2)− 2LI2, eq+p+2},

LI2(em, em−p−3) =
1

2
{F ′(em−p−1 +em)em−p−3−LI1(em−p−3)−2LI2(em−p−1, em)}.

(4.10)

Отже, знайденi всi операторнi форми LIk(ei1, ei2, . . . , eik), 1 ≤ ij ≤ m,

k = 0, 2, якi входять в (4.3), а це означає, що iнтерполяцiйний полiном

повнiстю визначений.

Якщо F (x) ≡ F2(x) ∈ Π2, тобто

F2(x) = L0 + L1x+ L2x
2,

то побудований iнтерполяцiйний полiном P2(x) у разi m → ∞ спiвпадає

з F2(x), оскiльки {ei}mi=1 — ортонормований базис в X, а iнтерполянт має

вигляд

P2(x) =
2∑

k=0

Lk(
m∑
i=1

(x, ei)ei)
k.

Нехай надалi µ — деяка гаусова мiра наX, перший момент якої дорiвнює

нулю, а другий є обмеженим; B — кореляцiйний оператор цiєї мiри, є ядер-

ним та KerB = ∅; (·, ·)Y — скалярний добуток в просторi Y . На множинi

Πn введемо скалярний добуток (2.1) [85] та норму ‖P‖2
H = (P, P )H .

Нижче буде показано, що побудований iнтерполянт має мiнiмальну нор-

му серед усiх полiномiв типу Ермiта для даного оператора з фiксованими
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iнтерполяцiйними умовами, але спочатку доведемо теорему про iнтерпо-

лянт типу Ермiта iз мiнiмальною нормою, який є розв’язком задачi

Pn(Bei) = F (Bei), P ′n(Bei)Bhi = F ′(Bei)Bhi, i = 1, L. (4.11)

В [77] побудовано множину iнтерполянтiв Ермiта (1.18) якi є розв’язка-

ми задачi (4.11) при довiльному n. Для розв’язання задачi (4.11) введемо

позначення:

~FH =

{
F (Bxi),

∂

∂γ
F (Bxi + γBhi)|γ=0

}L
i=1

,

~QH =

{
Qn(Bxi),

∂

∂γ
Qn(Bxi + γBhi)|γ=0

}L
i=1

,

g(u, v) =
n∑
p=0

(Bu, v)p,

~gH(x) =

{
g(xi, x),

∂

∂γ
g(xi + γhi, x)|γ=0

}L
i=1

,

H+ — псевдообернена матриця Мура-Пенроуза до симетричної матрицi

H = ‖H ls‖Ll,s=1 [101], де ‖H ls‖ — матричний блок розмiрностi 2 × 2 :

‖H ls‖ = ‖tlsij‖1
i,j=0,

tlsij =
∂i+j

∂α1 . . . ∂αi∂β1 . . . ∂βj
g(xl +

i∑
p=1

αph
(l)
p , xs +

j∑
p=1

βph
(s)
p )

∣∣∣∣∣
α1=···=αi=β1=···=βj=0

,

〈
~a,~b
〉

=
2L∑
i=1

αiβi, αi ∈ Y, βi ∈ R1, ~a = (α1, . . . , α2L), ~b = (β1, . . . , β2L).

Нехай Z — матриця, рядками якої є координати ортонормованих вла-

сних векторiв матрицi H iз нульовим власним числом. В монографiї [85]
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показано, що iнтерполяцiйна задача (4.11) має розв’язок тодi i тiльки тодi,

коли виконується умова (1.17) Надалi будемо вважати, що рiвнiсть (1.17)

справджується. Полiном Pn(x), що визначається формулою (1.18), надамо

у виглядi

Pn(x) = P ∗(x) +Q0(x), (4.12)

де

P ∗(x) =
〈
~FH , H

+~gH(x)
〉
, (4.13)

Q0(x) = Qn(x)−
〈
~QH , H

+~gH(x)
〉
. (4.14)

Неважко бачити, що ~Q0H = ~0. Нехай ΠIH
n — множина iнтерполяцiйних

операторних полiномiв n-го степеня типу Ермiта. Основним результатом

пiдроздiлу є така теорема.

Теорема 4.1. Нехай виконується умова (1.17). Тодi полiном P ∗(x), що

визначається формулою (4.13) є розв’язком екстремальної задачi

‖P ∗‖H = min
Pn∈ΠIH

n

‖Pn‖H =
(〈〈

H+ ~FH , ~FH

〉〉) 1
2

(4.15)

i цей розв’язок єдиний,
〈〈
~a,~b
〉〉

=
2L∑
i=1

(αi, βi)Y , αi, βi ∈ Y, ~a = (α1, α2, . . . , α2L),

~b = (β1, β2, . . . , β2L).

Доведення. Розглянемо квадрат норми оператора Pn в просторi H. Маємо

‖Pn‖2
H = ‖P ∗ +Q0‖2

H = ‖P ∗‖2
H + ‖Q0‖2

H + 2(P ∗, Q0)H . (4.16)

Позначимо ~W = (w1, w2, . . . , w2L) = H+ ~FH ,

Q0(x) = L
(0)
0 + L

(0)
1 x+ · · ·+ L(0)

n xn.



162

Розглянемо скалярний добуток (P ∗, Q0)H i в подальшому використаємо

таку лему iз монографiї [77]: для p-лiнiйного оператора Lp(x1, x2, . . . , xp) :

Xp → Y має мiсце рiвнiсть

∫
X

· · ·
∫
X

p∏
i=1

(xj, vj)(y, Lp(v1, v2, . . . , vp))Y µ(dv1)µ(dv2) . . . µ(dvk) =

= (y, Lp(Bv1, Bv2, . . . , Bvp))Y , ∀y ∈ Y,

Для скалярного добутку (P ∗, Q0)H одержимо:

(P ∗, Q0)H =

(〈
~FH , H

+

{
∂i

∂α
g(xj + αhj, x)|α=0, i = 0, 1

}L
j=1

〉
, Q0(x)

)
H

=

=

(〈
H+ ~FH ,

{
∂i

∂α
g(xj + αhj, x)|α=0, i = 0, 1

}L
j=1

〉
, Q0(x)

)
H

=

=
L∑
k=1

(
w2k−1

n∑
p=0

(xk, x)p, Q0(x)

)
H

+ (4.17)

+
L∑
k=1

(
w2k

n∑
p=0

∂

∂α
(xk + αhk, x)p|α=0, Q0(x)

)
H

.

Розглянемо перший доданок в (4.17):

L∑
k=1

(
w2k−1

n∑
p=0

(xk, x)p, Q0(x)

)
H

=

=
L∑
k=1

n∑
p=0

∫
X

· · ·
∫
X

p∏
i=1

(xk, vi)(w2k−1, L
(0)
p (v1, v2 . . . , vp))Y×

×µ(dv1)µ(dv2) · · ·µ(dvp) =
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=
L∑
k=1

n∑
p=0

(w2k−1, L
(0)
p (Bxk, Bxk, . . . , Bxk))Y = (4.18)

=
L∑
k=1

(w2k−1, Q0(Bxk))Y = 0,

оскiльки Q0(Bxk) = 0, k = 1, L. Другий доданок в (4.17) перетворимо

таким чином:

L∑
k=1

(
w2k

n∑
p=0

∂

∂α
(xk + αhk, x)p|α=0, Q0(x)

)
H

=

=
L∑
k=1

n∑
p=0

(
w2k

n∑
p=0

∂

∂α
(xk + αhk, x)|α=0, L

(0)
p xp

)
H

=

=
L∑
k=1

n∑
p=0

p
(
w2k(xk, x)p−1(hk, x), L(0)

p xp
)
H

=

=
L∑
k=1

n∑
p=0

p

p!

∫
X

· · ·
∫
X

(
w2k

∂p

∂α1 · · · ∂αp
(xk,

P∑
i=1

αivi)
p−1×

× (hk,

p∑
i=1

αivi)|α1=···=αp=0, L
(0)
p (v1, v2, . . . , vp)

)
Y

µ(dv1)µ(dv2) · · ·µ(dvp) =

=
L∑
k=1

n∑
p=1

1

(p− 1)!

∫
X

· · ·
∫
X

(w2k(p− 1)! {(hk, v1)(xk, v2) · · · (xk, vp)+

+ (xk, v1)(hk, v2)(xk, v3) · · · (xk, vp) + · · ·+ (xk, v1) · · · (xk, vp−1)(hk, vp)} ,

L(0)
p (Bhk, Bxk, . . . , Bxk)

)
Y
µ(dv1)µ(dv2) · · ·µ(dvp) =
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=
L∑
k=1

n∑
p=1

(
w2k

(
L(0)
p (Bhk, Bxk, . . . , Bxk) + L(0)

p (Bxk, Bhk, . . . , Bxk)+

+ · · ·+ L(0)
p (Bxk, Bxk, . . . , Bhk)

})
Y

=

=
L∑
k=1

n∑
p=1

(
w2k, L

(0)
p (Bxk, Bxk, . . . , Bxk)Bhk

)
Y

=

=
L∑
k=1

(w2k, Q
′
0(Bxk)Bhk)Y = 0, (4.19)

оскiльки

Q′0(Bxk)Bhk = 0, k = 1, L.

На пiдставi (4.18), (4.19) iз (4.17) дiстанемо, що (P ∗, Q0)H = 0. Отже рiв-

нiсть (4.16) можемо записати у виглядi

‖Pn‖2
H = ‖P ∗‖2

H + ‖Q0‖2
H ≥ ‖P ∗‖2

H .

У рiвностях (4.17) – (4.19) покладемо Q0(x) = P ∗(x). Тодi в цьому ви-

падку отримаємо

‖P ∗‖2
H = (P ∗, P ∗)H =

〈〈
H+ ~FH , ~FH

〉〉
.

Доведемо єдинiсть розв’язку екстремальної задачi. Припустимо, що iснує

полiном S(x) ∈ ΠIH
n такий, що S(x) 6= P ∗(x) та ‖S‖2

H =
〈〈
H+ ~FH , ~FH

〉〉
.

Тодi, враховуючи (4.17) – (4.19), одержимо

‖S − P ∗‖2
H = ‖S‖2

H + ‖P ∗‖2
H − 2(S, P ∗)H =
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=
〈〈
H+ ~FH , ~FH

〉〉
+
〈〈
H+ ~FH , ~FH

〉〉
− 2

〈〈
H+ ~FH , ~FH

〉〉
= 0,

що є протирiччям припущенню. Отже iнтерполянт мiнiмальної норми єди-

ний. Теорему 4.1 доведено. Зауважимо, що схема доведення використовує

аналогiчну схему [77].

Нехай оператор F : X → Y є n разiв диференцiйованим за Гато. Тео-

рему 4.1 можна узагальнити для операторної задачi Ермiта, коли у вузлах

iнтерполяцiї заданi диференцiали Гато до певного порядку включно, тобто

iнтерполяцiйнi умови будуть мати вигляд:

P (i)
n (Bxj)Bv

(i)
ji . . . Bv

(i)
j1 = F (i)(Bxj)Bv

(i)
ji . . . Bv

(i)
j1 , i = 0, kj, j = 1,m.

(4.20)

Позначимо:

~FH = {F (i)(Bxj)Bv
(i)
ji . . . Bv

(i)
j1 , i = 0, kj}mi=1, (4.21)

Z — матриця, рядками якої є ортонормованi власнi вектори симетричної

матрицi H = ‖H ls‖ = ‖hlsij‖i=0,ki, j=0,ks
з нульовим власним числом,

hlsij =
∂i+j

∂α1 . . . ∂αi∂β1 . . . ∂αj
gB(xl +

i∑
p=1

αpv
(i)
ip , (4.22)

xs +

j∑
p=1

βpv
(i)
sp )|α1=···=αi=β1=···=βj=0,

gB = g(Bu, v) =
n∑
p=0

(Bu, v)p, Bu, v ∈ X. (4.23)
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Теорема 4.2. Нехай виконується умова (1.17). Тодi полiном P ∗(x), що

визначається формулою (4.13), (4.21), (4.22) є розв’язком екстремальної

задачi

‖P ∗‖H = min
Pn∈ΠIH

n

‖Pn‖H =
(〈〈

H+ ~FH , ~FH

〉〉) 1
2

(4.24)

i цей розв’язок єдиний, де〈〈
~a,~b
〉〉

=
M∑
i=1

(αi, βi)Y , αi, βi ∈ Y,

~a = (α1, α2, . . . , αM), ~b = (β1, β2, . . . , βM), M =
m∑
i=1

ki +m.

Доведення теореми 4.2 повнiстю аналогiчне до доведення теореми 4.1,

але є бiльш громiздким.

В подальших викладках покладемо n = 2. Нехай {ei}mi=1 — ортонормо-

вана система власних елементiв оператора B, m ∈ ℵ. Оберемо в iнтерпо-

ляцiйних умовах (4.11) за вузли iнтерполювання елементи Bxj, j = 0, N2

таким чином:

Bx0 = 0, Bxi = ei, i = 1,m, Bxj = eq + ep+q+1, p = 2l, l = 0, 2k + i− 1,

q = 1,m− p− 2, m ∈ ℵ = {4k + i+ 2, i = 0, 1}∞k=0

(k, i – фiксованi сталi), якщо l = 2b+ 1, b ∈ N, то Bxj = em−p−1. Напрямки

Bhj, j = 0, N2 перших диференцiалiв Гато, що заданi в цих вузлах такими:

Bh0 = em, Bhi = ei, i = 1,m− 1, Bhm = em−1,

Bhj = eq+p+2, p = 2l, l = 0, 2k + i− 1, q = 1,m− p− 2,

Bhj = em−p−3, якщо l = 2b+ 1, b ∈ N.
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При цьому елементи xj та hj оберемо таким же чином, як i елементи Bxj

та Bhj вiдповiдно, але за системою елементiв ej/λj, де λj – власнi числа

оператора B, що вiдповiдають елементам ej. В цьому випадку iнтерполянт

(4.3) є розв’язком задачi типу Ермiта (4.11). Значення операторних форм

LIk(ei1, ei2, . . . , eik) визначаються однозначно за допомогою системи (4.5) —

(4.7), отже матриця цiєї системи має обернену.

Розглянемо тепер розв’язок задачi (4.11) на послiдовностi вузлiв Bxj,

j = 0, N2 , m ∈ ℵ та напрямкiв диференцiалiв Гато Bhj, j = 0, N2 , m ∈ ℵ за

допомогою iнтерполяцiйного полiнома мiнiмальної норми (4.13). Зауважи-

мо, що iнтерполянт(4.3) є розв’язком (4.11) на послiдовностях вузлiв Bxj,

j = 0, N2 , m ∈ ℵ та напрямкiв Bhj, j = 0, N2 , m ∈ ℵ у разi довiльних зна-

ченнях F (Bxi) та F (Bxi)Bhi, тобто задача операторного полiномiального

iнтерполювання iнварiантно розв’язувана. Звiдси випливає, що

Z ~FH = ~0

при будь-якому ~FH , отже Z ≡ 0. Остання рiвнiсть означає, що матриця H

має обернену. Якщо в (4.13) розкриємо< ·, · >, то iнтерполянт (4.13) можна

привести до вигляду (4.3), де замiсть LIk(ei1, ei2, . . . , eik) будуть коефiцiєнти

ai1i2...ik. Їх можна знайти iз системи (4.11). Отримаємо, що

LIk(ei1, ei2, . . . , eik) = ai1i2...ik.

Таким чином доведену теорему 4.3 [138].

Теорема 4.3. Iнтерполяцiйний полiном P2(x), який визначається за до-

помогою формули (1.17), та полiном мiнiмальної норми P ∗(x), що побу-

дованi на послiдовностях вузлiв Bxj, j = 0, N2 , m ∈ ℵ та напрямкiв Bhj,

j = 0, N2 , m ∈ ℵ за якими заданi першi диференцiали Гато, тотожно

спiвпадають.
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Ця теорема справджується для полiномiв третього та четвертого степе-

ня, якi побудовано у виглядi (4.3) в [44].

Надалi розглянемо питання про збiжнiсть iнтерполяцiйного процесу мi-

нiмальної норми, коли m→∞ до операторного полiному другого степеня,

що iнтерполюємо. Нехай F2 ∈ Π2. Сформулюємо два результати, доведен-

ня яких засновано на тих самих мiркуваннях, що i теореми 2.2 та 2.7 для

iнтерполяцiйного полiному типу Лагранжа, оскiльки при цьому безпосе-

редньо використовували вигляд iнтерполянта, а полiном типу Ермiта, що

побудований в даному роздiлi, має таку ж структуру, за винятком алгори-

тму визначення значень операторних форм LIk(ei1, ei2, . . . , eik).

Теорема 4.4. Справедлива рiвнiсть

lim
m→∞

‖F2 − P ∗‖H = 0.

Теорема 4.5. Оцiнка точностi iнтерполяцiї полiномiального оператора

другого степеня полiномом (4.13) визначається нерiвнiстю

‖F2 − P2‖2
H <

2∑
k=1

k2‖Lk‖2(TrB)k−1
∞∑

i=m+1

λi

Теореми 4.4, 4.5 будуть виконуватись для iнтерполяцiйних полiномiв тре-

тього та четвертого степеня, якi побудовано у [44] та мають вигляд (4.3).

4.2 Операторнi iнтерполянти типу Ермiта та Ермiта-Бiркхофа,

що є асимптотично точними на полiномах вiдповiдного сте-

пеня

В цьому пiдроздiлi буде розглянуто операторнi iнтерполяцiйнi полiноми

Ермiта та Ермiта-Бiркхофа та показано, що вони асимптотично (при збiль-

шеннi числа вузлiв) зберiгають багаточлени вiдповiдного степеня та мають
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мiнiмальну норму серед всiєї множини розв’язкiв поставленої задачi iн-

терполювання [77], [85]. При цьому для побудови таких iнтерполяцiйних

формул необхiдно знати лише iнформацiю про вузловi значення оператора

та значення диференцiалiв Гато у вузлах до певного порядку за заданими

напрямками.

Нехай X, Y — гiльбертовi простори (X — сепарабельний), Πn — мно-

жина операторних полiномiв Pn : X → Y степеня n, що визначається

формулою (4.1). Нехай, надалi {ei}mi=1 ⊂ X — елементи базисної ортонормо-

ваної системи в X, а множину J(m), що побудована за системою елементiв

ei, i = 1,m, визначимо таким чином

J(m) = {0, ei1 + ei2 + · · ·+ eik, k = 1, n, ij = 1,m, m ≥ n}.

Число елементiв множини J(m) дорiвнює 1+N , N =
n∑
k=1

Ck
m+k−1. Оператор

F : X → Y , в загальному випадку нелiнiйний, заданий своїми значеннями

F (yi) ∈ Y, i = 0, N, на множинi J(m) та значеннями диференцiалiв Гато

F (k)(yi;F )z
(i)
k z

(i)
k−1 · · · z

(i)
1 , k = 1, . . . , ki, у вузлах iнтерполяцiї yi i = 0, N .

Розглянемо iнтерполяцiйну задачу Ермiта: потрiбно знайти такий полi-

ном Pmn : X → Y для якого виконуються такi умови

P (k)
mn(yi;F )z

(i)
k z

(i)
k−1 · · · z

(i)
1 = F (k)(yi;F )z

(i)
k z

(i)
k−1 · · · z

(i)
1 , (4.25)

де k = 0, 1, . . . , ki, 0 ≤ ki ≤ n, i = 1, s, k1 + k2 + · · · + ks = 1 + N,

yi, z
(i)
k , z

(i)
k−1, . . . , z

(i)
1 ∈ J(m),

F (k)(yi)z
(i)
k z

(i)
k−1 · · · z

(i)
1 =

∂

∂α1∂α2 · · · ∂αk
F

(
yi +

k∑
j=1

αjz
(i)
j

)∣∣∣∣∣
α1=α2=···=αk=0

— диференцiал Гато порядку k у вузлi yi за заданими напрямками

z
(i)
k , z

(i)
k−1, . . . , z

(i)
1 .
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Для розв’язання поставленої iнтерполяцiйної задачi Ермiта будемо ви-

користовувати iнтерполянт вигляду

Pmn(x;F ) =
n∑
k=0

m∑
i1,i2,...,ik=1

ai1i2...ik(F )(x, ei1)(x, ei2) · · · (x, eik). (4.26)

Отже, сформулюємо постановку задачi таким чином: потрiбно задати

такi iнтерполяцiйнi умови, щоб всi невiдомi коефiцiєнти ai1i2...ik(F ) iз (4.26)

були визначенi [143].

Покладемо n = 2, m = 3. Iнтерполяцiйнi умови оберемо у такому

виглядi:

Pmn(0) = F (0), Pmn(ei) = F (ei), i = 1, 2, 3,

Pmn(e1 + e2) = F (e1 + e2), P ′mn(0)e3 = F ′(0)e3, (4.27)

P ′mn(ei)ei = F ′(ei)ei, i = 1, 2, 3, P ′mn(e1 + e2)e3 = F ′(e1 + e2)e3.

тобто необхiдно знайти всi невiдомi коефiцiєнти ai1i2...ik(F ), що мiстяться

в P32(x). Для їх визначення розв’яжемо систему функцiональних рiвнянь

(4.27) [43]. Одержимо:

a0(F ) = F (0), a3 = F ′(0)e3, a33(F ) = F (e3)− F ′(0)e3 − F (0),

aii(F ) = F ′(ei)ei − F (ei) + F (0), i = 1, 2,

ai(F ) = F (ei)− aii(F )− F (0), i = 1, 2, a23(F ) =
1

2
{F ′(e3)e2 − a2(F )} ,
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a13(F ) =
1

2
{F ′(e1 + e2)e3 − a3(F )− 2a12(F )} .

Таким чином, знайдено всi ai1i2...ik(F ), 1 ≤ ij ≤ 3, k = 0, 2, iз (4.26).

Аналогiчна задача (коли заданi значення оператора, що iнтерполюємо, у

вузлах та його значення перших диференцiалiв Гато першого порядку для

n = 2 i довiльного m) розв’язана в роздiлi 4.1, при цьому, використовуючи

розв’язок вiдповiдної системи рiвнянь (4.27), були побудованi рекурентнi

формули для знаходження ai1i2...ik(F ).

Нехай, надалi, n = 3, m = 3 та заданi такi значення оператора (в загаль-

ному випадку нелiнiйного) та значення його перших диференцiалiв Гато:

F (ei), F ′(ei)ei, F ′′(ei)e
2
i , i = 1, 2, 3,

F (ei + ei+1), F
′(ei + ei+1)ei, F ′′(ei + ei+1)e

2
i+1, i = 1, 2,

F (e1 + e3), F ′(e1 + e3)e1, F ′′(e1 + e3)e
3
3, F (e1 + e2 + e3), F (0).

Для побудови iнтерполяцiйного полiнома P33(x) (потрiбно визначити ко-

ефiцiєнти ai1i2...ik(F )), що мiстяться в (4.26), аналогiчно до викладеного

вище, розв’язуємо систему (4.25).

Розглянемо iнтерполяцiйну задачу Ермiта-Бiркхофа для полiномiально-

го оператора F4 ∈ Π4. Визначимо iнтерполяцiйнi умови таким чином, щоб

для поставленої задачi побудувати iнтерполянт вигляду (4.26). Iнтерполя-

цiйнi умови задамо такими:

P4(0) = F4(0), P4(xi) = F4(xi), P4(2xi) = F4(2xi), i = 1,m,
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P ′4(xi)xi = F ′4(xi)xi, P ′′4 (xi)xixi = F ′′4 (xi)xixi i = 1,m, (4.28)

P ′′4 (xi)xjxj = F ′′4 (xi)xjxj, i = 1,m− 1, j = i+ 1,m, (4.29)

P ′′4 (2xi)xjxj = F ′′4 (2xi)xjxj, i = 1,m− 1, j = i+ 1,m, (4.30)

P ′′4 (xj)xixi = F ′′4 (xj)xixi, i = 1,m− 1, j = i+ 1,m, (4.31)

P ′4(xi)xj = F ′4(xi)xj, i = 1,m− 1, j = i+ 1,m, (4.32)

P ′4(2xi)xj = F ′4(2xi)xj, i = 1,m− 1, j = i+ 1,m, (4.33)

P ′4(xj)xi = F ′4(xj)xi, i = 1,m− 1, j = i+ 1,m, (4.34)

P ′′4 (xi)xjxk = F ′′4 (xi)xjxk, (4.35)

P ′′4 (2xi)xjxk = F ′′4 (2xi)xjxk, (4.36)

P ′′4 (xj)xixk = F ′′4 (xj)xixk, (4.37)

P ′′4 (xk)xjxi = F ′′4 (xk)xjxi, (4.38)

В умовах (4.35) – (4.38): i 6= j 6= k, k = 1,m− 2, i = k + 1,m− 1, j =

k + 2,m,

P ′′4 (xi + xk)xpxk = F ′′4 (xi + xk)xpxk, i 6= j 6= k 6= p, i, j, p, k = 1,m. (4.39)
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Для знаходження невiдомих операторних форм Lk(ei1, ei2, . . . , eik) на пер-

шому кроцi розглянемо умови (4.28) як систему функцiональних рiвнянь.

Її розв’язок має вигляд:

L0 = F4(0), L1(xi) = 4F4(xi)−0.5F4(2xi)−2F ′4(xi)xi+F
′′
4 (xi)xixi−4.5F4(0),

L2x
2
i = −6F4(xi) + 1.5F4(2xi) + 3F ′4(xi)xi − 2.5F ′′4 (xi)xixi + 4.5F4(0),

L3x
3
i = 4F4(xi)− 1.5F4(2xi)− F ′4(xi)xi + 2F ′′4 (xi)xixi − 2.5F4(0),

L4x
4
i = −F4(xi) + 0.5F4(2xi)− 0.5F ′′4 (xi)xixi + 0.5F4(0), i = 1,m.

Iз (4.29), (4.30) та формул

P4(xi) = L0 + L1xi + L2x
2
i + L3x

3
i + L4x

4
i ,

P ′4(xi)xj = L1(xj) + 2L2(xi, xj) + 3L3(xi, xi, xj) + 4L4(xi, xi, xi, xj),

P ′′4 (xi)xjxk = 2!L2(xj, xk) + 3!L3(xi, xj, xk) + 3 · 4L4(xi, xi, xj, xk)

дiстанемо

L3(xi, xj, xk) =
1

3

{
F ′′4 (xi)xjxj −

1

4
F ′′4 (2xi)xjxj −

3

2
L2x

2
j

}

L4(xi, xi, xj, xj) =
1

12

{
−F ′′4 (xi)xjxj +

1

2
F ′′4 (2xi)xjxj + L2x

2
j

}
.
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Iз умов(4.31) знайдемо

L3(xj, xi, xi) = F ′′4 (xj)xixi − L2x
2
i − 12L4(xi, xi, xj, xi).

Умови (4.32), (4.33) розглянемо як систему функцiональних рiвнянь вiд-

носно невiдомих L2(xi, xj), L4(xi, xi, xi, xj), i = 1,m− 1, j = i+ 1,m,

розв’язавши яку, одержимо

L2(xi, xj) =
1

3!

{
4F ′4(xi)xi −

1

2
F ′′4 (2xi)xi −

7

2
L1xj − 3!L3x

3
i

}
,

L4(xi, xi, xi, xj) =
1

4!
{F ′4(2xi)xj − 2F ′4(xi)xj + L1xj − 3!L3(xi, xi, xj)} .

Iз (4.34) отримаємо

L4(xj, xi, xi, xk) = F ′4(xj)xi − L1xi − 2L2(xi, xj)− 3!L3(xi, xj, xj).

Надалi iз системи рiвнянь (4.35), (4.36) визначимо

L3(xi, xj, xk) =
1

3

{
−1

2
F ′′4 (xi)xjxk − 3L2(xj, xk)

}
,

L4(xi, xi, xj, xk) =
1

8
{F ′′4 (2xi)xjxk − 2F ′′4 (xi)xjxk + 2L2(xj, xk)} ,

i 6= j 6= k, k = 1,m− 2, i = k + 1,m− 1, j = k + 2,m,

а iз (4.37), (4.38) — решту значень L4(xi, xi, xj, xk)

L4(xi, xi, xj, xk) =
1

12
{F ′′4 (xj)xixk − 2L2(xi, xk)− 3!L3(xj, xi, xk)} ,
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L4(xi, xj, xk, xk) =
1

12
{F ′′4 (xk)xjxi − 2L2(xi, xj)− 3!L3(xj, xi, xk)} ,

i 6= j 6= k, k = 1,m− 2, i = k + 1,m− 1, j = k + 2,m.

Iз (4.38) знайдемо

L4(xi, xj, xp, xk) =
1

4!
{F ′′4 (xi + xj)xpxk − 2L2(xp, xk)− 3!(L3(xi, xp, xk)+

+L3(xj, xp, xk))− 3 · 4(L4(xi, xi, xp, xk) + L4(xj, xj, xp, xk))} ,

таким чином, всi невiдомi значення операторних форму iз (4.26) знайденi.

Зауважимо, що для побудованих iнтерполянтiв справджуються теореми 4.4

та 4.5.

Побудова iнтерполяцiйних формул Ермiта та Ермiта-Бiркхофа вигляду

(4.26) розглянута в [44]. Для побудови iнтерполянтiв Ермiта та Ермiта-

Бiркхофа в загальному випадку не iснує рекурентних спiввiдношень для

знаходження невiдомих коефiцiєнтiв iз (4.26), на вiдмiну вiд iнтерполяцiй-

ної задачi Лагранжа, але їх визначення зводиться до розв’язання вiдпо-

вiдної системи функцiональних рiвнянь (4.25). При цьому необхiдно, щоб

кiлькiсть iнтерполяцiйних умов спiвпадала з числом невiдомих коефiцiєн-

тiв ai1i2...ik(F ), що дорiвнює N + 1, а розв’язок системи (4.25) був єдиним.

Розглянемо задачу iнтерполяцiї Абеля-Гончарова. Пропозицiя щодо по-

будови та дослiдження iнтерполянта Абеля-Гончарова на операторному

рiвнi належить академiку В. Л. Макарову. Нехай заданi значення опе-

ратора у нулi та його диференцiалiв Гато у вузла ei ∈ X, i = 1,m, за

напрямками ортонормованого базису ei ∈ X, i = 1,m, таким чином: дифе-

ренцiали Гато першого порядку - у першому вузлi e1, другого порядку - у
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другому вузлi e2 i т. д. Для нелiнiйного оператора F : X → Y , що має по-

хiднi до певного порядку включно, потрiбно знайти полiном Pmn : X → Y

степеня n, що вiдповiдає умовам

P (k)
m,n(ek)eikeik−1

. . . ei1 = F (k)(ek)eikeik−1
. . . ei1, 1 ≤ ij ≤ m, k = 0, n. (4.40)

Умови (4.40) будемо називати iнтерполяцiйними умовами Абеля-Гончарова

[26]. Їх кiлькiсть дорiвнює 1 + N . Вони є частинним випадком iнтерполя-

цiйних умов Ермiта-Бiркхофа.

Iнтерполянт Pm,n(x), що вiдповiдає умовам (4.40) побудовано в [143] у

виглядi (4.26). Для його конструктивної побудови було визначено невiдомi

симетричнi вiдносно своїх iндексiв, коефiцiєнти ai1,i2,...,ik(F ), k = 1, n, кiль-

кiсть яких дорiвнює 1 + N , а для їх знаходження отримано рекурентну

процедуру у виглядi такої формули

ai1,i2,...,ik(F ) =
1

k!
F (k)(ek)ekek−1 . . . e1 −

n−k∑
j=1

Cj
k+jai1,...,ik,k, . . . , k︸ ︷︷ ︸

j

(F ), (4.41)

i1, i2, . . . , ik = 1,m, k = n, n− 1, . . . , 0,
0∑

k=1

= 0.

В цьому випадку iнтерполянт (4.26) будемо називати iнтерполянтом Абеля-

Гончарова.

Надалi, нехай F (x) ≡ Fn(x) ∈ Πn. При замiнi аргументу в Fn(x) вiд-

рiзком ряду Фур’є за першими m елементами ортонормованого базису

0, e1, e2, . . . , em простору X дiстанемо формулу (4.26). Враховуючи, що си-

стема елементiв 0, e1, e2, . . . , em є базисом пiдпростору простору X, дiста-

немо, що Pmn(x) ≡ Fn(x) на пiдпросторi, що утворений 0, e1, e2, . . . , em. На

всьому просторiX iнтерполяцiйний полiном Pmn(x) спiвпадає з Fn(x), коли

m→∞, тобто асимптотично. Таким чином має мiсце теорема:
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Теорема 4.6. Iнтерполяцiйнi полiноми Ермiта та Ермiта-Бiркхофа

Pmn(x) вигляду (4.26) є гранично iнварiантним вiдносно багаточленiв вiд-

повiдного степеня.

Наведене твердження є iстотним при розв’язаннi прикладних задач, оскiль-

ки у разi збiльшення кiлькостi вузлiв, побудований iнтерполянт асимптоти-

чно зберiгає полiноми вiдповiдного степеня, що є важливим для одержання

оцiнок точностi.

Нехай, надалi µ — гаусова мiра на X [107], перший момент якої дорiвнює

нулю, а другий є обмеженим;B — кореляцiйний оператор цiєї мiри, ядерний

i KerB = ∅, H — гiльбертовий простiр аналiтичних за Гато операторiв iз

скалярним добутком

(P,Q)H =
∞∑
k=0

∫
X

· · ·
∫
X

(
1

k!
P (k)(0)vkvk−1 . . . v1,

1

k!
Q(k)(0)vkvk−1 . . . v1

)
Y

×

(4.42)

×µ(dvk) . . . µ(dv2)µ(dv1),

де P, Q ∈ H, (·, ·)Y — скалярний добуток в Y . Розглянемо оператор F (x) ∈

H. В цьому випадку вiдрiзок ряду Тейлора для F (x)

Pn(x) = F (0) +
F ′(0)

1!
x+

F ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ F (n)(0)

n!
xn,

є полiномом найкращого наближення до F (x) у метрицi простору H [85].

Якщо заданi значення оператора i його похiднi Гато в нулi до n-го порядку

включно: F (0), F ′(0)ei1, F ′′(0)ei1ei2, . . . , F
(n)(0)ei1ei2 · · · ein, 1 ≤ ij ≤ m, то

iнтерполяцiйний полiном Ермiта
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P I
mn(x) =

n∑
k=0

m∑
i1,i2,...,ik=1

F (k)(0)ei1ei2 · · · eik
k!

(x, ei1)(x, ei2) · · · (x, eik) (4.43)

як показано в роботi [140], асимптотично зберiгає полiноми вiдповiдного

степеня, тобто

lim
m→∞

P I
mn(x) = Pn(x),

а оскiльки Pn(x) — полiном найкращого наближення в метрицi простору

H для аналiтичного за Гато оператора, то формула (4.43) є наближенням

до Pn(x). Дiйсно

(
P I
mn − Pn

)
H

=
∞∑
k=0

∫
X

· · ·
∫
X

(
1

k!
P I(k)
mn (0)vkvk−1 · · · v1 −

1

k!
P (k)
n (0)vkvk−1 · · · v1,

1

k!
Q(k)
n (0)vkvk−1 · · · v1

)
Y

µ(dvk)µ(dvk−1) · · ·µ(dv1) =

=
∞∑
k=0

∫
X

· · ·
∫
X

(
1

k!
F (k)(0)vkvk−1 · · · v1 −

1

k!
F (k)(0)vkvk−1 · · · v1,

1

k!
Q(k)
n (0)vkvk−1 · · · v1

)
Y

µ(dvk)µ(dvk−1) · · ·µ(dv1) = 0

Зауважимо, що iснують iнтерполяцiйнi формули [27], [186], [78], що є

точними на полiномах на всьому просторi. Цi формули є узагальненням

iнтерполяцiйних формул Ньютона для векторних та деяких функцiональ-

них просторiв, а для їх побудови необхiдно iснування кратних iнтегралiв

Рiмана-Стiльт’єса по оператору скалярного аргументу вiд варiацiй або похi-

дних вищих порядкiв оператора F iнтегралiв Рiмана вiд змiшаних похiдних

функцiоналу F . В роздiлi 2.3 наведено приклад таких iнтерполянтiв - фор-

мула (2.29).
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Отже iнтерполяцiйнi формули вигляду (4.26) можуть бути вдалою аль-

тернативою до iнтерполянтiв типу (2.29) та подiбних до них (див. [27], [85],

[78], [186]). Дiйсно, вони простiшi за конструкцiєю побудови та «збережен-

ня» ними в асимптотицi вiдповiдних полiномiв за наявнiстю оцiнок точностi

дозволяє обмежуватись скiнченою сумою (4.26) та застосовувати її для iн-

терполяцiйного наближення полiномiальних, цiлих та диференцiйованих

операторiв.

4.3 Iнтерполяцiйний полiном Ермiта в скiнченновимiрному

евклiдовому просторi

4.3.1 Iнтерполяцiйна задача Ермiта у випадку коли заданi першi

диференцiали Гато

Iнтерполяцiя функцiй багатьох змiнних є важливою для теоретичних та

прикладних задач. У класичних iнтерполяцiйних формулах [8] для iсну-

вання єдиного розв’язку задачi необхiдно, щоб виконувалися вiдповiднi

спiввiдношення мiж кiлькiстю вузлiв m та степенем iнтерполянта n. На

практицi особливо цiкавим є випадок, коли цi спiввiдношення не виконую-

ться.

Першi результати з полiномiальної iнтерполяцiї функцiй багатьох змiн-

них отримано в роботах [175], [205]. Зауважимо, що з iнтерполяцiйних

формул, отриманих у [77], можна одержати класичнi iнтерполяцiйнi фор-

мули для функцiй однiєї змiнної.

При розв’язаннi прикладних задач виникають випадки, коли не вистачає

вихiдної iнформацiї про оператор, який апроксимуємо, для однозначної по-

будови iнтерполяцiйного полiнома без додаткових обмежень. Тобто постає

задача про наближення оператора в умовах недовизначеностi. У даному

пiдроздiлi розглянуто iнтерполяцiйну задачу Ермiта в евклiдовому просто-
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рi Ek, k > 1, для випадку, коли задано значення функцiї багатьох змiнних

та значення її диференцiалiв Гато першого порядку у вузлах iнтерполяцiї.

Показано, що поставлена задача має єдиний розв’язок мiнiмальної норми

тодi, коли кiлькiсть iнтерполяцiйних умов є меншою нiж розмiрнiсть про-

стору полiномiв степеня n у скiнченновимiрному просторi Ek. При цьому

задача є iнварiантно розв’язною, тобто має розв’язок для будь-яких зна-

чень оператора у вузлах та значень його перших диференцiалiв Гато.

Нехай X, Y — гiльбертовi простори (X — сепарабельний), B — кореля-

цiйний оператор мiри µ на X, KerB = ∅, мiра µ має перший момент, що

дорiвнює нулю, а другий — обмежений, B(u, v) — кореляцiйний оператор

цiєї мiри вiдповiдно. На пiдставi результатiв [7, 8] має мiсце рiвнiсть

B(u, v) =

∫
X

(x, u)(x, v)µ(dx) = (Bu, v), u, v, x ∈ X, (4.44)

де (·, ·) — скалярний добуток в X.

Оператор F : X → Y (у загальному випадку нелiнiйний) заданий своїми

значеннями F (Bxj), j = 1,m, та значеннями диференцiалiв Гато

F (i)(Bxj)Bv
(i)
ji . . . Bv

(i)
j1 , i = 0, kj, j = 1,m,

Bxj, Bv
(i)
ji ∈ X, i = 0, kj, j = 1,m.

Для оператора F (x) потрiбно побудувати такий полiном Pn(x) степеня

n, що вiдповiдає iнтерполяцiйним умовам

P (i)
n (Bxj)Bv

(i)
ji . . . Bv

(i)
j1 = F (i)(Bxj)Bv

(i)
ji . . . Bv

(i)
j1 , i = 0, kj, j = 1,m.

(4.45)
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У [77], [218] показано, що необхiдною та достатньою умовою розв’язання

операторної iнтерполяцiйної задачi (4.45) є виконання рiвностi (1.17) де

~FH = {F (i)(Bxj)Bv
(i)
ji . . . Bv

(i)
j1 , i = 0, kj}mi=1, (4.46)

Z — матриця, рядками якої є ортонормованими власнi вектори симетричної

матрицi H = ‖H ls‖ = ‖hlsij‖i=0,ki, j=0,ks
з нульовим власним числом,

hlsij =
∂i+j

∂α1 . . . ∂αi∂β1 . . . ∂αj
gB(xl +

i∑
p=1

αpv
(i)
ip , (4.47)

xs +

j∑
p=1

βpv
(i)
sp )|α1=···=αi=β1=···=βj=0,

gB = g(Bu, v) =
n∑
p=0

(Bu, v)p, Bu, v ∈ X. (4.48)

У разi виконання умови (1.17) розв’язок задачi (4.45) має вигляд (1.18)

[218], де

~gH(x) =

{
∂i

∂α1 . . . ∂αi
g

(
Bxj +

i∑
p=1

αpBv
(i)
jp , x

)
|α1=···=αi=0, i = 0, kj

}m

j=1

.

Умова (1.17) еквiвалентна рiвностi:

(E −HH+)~FH = ~0, (4.49)

де E — одинична матриця розмiрностi
m∑
i=1

ki +m×
m∑
i=1

ki +m.

Формула (1.18) описує всю множину ΠH
n операторних полiномiв Ермiта

n-го степеня, що вiдповiдають iнтерполяцiйним умовам (4.45).

Iнтерполяцiйний полiном Pn(x) називають iнтерполянтом Ермiта мiнi-

мальної норми, якщо вiн є розв’язком екстремальної задачi

‖Pn‖H = min ‖Qn‖H , Qn ∈ ΠH
n . (4.50)
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У роздiлi 4.1 показано, що у разi виконання умови (1.17) полiном

Pn(x) =
〈
~FH , H

+~gH(x)
〉

(4.51)

є розв’язком задачi Ермiта (4.45) та має мiнiмальну норму на множинi ΠH
n .

Визначення 4.1. Задачу iнтерполяцiї назвемо iнварiантно розв’язною,

якщо вона має розв’язок для будь-яких значень вектора ~FH .

Наведенi вище результати застосуємо для евклiдового простору Ek.

Нехай

u = (u1, u2, . . . , uk), v = (v1, v2, . . . , vk),

γ = (γ1, γ2, . . . , γk), g(t) =
1√
2π

exp(−t
2

2
).

Тодi рiвнiсть (4.44) у цьому випадку можна записати у такий спосiб:

B(u, v) =

∫
Ek

(γ, u)(γ, v)µ(dγ) =

=

+∞∫
−∞

· · ·
+∞∫
−∞

(u1γ1 + u2γ2 + · · ·+ ukγk)(v1γ1 + v2γ2 + · · ·+ vkγk)×

×g(γ1)g(γ2) · · · g(γk)dγ1dγ2 · · · dγk =

= (u1v1 + u2v2 + · · ·+ ukvk) = (u, v) = (Iu, v).

Отже, у просторi Ek оператор B можна обрати одиничним I.

Не зменшуючи загальностi мiркувань, розглянемо евклiдiв простiр E2 з

гаусовою мiрою µ. Нехай p — розмiрнiсть простору полiномiв степеня n в

E2, p =
(n+ 1)(n+ 2)

2
,
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u = (u1, u2), v = (v1, v2), γ = (x, y), g(t) =
1√
2π

exp(−t
2

2
).

За вузли iнтерполювання та напрямки диференцiалiв Гато можна обрати

вектори γi = (xi, yi), δi = (vi, hi), i = 1,m, вiдповiдно.

Нехай функцiя f : E2 → R1 задана своїми значеннями f(γi), i = 1,m,

у вузлах iнтерполяцiї γi = (xi, yi), i = 1,m, та значеннями диференцiа-

лiв Гато першого порядку f ′(γi)δi, i = 1,m, у цих вузлах за напрямками

δi = (vi, hi), i = 1,m, 2m ≤ p. Потрiбно знайти такий полiном Pn(γ), що

вiдповiдає iнтерполяцiйним умовам

P (i)
n (γj)δj = f (i)(γj)δj, i = 0, 1, j = 1,m. (4.52)

Розв’язком поставленої задачi є полiном мiнiмальної норми (4.51), при

цьому матриця H набуває вигляду H = ‖Hsl‖l=1,m, s=1,m,

Hsl =

∥∥∥∥∥∥∥∥
g(γs, γl)

∂

∂β
g(γs, γl + βδl)|β=0

∂

∂α
g(γs + αδs, γl)|α=0

∂2

∂α∂β
g(γs + αδs, γl + βδl)|α=β=0,

∥∥∥∥∥∥∥∥ ,
g(u, v) =

n∑
p=0

(u, v)p.

Елементи матрицi H = ‖Hsl‖l=1,m, s=1,m, H
sl = ‖hslij‖i=0,1,j=0,1 можна за-

писати у виглядi

hsl00 =
n∑
p=0

(γs, γl)
p, (4.53)

hsl01 =
∂

∂β

n∑
p=0

(γs, γl + βδl)
p

∣∣∣∣∣
β=0

= (γs, δl)
n−1∑
p=0

(p+ 1)(γs, γl)
p, (4.54)

hsl10 =
∂

∂α

n∑
p=0

(γs + αδs, γl)
p

∣∣∣∣∣
α=0

= (γl, δs)
n−1∑
p=0

(p+ 1)(γs, γl)
p, (4.55)
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hsl11 =
∂2

∂α∂β

n∑
p=0

(γs + αδs, γl + βδl)
p

∣∣∣∣∣
α=β=0

=

= (δs, δl)
n−1∑
p=0

(p+ 1)(γs, γl)
p + (δs, γl)(δl, γs)

n∑
p=2

p(p− 1)(γs, γl)
p−2. (4.56)

Використовуючи рiвностi (4.53) – (4.56), матрицюH представимо якH =

AA′, де

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 x1 y1

√
2x1y1 x2

1 y2
1

0 v1 h1

√
2(x1v1 + y1h1) 2x1h1 2y1v1

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

1 xm ym
√

2xmym x2
m y2

m

0 vm hm
√

2(xmvm + ymhm) 2xmhm 2ymvm

√
3x2

1y1

√
3x1y

2
1 x3

1 y3
1 · · · yn1√

3x1(2y1v1 + x1h1)
√

3y1(2x1v1 + y1h1) 3x2
1v1 3y2

1h1 · · · C1
ny

n−1
1 v1

· · · · · · · · · · · ·
√

3x2
mym

√
3xmy

2
m x3

m y3
m · · · ynm√

3xm(2ymvm + xmhm)
√

3ym(2xmvm + ymhm) 3x2
mvm 3y2

mvm · · · C1
ny

n−1
m vm

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
(4.57)

Позначимо

~ψ2i−1 = (1, xi, yi,
√

2xiyi, x
2
i , y

2
i ,
√

3x2
iyi,
√

3xiy
2
i , x

3
i , y

3
i , · · · , yni ), (4.58)

~ψ2i = (0, vi, hi,
√

2(xivi + yihi), 2xihi, 2yivi,

√
3xi(2yivi + xihi),

√
3yi(2xivi + yihi), 3x

2
i vi, 3y

2
i vi · · · , C1

ny
n−1
i vi), (4.59)
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де i ∈ N. Враховуючи введенi позначення (4.58), (4.59), матрицю H можна

представити у виглядi

H =


(~ψ1, ~ψ1) · · · (~ψ1, ~ψ2m)

· · · · · · · · ·

(~ψ2m, ~ψ1) · · · (~ψ2m, ~ψ2m)

 , 2m ≤ p. (4.60)

Отже, матриця H є матрицею Грама. Зауважимо, що таку матрицю роз-

глянуто для нескiнченновимiрного гiльбертового простору в роботi [218].

Матриця H буде невиродженою, якщо обрати вектори ~ψi, i = 1, 2m, 2m ≤

p лiнiйно незалежними, тобто в цьому випадку H+ = H−1. На пiдставi

(4.49) умови розв’язуваностi задачi (4.52) набувають вигляду

(E −HH−1)~fH = ~0,

тобто виконуються для будь-яких значень функцiї f(γi), i = 1, 2m, та її ди-

ференцiалiв Гато f ′(γi)δi, i = 1,m, 2m ≤ p. Це означає, що iнтерполяцiйна

задача Ермiта (4.52) є iнварiантно розв’язною, а її розв’язок мiнiмальної

норми можна записати так:

Pn(γ) =
〈
~fH , H

−1~gH(γ)
〉
, (4.61)

де

~fH =

 f(γi)

f ′(γi)δi


m

i=1

, ~gH(γ) =


n∑
p=0

(γi, γ)p

∂

∂α

n∑
p=0

(γi + αδi, γ)p

∣∣∣∣∣
α=0


m

i=1

=

=


n∑
p=0

(γi, γ)p

(δi, γ)
n−1∑
p=0

(p+ 1)(γi, γ)p


m

i=1

. (4.62)
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Тодi для iнтерполяцiйного полiнома мiнiмальної норми (4.61) одержимо

таку формулу:

Pn(x, y) =

〈
~fH , H

−1


n∑
p=0

(xix+ yiy)p

(vix+ hiy)
n−1∑
p=0

(p+ 1)(xix+ yiy)p


m

i=1

〉
. (4.63)

Отже, якщо вузли iнтерполювання γi = (xi, yi), i = 1,m, та напрямки

диференцiалiв Гато δi = (vi, hi), i = 1,m, 2m ≤ p обрати так, щоб система

векторiв (4.58), (4.59) була лiнiйно незалежною, то iнтерполяцiйна задача

Ермiта (4.52) буде iнварiантно розв’язною та матиме єдиний розв’язок мi-

нiмальної норми у випадку недовизначеностi вихiдних даних, тобто коли

кiлькiсть iнтерполяцiйних умов 2m є меншою нiж розмiрнiсть простору по-

лiномiв степеня n у просторi E2, 2m ≤ (n+ 1)(n+ 2)

4
[203]. Справджується

теорема:

Теорема 4.7. Нехай функцiя f : E2 → R1 задана своїми значеннями

f(γi), i = 1,m, та значеннями перших диференцiалiв Гато f ′(γi)δi, i =

1,m. Якщо вузли iнтерполювання γi, i = 1,m, та напрямки перших ди-

ференцiалiв Гато δi, i = 1,m, у (4.52) обрати так, щоб система векторiв

(4.58), (4.59) була лiнiйно незалежною, то iнтерполяцiйна задача Ермiта

(4.52) для функцiї двох змiнних є iнварiантно розв’язною та має єдиний

розв’язок мiнiмальної норми, що визначається формулою (4.63) у випад-

ку, коли 2m ≤ p, де p =
(n+ 1)(n+ 2)

2
— розмiрнiсть простору полiномiв

другого степеня в E2.

Результати теореми 4.7 можна узагальнити для функцiй багатьох змiн-

них. Нехай Ek — k-вимiрний евклiдiв простiр,

γ = (x1, x2, . . . , xk), γi = (x1i, x2i, . . . , xki), δi = (h1i, h2i, . . . , hki) ∈ Ek,
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Πkn — простiр полiномiв k змiнних степеня n, розмiрнiсть простору Πkn

дорiвнює p =
(n+ k)!

n!k!
. Функцiя f : Ek → R1 задана своїми значеннями

f(γi), i = 1, 2m, та значеннями похiдних Гато першого порядку f ′(γi)δi, i =

1,m. У цьому випадку система векторiв (4.58), (4.59) для i = 1,m, набуває

вигляду

~ψ2i−1 =

{(
j!

j1!j2! · · · jk!

) 1
2

xj1i1x
j2
i2
· · ·xjkik , j1 + j2 + · · ·+ jk = j, 0! = 1

}n

j=0

,

(4.64)

~ψ2i = (0, h1i, . . . , hki,
√

2(x1ih2i+x2ih1i), . . . ,
√

2(x(k−1)i
hki+xkih(k−1)i, 2x1ih1i, . . . ,

2xkihki,
√

3x1i(2x2ih1i + x1ih2i), . . . ,
√

3x(k−1)i(2xkih(k−1)i + x(k−1)ihki, (4.65)

3x2
1i
h1i, . . . , 3x

2
ki
hki, . . . , C

1
nx

n−1
ki

hki), i ∈ N,

матриця H визначається на пiдставi рiвностi H = A′A, де

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 x11 · · · xk1
√

2x11x21 · · · x2
11

· · ·

0 h11 · · · hk1
√

2(x11h21 + x21h11) · · · 2x2
11
h11 · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

1 x1m · · · xkm
√

2x1mx2m · · · x2
1m

· · ·

0 h1m · · · hkm
√

2(x1mh2m + x2mh1m) · · · 2x2
1m
h1m · · ·
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x2
k1

√
3x2

11
x21 · · · x3

11
· · · xnk1

2x2
k1
hk1

√
3x11(2x21h11 + x11h21) · · · 3x2

11
h11 · · · C1

nx
n−1
k1

hk1

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

x2
km

√
3x2

1m
x2m · · · x3

1m
· · · xnkm

2x2
km
hkm

√
3x1m(2x2mh1m + x1mh2m) · · · 3x2

1m
h1m · · · C1

nx
n−1
km

hkm

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

а iнтерполяцiйний полiном мiнiмальної норми (4.61), що є розв’язком задачi

Ермiта (4.52) у просторi Ek можна записати у такому виглядi

Pn(x1, x2, . . . , xk) =
〈
~fH , H

−1~gH(x1, x2, . . . , xk)
〉
, (4.66)

де

~gH(x1, . . . , xk) =

=


n∑
p=0

(x1x1i + · · ·+ xkxki)
p

(x1h1i + · · ·+ xkhki)
n−1∑
p=0

(p+ 1)(x1x1i + · · ·+ xkxki)
p


m

i=1

.

Таким чином, узагальнення теореми 4.7 для багатовимiрного евклiдового

простору Ek сформулюємо у виглядi наступної теореми.

Теорема 4.8. Нехай функцiя f : Ek → R1 задана своїми значеннями

f(γi), i = 1,m, та значеннями перших диференцiалiв Гато f ′(γi)δi, i =

1,m. Якщо вузли iнтерполювання γi i = 1,m, та напрямки перших дифе-

ренцiалiв Гато δi, i = 1,m, у (4.52) обрати так, щоб система векторiв

(4.64), (4.65) була лiнiйно незалежною, то iнтерполяцiйна задача Ермiта

(4.52) для функцiї багатьох змiнних є iнварiантно розв’язною та має єди-

ний розв’язок мiнiмальної норми (4.66) на просторi Πkn у випадку, коли

2m ≤ p, де p — розмiрнiсть простору Πkn.
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Нехай виконуються умови теореми 4.8. Розглянемо розв’язок iнтерпо-

ляцiйної задачi Ермiта (4.52) у виглядi iнтерполянта мiнiмальної норми

(4.61). Подамо його у виглядi:

Pn(γ) =
〈
~fH , H

−1~gH(γ)
〉

=
m∑
i=1

(f(γi)l2i−1(γ) + f ′(γi)l2i(γ)), (4.67)

де

~l(γ) =

∥∥∥∥∥∥l2i−1(γ)

l2i(γ)

∥∥∥∥∥∥
m

i=1

= H−1gH(γ). (4.68)

Покажемо, що елементи вектора ~l(γ) є фундаментальними полiномами

iнтерполяцiйної задачi Ермiта (4.52) у просторi Ek, тобто

l2i(γk) = δik, l2i−1(γk) = 0, (4.69)

l′2i−1(γk)δk = 0, l′2i(γk)δk = δik i, k = 1,m, (4.70)

δik — символ Кронекера. Для цього знайдемо значення ~l(γj), j = 1,m, у ву-

злах iнтерполяцiї та значення перших диференцiалiв Гато~l′(γj)δj, j = 1,m,

у цих вузлах. Нехай вектори ~e2i−1, ~e2i складаються з нулiв, а компоненти

цих векторiв з iндексами 2i−1 та 2i вiдповiдно дорiвнюють одиницi. Врахо-

вуючи вигляд вектора ~gH(γ), що визначається формулою (4.62), та матрицi

H, елементи якої мають вигляд (4.53) – (4.56), одержимо

~l(γj) = H−1~gH(γj) = H−1


n∑
p=0

(γi, γj)
p

∂

∂α

n∑
p=0

(γi + αδi, γj)
p

∣∣∣∣∣
α=0


m

i=1

=

= H−1H~e2j−1 = ~e2j−1, j = 1,m.
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Це означає, що виконується рiвнiсть (4.69). Аналогiчно знайдемо~l′(γj)δj, j =

1,m:

~l′(γj)δj = H−1~g′H(γj)δj = H−1


n∑
p=0

∂

∂β
(γi, γj + βδj)

p

∣∣∣∣
β=0

∂2

∂α∂β

n∑
p=0

(γi + αδi, γj + βδj)
p

∣∣∣∣∣
α=β=0


m

i=1

=

= H−1H~e2j = ~e2j, j = 1,m.

Отримали, що (4.70) також виконується. Отже, довели наступну теорему.

Теорема 4.9. Нехай виконуються умови теореми 4.8. Тодi елементи

вектора ~l(γ), що визначаються формулою (4.68), є фундаментальними

полiномами iнтерполяцiйної задачi Ермiта (4.52) у скiнченновимiрному

евклiдовому просторi Ek.

Приклад 4.1. Побудуємо iнтерполяцiйний полiном мiнiмальної норми

P2(γ) = P2(x, y) другого степеня на пiдставi формули (4.61). У просто-

рi E2 розмiрнiсть простору полiномiв другого степеня p = 6. Отже, на

пiдставi результатiв [8] для розв’язання цiєї iнтерполяцiйної задачi по-

трiбно, щоб кiлькiсть iнтерполяцiйних умов дорiвнювала p. За теоремою

4.7 можна обрати меншу кiлькiсть умов (4.52). Нехай γ1 = (1, 0), γ2 =

(1, 2) — вузли iнтерполювання, δ1 = (1, 0), δ2 = (0, 1) — напрямки пер-

ших диференцiалiв Гато. За такого вибору напрямкiв диференцiалiв Гато

маємо

f ′(γ1)δ1 =
∂f(γ1)

∂x
, f ′(γ2)δ1 =

∂f(γ2)

∂y
,

отже, iнтерполяцiйнi умови (4.52) набувають вигляду:

f(γi) = P2(γi), i = 1, 2,
∂f(γ1)

∂x
=
∂P2(γ1)

∂x
,
∂f(γ2)

∂y
=
∂P2(γ2)

∂y
.
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Вектори ~ψi, i = 1, 2m, на пiдставi формул (4.58), (4.59) матимуть

такий вигляд

~ψ1 = (1, 1, 0, 0, 1, 0), ~ψ2 = (0, 1, 0, 0, 2, 0),

~ψ3 = (1, 1, 2, 2
√

2, 1, 4), ~ψ4 = (0, 0, 1,
√

2, 0, 4).

Система векторiв {~ψ}4
i=1 є лiнiйно незалежною, а тому матриця Грама

H, що визначається за формулою (4.60), є невиродженою та

H =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

3 3 3 0

3 5 3 0

3 3 31 22

0 0 22 19

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, H−1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

59
48 −1

2 −
19
48

11
24

−1
2

1
2 0 0

−19
48 0 19

48 −11
24

11
24 0 −11

24
7
12

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

gH(x, y) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 + x+ x2

x(1 + 2x)

1 + (x+ 2y) + (x+ 2y)2

y(1 + 2(x+ 2y))

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Тодi iнтерполяцiйний полiном мiнiмальної норми (4.61) запишеться

таким чином:

Pn(x, y) =
〈
~fH , H

−1~gH(x, y)
〉

=
m∑
i=1

f(xi, yi)li(x, y),

де

l1(x, y) =
1

6
(5 + 2x− 2y − x2 3

2
y2 − 4xy), l2(x, y) =

1

2
(−1 + x2), (4.71)

l3(x, y) =
1

12
(4y − 3y2 + 8xy), l4(x, y) = −1

6
(2y + 4xy + 3y2) (4.72)
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є фундаментальними полiномами задачi Ермiта. Дiйсно, як неважко ба-

чити, полiноми (4.71), (4.72) вiдповiдають таким спiввiдношенням:

l2i−1(xk, yk) = δik, l2i(xk, yk) = 0, i = 1, 2, k = 1, 2,

∂li
∂x

(x1, y1) =

 1, i = 2

0, i = 1, 3, 4
,

∂li
∂y

(x2, y2) =

 1, i = 4

0, i = 1, 3
,

тобто рiвностi (4.68), (4.69) виконуються.

Отже, у прикладi 4.1 побудовано iнтерполяцiйний полiном мiнiмальної

норми для m = 4, p = 6, m < p. Поставлена задача вiдповiдно до рiвностi

(4.49) має розв’язок для будь-яких значень функцiї у вузлах iнтерполюва-

ння та значень перших диференцiалiв Гато у цих вузлах. Це означає, що

вона є iнварiантно розв’язною.

Зважаючи на викладене, доходимо до висновку, що в умовах недовизна-

ченостi, тобто коли кiлькiсть iнтерполяцiйних умов (4.52) є меншою нiж

розмiрнiсть простору полiномiв степеня n у просторi Ek: 2m ≤ p, p = (n+k)!
n!k! ,

у разi виконання умов теореми 4.7 (теореми 4.8) для iнтерполяцiйної задачi

Ермiта (4.52) iснує єдиний розв’язок мiнiмальної норми для функцiї двох

(багатьох) змiнних, при цьому задача є iнварiантно розв’язною.

4.3.2 Iнтерполяцiйна задача Ермiта у випадку коли заданi першi та другi

диференцiали Гато

Для побудови iнтерполяцiйного полiнома для функцiй багатьох змiнних

у разi використання класичних iнтерполяцiйних формул [8] можна засто-

сувати такий пiдхiд: спочатку будують iнтерполянт степеня n за однiєю

змiнною, а решту змiнних фiксують, далi у цей спосiб застосовують iн-

терполяцiйнi формули за кожною змiнною. В результатi у просторi Ek
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одержимо iнтерполяцiйний полiном степеня kn. Для єдиностi розв’язку є

необхiдним виконання умовиm =
(n+ k)!

n!k!
, деm— число вузлiв iнтерполю-

вання. При цьому виникають складнощi пiд час вибору вузлiв iнтерполяцiї.

На вiдмiну вiд класичних iнтерполяцiйних формул [8] iнтерполянти, що

розглядаються в дисертацiйнiй роботi мають степiнь n.

У даному пiдроздiлi в скiнченновимiрному евклiдовому просторi розгля-

нуто iнтерполяцiйну задачу Ермiта в умовах недовизначеностi, коли задано

значення функцiї багатьох змiнних та значення її диференцiалiв Гато пер-

шого та другого порядку у вузлах iнтерполяцiї в умовах недовизначеностi.

Нехай X, Y — гiльбертовi простори (X — сепарабельний), B — коре-

ляцiйний оператор мiри µ на X, KerB = ∅, мiра µ має перший момент,

що дорiвнює нулю, а другий є обмеженим, B(u, v) — кореляцiйний опера-

тор цiєї мiри вiдповiдно, (·, ·) — скалярний добуток у просторi X. Уведемо

множину Πn неперервних на X операторних полiномiв степеня n вигляду

(4.1).

Оператор F : X → Y (у загальному випадку нелiнiйний) заданий своїми

значеннями F (Bxj), j = 1,m, та значеннями диференцiалiв Гато

F (i)(Bxj)Bv
(i)
ji . . . Bv

(i)
j1 , i = 0, kj, j = 1,m,

Bxj, Bv
(i)
ji ∈ X, i = 0, kj, j = 1,m.

Для оператора F (x) потрiбно побудувати такий полiном Pn(x) ∈ Πn, що

задовольняє iнтерполяцiйнi умови (4.45).

Позначимо ΠIH
n множину операторних iнтерполяцiйних полiномiв n-го

степеня типу Ермiта. У роздiлi 4.3.1 показано, що у просторi Ek за опера-

тор B можна обрати одиничний I. Не зменшуючи загальностi мiркувань,

розглянемо евклiдiв простiр E2 з гаусовою мiрою µ. Нехай p — розмiрнiсть
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простору полiномiв степеня n в E2, p =
(n+ 1)(n+ 2)

2
, u = (u1, u2), v =

(v1, v2), γ = (x, y), Нехай функцiя f : E2 → R1 задана своїми значеннями

f(γi), i = 1,m, у вузлах iнтерполяцiї γi = (xi, yi), i = 1,m, та значеннями

похiдних Гато першого та другого порядкiв f ′(γi)δ1
i , f

′′(γi)δ
2
i2δ

2
i1, i = 1,m,

у цих вузлах за напрямками

δ1
i = (vi, hi), δ

2
i1 = (z1

i1, z
1
i2), δ

2
i2 = (z2

i1, z
2
i2), i = 1,m, 3m ≤ p.

Потрiбно знайти такий полiном Pn(γ), що вiдповiдає iнтерполяцiйним

умовам

Pn(γj) = f(γj),

P ′n(γj)δ
1
j = f ′(γj)δ

1
j , (4.73)

P (2)
n (γj)δ

2
j2δ

2
j1 = f (2)(γj)δ

2
j2δ

2
j1, j = 1,m.

На пiдставi теореми 4.2 розв’язком задачi (4.73) є полiном мiнiмальної нор-

ми (4.13), при цьому матриця H (4.47), (4.48) набуває вигляду

H = ‖Hsl‖l=1,m, s=1,m, H
sl = ‖hslij‖i=0,ki,j=0,kj

,

де

hsl00 = g(γs, γl), h
sl
01 =

∂

∂β1
g(γs, γl + β1δ

1
l )|β1=0,

hsl02 =
∂2

∂β1∂β2
g(γs, γl +

2∑
i=1

βiδ
2
li)|β1=β2=0,

hsl10 =
∂

∂α1
g(γs + α1δ

1
s , γl)|α1=0, h

sl
11 =

∂2

∂α1∂β1
g(γs + α1δ

1
s , γl + β1δ

1
l )|α1=β1=0,
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hsl12 =
∂3

∂α1∂β1∂β2
g(γs + α1δ

1
s , γl +

2∑
i=1

βiδ
2
li)|α1=β1=β2=0,

hsl20 =
∂2

∂α1∂α2
g(γs +

2∑
i=2

αiδ
2
si, γl)|α1=α2=0,

hsl21 =
∂3

∂α1∂α2∂β1
g(γs +

2∑
i=2

αiδ
2
si, γl + β1δ

1
l )|α1=α2=β1=0,

hsl22 =
∂4

∂α1∂α2∂β1∂β2
g(γs +

2∑
i=2

αiδ
2
si, γl +

2∑
i=1

βiδ
2
li)|α1=α2=β1=β2=0,

g(u, v) =
n∑
p=0

(u, v)p, u, v ∈ X, 00 = 1.

Позначимо:

~fH =


f(γi)

f ′(γi)δ
1
i

f ′′(γi)δ
2
i2δ

2
i1


m

i=1

,

~gH(γ) =



n∑
p=0

(γi, γ)p

∂

∂α1

n∑
p=0

(γi + α1δ
1
i , γ)p

∣∣∣∣∣
α1=0

∂2

∂α1∂α2

n∑
p=0

(γi +
2∑
i=1

αiδ
2
i2, γ)p

∣∣∣∣∣
α1=α2=0



m

i=1

=

=



n∑
p=0

(γi, γ)p

(δ1
i , γ)

n−1∑
p=0

(p+ 1)(γi, γ)p

(δ2
i1, γ)(δ2

i2, γ)
n∑
p=2

p!

(p− 2)!
(γi, γ)p−2



m

i=1

. (4.74)

Доведемо таку теорему [204].
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Теорема 4.10. Нехай функцiя f : E2 → R1 задана своїми значеннями

f(γi), i = 1,m, та значеннями перших та других диференцiалiв Гато

f ′(γi)δ
1
i , f

′′(γi)δ
2
i2δ

2
i1, i = 1,m. Якщо вузли iнтерполювання γi, i = 1,m,

та напрямки перших та других диференцiалiв Гато δ1
i = (vi, hi), δ

2
i1 =

(z1
i1, z

1
i2), δ

2
i2 = (z2

i1, z
2
i2), i = 1,m, у (4.73) обрати так, щоб система векто-

рiв

~ψ3i−2 = (1, xi, yi, x
2
i ,
√

2xiyi, y
2
i , x

3
i ,
√

3x2
iyi,
√

3xiy
2
i , y

3
i , · · · , yni ),

~ψ3i−1 = (0, vi, hi, 2xihi,
√

2(xivi + yihi), 2yivi, 3x
2
i vi,

√
3xi(2yivi + xihi),

√
3yi(2xivi + yihi), 3y

2
i vi · · · , C1

ny
n−1
i vi), (4.75)

~ψ3i = (0, 0, 0, 2z1
i1z

2
i2,
√

2(z1
i1z

2
i2 + z1

i2z
2
i1), 2z

1
i2z

2
i1, 3xiz

1
i1z

2
i2,

√
3(xi(z

1
i1z

2
i2 + z1

i2z
2
i1) + yiz

1
i1z

2
i2),
√

3(yi(z
1
i1z

2
i2 + z1

i2z
2
i1) + xiz

1
i2z

2
i2),

· · · , C1
ny

n−2
i z1

i2z
2
i2), i = 1,m,

була лiнiйно незалежною, то iнтерполяцiйна задача Ермiта (4.73) для

функцiї двох змiнних є iнварiантно розв’язною та має єдиний розв’язок

мiнiмальної норми, що визначається формулою

Pn(γ) =
〈
~fH , H

−1~gH(γ)
〉

(4.76)

у випадку, коли 3m ≤ p, де p =
(n+ 1)(n+ 2)

2
— розмiрнiсть простору

полiномiв другого степеня в E2.
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Доведення. Обчислимо елементи матрицi

H = ‖Hsl‖l=1,m, s=1,m, Hsl = ‖hslij‖i=0,2,j=0,2.

Отримаємо:

hsl00 =
n∑
p=0

(γs, γl)
p, hsl01 = (γs, δl)

n−1∑
p=0

(p+ 1)(γs, γl)
p, (4.77)

hsl02 = (γs, δ
2
l1)(γs, δ

2
l2)

n∑
p=2

p!

(p− 2)!
(γs, γl)

p−2, (4.78)

hsl10 = (γl, δs)
n−1∑
p=0

(p+ 1)(γs, γl)
p, (4.79)

hsl11 = (δs, δl)
n−1∑
p=0

(p+ 1)(γs, γl)
p + (δs, γl)(δl, γs)

n∑
p=2

p(p− 1)(γs, γl)
p−2, (4.80)

hsl12 = (γs, δ
2
l2)(δ

1
s , γl)(γs, δ

2
l1)

n∑
p=3

p!

(p− 3)!
(γs, γl)

p−3+

+((δ1
s , δ

2
l1) + (γs, δ

2
l1))

n∑
p=2

(γs, γl)
p−2, (4.81)

hsl20 = (δ2
s1, γl)(δ

2
s2, γl)

n∑
p=2

p!

(p− 2)!
(γs, γl)

p−2, (4.82)

hsl21 = (γl, δ
2
s2)(δ

1
l , γs)(γl, δ

2
s1)

n∑
p=3

p!

(p− 3)!
(γs, γl)

p−3+

+((δ1
l , δ

2
s1) + (γl, δ

2
s1))

n∑
p=2

(γs, γl)
p−2, (4.83)

hsl22 = ((δ2
s1, δ

2
l1)(δ

2
s2, δ

2
l2) + (δ2

s1, δ
2
l2)(δ

2
s2, δ

2
l1))

n∑
p=2

p!

(p− 2)!
(γs, γl)

p−3+



198

+((δ2
s1, δ

2
l1)(δ

2
s2, γl)(γs, δ

2
l2) + (δ2

s2, δ
2
l2)(γs, δ

2
l1)(δ

2
s1, γl) + (4.84)

+(δ2
s1, δ

2
l2)(δ

2
s2, γl)(γs, δ

2
l1) + (δ2

s2, δ
2
l1)(δ

2
s1, γl)(γs, δ

2
l2))

n∑
p=3

p!

(p− 3)!
(γs, γl)

p−3.

Використовуючи рiвностi (4.77) – (4.84), матрицю H представимо як H =

AA′, де A = ‖Ai‖i=1,m,

Ai =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1 xi yi x2

i

√
2xiyi y2

i x3
i

0 vi hi 2xihi
√

2(xivi + yihi) 2yivi 3x2
i vi

0 0 0 2z1
i1z

2
i2

√
2(z1

i1z
2
i2 + z1

i2z
2
i1) 2z1

i2z
2
i1 3xiz

1
i1z

2
i2

√
3x2

iyi
√

3xiy
2
i y3

i · · ·
√

3xi(2yivi + xihi)
√

3yi(2xivi + yihi) 3y2
i hi · · ·

√
3(xi(z

1
i1z

2
i2 + z1

i2z
2
i1) + yiz

1
i1z

2
i2)
√

3(yi(z
1
i1z

2
i2 + z1

i2z
2
i1) + xiz

1
i2z

2
i2) 3yiz

1
i2z

2
i1 · · ·

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Враховуючи систему векторiв (4.75), матрицюH можна надати у виглядi

H =


(~ψ1, ~ψ1) · · · (~ψ1, ~ψ2m)

· · · · · · · · ·

(~ψ2m, ~ψ1) · · · (~ψ2m, ~ψ2m)

 , 3m ≤ p. (4.85)

Отже, матриця H є матрицею Грама. Матриця H буде невиродженою,

якщо система векторiв ~ψi, i = 1, 3m, 3m ≤ p є лiнiйно незалежною, тобто в

цьому випадку H+ = H−1. З урахуванням формули (4.49) умови iснування

розв’язку iнтерполяцiйної задачi Ермiта (4.73) набувають вигляду (E −

HH−1)~fH = ~0, тобто виконуються для будь-яких значень функцiї f(γi), i =

1, 2m, та її диференцiалiв Гато f ′(γi)δ1
i , f

′′(γi)δ
2
i2δ

2
i1, i = 1,m, 3m ≤ p. Це

означає, що iнтерполяцiйна задача Ермiта (4.73) є iнварiантно розв’язною,

а її розв’язок мiнiмальної норми (4.76) можна записати так:



199

Pn(x, y) =

〈
~fH , H

−1



n∑
p=0

(xix+ yiy)p

(vix+ hiy)
n−1∑
p=0

(p+ 1)(xix+ yiy)p

2∏
k=1

(zki1x+ zki2y)
n∑
p=2

p!
(p−2)!(xix+ yiy)p−2



m

i=1

〉
.

Теорему доведено.

Результати теореми 4.10 можна узагальнити для функцiй багатьох змiн-

них. Нехай Ek — k-вимiрний евклiдiв простiр,

γ = (x1, x2, . . . , xk), γi = (x1i, x2i, . . . , xki), δ
1
i = (h1i, h2i, . . . , hki) ∈ Ek,

δ2
i1 = (z1

i1, z
1
i2, . . . , z

1
ik), δ

2
i2 = (z2

i1, z
2
i2, . . . , z

2
ik) ∈ Ek,

Πkn — простiр полiномiв k змiнних степеня n, розмiрнiсть простору Πkn

дорiвнює p =
(n+ k)!

n!k!
.

Функцiя f : Ek → R1 задана своїми значеннями f(γi), i = 1, 2m,

та значеннями диференцiалiв Гато першого та другого порядку f ′(γi)δ
1
i ,

f ′′(γi)δ
2
i2δ

2
i1, i = 1,m. У цьому випадку система векторiв (4.75) набуває ви-

гляду

~ψ3i−2 =

{(
j!

j1!j2! · · · jk!

) 1
2

xj1i1x
j2
i2
· · ·xjkik , j1 + j2 + · · ·+ jk = j, 0! = 1

}n

j=0

,

~ψ3i−1 = (0, h1i, . . . , hki, 2x1ih1i, . . . , 2xkihki
√

2(x1ih2i + x2ih1i), . . . ,

√
2(x(k−1)i

hki + xkih(k−1)i), 3x
2
1i
h1i, . . . , 3x

2
ki
hki,
√

3x1i(2x2ih1i + x1ih2i),
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. . . ,
√

3x(k−1)i(2xkih(k−1)i + x(k−1)ihki), . . . , C
1
nx

n−1
ki

hki), (4.86)

~ψ3i = (0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
k+1

, 2z1
i1z

2
i2, . . . , 2z

1
ikz

2
i(k−1), . . . ,

√
2(z1

i1z
2
i2 + z1

i2z
2
i1), . . . ,

3xi1z
1
i1z

2
i2, . . . , 3xikz

1
ikz

2
i(k−1),

√
3(x1i(z

1
i1z

2
i2 + z1

i2z
2
i1) + x2iz

1
i1z

2
i2), . . . ,

. . . , C1
nx

n−2
ki

z1
ikz

2
ik), i = 1,m,

при цьому матрицю H запишемо у спосiб наведений вище:

H = AA′, A = ‖Ai‖3
i=1,

Ai =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
~ψ3i−2

~ψ3i−1

~ψ3i

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Отже, H можна подати у виглядi (4.85), де вектори ~ψi, i = 1,m, ви-

значаються за допомогою формул (4.86). Iнтерполяцiйний полiном Ермiта

мiнiмальної норми (4.76), що є розв’язком задачi Ермiта (4.73) у просторi

Ek можна записати у такому виглядi

Pn(x1, x2, . . . , xk) =
〈
~fH , H

−1~gH(x1, x2, . . . , xk)
〉
, (4.87)

де

~gH(x1, . . . , xk) =
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=



n∑
p=0

(x1x1i + · · ·+ xkxki)
p

(x1h1i + · · ·+ xkhki)
n−1∑
p=0

(p+ 1)(x1x1i + · · ·+ xkxki)
p

2∏
j=1

(x1z
j
i1 + · · ·+ xkz

j
ik)

n∑
p=2

p!
(p−2)!(x1x1i + · · ·+ xkxki)

p



m

i=1

. (4.88)

Тепер сформулюємо узагальнення теореми 4.10 для багатовимiрного ев-

клiдового простору Ek.

Теорема 4.11. Нехай функцiя f : Ek → R1 задана своїми значеннями

f(γi), i = 1,m, та значеннями диференцiалiв Гато f ′(γi)δ1
i , f

′′(γi)δ
2
i2δ

2
i1,

i = 1,m. Якщо вузли iнтерполювання γi, i = 1,m, та напрямки перших

та других диференцiалiв Гато δ1
i , δ

2
i2, δ

2
i1, i = 1,m, у (4.73) обрати так,

щоб система векторiв (4.86) була лiнiйно незалежною, то iнтерполя-

цiйна задача Ермiта (4.73) для функцiї багатьох змiнних є iнварiантно

розв’язною та має єдиний розв’язок мiнiмальної норми (4.87) на просторi

Πkn у випадку, коли 3m ≤ p, де p — розмiрнiсть простору Πkn.

Розглянемо розв’язок iнтерполяцiйної задачi Ермiта (4.73) у виглядi iн-

теполянта мiнiмальної норми (4.76) в евклiдовому просторi Ek та подамо

його у виглядi

Pn(γ) =
〈
~fH , H

−1~gH(γ)
〉

=

=
m∑
i=1

(f(γi)l0i(γ) + f ′(γi)δ
1
i l1i(γ) + f ′′(γi)δ

2
i2δ

2
i1l2i(γ)). (4.89)

Позначимо:

~l(γ) = H−1gH(γ) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
l0i(γ)

l1i(γ)

l2i(γ)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
m

i=1

. (4.90)
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Теорема 4.12. Нехай виконуються умови теореми 4.11. Тодi елементи

вектора ~l(γ), що визначаються формулою (4.90), є фундаментальними

полiномами iнтерполяцiйної задачi Ермiта (4.73) у скiнченновимiрному

евклiдовому просторi Ek.

Доведення. Покажемо, що елементи вектора ~l(γ) є фундаментальними по-

лiномами iнтерполяцiйної задачi Ермiта (4.73) у просторi Ek, тобто для

його елементiв виконуються такi рiвностi:

l0i(γk) = δik, l1i(γk) = 0, l2i(γk) = 0, i, k = 1,m, (4.91)

l′0i(γk)δ
1
k = 0, l′1i(γk)δ

1
k = δik, l

′
2i(γk)δ

1
k = 0, i, k = 1,m, (4.92)

l′′0i(γk)δ
2
k2δ

2
k1 = 0, l′′1i(γk)δ

2
k2δ

2
k1 = 0, l′′2i(γk)δ

2
k2δ

2
k1 = δik, i, k = 1,m, (4.93)

де δik — символ Кронекера.

Для цього знайдемо значення ~l(γj), j = 1,m, у вузлах iнтерполяцiї

та значення перших та других диференцiалiв Гато ~l′(γj)δ1
j ,

~l′′(γj)δ
2
j2δ

2
j1

j = 1,m, у цих вузлах. Нехай вектори ~e3i−2, ~e3i−1, ~e3i складаються з ну-

лiв, а компоненти цих векторiв з iндексами 3i − 2, 3i − 1 та 3i вiдповiдно

дорiвнюють одиницi. Враховуючи вигляд вектора ~gH(γ), що визначається

формулою (4.88), та матрицi H, елементи якої мають вигляд (4.77) – (4.84),

одержимо
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~l(γj) = H−1~gH(γj) = H−1



n∑
p=0

(γi, γj)
p

∂

∂α1

n∑
p=0

(γi + α1δi, γj)
p

∣∣∣∣∣
α1=0

∂2

∂α1∂α2

n∑
p=0

(γi +
2∑

k=1

αkδ
2
ik, γj)

p

∣∣∣∣∣
α1=α2=0



m

i=1

=

= H−1H~e3j−2 = ~e3j−2, j = 1,m.

Це означає, що виконується рiвнiсть (4.91). Аналогiчно знайдемо~l′(γj)δ1
j , j =

1,m:
~l′(γj)δ

1
j = H−1~g′H(γj)δ

1
j =

= H−1



n∑
p=0

∂

∂β1
(γi, γj + β1δ

1
j )
p

∣∣∣∣
β1=0

∂2

∂α1∂β1

n∑
p=0

(γi + α1δ
1
i , γj + β1δ

1
j )
p

∣∣∣∣∣
α1=β1=0

∂3

∂α1∂α2∂β1

n∑
p=0

(γi +
∑2

k=1 αkδ
2
ik, γj + β1δ

1
j )
p

∣∣∣∣∣
α1=α2=β1=0



m

i=1

=

= H−1H~e3j−1 = ~e3j−1, j = 1,m.

тобто рiвнiсть (4.92) також виконується. Перевiримо рiвнiсть (4.93). Маємо

~l′′(γj)δ
2
j2δ

2
j1 = H−1~g′′H(γj)δ

2
j2δ

2
j1,

де вектор

~g′′H(γj)δ
2
j2δ

2
j1 =
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=



n∑
p=0

∂2

∂β1β2
(γi, γj +

∑2
k=1 βkδ

2
jk)

p

∣∣∣∣
β1=β2=0

∂3

∂α1∂β1∂β2

n∑
p=0

(γi + α1δ
1
i , γj +

∑2
k=1 βkδ

2
jk)

p

∣∣∣∣∣
α1=β1=β2=0

∂4

∂α1∂α2∂β1∂β2

n∑
p=0

(γi +
∑2

k=1 αkδ
2
ik, γj +

∑2
k=1 βkδ

2
jk)

p

∣∣∣∣∣
α1=α2=β1=β2=0



m

i=1

.

Остаточно отримаємо

~l′′(γj)δ
2
j2δ

2
j1 = H−1H~e3j = ~e3j, j = 1,m.

Отже, рiвнiсть (4.93) виконується. Теорему доведено.

Зауваження 4.1. Результати цього пiдроздiлу можна перенести на iн-

терполяцiйну задачу Ермiта-Бiркхофа, тобто на випадок, коли в умовах

(4.73) значення деяких диференцiалiв Гато першого чи другого порядку у

вузлах iнтерполяцiї вiдсутнi. Для того, щоб побудувати розв’язок та-

кої задачi, потрiбно у матрицi H викреслити тi рядки та стовпцi, що

вiдповiдають диференцiалам Гато, якi є «пропущеними» в умовах (4.73).

Для векторiв, наявних у формулi (4.87), виконуємо аналогiчнi викладки:

викреслюємо з них тi елементи, що вiдповiдають пропущеним диферен-

цiалам.

Отже, в цьому пiдроздiлi одержано умови iнварiантної розв’язуваностi

iнтерполяцiйної задачi Ермiта у скiнченновимiрному евклiдовому просторi

Ek у випадку, коли заданi значення функцiї та її диференцiалiв Гато першо-

го та другого порядкiв у цих вузлах. Показано, вона має єдиний розв’язок

мiнiмальної норми, породженої скалярним добутком iз гаусовою мiрою у

випадку недовизначеностi вихiдних даних. Доведено, що фундаментальнi

полiноми iнтерполяцiйної задачi Ермiта (4.73) входять до складу iнтерпо-

лянта мiнiмальної норми (4.87).
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4.4 Iнтерполяцiйна задача Ермiта-Бiркхофа у гiльбертовому про-

сторi з мiрою

В пiдроздiлi 4.1 побудовано iнтерполяцiйний полiном Ермiта мiнiмальної

норми, що породжена скалярним добутком iз гаусовою мiрою [27] та по-

казано, що вiн має властивiсть асимптотичного збереження полiномiв вiд-

повiдного степеня В цьому пiдроздiлi розв’язано екстремальну задачу для

iнтерполяцiйного полiнома Ермiта-Бiркхофа та показано, що розв’язок по-

ставленої задачi є єдиним.

Нехай X, Y — гiльбертовi простори (X — сепарабельний), B — кореля-

цiйний оператор мiри µ на X, KerB = ∅, мiра µ має перший момент, що

дорiвнює нулю, а другий є обмеженим. Оператор F : X → Y (в загально-

му випадку нелiнiйний) заданий своїми значеннями F (Bxj), j = 1,m та

значеннями диференцiалiв Гато F (i)(Bxj)Bv
(i)
ji . . . Bv

(i)
j1 , i = 0̃, kj, j = 1,m,

Bxj, Bv
(i)
ji ∈ X, i = 0̃, kj, j = 1,m. Запис i = 0̃, kj означає, що iснують про-

пуски певних диференцiалiв Гато. Розглянемо постановку iнтерполяцiйної

задачi Ермiта-Бiркхофа: для оператора F (x) потрiбно побудувати такий

полiном p(x) степеня n, що вiдповiдає iнтерполяцiйним умовам

p(i)(Bxj)Bv
(i)
ji . . . Bv

(i)
j1 = F (i)(Bxj)Bv

(i)
ji . . . Bv

(i)
j1 , i = 0̃, kj, j = 1,m. (4.94)

Нехай Πn — множина неперервних на X операторних полiномiв степеня

n, що визначається за формулою (4.1). Введемо на множинi Πn скалярний

добуток (2.1) та норму

‖P‖2
H = (P, P )H .

Позначимо:
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~FH = {F (i)(Bxj)Bv
(i)
ji . . . Bv

(i)
j1 , i = 0̃, kj}mi=1,

~qH = {q(i)(Bxj)Bv
(i)
ji . . . Bv

(i)
j1 , i = 0̃, kj}mi=1,

gB = g(Bu, v) =
n∑
p=0

(Bu, v)p, Bu, v ∈ X.

Нехай H = ‖H ls‖ = ‖hlsij‖i=0̃,ki, j=0̃,ks
– симетрична матриця, де

hlsij =
∂i+j

∂α1 . . . ∂αi∂β1 . . . ∂αj
gB(xl +

i∑
p=1

αpv
(i)
ip ,

xs +

j∑
p=1

βpv
(i)
sp )|α1=···=αi=β1=···=βj=0,

де H+ — псевдообернена матриця Мура-Пенроуза до матрицi H [16], Z —

матриця, рядками якої є ортонормованi власнi вектори матрицi H з ну-

льовим власним числом, A0 = E − H+H — iдемпотентна матриця, E —

одинична матриця. В монографiї [218] доведено теорему 4.13:

Теорема 4.13. Для iснування розв’язку iнтерполяцiйної задачi (4.94) в

гiльбертовому просторi необхiдно та достатньо виконання умови

Z ~FH = ~0. (4.95)

Якщо ця умова виконується, то формула

p(x) = q(x) +
〈
~FH − ~qH , H+~gH(x)

〉
, q(x) ∈ Πn (4.96)

описує всю множину операторних полiномiв Ермiта-Бiркхофа n-го сте-

пеня, що вiдповiдають iнтерполяцiйним умовам (4.94).
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В [218] показано, що умова (4.95) еквiвалентна умовi (4.49). Подамо p(x),

що визначається формулою (4.96), у виглядi

p(x) = p0(x) + q0(x),

де

p0(x) =
〈
~FH , H

+~gH(x)
〉
, (4.97)

q0(x) = q(x)−
〈
~qH , H

+~gH(x)
〉
. (4.98)

Теорема 4.14. Нехай виконується умова (4.95). Тодi полiном p0(x), що

визначається формулою (4.97), є розв’язком екстремальної задачi

‖p0‖ = inf
q∈Πn

‖p‖ =
(
<< H+ ~FH , ~FH >>

) 1
2

(4.99)

i цей розв’язок єдиний. Тут p належить множинi iнтерполяцiйних по-

лiномiв Ермiта-Бiркхофа (4.96),

<< ~a,~b >>=
M∑
i=1

(ai, bi)Y , ai, bi ∈ Y, ~a = (a1, a2, . . . , am), ~b = (b1, b2, . . . , bm),

M — кiлькiсть iнтерполяцiйних умов (4.94).

Доведення. Не зменшуючи загальностi мiркувань, розглянемо випадок, ко-

ли заданi значення оператора F (Bxi), i = 1,m та значення його других

диференцiалiв Гато F (Bxi)Bv
(2)
i2 Bv

(2)
i1 , i = 1,m.

Покажемо, що

~q0 =

{
q(Bxi),

∂2

∂γ1∂γ2
q(Bxi + γ1Bv

(2)
i1 + γ2Bv

(2)
i2 )|γ1=γ2=0

}m
i=1

= ~0.

Позначимо ~e2k−1 — вектор, що складається iз нулiв, а компонента з iндексом

2k − 1 дорiвнює одиницi. Маємо
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q0(Bxk) = q(Bxk)−
〈
~qH , H

+~gH(Bxk)
〉

=

= q(Bxk)−
〈
~qH , H

+H~e2k−1

〉
= q(Bxk)− 〈~qH , (E − A0)~e2k−1〉 =

= q(Bxk)− 〈(E − A0)~qH , ~e2k−1〉 = q(Bxk)− q(Bxk) + 〈A0~qH , ~e2k−1〉 = 0,

оскiльки для будь-якого p ∈ Πn [218]:

A0~pH = ~0. (4.100)

Позначимо ~e2k — вектор, що складається iз нулiв, а компонента iз iнде-

ксом 2k дорiвнює одиницi. Розглянемо q′′0(Bxk)Bv
(2)
k2 Bv

(2)
k1 :

q′′0(Bxk)Bv
(2)
k2 Bv

(2)
k1 = q′′(Bxk)Bv

(2)
k2 Bv

(2)
k1−

−
〈
~qH , H

+ ∂2

∂γ1∂γ2
~gH(Bxk + γ1Bv

(2)
k1 + γ2Bv

(2)
k2 )|γ1=γ2=0

〉
=

= q′′(Bxk)Bv
(2)
k2 Bv

(2)
k1 −

〈
~qH , H

+H~e2k

〉
=

q′′(Bxk)Bv
(2)
k2 Bv

(2)
k1 − 〈~qH , (E − A0)~e2k〉 =

= q′′(Bxk)Bv
(2)
k2 Bv

(2)
k1 − 〈(E − A0)~qH , ~e2k〉 =

= q′′(Bxk)Bv
(2)
k2 Bv

(2)
k1 − q

′′(Bxk)Bv
(2)
k2 Bv

(2)
k1 + 〈A0~qH , ~e2k−1〉 = 0

на пiдставi рiвностi (4.100). Одержали, що ~q0 = ~0.
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Розглянемо:

‖p‖2 = ‖p0 + q0‖2 = ‖p0‖2 + 2(p0, q0) + ‖q0‖2. (4.101)

Нехай Lk(x, x, . . . , x) — k-та операторна степiнь полiнома q0(x), ~z =

H+ ~FH , ~z = (z1, z2, . . . , z2m). В подальших викладках будемо використову-

вати результат [218]: для p-лiнiйного оператора Lp(v1, v2, . . . , vp) : Xp → Y

має мiсце рiвнiсть

∫
X

· · ·
∫
X

p∏
j=1

(xj, vj)(y, Lp(v1, v2, . . . , vp))Y µ(dvp) · · ·µ(dv1) =

= (y, Lp(Bx1, Bx2, . . . , Bxp))Y , ∀y ∈ Y. (4.102)

Покажемо, що (p0, q0) = 0. Маємо

(p0, q0) =
(〈

~FH , H
+~gH(x)

〉
, q0(x)

)
=

=

(〈
~FH , H

+

{
g(xj, x)

∂2

∂α1∂α2
g(xj + α1v

(2)
j1 + α2v

(2)
j2 , x)|α1=α2=0

}m
j=1

〉
, q0

)
=

=

(
m∑
k=1

z2k−1

n∑
p=0

(xk, x)p, q0(x)

)
+

+

(
m∑
k=1

z2k

n∑
p=0

∂2

∂α1∂α2
(xk + α1v

(2)
k1 + α2v

(2)
k2 , x)p|α1=α2=0, q0(x)

)
. (4.103)

Розглянемо перший доданок iз останньої рiвностi. На пiдставi (4.102)

дiстанемо: (
m∑
k=1

z2k−1

n∑
p=0

(xk, x)p, q0(x)

)
=
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=
m∑
k=1

n∑
p=0

∫
X

· · ·
∫
X

p∏
j=1

(xk, vi)(z2k−1, Lp(v1, v2, . . . , vk))Y µ(dvp) . . . µ(dv1) =

=
m∑
k=1

n∑
p=0

(z2k−1, Lp(Bxk, Bxk, . . . , Bxk))Y =

=
m∑
k=1

(z2k−1, q0(Bxk))Y = 0, (4.104)

оскiльки q0(Bxk) = 0, k = 1,m. Розглянемо другий доданок в (4.103):

(
m∑
k=1

z2k

n∑
p=0

∂2

∂α1∂α2
(xk + α1v

(2)
k1 + α2v

(2)
k2 , x)p|α1=α2=0, q0(x)

)
=

=
m∑
k=1

n∑
p=2

p(p− 1)(z2k(xk, x)p−2(v
(2)
k1 , x)(v

(2)
k2 , x), Lpx

p) =

=
m∑
k=1

n∑
p=2

p(p− 1)

p!

∫
X

· · ·
∫
X

z2k
∂p

∂α1 . . . ∂αp

(
xk,

p∑
i=1

αivi

)p−2

×

×

(
v

(2)
k1 ,

p∑
i=1

αivi

) (
v

(2)
k2 ,

p∑
i=1

αivi

)
|α1=···=αp=0, Lp(v1, v2, . . . , vp)

)
Y

×

×µ(dvp)µ(dvp−1) . . . µ(dv1) =

=
m∑
k=1

n∑
p=2

1

(p− 2)!

∫
X

· · ·
∫
X

(
z2k(p− 2)!

[
(v

(2)
k1 , v1)(v

(2)
k2 , v2)(xk, v3) · · · (xk, vp)+

+(xk, v1)(v
(2)
k1 , v2)(v

(2)
k2 , v3)(xk, v4) · · · (xk, vp) + · · ·+
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+(xk, v1) · · · (xk, vp−2)(v
(2)
k1 , vp−1)(v

(2)
k2 , vp)

]
, Lp(v1, v2, . . . , vp)

)
Y
×

×µ(dvp)µ(dvp−1) . . . µ(dv1) =

=
m∑
k=1

n∑
p=2

(
z2k,

[
Lp(Bv

(2)
k1 , Bv

(2)
k2 , Bxk, . . . , Bxk)+

+Lp(Bxk, Bv
(2)
k1 , Bv

(2)
k2 , Bxk, . . . , Bxk) + · · ·+

+ Lp(Bxk, . . . , Bxk, Bv
(2)
k2 , Bv

(2)
k1 )
])

Y
=

=
m∑
k=1

n∑
p=2

(
z2k, L

′′
p(Bxk, Bxk, . . . , Bxk)Bv

(2)
k2 Bv

(2)
k1

)
Y

=

=
m∑
k=1

(
z2k, q

′′
0(Bxk)Bv

(2)
k2 Bv

(2)
k1

)
Y

= 0, (4.105)

оскiльки q′′0(Bxk)Bv
(2)
k2 Bv

(2)
k1 = 0. На пiдставi рiвностей (4.103) – (4.105)

одержимо, що

(p0, q0) = 0 (4.106)

Враховуючи рiвностi (4.101), (4.106) маємо

‖p‖2 = ‖p0 + q0‖2 = ‖p0‖2 + ‖q0‖2 ≥ ‖p0‖2 (4.107)

i рiвнiсть має мiсце у випадку, коли q0 = 0. Отже inf ‖p‖ досягається коли

p = p0. У формулах (4.100) – (4.102) замiнемо q0 на p0, тодi дiстанемо

‖p0‖2 = (p0, p0) =
〈〈
H+ ~FH , ~FH

〉〉
.
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Покажемо, що розв’язок екстремальної задачi (4.99) буде єдиним. Припу-

стимо, що iснує полiном l0(x) з множини iнтерполяцiйних полiномiв Ермiта-

Бiркхофа, що є розв’язком задачi (4.99), l0(x) 6= p0(x) i такий, що

‖l0(x)‖2 =
〈〈
H+ ~FH , ~FH

〉〉
.

На пiдставi (4.103)–(4.105), коли q0(x) = l0(x) маємо

‖l0 − p0‖2 = ‖l0‖2 − 2(l0, p0) + ‖p0‖2 =

=
〈〈
H+ ~FH , ~FH

〉〉
− 2

〈〈
H+ ~FH , ~FH

〉〉
+
〈〈
H+ ~FH , ~FH

〉〉
= 0.

Отримали суперечнiсть. Отже розв’язок екстремальної задачi є єдиним.

Теорему доведено.

В цьому роздiлi знайдено розв’язок екстремальної задачi (4.99) та по-

казано, що iнтерполяцiйний полiном Ермiта-Бiркхофа (4.97) мiнiмальної

норми (що породжена скалярним добутком (2.1)) — єдиний [202]. Для iн-

терполяцiйних задач Лагранжа та Ермiта показано, що iнтерполянт (4.97)

тотожно спiвпадає iз iнтерполяцiйним полiномом, який побудовано за ме-

тодом ортогональних моментiв, при цьому такi iнтерполянти є гранично

iнварiантними вiдносно багаточленiв вiдповiдного степеня. Аналогiйний

результат можна отримати для (4.97). При доведеннi такого твердження

викладки будуть аналогiчними до доведення вiдповiдних теорем для iнтер-

поляцiйних формул Лагранжа та Ермiта.
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4.5 Фундаментальнi полiноми iнтерполяцiйної формули Ермiта

в лiнiйному нормованому та евклiдовому просторах

У цьому роздiлi у лiнiйному нормованому просторi розглянуто iнтерполя-

цiйну формулу Ермiта, що отримано в роздiлi 4.1 та показано, що вона мi-

стить фундаментальнi полiноми. Дослiджено точнiсть iнтерполянта Ермiта

на полiномах вiдповiдного степеня у випадку скiнченновимiрного евклiдо-

вого простору. Зауважимо, що в роздiлi 2.8 одержано аналогiчнi результати

для операторного iнтерполяцiйного полiному Лагранжа.

Нехай X — гiльбертовий, Y — лiнiйнiй, нормований простори, (·, ·)X —

скалярний добуток в X. Позначимо Πn — множину операторних полiномiв

Pn : X → Y степеня n вигляду (4.1). Оператор F : X → Y (в загально-

му випадку нелiнiйний) заданий своїми значеннями у вузлах iнтерполяцiї

x1, x2, . . . , xm ∈ X та значеннями диференцiалiв Гато F (k)(xi)v
(k)
ik v

(k)
ik−1 · · · v

(k)
i1

у цих вузлах за напрямками v(k)
ik , v

(k)
ik−1, . . . , v

(k)
i1 ∈ X, k = 1, ki, i = 1,m,[110]:

F (k)(xi)v
(k)
ik v

(k)
ik−1 · · · v

(k)
i1 =

∂k

∂α1 · · ·αk
F

(
xi +

k∑
p=1

αpv
(k)
ip

)∣∣∣∣∣
α1=···=αk=0

.

Потрiбно знайти такий операторний полiном Pn(x) ∈ Πn, що вiдповiдає

iнтерполяцiйним умовам (4.45).

Введемо позначення:

~FH = {F (i)(xj)h
(i)
ji h

(i)
j,i−1 . . . h

(i)
j1 , i = 0, kj}mj=1, (4.108)

~gH(x) =

 ∂i

∂α1 · · · ∂αi
g

(
xj +

i∑
p=1

αph
(i)
jp , x

)∣∣∣∣∣
α1=···=αi=0

, i = 0, kj


m

j=1

,

(4.109)
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матриця H визначається на пiдставi формул (4.47), (4.48), Z — матриця,

рядками якої є ортонормованi власнi вектори симетричної матрицi H з

нульовим власним числом, H+ — псевдообернена матриця Мура-Пенроуза

до матрицi H [213]. Нехай виконується умова (4.49), тобто

A0
~FH = ~0, (4.110)

де A0 = E −H+H = E −HH+ — iдемпотентна, симетрична матриця.

Розглянемо iнтерполяцiйний полiном Ермiта

Pn(x) =
〈
~FH , H

+~gH(x)
〉
, (4.111)

що належить множинi (1.18) та має серед усiх iнтерполянтiв, що вiдпо-

вiдають умовам (4.45) мiнiмальну норму [138], яка породжена скалярним

добутком (4.56).

Вузли iнтерполювання оберемо таким чином, щоб матриця H мала обер-

нену (H+ = H−1). Тодi на пiдставi (4.110) операторна задача Ермiта (4.56)

буде мати розв’язок при будь-яких значеннях оператора F та значеннях

диференцiалiв Гато F (k)(xi)v
(k)
ik v

(k)
ik−1 · · · v

(k)
i1 , k = 0, ki, i = 1,m, у вузлах

xi, i = 1,m. Це означає, що задача (4.56) є iнварiантно розв’язною. В [77]

наведено умови iнварiантної розв’язуваностi операторної задачi Ермiта. В

цьому випадку iнтерполянт Ермiта (4.111) набуває вигляду:

Pn(x) =
〈
~FH , H

−1~gH(x)
〉
. (4.112)

Нехай X, Y — лiнiйнi нормованi простори, (·, ·) — скалярний добуток в

X. Розглянемо розв’язок задачi (4.45) у виглядi iнтерполянта мiнiмальної

норми (4.112). Вузли iнтерполяцiї та напрямки диференцiалiв Гато обере-

мо таким чином, щоб матриця H була невиродженою. В роздiлах 4.3.1 та

4.3.2 для скiнченновимiрного евклiдового простору Ek знайдено умови, якi
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накладаються на систему вузлiв iнтерполяцiї, при виконаннi яких матриця

H є неособливою, та одержано умови iнварiантної розв’язуваностi задачi

Ермiта у випадку, коли у вузлах iнтерполяцiї задано значення оператора

F та значення його диференцiалiв Гато до першого та до другого порядкiв

вiдповiдно. Введемо позначення:

~h(x) = H−1~gH(x) =



hi0(x)

hi1(x)

· · ·

hiki(x)



m

i=1

. (4.113)

Покажемо, що компоненти вектора ~h(x) є фундаментальними полiномами

iнтерполяцiйної формули Ермiта (4.112). Маємо:

~h(xk) = H−1~gH(xk) = H−1H~ek = ~ek,

де ~ek — вектор у якого на k-му мiсцi стоїть одиниця, решта — нулi. Ця

рiвнiсть означає, що

hi0(xk) = δik, i, k = 1,m, hij(xk) = 0, j = 1, ki, i, k = 1,m,

де δik — символ Кронекера. Знайдемо ~h(q)(xk)v
(q)
kq · · · v

(q)
k1 . Одержимо

~h(q)(xp)v
(q)
kq · · · v

(q)
k1 = H−1~g

(q)
H (xp)v

(q)
kq · · · v

(q)
k1 =

= H−1H~ek1+···+kq−1+p+k,

тобто

h
(q)
ij (xp)v

(p)
pq · · · v

(p)
p1 = δip, q = 1, kp, j = 0, ki, p, i = 1,m.

Таким чином довели таку теорему:
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Теорема 4.15. Нехай виконуються умови (4.49). Тодi елементи векто-

ра ~h(x), що визначаються формулою (4.113), є фундаментальними полi-

номами iнтерполяцiйної задачi Ермiта (4.45) у лiнiйному нормованому

просторi X.

Надалi формулу (4.112) запишемо в iншому виглядi та зведемо її до

iнтерполяцiйної формули Ермiта. Для цього введемо позначення:

Pnj0(x) = g(xj, x), Pnj1(x) =
∂

∂α1
g(xj + α1v

(1)
11 , x)

∣∣∣∣
α1=0

,

Pnj2(x) =
∂2

∂α2∂α1
g(xj + α1v

(2)
21 + α2v

(2)
22 , x)

∣∣∣∣
α1=α2=0

,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Pnjkj(x) =
∂kj

∂αkj · · · ∂α1
g(xj +

kj∑
p=1

αpv
(kj)
jp , x)

∣∣∣∣∣∣
α1=···=αkj

=0

.

В цих позначеннях вектор ~gH(x) та матриця H = ‖Hjs‖mj,s=1 запишуться у

такому виглядi:

~gH(x) =



Pnj0(x)

Pnj1(x)

· · ·

Pnjkj(x)



m

j=1

, (4.114)

‖Hjs‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

Pnj0(xs) P
(1)
nj0(xs)v

(1)
s1 · · · P

(ks)
nj0 (xs)v

(ks)
sks
· · · v(ks)

sks

Pnj1(xs) P
(1)
nj1(xs)v

(1)
s1 · · · P

(ks)
nj1 (xs)v

(ks)
sks
· · · v(ks)

sks

· · · · · · · · · · · ·

Pnjkj(xs) P
(1)
njkj

(xs)v
(1)
s1 · · · P

(ks)
njkj

(xs)v
(ks)
sks
· · · v(ks)

sks

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
= (4.115)
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= ‖P (p)
njq(xs)v

(p)
sp · · · v

(p)
s1 ‖q=0,kj ,p=0,ks

.

Нехай (P
(p)
njq(xs)v

(p)
sp · · · v(p)

s1 )−1, q = 0, kj, p = 0, ks, j, s = 1,m — елементи

оберненої матрицi H−1. Маємо [48]:

Pn(x) =
m∑
j=1

{
F (xj)

m∑
s=1

{
(Pnj0(xs))

−1Pnj0(x)
}

+

+F ′(xj)v
(1)
j1

m∑
s=1

{
(P

(1)
nj1(xs)v

(1)
s1 )−1Pnj1(x)

}
+ · · ·+ (4.116)

+F (kj)(xj)v
(kj)
jkj
· · · v(kj)

j1

m∑
s=1

{
(P

(ks)
njkj

(xs)v
(ks)
sks
· · · v(ks)

s1 )−1Pnjkj(x)
}}

.

Розглянемо випадок, коли X = E2 є скiнченновимiрним евклiдовим про-

стором, F : E2 → R1, γ ∈ E2, γ = (x, y), γi = (xi, yi), v
(p)
ij = (αpji , β

pj
i ),

j = 1, p, p = 1, ki, i = 1,m. Функцiя F (γ) задана своїми значеннями F (γi),

i = 1,m, та значеннями диференцiалiв Гато F (p)(γi)v
(p)
ip · · · v

(p)
i1 , p = 1, ki,

i = 1,m. Вузли iнтерполяцiї та напрямки диференцiалiв оберемо таким чи-

ном, щоб матриця H була неособливою. В цьому випадку формула (4.48)

запишеться у виглядi

g(γi, γj) =
n∑
p=0

(xixj + yiyj)
p,

а iнтерполяцiйний полiном Ермiта Pn(γ) визначається формулами (4.114)

– (4.116).

Нехай M — кiлькiсть iнтерполяцiйних умов (4.45). Надалi будемо вва-

жати, що кiлькiсть вузлiв m задано (фiксовано), а отже i M є фiксованим.

Степiнь iнтерполяцiйного полiнома n обираємо з нерiвностi

M ≤ min p = p,
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де p — розмiрнiсть простору полiномiв степеня n в E2, p =
(n+ 1)(n+ 2)

2
[12].

Приклад 4.2. Нехай m = 2, γi = (xi, yi), i = 1, 2, γ1 = (0, 1), γ2 = (1, 0),

v1 = (1, 0). Заданi значення F (γ1), F ′(γ1)v1, F (γ2), M = 3. Вузли γi, i =

1, 2 та напрямок диференцiала Гато v1 задовольняють умови теореми 1

iз роботи [204]. Отже, в цьому випадку iнтерполяцiйна задача Ермiта

є iнварiантно розв’язною, а побудований розв’язок буде єдиним. Це озна-

чає, що матриця H, що визначається на пiдставi формул (4.47), (4.48) є

невиродженою.

Визначимо степiнь iнтерполянта iз нерiвностi

M = 3 ≤ (n+ 1)(n+ 2)

2
= p = 3.

Одержали, що n = 1. Побудуємо iнтерполяцiйний полiном Ермiта P1(γ).

З урахуванням формул (4.47), (4.48) отримаємо

H =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
2 1 1

1 1 0

1 0 2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ , H−1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
2 −2 −11

−2 3 1

−1 1 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ ,
вектори (4.108), (4.109) набувають вигляду

~FH =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
F (γ1)

F ′(γ1)v1

F (γ2)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ , ~gH(x, y) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1 + x

x

1 + y

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Знайдемо вектор ~h(x, y):
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~h(x, y) = H−1~gH(x, y) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1− y

−1 + x+ y

y

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ ,

h1(x, y) = 1− y, h2(x, y) = −1 + x+ y, h3(x, y) = y.

Безпосередньою перевiркою можна переконатися, що виконуються рiвностi

hi(γj) = δij, i = 1, 3, h2(γj) = 0, j = 1, 2,

h′i(γj)v1 = 0, i = 1, 3, h′2(γj)v1 = δ1j, j = 1, 2,

а iнтерполяцiйний полiном P1(x, y) запишеться таким чином

P1(γ) = F (γ1)h1(γ) + F ′(γ1)v1h2(γ) + F (γ2)h3(γ).

Нехай F (x, y) = 1 + 2x− 3y. Тодi

F (1, 0) = 3, F ′(1, 0)v1 = 2, F (0, 1) = −2,

P1(x, y) = 3(1− y) + 2(−1 + x+ y)− 2y = 1 + 2x− 3y,

тобто у випадку m = 2, M = 3, p = 3, n = 1, k1 = 1, k2 = 0 iнтерполянт

P1(x, y) є точним на полiномi першого степеня.

Приклад 4.3. Нехай m = 2, γi = (xi, yi), i = 1, 2, γ1 = (1, 0), γ2 = (0, 1),

v1 = (1, 0), v2 = (0, 1). Задано F (γi), F ′(γi)vi, i = 1, 2, M = 4. Обранi

вузли iнтерполяцiї та напрямки диференцiалiв Гато вiдповiдають умо-

вам теореми 1 [203]. Це означає, що матриця H є неособливою. Степiнь

iнтерполянта обираємо з нерiвностi
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M = 4 ≤ min
(n+ 1)(n+ 2)

2
= p = 6.

Отже, n = 2. Побудуємо iнтерполяцiйний полiном P2(γ). Матриця H,

що визначається формулами (4.47), (4.48), набуває вигляду

H =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

3 3 1 0

3 5 0 0

1 0 3 3

0 0 3 5

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, H−1 =

1

11

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

30 −18 −25 15

−18 13 15 −9

−25 15 30 −18

15 −9 −18 13

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Вектори (4.108), (4.109) запишуться так

~FH =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

F (γ1)

F ′(γ1)v1

F (γ2)

F ′(γ2)v2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, ~gH(x, y) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 + x

x

1 + y

y

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Обчислимо ~h(x, y):

~h(x, y) = H−1~gH(x, y) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 + x+ x2

x+ 2x2

1 + y + y2

y + 2y2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Тодi iнтерполянт Ермiта (4.116) можна записати таким чином:

P2(γ) =
2∑
i=1

{F (γi)h2i−1(γ) + F ′(γi)vih2i(γi)} ,

де

h1(x, y) = 1+x+x2, h2(x, y) = x+2x2, h3(x, y) = 1+y+y2, h4(x, y) = y+2y2.

Полiноми hi(γ), i = 1, 4, вiдповiдають спiввiдношенням
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h2i−1(γk) = δik, h2i(γk) = 0, i, k = 1, 2, h′2i−1(γk)vk = 0, h′2i(γk)vk = δik,

i, k = 1, 2, тобто вони є фундаментальними полiномами iнтерполяцiйної

формули Ермiта.

Нехай F (x, y) = 1 + x− y + x2, тодi

F (1, 0) = 3, F (1, 0)v1 = 3, F (0, 1) = 0, F (1, 0)v2 = −1.

Iнтерполяцiйний полiном Ермiта має вигляд

P2(x, y) =
1

11
(9 + 15x− 7y + 9x2 − 2y2),

тобто у випадку M = 4, p = 6, n = 2 iнтерполянт Ермiта (4.116) не є

точним на полiномi другого степеня двох змiнних.

Таким чином для скiнченновимiрного евклiдового простору E2 можна

зробити такий висновок: у випадкуM < p маємо єдиний iнтерполянт Ермi-

та мiнiмальної норми, при цьому вiн не є точним на полiномах вiдповiдного

степеня (приклад 4.3). Цей iнтерполянт називають недовизначеним. Якщо

M = p, то iнтерполяцiйний полiном Ермiта єдиний та є точним на полiно-

мах вiдповiдного степеня [8] (приклад 4.2).

Аналогiчнi мiркування та перетворення можна провести для евклiдо-

вого простору Ek, γ ∈ Ek, γ = (x1, x2, . . . , xk), де кiлькiсть вузлiв m та

число iнтерполяцiйних умов M задано (фiксовано), а степiнь iнтерполянта

n визначаємо з умови

M ≤ min p = p, p =
(n+ k)!

n!k!
, k ≥ 2, (4.117)

де p — розмiрнiсть простору полiномiв n-го степеня в Ek [8]. Вузли iнтер-

поляцiї та напрямки диференцiалiв Гато iз (4.45) обираємо таким чином,
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щоб iснувала обернена матриця до матрицi H (4.47), (4.48), а степiнь iн-

терполяцiйного полiнома визначаємо з нерiвностi (4.117).

Сформулюємо наступний висновок для простору Ek у виглядi теореми:

Теорема 4.16. Нехай m,M заданi, функцiя багатьох змiнних F : Ek →

R1, k ≥ 2. задана значеннями F (xi), i = 1,m, у вузлах iнтерполяцiї

xi, i = 1,m, та значеннями диференцiалiв Гато у цих вузлах до вiдпо-

вiдного порядку ki, i = 1,m за напрямками v(p)
ip · · · v

(p)
i1 , p = 1, ki, i = 1,m.

Тодi, якщо M = p, то iнтерполянт Ермiта Pn(γ), γ ∈ Ek, що визначає-

ться формулою (4.116), буде точним на всiх полiномах степеня не вище

n, а якщо M < p, то iнтерполянт мiнiмальної норми Pn(γ) не має такої

властивостi.

Висновки до роздiлу 4

В пiдроздiлi 4.1 у гiльбертовому просторi з мiрою побудовано полiном типу

Ермiта у випадку, коли заданi значення нелiнiйного оператора та його пер-

шi диференцiали Гато у вузлах. Доведено, що iнтерполянт має мiнiмальну

норму на множинi iнтерполянтiв типу Ермiта з фiксованими iнтерполя-

цiйними умовами та асимптотично зберiгає полiноми вiдповiдного степеня.

Наведено узагальнення теореми про iнтерполянт мiнiмальної норми. Роз-

глянуто питання про точнiсть та збiжнiсть iнтерполяцiйного процесу до

полiномiального оператора другого степеня в разi зростання кiлькостi ву-

злiв.

У пiдроздiлi 4.2 у гiльбертовому просторi з мiрою побудовано iнтерполя-

цiйнi полiноми типу Ермiта та Ермiта-Бiркхофа, у випадку заданих значень

нелiнiйного оператора та його диференцiалiв Гато у вузлах до певного

порядку включно. Показано, що iнтерполянти асимптотично зберiгають ба-

гаточлени вiдповiдного степеня. Для полiномiального оператора наведено



223

iнтерполянт Абеля-Гончарова, що є iнварiантно граничним для полiномiв

вiдповiдного степеня.

У пiдроздiлi 4.3 розглянуто iнтерполяцiйнi задачi Ермiта в скiнченно-

вимiрному евклiдовому просторi у випадку, коли задано значення функцiї

багатьох змiнних та значення її диференцiалiв Гато до першого та до дру-

гого порядкiв вiдповiдно у вузлах iнтерполяцiї. Показано, що цi задачi

мають єдиний розв’язок мiнiмальної норми на множинi iнтерполянтiв, що

вiдповiдають фiксованим iнтерполяцiйним умовам. Одержано умови iнва-

рiантної розв’язуваностi та єдиностi розв’язку цих задач. Показано, що

iнтерполянт мiнiмальної норми є розв’язком задачi Ермiта в умовах недо-

визначеностi, тобто коли вихiдної iнформацiї недостатньо, щоб однозначно

визначити iнтерполяцiйний полiном. Всi умови теорем одержано в термi-

нах значень функцiї та її похiдних та в термiнах матриць, що побудованi

за системою вузлiв iнтерполяцiї.

У пiдроздiлi 4.4 у гiльбертовому просторi з мiрою доведено теорему про

iнтерполяцiйний полiном типу Ермiта-Бiркхофа, що має мiнiмальну нор-

му серед усiх iнтерполянтiв, якi вiдповiдають фiксованим iнтерполяцiйним

умовам типу Ермiта-Бiркхофа та показано, що вiн є єдиним розв’язком

вiдповiдної iнтерполяцiйної задачi.

У пiдроздiлi 4.5 у лiнiйному нескiнченновимiрному нормованому просто-

рi та в скiнченновимiрному евклiдовому просторi показано, що iнтерполя-

цiйний полiном Ермiта, що має мiнiмальну норму, яка породжена гаусовою

мiрою, мiстить фундаментальнi полiноми. Дослiджено точнiсть iнтепроля-

цiйних формул Ермiта на полiномах вiдповiдного степеня.
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Джерела, що використанi у роздiлi 4

Для написання цього роздiлу було використано 19 джерел [8], [12], [16], [26],

[27], [72], [77], [85], [101], [107], [110], [140], [175], [186], [205], [213], [218], [227],

[226], посилання на якi зазначенi в текстi роздiлу.

Основнi результати роздiлу 4 викладено в статтях: [43], [44], [48], [138],

[139], [140], [143], [202], [203], [204], [78].



Роздiл 5

Застосування операторної iнтерполяцiї

для розв’язання прикладних задач

5.1 Операторна iнтерполяцiя та системи лiнiйних рiвнянь i не-

рiвностей в евклiдових просторах

Розв’язання прикладних задач достатньо часто призводить до неоднорi-

дних систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь та нерiвностей, у зв’язку з чим

постають питання про їх сумiснiсть. Вiдповiдь на цi питання у випадку

рiвнянь надає теорема Кронекера-Капеллi [56], а у випадку нерiвностей —

теорема С. М. Чернiкова [147]. В цьому пiдроздiлi наведено аналоги згада-

них теорем та показано зв’язок цих теорем з полiномiальним iнтерполянтом

першого степеня в евклiдових просторах та умовами його iснування.

Наведемо результати, якi будуть використанi для подальшого викладе-

ння матерiалу. Нехай задана система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

Aa = y, (5.1)

деA : Rn → Rm,A = ‖αij‖i=1,m,j=1,n, a = (a1, a2, . . . , an), y = (y1, y2, . . . , ym).

Теорема 5.1. (Кронекер-Капеллi) [56]. Система лiнiйних алгебраїчних

рiвнянь (5.1) тодi i тiльки тодi сумiсна, коли ранг розширеної матри-

225



226

цi A дорiвнює рангу матрицi A.

В деяких випадках, на практицi, бiльш зручно користуватись iншим

формулюванням теореми 5.1. В роботi [4] розглянуто псевдообернення лi-

нiйних операторiв в гiльбертових та евклiдових просторах.

Позначимо En, Em — евклiдовi простори, E — одинична матриця. Ви-

користовуючи властивостi псевдооберненого оператора в евклiдових про-

сторах наведено наступне твердження [4].

Теорема 5.2. Для розв’язуваностi рiвняння

Aa = y, A : En → Em (5.2)

необхiдно та достатньо виконання умови

(E − AA+)y = 0, (5.3)

де A+ — псевдообернена матриця Мура–Пенроуза до матрицi A. Для будь-

якого y ∈ Em

inf {‖Aa− y‖Em
: a ∈ En} = ‖(E − AA+)y‖Em

,

при цьому точна нижня границя досягається для

a = A+y + (E − A+A)z, z ∈ En.

Система (5.2) збiгається iз системою лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (5.1).

Отже, умова (5.3) є умовою сумiсностi системи рiвнянь (5.1) i вона є ана-

логом теореми Кронекера-Капеллi.

Наведемо вiдомий результат [147] щодо умов розв’язуваностi лiнiйної си-

стеми нерiвностей. Нехай αik, zk, ai, k = 1, n, i = 1,m — комплекснi

числа, εi ≥ 0, i = 1,m,
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|αi1z1 + αi2z2 + · · ·+ αinzn − ai| ≤ εi, i = 1,m (5.4)

— система нерiвностей ранга r, а iндекси µ1, µ2, . . . , µr обранi таким чином,

що принаймнi один iз визначникiв

|αirµl
| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
αi1µ1

. . . αi1µr

... . . . ...

αirµ1
. . . αirµr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (5.5)

не дорiвнює нулю. Має мiсце теорема 5.3 (С. М.Чернiков) [147].

Теорема 5.3. Необхiдною та достатньою умовою сумiсностi системи

(5.4)є iснування такої системи iндексiв ν1, ν2, . . . , νr при яких |ανkµl
| 6= 0

та iснує принаймнi один розв’язок (uν1, uν2, . . . , uνr) системи

|zνi − aνi| = ενi, i = 1, r,

zνi = ανi1z1 + ανi2z2 + · · ·+ ανinzn, i = 1, r,

що вiдповiдає спiввiдношенням

|

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

αν1µ1
. . . αν1µr

uν1
... ... ... ...

ανrµ1
. . . ανrµr

uνr

αjµ1
. . . αjµr

aj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
| ≤ εj|

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
αν1µ1

. . . αν1µr

... . . . ...

ανrµ1
. . . ανrµr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ |, j = 1,m.

Якщо числа εi, i = 1,m в (5.4) покладемо рiвними нулю, то система

нерiвностей (5.4) перетвориться в систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.

Отже з теореми 5.3, як наслiдок, одержимо необхiдну та достатню умову су-

мiсностi системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь: система лiнiйних рiвнянь
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тодi i тiльки тодi сумiсна, коли ранг матрицi не змiниться у разi розширен-

ня цiєї матрицi стовпцем вiльних членiв. Цей наслiдок також буде аналогом

теореми Кронекера -Капеллi [220].

Для встановлення зв’язку теорем 5.1 — 5.3 з полiномiальним iнтерполю-

ванням у евклiдових просторах нам будуть потрiбнi деякi вiдомi результати

з [77].

Нехай F : X → Y (X, Y — гiльбертовi простори), xi ∈ X, i = 1,m,

E, Γ — квадратнi матрицi m-го порядку, E — одинична матриця,

Γ =

∥∥∥∥∥
n∑
p=0

(xi, xj)
p

∥∥∥∥∥
i,j=1,m

, 00 = 1,

(·, ·) — скалярний добуток в X, Γ+ — псевдообернена матриця Мура-Пен-

роуза до матрицi Γ [16], [25], [179]. Використаємо результати монографiї

[77], що наведенi у вступi. В теоремi 1.2 наведено умови, за яких iснує опе-

раторний iнтерполяцiйний полiном n-го степеня Pn(x) з iнтерполяцiйними

умовами Pn(xi) = F (xi) = yi, i = 1,m, в теоремi 1.3 описано всю множину

операторних iнтерполяцiйних полiномiв Лагранжа. Також в [77] доведе-

но, що iнтерполянт мiнiмальної норми (породженою скалярним добутком

з гаусовою мiрою [27]) має вигляд

Pn(x) =

〈
y,Γ+‖

n∑
p=0

(xi, x)p‖i=1,m

〉
, (5.6)

Розглянемо розв’язання лiнiйної iнтерполяцiйної задачi в скiнченнови-

мiрному евклiдовому просторi. Нехай f : En → R1, En — n-вимiрний

евклiдовий простiр, u ∈ En, u = (x1, x2, . . . , xn). Iнтерполяцiйний полiном

першого степеня для f(u) запишемо у виглядi

P1(u) = a0 +
n∑
k=1

akxk (5.7)
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з вузлами iнтерполяцiї uk, k = 0,m :

u0 = (0, 0, . . . , 0),

u1 = (α11, α12, . . . , α1n),

u2 = (α21, α22, . . . , α2n), (5.8)

.......................................

um = (αm1, αm2, . . . , αmn)

та iнтерполяцiйними умовами

P1(uk) = f(uk) = yk, k = 0,m, y0 = 0. (5.9)

На пiдставi теореми 1.2 маємо:

Теорема 5.4. Для розв’язання iнтерполяцiйної задачi (5.7) – (5.9) необ-

хiдно та достатньо виконання рiвностi

(E − Γ+Γ)y = 0, (5.10)

де y = (0, y1, y2, . . . , ym), Γ =

∥∥∥∥∥ 1∑
p=o

(ui, uj)
p

∥∥∥∥∥
i,j=0,m

, 00 = 1, (·, ·) — скалярний

добуток в En, Γ+ — псевдообернена матриця Мура-Пенроуза [16], [25],

[179] до матрицi Γ, E — одинична матриця розмiрностi (m+1)×(m+1).

Оскiльки це являє собою еквiвалент теореми 5.1 в сенсi сумiсностi си-

стеми (5.1), то аналогом теореми 5.1 (Кронекера-Капеллi) є рiвнiсть (5.10),

при цьому розв’язок лiнiйної iнтерполяцiйної задачi (5.7) — (5.9) в сенсi

iснування полiнома (5.7), що має мiнiмальну норму, породжену скалярним

добутком з гаусовою мiрою [27], виглядає таким чином [45], [77]

P1(u) =

〈
y,Γ+‖

1∑
p=0

(ui, u)p‖i=0,m

〉
, (5.11)
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де 〈α, β〉 =
m∑
i=0

αiβi, α = (α0, α1, . . . , αm), β = (β0, β1, . . . , βm). Для iнтерпо-

ляцiйного полiнома 1-го степеня матриця Γ набуває вигляду

Γ =

∥∥∥∥∥
1∑
p=0

(ui, uj)
p

∥∥∥∥∥
i,j=0,m

= I +G(u0, u1, . . . , um),

I — квадратна матриця розмiрностi (m + 1) × (m + 1) з елементами, що

дорiвнюють одиницi, G(u0, u1, . . . , um) – матриця Грама. Тодi

Γ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 1 . . . 1

1 1 + (u1, u1) . . . 1 + (u1, um)

. . . . . . . . . . . .

1 1 + (um, u1) . . . 1 + (um, um)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (5.12)

det Γ = detG(u1, u2, . . . , um).

Зауваження 5.1. Наведена рiвнiсть (5.10) дає, як i результат теореми

Кронекера-Капеллi, необхiдну та достатню умову сумiсностi лiнiйної си-

стеми алгебраїчних рiвнянь. В деяких дослiдженнях формула (5.10) може

бути використана для побудови iнтерполяцiйного наближення функцiї

багатьох змiнних у виглядi полiнома мiнiмальної норми (5.11).

Зауваження 5.2. Якщо m = n, то розмiрнiсть матрицi Γ в (5.10) на

одиницю бiльше, нiж матрицi A в (5.3). При побудовi псевдообернених

матриць достатньо великих розмiрностей вiдмiннiсть витрат при об-

численнi Γ+ та A+ є несуттєвою.

Розглянемо приклади застосування результатiв теореми 5.4.

Приклад 5.1. Перевiримо умову сумiсностi системи рiвнянь x1 + x2 = 1

−x1 − x2 = −1
.
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Маємо rang(A) = rang(A) = 1. Отже система рiвнянь сумiсна. Перевi-

римо рiвнiсть (5.10). Вузли iнтерполяцiї (5.1) в цьому випадку запишу-

ться так:

u0 = (0, 0), u1 = (1, 1), u2 = (−1, −1),

та y = (0, 1, −1), матриця (5.12) набуває вигляду

Γ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1 1 1

1 3 −1

1 −1 3

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ ,
Використовуючи скелетний розклад матрицi Γ [16], одержимо

Γ+ =
1

72

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
8 8 8

8 17 −1

8 −1 17

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ , (5.13)

(E − Γ+Γ)y =
1

3

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
2 −1 −1

−1 1/2 1/2

−1 1/2 1/2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ ·
∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0

1

−1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
0

0

0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Умова (5.10) теореми 5.4 виконується, отже система рiвнянь має

розв’язок, тобто є сумiсною. Використовуючи рiвнiсть (5.10) ми може-

мо не тiльки вiдповiсти на питання про сумiснiсть системи лiнiйних

алгебраїчних рiвнянь, а i побудувати лiнiйний iнтерполяцiйний полiном

мiнiмальної норми (5.11) для функцiї двох змiнних f(x1, x2), що задана

своїми значеннями. Так, матриця Γ+ визначається рiвнiстю (5.13), iн-

терполянт (5.11) набуває вигляду

P1(x1, x2) = 0, 5(x1 + x2).

Приклад 5.2. Розглянемо систему рiвнянь
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 x1 + x2 = 2

−x1 − x2 = −1
.

Тодi rang(A) = 1, rang(A) = 2 i система несумiсна. Повертаючись до

теореми 5.4, маємо

u0 = (0, 0), u1 = (1, 1), u2 = (−1,−1), y = (0, 2, −1),

а на пiдставi викладеного вище перевiримо умову (5.10)

(E − Γ+Γ)y =
1

3

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
2 −1 −1

−1 1/2 1/2

−1 1/2 1/2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ ·
∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0

2

−1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ =
1

3

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
−1

1/2

1/2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ 6= 0.

Отже вiдповiдна iнтерполяцiйна задача немає розв’язку, а це означає,

що система рiвнянь несумiсна.

Приклад 5.3. Розглянемо систему рiвнянь x1 + x2 = 3

x1 − x2 = −1
.

Для даної системи rang(A) = rang(A) = 2. В цьому випадку система

є сумiсною, матриця A — невироджена. Матриця Γ має обернену Γ+ =

Γ−1, а отже задача iнтерполяцiї (5.7) – (5.9) — iнварiантно розв’язна,

тобто має розв’язок при будь-якiй правiй частинi. Дiйсно

(E − Γ+Γ)y = (E − Γ−1Γ)y = 0

i умова (5.10) виконується при будь-яких значеннях функцiї у вузлах iн-

терполяцiї.
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Розглянемо умову iснування iнтерполяцiйного полiнома першого степеня

вiд n змiнних, який на m вузлах задовольняє заданiй системi нерiвностей.

Iнтерполяцiйний полiном першого степеня шукаємо у виглядi

P1(x) = a0 + a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn. (5.14)

Сформулюємо задачу 1: потрiбно знайти умови, при виконаннi яких

iснує такий полiном (5.14) або, що теж саме, такий вектор a = (a0, a1, . . . , an),

що буде виконуватись iнтерполяцiйна система нерiвностей

P1(u0) = a0 + a1 · 0 + a2 · 0 + · · ·+ an · 0 = 0,

f1j 6 P1(uj) = a0 + a1αj1 + a2αj2 + · · ·+ anαjn 6 f2j, j = 1,m, (5.15)

на векторах

u0 = ‖α0i = 0‖i=1,n, uj = (αj1, αj2, . . . , αjn), j = 1,m

з дiйсними компонентами при заданих f1j, f2j, j = 1,m.

Розглянемо дiйсний випадок та покладемо для системи нерiвностей (5.4):

zi = xi, ai = yi, i = 1, n, для системи нерiвностей (5.15):

f1i = −εi + yi, f2i = εi + yi, i = 1,m.

Тодi умови (5.15) можна розглядати як iснування такої послiдовностi gj, j =

0,m для якої

P1(uj) = gj, j = 0,m, (5.16)

при цьому повиннi виконуватись нерiвностi
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f1j 6 gj 6 f2j, j = 1,m, g0 = a0 = 0. (5.17)

Згiдно з теоремою 5.4 iнтерполяцiйний полiном (5.14) з умовами (5.16) буде

iснувати тодi i тiльки тодi, коли буде мати мiсце рiвнiсть

(E − Γ+Γ)‖gj‖j=0,m = 0, (5.18)

де Γ має вигляд (5.12). Поглянемо на (5.18), як на необхiдну i достатню

умову (5.3) розв’язностi системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

Γy = ‖gj‖j=0,m.

Подiємо на обидвi частини рiвняння матрицею m× (m+ 1)

S =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

−1 1 0 0 . . . 0

−1 0 1 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

−1 0 0 0 . . . 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Тодi одержимо таку рiвнiсть

SΓy = AATy = ‖gj‖j=1,m. (5.19)

Позначимо ATy = x. У покомпонентному виглядi система (5.19) набуває

вигляду

n∑
i=1

αjixi = gj, j = 1,m. (5.20)

Але, за припущенням i за побудовою, система (5.20) має розв’язок xi =

ai, i = 1, n, причому вiрними є нерiвностi (5.17). Таким чином приходи-

мо до такого твердження: результати теорем 5.3 i 5.4 еквiвалентнi в сенсi

сумiсностi системи (5.15).
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Знайдемо умови, за яких iснує хоча б один розв’язок системи (5.15). Для

цього розглянемо таку m-параметричну систему рiвнянь

P1(u0) = a0 + a1 · 0 + a2 · 0 + . . .+ an · 0 = a0 = 0,

a0 + a1αj1 + a2αj2 + . . .+ anαjn = tjf1j + (1− tj)f2j, (5.21)

tj ∈ [0, 1], j = 1,m,

де

f1j ≤ tjf1j + (1− tj)f2j ≤ f2j, j = 1,m, ∀tj ∈ [0, 1]. (5.22)

Тодi наше завдання полягає у тому, щоб з’ясувати, чи iснує таке значе-

ння параметрiв tj ∈ [0, 1], при яких буде виконуватись умова розв’язностi

системи (5.21), тобто, чи буде мати мiсце рiвнiсть

(E − Γ+Γ)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0

t1f11 + (1− t1)f21

· · ·

tmf1m + (1− tm)f2m

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
= 0. (5.23)

Система (5.23) вiдносно tj ∈ [0, 1], j = 1,m, це система лiнiйних алгебраї-

чних рiвнянь. Якщо ця система має розв’язок, то пiдставимо його у (5.21)

i тим самим визначаємо вектор ‖gj‖j=0,m, а отже тодi i система (5.15) має

розв’язок. Якщо ж система (5.23) не має розв’язку, то система (5.15) також

не має розв’язку. Запишемо систему рiвнянь (5.23) у виглядi
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(E − Γ+Γ)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 + 0

t1(f11 − f21) + f21

t2(f12 − f22) + f22

· · ·

tm(f1m − f2m) + f2m

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

= (E − Γ+Γ)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0

t1(f11 − f21)

t2(f12 − f22)

· · ·

tm(f1m − f2m)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
+ (E − Γ+Γ)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0

f21

f22

· · ·

f2m

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
= 0. (5.24)

Позначимо ti = ti(f1i− f2i), i = 1,m, i запишемо загальний розв’язок [4]

системи (5.24)∥∥∥∥∥∥ 0

ti

∥∥∥∥∥∥
i=1,m

= (E − Γ+Γ)+(E − Γ+Γ)

∥∥∥∥∥∥ 0

−f2i

∥∥∥∥∥∥
i=1,m

+

+
(
E − (E − Γ+Γ)+(E − Γ+Γ)

)∥∥∥ wi ∥∥∥
i=0,m

i шукаємо такий вектор w =
∥∥∥ wi ∥∥∥

i=0,m
, щоб виконувались умови ti ∈

[0, 1], i = 1,m. Проiлюструємо останнi мiркування на простому прикладi.

Приклад 5.4. Розв’язати систему нерiвностей −1 ≤ x1 + x2 ≤ 1

1/2 ≤ −x1 − x2 ≤ 1
.

Система рiвнянь (5.21) буде мати вигляд
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 x1 + x2 = −t1 + (1− t1)

−x1 − x2 = t2/2 + (1− t2)
.

З прикладу 5.1 маємо

Γ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1 1 1

1 3 −1

1 −1 3

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ , Γ+ =
1

72

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
8 8 8

8 17 −1

8 −1 17

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Запишемо необхiднi та достатнi умови сумiсностi системи (5.23) для

прикладу 5.4

(E − Γ+Γ)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
0 + 0

−t1 + (1− t1)

t2/2 + (1− t2)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ = (E − Γ+Γ)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
0 + 0

−2t1 + 1

−t2/2 + 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ = 0,

де матрицi Γ, Γ+, (E − Γ+Γ) визначенi в прикладi 5.1. Тодi одержимо

1

3

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
2 −1 −1

−1 1/2 1/2

−1 1/2 1/2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
0

−2t1

−t2/2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ =
1

3

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
2 −1 −1

−1 1/2 1/2

−1 1/2 1/2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
0

−1

−1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Розв’язком цiєї системи буде t1 = 1−t2/4, а загальний розв’язок системи

нерiвностей можна подати у виглядi

x1 = −z − 2t1 + 1, x2 = z, z ∈ R1, t1 ∈ [3/4, 1].

В подальшому розглянемо комплекснi евклiдовi простори Ẽm, Ẽn. Нехай

αij, zj, yi, i = 1,m, j = 1, n — комплекснi числа. Система нерiвностей С.

М.Чернiкова має вигляд

|
n∑
j=1

αijzj − yi| ≤ εi, i = 1,m. (5.25)
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Знайдемо необхiднi та достатнi умови розв’язностi системи нерiвностей

(5.25). Розглянемо систему рiвнянь

n∑
j=1

αijzj − yi = εisi, |si| ≤ 1, i = 1,m. (5.26)

Якщо iснують такi комплекснi числа si, i = 1,m, що система (5.26)

буде розв’язною, то i система нерiвностей (5.25) також буде розв’язною i

навпаки. Запишемо (5.26) у матрично - векторному виглядi

‖αij‖i=1,m
j=1,n

‖zj‖j=1,n = ‖yi + εisi‖i=1,m.

Сформулюємо задачу 2: знайти умови, при виконаннi яких iснує та-

кий полiном (5.14), визначений в комплексному n-вимiрному евклiдовому

просторi Ẽn або, що теж саме, такий вектор a = (a0, a1, . . . , an), що буде

виконуватись iнтерполяцiйна система рiвнянь

P1(u0) = a0 + a1 · 0 + a2 · 0 + · · ·+ an · 0 = a0 = 0,

P1(uj) = a0 + a1αj1 + a2αj2 + · · ·+ anαjn = yj + εjsj, j = 1,m,
(5.27)

на iнтерполяцiйних вузлах

u0 = ‖α0i = 0‖i=1,n, uj = (αj1, α2j, . . . , αjn), j = 1,m.

Згiдно з теоремою 5.4 сформуємо матрицi Γ, Γ+ i запишемо необхiднi та

достатнi умови розв’язностi системи (5.27)

(E − Γ+Γ)‖yi + εisi‖i=0,m = 0, y0 = 0, s0 = 0. (5.28)

Систему (5.28) можна розглядати, як лiнiйну систему алгебраїчних рiв-

нянь вiдносно невiдомих si, i = 1,m. Умови розв’язностi системи (5.28) з

додатковими умовами
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|si| ≤ 1, i = 0,m (5.29)

дадуть умови розв’язностi задачi С. М.Чернiкова. Система (5.28) має вигляд

(E − Γ+Γ)‖si‖i=0,m = (E − Γ+Γ)
∥∥−yi∥∥i=0,m

, (5.30)

де si = εisi, i = 0,m. Запишемо її загальний розв’язок

‖si‖i=0,m = (E − Γ+Γ)+(E − Γ+Γ)
∥∥−yi∥∥i=0,m

+ (5.31)

+
(
E − (E − Γ+Γ)+(E − Γ+Γ)

)
‖wi‖i=0,m

i шукаємо такий вектор ‖wi‖i=0,m, щоб виконувались умови (5.29). Якщо вiн

iснує, то задача С. М.Чернiкова (5.25) має розв’язок (5.31), у протилежному

випадку не має.

Приклад 5.5. Знайти такi комплекснi числа zj, j = 1, 2, 3, 4, якi задо-

вольняють систему нерiвностей в позначеннях С. М. Чернiкова [147]

|
4∑
j=1

αkjzj + ak| ≤
1

2
, k = 1, 2, 3. (5.32)

Ця система визначається матрицею A i вектором a = (a1, a2, a3)

A = ‖αkj‖ k=1,2,3
j=1,2,3,4

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
2i −3 + i 4 −2 + 2i

−4 + i 2− 2i −1 + 2i 3− 2i

−1 + 2i −1− 2i 1 + 2i −1− 2i

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ , a =
1

4

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1

1

1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Застосовуючи скелетний розклад матрицi A, побудуємо для неї псев-

дообернену
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A+ =
1

1183

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

−137− 37i −134− 99i −12− 36i

−60− 50i 36− 7i −11 + 26i

143− 31i 60 + 5i 15− 21i

23− 131i 132− 9i −7 + 31i

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Згiдно з попереднiм сформулюємо нашу задачу таким чином. Визначи-

ти, чи iснують такi комплекснi числа sk, k = 1, 2, 3, з якими система

рiвнянь з обмеженнями

4∑
j=1

αkjzj + ak = sk, |sk| ≤
1

2
, k = 1, 2, 3 (5.33)

буде мати розв’язок. Запишемо умови розв’язностi (5.3) цiєї системи

(E − AA+)(−a+ s) =

=
1

13

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1 −1 + i −1 + 3i

−1 + i 2 −2− 4i

−1− 3i −2 + 4i 10

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
−1/4 + s1 + il1

−1/4 + s2 + il2

−1/4 + s3 + il3

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ = 0.

де s = ‖sk‖k=1,2,3, sk = sk + ilk, k = 1, 2, 3. Розв’язок останньої системи

буде такий

s1 = −3

4
− 2l2 + 4s3 + 2l3 + l1, (5.34)

s2 = l1 − l2 −
1

2
− l3 + 3s3.

Тут величини s3, l3, l1, l2 є довiльними, але такими, що sk = sk + ilk, k =

1, 2, 3 задовольняють нерiвностям в (5.33). Наведемо одну з можливих

множин розв’язкiв з всiєї множини. Покладемо
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s3 = l3 = l1 =
1

16
. (5.35)

Тодi з нерiвностей у (5.33) випливає, що повинна виконуватись нерiв-

нiсть

(s1)
2 ≤ 63

256
,
−
√

63− 5

32
≤ l2 ≤

√
63− 5

32
. (5.36)

При виконаннi умов (5.34), (5.35) множиною розв’язкiв системи (5.33)

буде ∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

z1

z2

z3

z4

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
= A+(−a+ s) + (E − A+A)w, ∀w ∈ C3, (5.37)

див. наприклад [4]. Кожен вектор з множини (5.36) буде розв’язком за-

дачi (5.32).

В цьому пiдроздiлi показано, що необхiднi та достатнi умови iснуван-

ня лiнiйного iнтерполяцiйного полiнома з [77] еквiвалентнi необхiдним та

достатнiм умовам сумiсностi систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (тео-

рема Кронекера-Капеллi [56]) та нерiвностей (теорема С. М. Чернiкова

[147]), при цьому лiнiйний iнтерполянт [77] визначений в комплексному

n-вимiрному евклiдовому просторi. Крiм того, згiдно з теоремами 1.2, 1.3

[77], надано полiномiальне наближення (iнтерполяцiю) функцiї багатьох

змiнних.

5.2 Умови розв’язуваностi систем полiномiальних рiвнянь

Розв’язання багатьох прикладних задач зводиться до пошуку розв’язку

систем нелiнiйних рiвнянь. Як вiдомо, задача знаходження розв’язку нелi-
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нiйної системи розпадається на двi задачi:

1. Дослiдження питання про iснування та єдинiсть розв’язку системи

нелiнiйних рiвнянь та локалiзацiя її коренiв.

2. Знаходження розв’язку системи нелiнiйних рiвнянь iз заданою точнi-

стю.

Багато публiкацiй присвячено розв’язанню задачi 2 [2], [109], [215], а са-

ме побудовi iтерацiйних методiв, питанням їх збiжностi та оцiнкам точностi

знайденого розв’язку. В [2] доведено теореми про знаходження розв’язку

нелiнiйної системи в евклiдових просторах, у випадку коли вiдомi деякi

координати розв’язку нелiнiйної ситеми. На вiдмiну вiд задачi 2, для за-

дачi 1 не iснує загального алгоритму розв’язання поставленої задачi. Як

i для одного нелiнiйного рiвняння локалiзацiя коренiв нелiнiйної системи

може бути зроблена за допомогою методiв математичного аналiзу на основi

iнформацiї про систему. У випадку системи нелiнiйних рiвнянь з двома не-

вiдомими достатньо зручним є графiчний метод. Але якщо змiнних бiльше

нiж двi, то для розв’язання задачi 2 використовують методи математичного

аналiзу. Зауважимо, що в [95] наведено огляд теорем та тверджень, за до-

помогою яких можна з’ясувати питання про iснування розв’язку нелiнiйної

системи, але умови цi не є конструктивними. В деяких випадках знайдено

умови iснування розв’язку систем нелiнiйних рiвнянь [152]. В [149] наве-

дено умови розв’язностi нелiнiйної системи, але вони мiстять початкове

наближення iз околу кореня, тобто це означає, що розв’язок системи iснує.

Наведемо результати, що будуть використанi для подальшого викладення

матерiалу. Розглянемо систему лiнiйних рiвнянь

αj1x1 + αj2x2 + · · ·+ αjnxn − yj = 0, j = 1, 2, . . . ,m. (5.38)

Вiдповiдно до [148] введемо такi визначення.
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Визначення 5.1. Мiнор ∆, що недорiвнює нулю та складається iз ко-

ефiцiєтiв при невiдомих системи (5.38) назвемо вузловим мiнором цiєї

системи, якщо вiдношення до нього всiх визначникiв, що отриманi iз ∆

додаванням ще одного стовпця — вектора правих частин та будь-якого

рядка матрицi, невiд’ємне. Останнi мiнори називають супроводжуючи-

ми.

Визначення 5.2. Вузловий мiнор ∆ системи (5.38) назвемо невiд’єм-

но (недодатньо) орiєнтованим вiдносно невiдомого xk, якщо виконується

одна iз двох умов:

1. Жоден iз коефiцiєнтiв при xk системи (5.38) не є елементом мiнора

∆.

2. Вiдношення мiнора ∆ до визначника, який отримано iз ∆ при за-

мiнi стовпця коефiцiєнтiв при xk стовпцем вiдповiдних правих частин

системи (5.38), невiд’ємне (недодатнє).

Визначення 5.3. Послiдовнiсть чисел s1, s2, . . . , sm назвемо цiлком ∆-

допустимою, якщо виконуються такi умови:

1. ∆ є вузловим мiнором системи (5.38).

2. Чи мiнор ∆ мiстить стовпчик, що визначається коефiцiєнтами при

xk iз системи (5.38) i при замiнi елементiв цього стовпця вiдповiдними

вiльними членами yj перетворюється на нуль, а при замiнi вiдповiдними

числами sj перетворюється на визначник ∆∗, що вiдповiдає спiввiдношен-

ню
∆∗

∆
≤ 0; чи ∆ не перетворюється на нуль у випадку першої замiни чи

взагалi не мiстить стовпця iз коефiцiєнтiв при xk.

Визначення 5.4. Якщо iснує вузловий мiнор ∆ системи (5.38) такий,

що сукупнiсть чисел s1, s2, . . . , sm цiлком ∆-допустима вiдносно кожного

iз невiдомих xn1, xn2, . . . , xnk (з одним i тим самим ∆), то назвемо цю

послiдовнiсть цiлком ∆-допустимою вiдносно сукупностi цих невiдомих.
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Теорема 5.5. (С. М. Чернiков [148]) Для того, щоб система лiнiйних

рiвнянь (5.38) мала хоча б один розв’язок строго вiд’ємний (строго дода-

тнiй) вiдносно сукупностi невiдомих xn1, xn2, . . . , xnk, 1 ≤ k ≤ n i недода-

тнiй (невiд’ємний) вiдносно сукупностi iнших невiдомих xp1, xp2, . . . , xpt,

0 ≤ t ≤ n− 1 необхiдно та достатньо, щоб виконувалась одна iз умов:

1. yj = 0 та sj =
∑k

i=1 ajni
= 0, j = 1, 2, . . . ,m.

2. Cистема (5.38) має хоча б один недодатньо (невiд’ємно) орiєнтова-

ний вiдносно сукупностi невiдомих xn1, xn2, . . . , xnk та xp1, xp2, . . . , xpt
вузловий мiнор ∆ такий, що послiдовнiсть чисел s1, s2, . . . , sm є цiл-

ком ∆-допустимою вiдносно сукупностi цих невiдомих.

В роботi [92] також доведено теореми про знаки розв’язкiв системи (5.38).

Але для перевiрки виконання умов цих теорем потрiбно обчислювати Cr
n

визначникiв порядку r, де r — ранг матрицi системи, n — число невiдомих.

Розглянемо розв’язання лiнiйної iнтерполяцiйної задачi в евклiдовому

просторi En. Нехай f : En → R1, u ∈ En, u = (x1, x2, . . . , xn). Iнтерполя-

цiйний полiном першого степеня для f(u) має вигляд (5.7) та вiдповiдає

iнтерполяцiйним умовам (5.9), де uk, k = 0,m — вузли iнтерполяцiї, що ви-

значаються за допомогою формул (5.1). Для розв’язання iнтерполяцiйної

задачi (5.7) – (5.9) на пiдставi теореми 5.4 необхiдно та достатньо виконання

рiвностi (5.10). Розглянемо систему нелiнiйних рiвнянь над полем дiйсних

чисел вигляду:

αj1z
k
1 + αj2z

k
2 + · · ·+ αjnz

k
n − yj = 0, k ∈ N, j = 1, 2, . . . ,m. (5.39)

Систему (5.39) будемо називати полiномiальною системою. Введемо по-

значення: zki = xi, i = 1, 2, . . . , n та пiдставимо в (5.39). В результатi

пiдстановки система (5.39) набуває вигляду:

αj1x1 + αj2x2 + · · ·+ αjnxn − yj = 0, j = 1, 2, . . . ,m, (5.40)
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Отже, отримали систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Умовою iснування

розв’язку (5.40) є виконання умови (5.10). В попередньому роздiлi надано

зв’язок мiж умовами розв’язностi систем лiнiйних рiвнянь та полiномiаль-

ним iнтерполянтом першого степеня в евклiдових просторах i умовами його

iснування. Оскiльки полiномiальна система зводиться до (5.40), то умова

iснування розв’язку нелiнiйної системи (5.39) також буде еквiвалентна умо-

вам iснування iнтерполяцiйного полiнома першого степеня в евклiдовому

просторi.

Розглянемо систему (5.39) у випадку, коли k — непарне. Задача розв’я-

зання полiномiальної системи звелася до системи лiнiйних алгебраїчних

рiвнянь (5.40). Її розв’язок iснує, якщо виконується умова (5.10). Таким

чином маємо:

Теорема 5.6. Нехай в (5.39) k = 2l − 1, l ∈ N та виконується умова

(5.10) теореми 5.5. Тодi система полiномiальних рiвнянь (5.39) над полем

дiйсних чисел має розв’язок.

Нехай в (5.39) k є парним. Одержимо систему лiнiйних алгебраїчних

рiвнянь (5.40) iз обмеженнями

xk ≥ 0, k = 1, 2, . . . n. (5.41)

Для того, щоб iснував розв’язок системи (5.40) з умовами (5.41) необхi-

дно щоб виконувались умови теореми 5.5, а виконання нерiвностей (5.41)

забезпечує виконання умов теореми 5.4. Одержали такий результат:

Теорема 5.7. Нехай k = 2l, l ∈ N та виконуються умови теорем 5.5 та

5.4. Тодi система нелiнiйних рiвнянь (5.39) над полем дiйсних чисел має

розв’язок.

Приклад 5.6. З’ясувати, чи iснує розв’язок системи нелiнiйних рiвнянь
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
z2

1 − z2
2 + z2

3 − z2
4 = 0,

z2
1 − z2

2 − z2
3 + z2

4 = 1,

2z2
1 − z2

2 − 2z2
3 + z2

4 = −1/2.

(5.42)

Позначимо z2
i = xi, xi ≥ 0, i = 1, 4. Тодi отримаємо таку систему

лiнiйних алгебраїчних рiвнянь:
x1 − x2 + x3 − x4 = 0,

x1 − x2 − x3 + x4 = 1,

2x1 − x2 − 2x3 + x4 = −1/2,

(5.43)

iз обмеженнями (5.41). З’ясуємо, чи виконуються умови теореми 5.4.

Побудуємо матрицю Γ. Для цього вузли iнтерполяцiї ui, i = 0, 3 та y

оберемо так:

u0 = (0, 0, 0, 0), u1 = (1,−1, 1,−1), u2 = (1,−1,−1, 1),

u3 = (2,−1,−2, 1), y = (0, 0, 1,−1/2).

Тодi

Γ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 1 1 1

1 5 1 1

1 1 5 7

1 1 7 11

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Матриця Γ невироджена, оскiльки detΓ = 16, отже умова (5.10) вико-

нується i система лiнiйних рiвнянь (5.43) має розв’язок. Перевiримо, чи

будуть виконуватись обмеження (5.41). Для цього необхiдно, щоб вико-

нувались умови теореми 5.5. Маємо: для системи (5.43) визначник
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∆ =

∣∣∣∣∣∣ 1 1

1 −1

∣∣∣∣∣∣ = −2,

що складається iз коефiцiєнтiв при невiдомих x1 та x3 iз першого та

другого рiвняння є вузловим мiнором. Покажемо, що вiн є невiд’ємно орi-

єнтованим вiдносно сукупностi всiх невiдомих (5.43). Згiдно iз пункту 2

означення невiд’ємно орiєнтованого вузлового мiнора маємо:

∆1 =

∣∣∣∣∣∣ 0 1

1 −1

∣∣∣∣∣∣ = −1,
∆

∆1
> 0,∆2 =

∣∣∣∣∣∣ 1 0

1 1

∣∣∣∣∣∣ = −1,
∆

∆2
> 0,

отже умови виконуються i ∆ є невiд’ємно орiєнтованим вузловим мi-

нором вiдносно всiх невiдомих системи (5.43). Оскiльки сума sj, j =

1, 2, 3 коефiцiєнтiв при невiдомих в будь-якому рiвняннi (5.43) дорiвнює

нулю, то послiдовнiсть чисел s1, s2, s3 є цiлком ∆-допустимою вiдносно

x1, x2, x3, x4. Таким чином, у прикладi виконується друга умова теореми

5.5 i всi розв’язки системи (5.43) — додатнi, а отже i система (5.42) має

розв’язок. Можна переконатися, що розв’язком системи (5.43) є вектор

(1, 1/2, 5/2, 3).

Розглянемо питання про iснування розв’язку системи вигляду f(x1, x2, . . . , xn) = ỹ1,

g(x1, x2, . . . , xn) = ỹ2,
(5.44)

де f(x1, x2, . . . , xn), g(x1, x2, . . . , xn) — пара дiйсних квадратичних форм

вiд n невiдомих. Iдея розв’язання поставленої задачi полягає у наступному:

потрiбно, щоб iснувало єдине невироджене лiнiйне перетворення, яке одно-

часно переводить двi квадратичнi форми f(x1, x2, . . . , xn) та g(x1, x2, . . . , xn)

до канонiчного вигляду. Нехай g(x1, x2, . . . , xn) — додатньо визначена ква-

дратична форма. Тодi, вiдповiдно до [56], iснує таке невироджене лiнiйне
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перетворення, що система (5.44) запишеться у виглядi α11x
2
1 + α12x

2
2 + · · ·+ α1nx

2
n = y1,

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n = y2,

(5.45)

Система (5.45) є частинним випадком системи (5.39) у випадку, коли k є

парним. Отже (5.45) має розв’язок, якщо виконуються умови теореми 5.7.

Теорема 5.8. Нехай в (5.44) f(x1, x2, . . . , xn), g(x1, x2, . . . , xn) — пара дiй-

сних квадратичних форм, форма g(x1, x2, . . . , xn) — додатньо визначена

та виконуються умови теореми 5.7 для системи рiвнянь (5.45). Тодi си-

стема нелiнiйних рiвнянь (5.44) має розв’язок.

Нехай тепер в (5.44) f(x1, x2, . . . , xn), g(x1, x2, . . . , xn) — двi довiльнi дiй-

снi квадратичнi форми. Симетричнi матрицi A та B є матрицями квадрати-

чних форм f(x1, x2, . . . , xn) та g(x1, x2, . . . , xn) вiдповiдно. В [16] показано,

що умова AB = BA є необхiдною та достатньою для одночасного зведе-

ння матриць A та B до дiагонального вигляду. В цьому випадку система

(5.44) набуває вигляду (5.39), де k = 2, m = 2. Тодi теорему про iснування

розв’язку системи (5.44) можна сформулювати таким чином.

Теорема 5.9. Нехай в (5.44) f(x1, x2, . . . , xn), g(x1, x2, . . . , xn) — пара дiй-

сних квадратичних форм яким вiдповiдають матрицi A та B. Якщо

виконується рiвнiсть AB = BA та умови теореми 5.7 для системи рiв-

нянь (5.39), де k = 2, m = 2, то система нелiнiйних рiвнянь (5.44) має

розв’язок.

На пiдставi результатiв [16] теорему про розв’язуванiсть нелiнiйної си-

стеми (5.44) можна сформулювати таким чином:

Теорема 5.10. Нехай в (5.44) f(x1, x2, . . . , xn), g(x1, x2, . . . , xn) — пара

дiйсних квадратичних форм яким вiдповiдають матрицi A та B, detA 6= 0.

Якщо виконуються умови
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1. Рiвняння det(B − λA) = 0 має лише дiйснi коренi.

2. Матриця B − λA має всi лише простi елементарнi дiльники.

3. Виконуються умови теореми 5.7 для системи рiвнянь (5.39), де

k = 2, m = 2, тодi система нелiнiйних рiвнянь (5.44) має розв’язок.

Нехай f(x1, x2, . . . , xn), g(x1, x2, . . . , xn), v(x1, x2, . . . , xn) — дiйснi ква-

дратичнi форми вiд n невiдомих. Розглянемо питання про iснування розв’яз-

ку такої нелiнiйної системи рiвнянь
f(x1, x2, . . . , xn) = ỹ1,

g(x1, x2, . . . , xn) = ỹ2,

v(x1, x2, . . . , xn) = ỹ3.

(5.46)

Отже, потрiбно звести всi три квадратичнi форми до канонiчного ви-

гляду за допомогою одного лiнiйного невиродженого перетворення, тобто

привести систему (5.46) до вигляду (5.39). Нехай квадратичним формам

f(x1, x2, . . . , xn), g(x1, x2, . . . , xn), v(x1, x2, . . . , xn) вiдповiдають симетри-

чнi матрицi A, B та C. В [94] знайдено необхiднi та достатнi умови дiаго-

налiзацiї трьох дiйсних симетричних матриць. На пiдставi цих результатiв

теорему про iснування розв’язку системи (5.46) можна подати у виглядi

[47]:

Теорема 5.11. Нехай у системi (5.46) f(x1, x2, . . . , xn), g(x1, x2, . . . , xn),

v(x1, x2, . . . , xn) — дiйснi квадратичнi форми, яким вiдповiдають матрицi

A, B та C, detA 6= 0. Якщо виконуються умови

1. Рiвняння det(B−λA) = 0 має лише дiйснi коренi та матриця B−λA

має всi лише простi елементарнi дiльники.

2. Рiвняння det(C−βA) = 0 має лише дiйснi коренi та матриця C−βA

має всi лише простi елементарнi дiльники.

3. BA−1C = CA−1B.
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4. Виконуються умови теореми 5.7 для системи рiвнянь (5.39), де

k = 2,m = 3, тодi система нелiнiйних рiвнянь (5.46) має розв’язок.

Умова 3 теореми 5.11 є достатньо жорсткою умовою, оскiльки невеликий

клас матриць можуть її задовольняти. Проiлюструємо це на прикладi.

Приклад 5.7. З’ясувати чи буде мати розв’язок система рiвнянь:


1

2− α2
(x2

1 + 2x2
2 − 2αx1x2) = −1, α ∈ R1, α2 6= 2

x2
1 + x2

2 − 2x1x2 = 1,

2x2
1 + x2

2 + 2x1x2 = 0.

(5.47)

Квадратичним формам

f(x1, x2, . . . , xn) =
1

2− α2
(x2

1 + 2x2
2 − 2αx1x2),

g(x1, x2, . . . , xn) = x2
1 + x2

2 − 2x1x2,

v(x1, x2, . . . , xn) = 2x2
1 + x2

2 + 2x1x2,

вiдповiдають симетричнi матрицi

A =
1

2− α2

∥∥∥∥∥∥2 α

α 1

∥∥∥∥∥∥ , B =

∥∥∥∥∥∥ 1 −1

−1 1

∥∥∥∥∥∥ , C =

∥∥∥∥∥∥2 1

1 1

∥∥∥∥∥∥ .
Перевiримо виконання умови 3 теореми 5.11 для цих трьох матриць.

Маємо:

BA−1C =

∥∥∥∥∥∥ 1 −1

−1 1

∥∥∥∥∥∥ ·
∥∥∥∥∥∥2 α

α 1

∥∥∥∥∥∥ ·
∥∥∥∥∥∥1 1

1 1

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥ 3− α 1

−3 + α −1

∥∥∥∥∥∥ (5.48)

CA−1B =

∥∥∥∥∥∥2 1

1 1

∥∥∥∥∥∥ ·
∥∥∥∥∥∥2 α

α 1

∥∥∥∥∥∥ ·
∥∥∥∥∥∥ 1 −1

−1 1

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥3− α −3 + α

3 −1

∥∥∥∥∥∥ (5.49)
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Для виконання умови 3 потрiбно щоб знайденi матрицi в (5.48) та

(5.49) спiвпадали. Отримаємо

−3 + α = 3, 1 = −3 + α.

Одержали суперечнiсть. Отже при жодному α ∈ R1 умова 3 теореми

5.11 для системи (5.47) не виконується.

Зауваження 5.3. В роботi Чернiкова С. М. [148] доведено теореми про

iснування додатнiх розв‘язкiв системи однорiних алгебраїчних рiвнянь.

Тому теореми, що наведено в даному роздiлi на пiдставi результатiв iз

[148] можна сформулювати для однорiдних полiномiальних систем рiв-

нянь.

5.3 Застосування iнтерполяцiйних формул при розв’язання при-

кладних задач

5.3.1 Задача оберненої iнтерполяцiї

Результати дисертацiйної роботи можуть бути використанi для знаходже-

ння розв’язку операторних рiвнянь в гiльбертових просторах. В цьому

пiдроздiлi побудовано алгоритм розв’язання задачi оберненої iнтерполяцiї

на пiдставi iнтерполянта мiнiмальної норми (2.20).

НехайX, Y — гiльбертовi простори,X є сепарабельним, A : X → Y — лi-

нiйний оператор для якого iснує обернений оператор A−1, що є обмеженим.

Розглянемо рiвняння

Ax = −f. (5.50)

Для розв’язання задачi (5.50) з використанням iнтерполяцiйної формули

(2.20) оберемо систему лiнiйно незалежних елементiв xi, i = 1,m. Припу-
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стимо, що вiдомi значення

fi = −Axi, i = 1,m.

Система елементiв fi ∈ X є також лiнiйно незалежною. Побудуємо набли-

ження оберненого оператора A−1 на пiдставi iнтерполяцiйного полiному

мiнiмальної норми (2.20), що вiдповiдає iнтерполяцiйним умовам (2.17).

Зауважимо, що у разi використання формули (2.20) не потрiбно задавати

початкове наближення для невiдомого оператора A−1. Для цього випадку

iнтерполянт (2.20) набуває вигляду

P (−f) =
〈
~x,Γ−1

m
~l(−f)

〉
, (5.51)

де ~x = {xi}mi=1.

Для визначення вектора ~l(−f) = {(−f, f̃i)}mi=1 та елементiв матрицi

Γm =

∥∥∥∥∥
1∑
p=0

(Bf̃i, f̃j)

∥∥∥∥∥
m

i,j=1

потрiбно задати додатньовизначений, самоспряжений, ядерний оператор

B, що мiститься в iнтерполяцiйних умовах (2.17), при цьому таким чином,

щоб виконувались рiвностi

Bf̃i = −fi, i = 1,m. (5.52)

Оператор B оберемо найпростiшим чином, щоб розв’язання рiвняння

(5.52) не було трудоємним за часом. Iз (5.52) знаходимо невiдомi f̃i, i = 1,m.

Таким чином, матриця Γm та вектор ~l(−f), що мiстяться в iнтерполя-

цiйнiй формулi (5.51) повнiстю визначенi, а отже iнтерполянт мiнiмальної

норми (5.51) для знаходження оберненого оператора A−1 також є визначе-

ним.
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Переваги запропоновано алгоритму щодо розв’язання операторного рiв-

няння (5.50) на пiдставi формули (5.51) полягають у наступному: один

раз побудований алгоритм, який пов’язаний з реалiзацiєю iнтерполяцiй-

ного процесу (5.51), одержимо наближення для оберненого оператора A−1

за допомогою якого можна розв’язати цiлий клас задач. Запропонований

алгоритм не вимагає iснування початкового наближення для знаходження

A−1. Вiдмiтимо, що задача оберненої iнтерполяцiї була розглянута в [126],

але в цiй роботi було застосовано iнший iнтерполяцiйний процес, який ви-

магає початкового наближення для A−1.

В [126] для розв’язання задачi (5.50) було обрано рекурентну процедуру

такого вигляду:

LI1,m(−f) = LI1,m−1(−f)−
〈
~∂1,Γ

−1
1
~l1(−f)

〉
,m = 1, 2, . . . , LI1,0 = 0, (5.53)

де
~∂m(x) = LI1,m−1(x)− L1(x),

~∂1 =
(
∂1(Bf̃1), Bf̃2, . . . , Bf̃m))

)
= (0, 0, . . . , L1,m−1(−fm)− um) ,

~l1(−f) =
(

(−f, f̃1), (−f, f̃2), . . . , (−f, f̃m))
)

= ((−f, f ′′1 ), (−f, f ′′2 ), . . . , (−f, f ′′m)) .

В наведених формулах (·, ·) — скалярний добуток в L2(0, 1).

Проiлюструємо алгоритм розв’язання для двоточкової крайової задачi

та порiвняємо одержанi результати з результатами iз [126]. Нехай

Ax = x′′ − tx = −f(t), t ∈ (0, 1), x(0) = x(1) = 0.
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Задамо ортогональну система елементiв xi = sin (πit), i = 1,m. Обчи-

слимо

fi = −Axi = x′′i − txi, i = 1,m.

Оператор B оберемо у такий спосiб:

Bf̃ =

1∫
0

G(x, ξ)f̃(ξ)dξ

де

G(x, ξ) =

x(1− ξ), 0 ≤ x ≤ ξ ≤ 1

ξ(1− x), 0 ≤ ξ ≤ x ≤ 1

Для знаходження невiдомих елементiв f̃i, i = 1,m двiчi продиференцiю-

ємо рiвнiсть

Bf̃i = −fi.

Одержимо

f̃i = f ′′i , i = 1,m

Елементи матрицi Γ1 обчислюються на пiдставi скалярних добуткiв

(Bf̃i, f̃j)L2(0,1) = −(f ′′i , fj)L2(0,1) = (f ′i , f
′
j)L2(0,1),

дiстанемо

Γ1 =

∥∥∥∥∥
1∑
p=0

(f ′i , f
′
j)L2(0,1)

∥∥∥∥∥
m

i,j=1

.

Отже, всi вектори та матрицi iз (5.51) знайдено.

Для f̃ = (π2 +x)sinπx наведемо таблицю значень ∆m = ‖u∗−P ∗1,m‖L2[0,1],

де в другому стовпцi P ∗1,m = P ∗1 наближення, яке побудовано на пiдставi

iнтерполяцiйної формули (2.20), для третього стовпця використано iнтер-

поляцiйну формулу (5.53) P ∗1,m = LI1,m [126], де за початкове наближення
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обрано LI1,0 = 0, для четвертого стовпця для розрахункiв використано iн-

терполянт P ∗1,m = LI1,m (5.53) [126], де за початкове наближення обрано

LI1,0 = Bf .

∆m

m P ∗1,m = P ∗1 P ∗1,m = LI1,m, (L
I
1,0 = 0) P ∗1,m = LI1,m, (L

I
1,0 = Bf)

1 0,01828911803 0,493459 0,001061

3 0,000176240995 0,490534 0,000758

5 0,000029461822 0,486462 0,000303

10 0,00000402259 0,483087 0,000081

Результати обчислювального експерименту наведено у додатку 2.

5.3.2 Побудова поверхонь

Задача побудови поверхонь поширена при розв’язаннi багатьох прикладних

задачах, а саме: задача про розповсюдження забруднень, в геологiї, в ком-

п’ютернiй графiцi, мiстобудування, визначення траєкторiї руху об’єкта, в

автобудiвнiй промисловостi, коли виникає задача побудови математичного

представлення ескiзу (вперше такий пiдхiд застосувала компанiя Renault)

i в подальшому вже використовують iнтерактивну iнтерполяцiю.

Наближення функцiй багатьох змiнних є достатньо складною задачею

при реалiзацiї вiдомих алгоритмiв у разi розв’язання прикладних задач

[53]. Розглянемо застосування результатiв, якi одержанi в пiдроздiлах 2.7,

2.8, де розв’язана задача iнтерполювання функцiй в скiнченновимiрному

евклiдовому просторi Ek, k ≥ 2 в умовах недовизначеностi, тобто коли не

вистачає iнформацiї про дослiджуєму функцiї для однозначної побудови

її наближення, та покажемо переваги отриманих в роботi результатiв в

порiвняннi з вже iснуючими алгоритмами.
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В дисертацiйнiй роботi доведено, що для iснування єдиного розв’язку

iнтерполяцiйної задачi

Pn(γi) = f(γi), i = 1,m, m ≤ p, (5.54)

де p =
(n+ k)!

n!k!
— розмiрнiсть простору Πkn полiномiв k змiнних n сте-

пеня, потрiбно обрати число вузлiв m ≤ p, а вузли iнтерполяцiї γi ∈ Ek

таким чином, щоб система векторiв (2.101) була лiнiйно незалежною. При

виконаннi цих умов задача буде мати розв’язок при будь-яких значеннях

функцiї у вузлах, а розв’язок задачi має вигляд iнтерполянта мiнiмаль-

ної норми. При цьому, якщо за функцiю f(γ), γ ∈ Ek обрати полiном

f(γ) ≡ fn(γ), кiлькiсть вузлiв m = p, то побудований iнтерполянт Pn(γ)

буде тотожно спiвпадати з fn(γ), тобто Pn(γ) ≡ fn(γ).

Нехай вузли iнтерполяцiї обрано так, що розв’язок задачi (5.54) iснує

та покладемо m = p. Складнiсть алгоритму обчислення iнтерполяцiйного

полiнома мiнiмальної норми (2.102) в деякiй «точцi» γ за кiлькiстю ари-

фметичних операцiй на множинi Πkn визначається за формулою:

Q1(m,n, k) =
1

3
m3 + (2k + n− 2)(m2 +m) + 2(m+ 1)2 +m+O(m2),

де m =
(n+ k)!

n!k!
, (2k + n − 2)m2 — кiлькiсть операцiй для обчислення

матрицi Γm, (2k+n−2)m — вектора
n∑
p=0
{(γ, γi)}mi=1,

1

3
m3+O(m2) — вектора

Γ−1
m

n∑
p=0
{(γ, γi)}mi=1. Знаходження

~q(γ) = Γ−1
m

n∑
p=0

{(γ, γi)}mi=1

зводиться до розв’язання системи рiвнянь iз симетричною матрицею Γm
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Γ~q(γ) =
n∑
p=0

{(γ, γi)}mi=1,

що потребує
1

3
m3 +O(m2) арифметичних операцiй.

Класичнi iнтерполяцiйнi формули [12] для функцiї k-змiнних (k > 2) при

розв’язання прикладних задач не використовують. В цьому випадку для

знаходження iнтерполянта

Pnk(γ) = Pnk(x1, x2, . . . , xk) = a0 + a1x1 + · · ·+ akxk+

+a11x
2
1 + · · · akkx2

k + a12x1x2 + · · ·+ akk...kx
n
k , (5.55)

тобто визначення всiх невiдомих коефiцiєнтiв iз (5.55) зводиться до розв’я-

зання системи рiвнянь (5.54). Для цього потрiбно використати
2

3
m3+O(m2)

арифметичних операцiй. Тодi для обчислення Pnk(γ) необхiдно використа-

ти

Q2(m,n, k) =
2

3
m3 +

n(n+ 1)

2

k∑
i=1

k!

(k − i)!(i− 1)!
+ (n+ 1)k + 1 +O(m2)

арифметичних операцiй. Якщо порiвнювати цi два алгоритми за кiлькiстю

арифметичних операцiй за сталою при m3 при фiксованих n та k отри-

маємо, що обчислення iнтерполяцiйного полiнома потребує вдвiчi менше

операцiй. Бiльш того, якщо розглянути випадок m < p, то для одно-

значного знаходження коефiцiєнтiв iз (5.55) потрiбно накладати додатковi

обмеження на iнтерполянт.

Зауважимо, що для побудови поверхонь використовують iнтерполяцiйнi

сплайни на нерегулярних вузлах, мiнiмiзацiю певного критерiю, поверхнi

Без’є [188], B-сплайни, методи Кунса [178] та Гордона [5], [122], [192], що

базуються на тензорних добутках та iншi.
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Апроксимацiя функцiй багатьох змiнних за допомогою кусково-полiно-

мiальної iнтерполяцiї розглядалась в багатьох роботах, але не iснує ефе-

ктивного алгоритму побудови iнтерполяцiйних формул. Розробка методу

мiнiмiзацiї критерiю базується на теорiї вiдтворюючих ядер та призводить

до сплайнiв певного вигляду, при цьому потрiбно впорядкувати вузли iн-

терполяцiї та у випадку, коли m > 102 виникають певнi труднощi при

обчисленнi сплайнiв. У випадку застосування функцiй (поверхонь) Без’є

у разi великої кiлькостi вузлiв iнтерполяцiї виникають полiноми високого

степеня, що призводить до накопичування похибок. Бiльшiсть з наведе-

них методiв вимагає розбиття областi на пiдобластi (трикутнi, прямокутнi

елементи) на яких апроксимуємо функцiю. На останнiх кроках алгоритму

потрiбно з’єднати побудованi апроксимацiї таким чином, щоб виконувались

певнi умови, наприклад, були вiдомi значення не лише функцiї, а i її похi-

дних.

На вiдмiну вiд методiв, що розглянуто вище, формула iнтерполяцiйного

полiнома мiнiмальної норми має достатньо просту структуру та записує-

ться у термiнах векторiв та матриць для побудови яких використовуються

iнтерполяцiйнi вузли та значення функцiї у цих вузлах. При наближен-

нi поверхнi, що є полiномом, та у випадку, коли число вузлiв m дорiвнює

розмiрностi простору полiномiв, побудований iнтерполяцiйний полiном то-

тожно спiвпадає iз функцiєю, що апроксимуємо.

У додатку 3 наведено приклади побудови поверхонь дляm < p таm = p.

Побудову поверхонь можна застосовувати при розв’язання задачi про

визначення траєкторiї руху об’єктiв: на пiдставi теореми Стоуна [235], яка

є узагальненням теореми Вейєрштраса на клас неперервних функцiй iз Rn,

траєкторiю руху можна подати як перетин двох поверхонь порядку n:
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
P

(1)
n (x, y, z) =

n∑
i,j,k=0,i+j+k≤n

αijkx
iyjzk = 0,

P
(2)
n (x, y, z) =

n∑
i,j,k=0,i+j+k≤n

βijkx
iyjzk = 0.

(5.56)

Припустимо, що вiдомi деякi координати рухомого об’єкту. В роботах

[124], [125] запропоновано алгоритм визначення координат рухомого об’є-

кту у випадку сферичного фронту хвилi, в [106] проведено порiвняльний

аналiз визначення координат повiтряних об’єктiв. Отже будемо вважати,

що координати об’єкту є вiдомими.

Побудуємо траєкторiю руху об’єкту як криву, що є перетином двох по-

верхонь. Нехай (xi, yj, zi), i = 1,m — вiдомi координати об’єкту. Для побу-

дови поверхнi P (1)
n (x, y, z) iз (5.56) розглянемо таку задачу. Нехай функцiя

z = z(x, y) задана своїми значеннями zi = z(xi, yi), i = 1,m. Побудуємо

апроксимацiю z = z(x, y) у виглядi iнтерполяцiйного полiнома мiнiмальної

норми (5.51). Нехай виконуються умови теореми (2.22). Степiнь iнтерпо-

лянта оберемо на пiдставi теореми 2.24 iз нерiвностi

m ≤ min
(n+ 1)(n+ 2)

2
.

Зауважимо, що iнтерполянт мiнiмальної норми належить множинi iнтер-

полянтiв (1.10).

За поверхню P
(2)
n (x, y, z) оберемо iз множини (1.10) iнтерполяцiйний по-

лiном вигляду

P (2)
n (γ) = P (2)

n (x, y, z) = Qn(x, y, z)−

〈
~Qn,Γ

+
m

n∑
p=0

{(γ, γi)}mi=1

〉
, (5.57)

де Qn ∈ Πn, множина Πn визначається за формулою (1.1), γ = (x, y, z),

γ = (xi, yi, zi), ~Qn = {Qn(γi)}mi=1, Γ+
m =

∥∥∥∥∥ n∑
p=0

(γi, γj)
p

∥∥∥∥∥
m

i,j=1

. Значення iнтер-
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полянта P (2)
n (γ) у вузлах γi, i = 1,m дорiвнюють нулю, а отже виконується

умова iснування розв’язку (1.9) iнтерполяцiйної задачi P (2)
n (γi) = ~0.

Результати чисельного експерименту наведено у додатку 3.

Висновки до роздiлу 5

В пiдроздiлi 5.1 пропонуються новi критерiї сумiсностi лiнiйної системи

рiвнянь (еквiвалентнi теоремi Кронекера-Капеллi) та нерiвностей (еквiва-

лентнi теоремi С.М.Чернiкова), пов’язанi з умовами iснування лiнiйного

iнтерполяцiйного полiнома в евклiдових просторах.

В пiдроздiлi 5.2 знайдено умови iснування розв’язку систем нелiнiйних

(полiномiальних) рiвнянь в евклiдовому просторi та показано, що вони еквi-

валентнi умовам iснування iнтерполяцiйного полiнома першого степеня,

значення якого на спецiальних iнтерполяцiйних вузлах збiгаються з вiдпо-

вiдною лiнiйною системою алгебраїчних рiвнянь, тобто лiнiйною системою,

до якої зводиться система полiномiальних рiвнянь за допомогою певної за-

мiни змiнних.

В пiдроздiлi 5.3 застосовано одержанi результати дисертацiйної роботи

до розв’язання прикладних задач: побудовано алгоритм для задачi оберне-

ної iнтерполяцiї для знаходження розв’язку лiнiйного операторного рiвня-

ння, розглянуто побудову поверхонь за допомогою iнтерполяцiйного полi-

нома мiнiмальної норми для нелiнiйних функцiй та полiномiв, на пiдставi

цих результатiв розв’язано задачу про визначення траєкторiї руху об’єкта.

Джерела, що використанi у роздiлi 5

Для написання даного роздiлу було використано 25 джерел [2], [4], [5], [12],

[16], [25], [27], [53], [56], [77], [92], [94], [95], [109], [122], [124], [125], [147],
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[148], [149], [152], [178], [192], [215], [235], посилання на якi зазначенi в текстi

роздiлу.

Основнi результати роздiлу 5 викладено в роботах: [47], [220].



Висновки

Дисертацiя присвячена розвитку теорiї полiномiальної операторної iнтер-

поляцiї в гiльбертових та евклiдових просторах, зокрема, оцiнкам точностi

та питанням збiжностi iнтерполяцiйних процесiв в гiльбертовому просторi

з мiрою. В скiнченновимiрному евклiдовому просторi вирiшено проблему

пошуку розв’язку iнтерполяцiйних задач Лагранжа та Ермiта в умовах

недовизначеностi, тобто коли не вистачає вихiдної iнформацiї для одно-

значної побудови iнтерполяцiйного полiному, одержанню умов iснування

єдиного розв’язку та iнварiантної розв’язуваностi поставленої задачi.

У роздiлi 1 наведено постановки задач операторної iнтерполяцiї та про-

ведено аналiз лiтературних джерел за темою дисертацiйних дослiджень.

У роздiлi 2 основним об’єктом вивчення є iнтерполяцiйна задача типу

Лагранжа в гiльбертовому та в скiнченновимiрному евклiдовому просто-

рах. Доведено теореми про точнiсть та збiжнiсть iнтерполяцiйних процесiв

в гiльбертовому просторi з мiрою. У випадку, коли iнтерполяцiйний про-

цес не є збiжним, показано, що точнiсть iнтерполяцiї може бути зроблена

як завгодно малою величиною, знайдено кiлькiсть iнтерполяцiйних вузлiв,

перевищення якого не покращує точностi iнтерполяцiї. В скiнченновимiр-

ному евклiдовому просторi для iнтерполяцiйної задачi Лагранжа знайдено

умови iнварiантної розв’язуваностi та єдиностi розв’язку в умовах, коли

вихiдної iнформацiї про дослiджуємий об’єкт недостатньо.

У пiдроздiлi 2.1 доведено, що в абстрактному гiльбертовому просторi

262
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з мiрою в загальному випадку вiдсутня збiжнiсть iнтерполяцiйного про-

цесу з мiнiмальною нормою до полiномiального оператору. Показано, що

для лiнiйного оператора iнтерполяцiйний процес є збiжним. Доведено, що

в сепарабельному гiльбертовому просторi з гаусовою мiрою похибка iнтер-

поляцiї може бути зроблена як завгодно малою величиною.

У пiдроздiлi 2.2 для гiльбертового простору показано, що iнтерполяцiй-

ний полiном мiнiмальної норми та iнтерполянт, що побудований за методом

ортогональних моментiв тотожно спiвпадають у випадку фiксованих iнтер-

поляцiйних умов. Доведена збiжнiсть iнтерполяцiйного процесу мiнiмаль-

ної норми, що побудований за системою вузлiв, яка обрана певним чином,

до полiномiального оператора.

У пiдроздiлi 2.3 у гiльбертовому просторi з мiрою розглянуто iнтерпо-

ляцiйнi формули Лагранжа, у випадку заданих значень нелiнiйного опе-

ратора у вузлах та показано, що iнтерполянти асимптотично зберiгають

багаточлени вiдповiдного степеня. Саме iнтерполяцiйнi полiноми з такою

властивiстю можна використовувати для побудови квадратурних формул

при обчисленнi континуальних iнтегралiв, в задачах iдентифiкацiї та моде-

лювання, в дослiдженнях для нелiнiйних операторних систем.

У пiдроздiлi 2.4 знайдено оцiнку точностi iнтерполяцiї полiномiально-

го та цiлого операторiв у разi збуреної вихiдної iнформацiї та одержано

кiлькiсть iнтерполяцiйних вузлiв, перевищення якої не покращує точностi

iнтерполяцiйних формул.

У пiдроздiлi 2.5 для цiлого та полiномiального функцiоналiв, що визна-

ченi на просторi L2(0, 1) та мають збуренi значення у вузлах iнтерполяцiї,

знайдено оцiнку точностi у випадку, коли скалярнi добутки, що мiстяться

в iнтерполяцiйнiй формулi Лагранжа обчислюються наближено. Одержа-

но кiлькiсть iнтерполяцiйних вузлiв перевищення якої не покращує оцiнку
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точностi.

У пiдроздiлi 2.6 для цiлого та полiномiального функцiоналiв, що визна-

ченi на просторi
0

W 1
2 (0, π) та мають збуренi значення у вузлах iнтерполяцiї,

знайдено оцiнку точностi у випадку, коли скалярнi добутки, що мiстяться

в iнтерполяцiйнiй формулi Лагранжа обчислюються наближено. Одержа-

но кiлькiсть iнтерполяцiйних умов перевищення якої не покращує оцiнку

точностi.

У пiдроздiлi 2.7 знайдено умови iнварiантної розв’язуваностi iнтерполя-

цiйної задачi Лагранжа в евклiдовому просторi в умовах недовизначеностi.

При цьому показано, що розв’язок єдиний та має мiнiмальну норму серед

усiх iнтерполянтiв при фiксованих iнтерполяцiйних умовах.

У роздiлi 2.8 в лiнiйному нескiнченновимiрному просторi зi скалярним

добутком та в скiнченновимiрному евклiдовому просторi дослiджена то-

чнiсть формули Лагранжа на полiномах вiдповiдного степеня. Показано,

що ця iнтерполяцiйна формула мiстить фундаментальнi полiноми Лагран-

жа.

У роздiлi 3 основним об’єктом вивчення є iнтерполяцiйний полiном Нью-

тона iнтегрального вигляду, що побудований на континуальнiй множинi

вузлiв.

В пiдроздiлi 3.1 в лiнiйному топологiчному просторi для оператора однiєї

змiнної знайдено умови iснування континуальних вузлiв для iнтерполяцiй-

ного полiному iнтегрального вигляду. Розглянуто приклади таких iнтерпо-

лянтiв.

В пiдроздiлi 3.2 в лiнiйному топологiчному просторi наведено узагаль-

нення iнтерполяцiйних полiномiв для операторiв багатьох змiнних в сенсi

визначення умов, за яких має мiсце континуальнiсть вiдповiдної множини

вузлiв.
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У роздiлi 4 основним об’єктом вивчення є iнтерполяцiйна задача типу

Ермiта та Ермiта-Бiркхофа в гiльбертовому просторi з мiрою та в скiнчен-

новимiрному евклiдовому просторi.

В пiдроздiлi 4.1 у гiльбертовому просторi з мiрою побудовано полiном ти-

пу Ермiта у випадку, коли заданi значення нелiнiйного оператора та його

першi диференцiали Гато у вузлах. Доведено, теорему про iнтерполянт, що

має мiнiмальну норму на множинi iнтерполяцiйних полiномiв Ермiта з фi-

ксованими iнтерполяцiйними умовами. Узагальнено цю теорему для задачi

з довiльними iнтерполяцiйними умовами Ермiта. Показано, що iнтерполянт

мiнiмальної норми асимптотично зберiгає полiноми вiдповiдного степеня.

Розглянуто питання про точнiсть та збiжнiсть iнтерполяцiйного процесу

до полiномiального оператора в разi зростання кiлькостi вузлiв.

У пiдроздiлi 4.2 у гiльбертовому просторi з мiрою розглянуто iнтер-

поляцiйнi полiноми типу Ермiта, у випадку заданих значень нелiнiйного

оператора та його диференцiалiв Гато у вузлах до певного порядку вклю-

чно. Показано, що iнтерполянти асимптотично зберiгають багаточлени вiд-

повiдного степеня. Наведено iнтерполяцiйнi формули Ермiта-Бiркхофа та

Абеля-Гончарова, що є гранично iнварiантними вiдносно полiномiв. Данi

формули є альтернативою вiдомим операторним iнтерполянтам, набага-

то простiшi за конструкцiєю побудови та асимптотично iнварiантнi щодо

полiномiв вiдповiдного степеня. Наявнiсть оцiнок точностi дозволяє за-

стосовувати такi iнтерполянти для наближення полiномiальних, цiлих та

диференцiйованих операторiв.

У пiдроздiлi 4.3 розглянуто iнтерполяцiйнi задачi Ермiта в скiнченно-

вимiрному евклiдовому просторi у випадку, коли задано значення функцiї

багатьох змiнних та значення її диференцiалiв Гато до першого та до друго-

го порядкiв вiдповiдно у вузлах iнтерполяцiї. Показано, що цi задачi мають
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єдиний розв’язок мiнiмальної норми серед усiх iнтерполянтiв, що вiдповiд-

ають фiксованим iнтерполяцiйним умовам. Одержано умови iнварiантної

розв’язуваностi та єдиностi розв’язку цих задач. Показано, що iнтерполянт

мiнiмальної норми є розв’язком задачi Ермiта в умовах недовизначеностi,

тобто коли вихiдної iнформацiї недостатньо, щоб однозначно визначити iн-

терполяцiйний полiном.

У пiдроздiлi 4.4 у гiльбертовому просторi з мiрою доведено теорему про

iнтерполяцiйний полiном Ермiта-Бiркхофа, що має мiнiмальну норму серед

усiх iнтерполянтiв, якi вiдповiдають фiксованим iнтерполяцiйним умовам

та показано, що вiн є єдиним розв’язком вiдповiдної iнтерполяцiйної задачi.

У пiдроздiлi 4.5 у лiнiйному нескiнченновимiрному нормованому про-

сторi та в скiнченновимiрному евклiдовому просторi показано, що iнтер-

поляцiйний полiном Ермiта мiнiмальної норми мiстить фундаментальнi

полiноми. Дослiджено точнiсть iнтерполяцiйних формул Ермiта на полi-

номах вiдповiдного степеня в евклiдовому просторi.

У роздiлi 5 розглянуто розв’язання прикладних задач на пiдставi одер-

жаних результатiв в дисертацiйнiй роботi.

В пiдроздiлi 5.1 пропонуються новi критерiї сумiсностi лiнiйної системи

рiвнянь (еквiвалентнi теоремi Кронекера-Капеллi) та нерiвностей (еквiва-

лентнi теоремi С.М.Чернiкова), пов’язанi з умовами iснування лiнiйного

iнтерполяцiйного полiнома в евклiдових просторах.

В пiдроздiлi 5.2 знайдено умови iснування розв’язку систем нелiнiйних

(полiномiальних) рiвнянь в евклiдовому просторi та показано, що вони еквi-

валентнi умовам iснування iнтерполяцiйного полiнома першого степеня,

значення якого на спецiальних iнтерполяцiйних вузлах збiгаються з вiдпо-

вiдною лiнiйною системою алгебраїчних рiвнянь, тобто лiнiйною системою,

до якої зводиться система полiномiальних рiвнянь за допомогою замiни
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змiнних.

В пiдроздiлi 5.3 застосовано одержанi результати дисертацiйної роботи

до розв’язання прикладних задач: побудовано алгоритм для задачi оберне-

ної iнтерполяцiї для знаходження розв’язку лiнiйного операторного рiвня-

ння, розглянуто побудову поверхонь за допомогою iнтерполяцiйного полi-

нома мiнiмальної норми, на пiдставi цих результатiв розв’язано задачу про

визначення траєкторiї руху об’єкта.
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ДОДАТОК 2. РЕЗУЛЬТАТИ ОБЧИСЛЮВАЛЬНОГО

ЕКСПЕРИМЕНТУ ДО РОЗДIЛУ 5.3.1

Задача оберненої iнтерполяцiї

x′′(t)− tx(t) = −f(t), x(0) = x(1) = 0,

x∗(t) = xsin(πt), f(t) = −(π2 + 1)tsin(πt),

∆m = ∥x∗(t)− P (−f)∥C[0,1]

P (−f) =
⟨
x⃗,Γ−1

m l⃗(−f)
⟩
.

Рис. 1.1: m = 1,∆1 = 0, 2209665958 Рис. 1.2: m = 3,∆3 = 0, 0221711549

Рис. 1.3: m = 5,∆5 = 0, 0089698160 Рис. 1.4: m = 10,∆10 = 0, 0030220978
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Задача оберненої iнтерполяцiї

x′′(t)− (1 + cos(t))x(t) = −f(t), x(0) = x(1) = 0,

x∗(t) = xsin(πt), f(t) = −(cos(t) + π2 + 2)tsin(πt),

∆m = ∥x∗(t)− P (−f)∥C[0,1]

P (−f) =
⟨
x⃗,Γ−1

m l⃗(−f)
⟩
.

Рис. 1.1: m = 1,∆1 = 0, 1940637617 Рис. 1.2: m = 3,∆3 = 0, 01908881009

Рис. 1.3: m = 5,∆5 = 0, 006717596705
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Задача оберненої iнтерполяцiї

x′′(t)− t2x(t) = −f(t), x(0) = x(1) = 0,

x∗(t) = xsin(πt), f(t) = −(t+ π2 + 1)tsin(πt),

∆m = ∥x∗(t)− P (−f)∥C[0,1]

P (−f) =
⟨
x⃗,Γ−1

m l⃗(−f)
⟩
.

Рис. 1.1: m = 1,∆1 = 0, 2227782037 Рис. 1.2: m = 3,∆3 = 0, 02281985668

Рис. 1.3: m = 5,∆5 = 0, 0090383047 Рис. 1.4: m = 10,∆10 = 0, 0031306846
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ДОДАТОК 2. РЕЗУЛЬТАТИ ОБЧИСЛЮВАЛЬНОГО

ЕКСПЕРИМЕНТУ ДО РОЗДIЛУ 5.3.2

Побудова поверхонь

Рис. 1.1: z = x+ 2y − x2 + 4y2 Рис. 1.2: m = 6,∆6 = 0, 00000000

Рис. 1.3: m = 2,∆2 = 3, 507500000
Рис. 1.4: m = 4,∆4 = 2, 000000000
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Побудова поверхонь

Рис. 1.1: 4− sinx− z − y2 = 0, n = 2,m = 5,∆5 = 0, 0400102874

Рис. 1.2: 4− x2 − z2 − y2 = 0, n = 2,m = 4,∆4 = 0, 409966530
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Побудова поверхонь

Рис. 1.1: x2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 0, n = 3,m = 7,∆7 = 0, 5317677287
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Побудова траекторiї руху об’єкта

Рис. 1.1: m = 6, P
(1)
2 (γ)

Рис. 1.2: m = 6, P
(2)
2 (γ)

Рис. 1.3: Траекторiя
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