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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Задача полiномiальної iнтерполяцiї операторiв в аб-
страктних гiльбертових та скiнченновимiрних евклiдових просторах є актуаль-
ною проблемою прикладної математики.

Розв’язання задач iдентифiкацiї об’єктiв невiдомої структури, синтезу опти-
мальних систем (у формулюваннi Н. Вiнера) можна розглядати як варiанти
задач про наближення операторiв у вiдповiдних функцiональних просторах. Iн-
терполяцiя є одним iз методiв апроксимацiї операторiв.

Обґрунтуванням наближення полiномами неперервної функцiї однiєї змiнної
є теорема Вейєрштраса. У подальшому М. Стоун узагальнив цю теорему на клас
неперервних функцiй багатьох змiнних. Для неперервного функцiоналу анало-
гом теореми Вейєрштраса є теорема Фреше. П. Прентер доведено аналогiчну
теорему для неперервного оператора, що заданий на дiйсному сепарабельному
просторi. Для банахових просторiв такий результат одержаний В. Iстратеску та
I. К. Даугаветом. На пiдставi наведених теорем вивчення багатьох нелiнiйних
систем можна звести до їх полiномiального наближення. Вiдомi аналiтичнi ме-
тоди iдентифiкацiї, якi розроблено для лiнiйних систем, можна застосовувати
для полiлiнiйних та полiномiальних. Отже, теорiю полiномiального наближення
можна розглядати як зв’язок мiж лiнiйною та нелiнiйною теорiями.

Важливiсть дослiджень в областi полiномiальної iнтерполяцiї пiдтверджує-
ться багатьма прикладними задачами. На практицi досить часто зустрiчаються
нелiнiйнi системи, якi описуються операторними полiномами. Такi системи зна-
ходять численнi застосування в таких галузях як розпiзнавання образiв, еколо-
гiя, динамiка урбанiзацiї, економiка, нейрологiя, теорiї лазерiв, iнтелектуально-
му аналiзi даних, балiстицi, оптицi, тощо.

В теорiї наближення операторiв розроблено iнтерполяцiйнi методи апрокси-
мацiї функцiоналiв та операторiв як у функцiональних, так i у лiнiйних просто-
рах. Основнi результати, що стосуються цього питання, одержано такими авто-
рами, як С. Ю. Ульм, В. В. Полль, У. Портер, П. М. Прентер, П. I. Соболевський,
Л. А. Янович, В. Л. Рвачов, В. Л. Макаров, В. В. Хлобистов, О. М. Литвин,
P. Kergin, L. Fillipson, C. A. Michelli, I. I. Демкiв, Р. С. Хапко, А. П. Худяков,
G. Allasia.

Зазначимо деякi особливостi полiномiальної операторної iнтерполяцiї. На-
самперед, це неєдинiсть розв’язку iнтерполяцiйної задачi. На вiдмiну вiд класи-
чних iнтерполяцiйних формул, операторний iнтерполянт не зберiгає полiноми
вiдповiдного степеня. Властивiсть збереження багаточленiв вiдповiдного степе-
ня має важливе значення при одержаннi оцiнок точностi iнтерполяцiйних фор-
мул та дослiдженнi збiжностi iнтерполяцiйних процесiв у разi збiльшення числа
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вузлiв, а також для побудови квадратурних формул при обчисленнi контину-
альних iнтегралiв. Саме iнтерполяцiйнi полiноми з такою властивiстю можна
використовувати в задачах iдентифiкацiї, моделювання та для широкого класу
задач, що дозволяють звести вивчення нелiнiйної структури до вивчення його
полiномiального наближення.

Одним iз важливих аспектiв полiномiальної iнтерполяцiї є конструктивна
побудова операторного iнтерполянта, аналiз точностi та питання збiжностi iн-
терполяцiйних процесiв. Незначна кiлькiсть публiкацiй у цiй областi насамперед
обумовлена неабиякими труднощами дослiдження таких наближень.

У працях В. Л. Макарова, В. В. Хлобистова побудовано основи загальної те-
орiї полiномiальної операторної iнтерполяцiї в абстрактних гiльбертових та ве-
кторних просторах. Авторами розглянуто iнтерполяцiйнi операторнi задачi типу
Лагранжа, Ермiта та Ермiта-Бiркхофа: конструктивно побудовано всю множи-
ну iнтерполянтiв, одержано необхiднi та достатнi умови iснування операторного
iнтерполяцiйного полiному, описано всю множину операторних iнтерполяцiйних
полiномiв вiдповiдного степеня та з цiєї множини видiлено пiдмножину iнтерпо-
лянтiв, що зберiгають багаточлени вiдповiдного степеня, знайдено оцiнки точно-
стi та дослiджено збiжнiсть деяких iнтерполяцiйних процесiв. Оскiльки в цих
роботах побудовано всю множину iнтерполянтiв заданого степеня у довiльному
векторному просторi, то результати робiт авторiв, що наведенi вище, є частин-
ним випадком результатiв, одержаних В. Л. Макаровим та В. В. Хлобистовим.

При розв’язаннi задач, пов’язаних iз точнiстю iнтерполяцiї, у випадку до-
вiльної нелiнiйностi апроксимуючого оператора, результати мають у бiльшостi
випадкiв теоретичний iнтерес та малоефективнi на практицi. Якщо розгляну-
ти полiномiальну iнтерполяцiю у гiльбертовому просторi, то можна отримати
бiльш вагомi результати. Зауважимо, що при розв’язаннi прикладних задач по-
ширенi випадки, коли iнформацiя про оператор, що апроксимуємо, є збуреною, а
отже, постає питання про точнiсть iнтерполяцiйних формул та вплив неусувної
похибки на розв’язок задачi.

На практицi здебiльшого не вистачає iнформацiї про об’єкт, що дослiджуємо.
Як вiдомо, в скiнченновимiрному евклiдовому просторi для iснування єдиного
розв’язку iнтерполяцiйної задачi потрiбно виконання певних спiввiдношень мiж
числом вузлiв та степенем полiнома, тому застосувати класичнi iнтерполяцiй-
нi формули для такого випадку неможливо. До того ж, узагальнення класи-
чних iнтерполяцiйних формул для функцiй багатьох змiнних у разi збiгу кiль-
костi вузлiв iнтерполяцiї та розмiрностi простору полiномiв, на якому шукаємо
розв’язок, призводить до громiздких формул, якi є складними за реалiзацiєю.
Отже, в скiнченновимiрному евклiдовому просторi потребує вирiшення пробле-
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ма знаходження розв’язку iнтерполяцiйної задачi в умовах недовизначеностi.
Усе вище викладене обумовлює актуальнiсть та важливiсть теорiї полiномi-

альної операторної iнтерполяцiї у гiльбертовому та в скiнченновимiрному ев-
клiдовому просторах та доцiльнiсть її подальшого розвитку, а саме: вирiшення
проблеми пошуку розв’язку iнтерполяцiйних задач в умовах недовизначеностi,
знаходження умов iснування єдиного розв’язку та iнварiантної розв’язуваностi
поставленої задачi в скiнченновимiрному евклiдовому просторi; знаходження
оцiнок точностi iнтерполяцiйних формул та дослiдження збiжностi iнтерполя-
цiйних процесiв у гiльбертовому просторi з мiрою у разi збуреної вихiдної iнфор-
мацiї про оператор, що апроксимуємо, знаходження iнтерполянтiв, якi мають
властивiсть асимптотичного збереження полiномiв вiдповiдного степеня.

Ця дисертацiйна робота присвячена подальшому розвитку результатiв ро-
бiт В. Л. Макарова та В. В. Хлобистова та одержанню нових результатiв, що
пов’язанi з полiномiальною операторною iнтерполяцiєю.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Дисертацiйна робота виконана в рамках науково-дослiдної роботи № 97059

“Теорiя iнтерполяцiї нелiнiйних операторiв в гiльбертових просторах” (номер
державної реєстрацiї 0197U003075, термiн виконання 1998-2000 рр.) на кафе-
дрi методiв обчислювального експерименту факультету кiбернетики, науково-
дослiдної роботи № 16КФ015-02 “Теорiя i методи розробки iнтелектуальних iн-
формацiйних технологiй та систем” (державний номер реєстрацiї 0116U006378,
термiн виконання 2023-2025 рр.) на кафедрi математичної iнформатики, держ-
бюджетної теми № 022БФ015-03 “Обчислювальнi алгоритми i оптимiзацiя
для штучного iнтелекту, медицини та оборони” (державний номер реєстрацiї
0122U002026, термiн виконання 2023 р.) на кафедрi обчислювальної матема-
тики факультету комп’ютерних наук та кiбернетики Київського нацiонального
унiверситету iменi Тараса Шевченка.

Мета i завдання дослiдження.
Метою дисертацiйної роботи є розвиток теорiї полiномiальної операторної

iнтерполяцiї в гiльбертових та в скiнченновимiрних евклiдових просторах.
Завданнями роботи є:
— вирiшення проблеми пошуку розв’язку iнтерполяцiйних задач Лагранжа

та Ермiта в умовах недовизначеностi, одержання умов єдиностi розв’язку та
iнварiантної розв’язуваностi цих задач в скiнченновимiрному евклiдовому про-
сторi;

— дослiдження збiжностi iнтерполяцiйних процесiв та знаходження оцiнок
точностi iнтерполяцiйних формул Лагранжа у випадку збуреної вихiдної iнфор-
мацiї в гiльбертовому просторi з мiрою;
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— дослiдження точностi iнтерполяцiйних формул Лагранжа та Ермiта на
полiномах вiдповiдного степеня;

— розв’язання екстремальних задач на множинi iнтерполяцiйних полiномiв
Ермiта та Ермiта-Бiркхофа в гiльбертовому просторi з мiрою;

Об’єкт дослiджень — полiномiальнi, цiлi та нелiнiйнi оператори.
Предмет дослiджень — задачi операторної iнтерполяцiї типу Лагранжа, Ер-

мiта та Ермiта-Бiркхофа, збiжнiсть iнтерполяцiйних процесiв та оцiнки точностi
iнтерполяцiйних формул.

Методи дослiдження — методи функцiонального аналiзу, методи оператор-
ної iнтерполяцiї, теорiя матриць, методи обчислювальної математики.

Наукова новизна одержаних результатiв.
Основнi результати, якi визначають наукову новизну дисертацiйного дослi-

дження i виносяться на захист, полягають у тому, що:
вперше:
— вирiшено проблему пошуку розв’язку iнтерполяцiйних задач Лагранжа та

Ермiта в умовах недовизначеностi в скiнченновимiрному евклiдовому просторi:
знайдено умови iнварiантної розв’язуваностi iнтерполяцiйної задачi. Показано,
що розв’язок є єдиним та має мiнiмальну норму серед усiх iнтерполянтiв при
фiксованих iнтерполяцiйних умовах;

— доведено, що в гiльбертовому просторi з мiрою загалом вiдсутня збiжнiсть
iнтерполяцiйного процесу Лагранжа з мiнiмальною нормою до полiномiального
оператору, при цьому похибка iнтерполяцiї може бути зроблена як завгодно ма-
лою величиною, знайдено систему вузлiв iнтерполяцiї, для якої iнтерполяцiйний
процес є збiжним, дослiджено точнiсть та збiжнiсть iнтерполяцiйного процесу
Ермiта;

— одержано оцiнки точностi iнтерполяцiї полiномiальних, цiлих операторiв
в гiльбертовому просторi з мiрою та полiномiальних, цiлих функцiоналiв, що

визначенi на просторах L2(0, 1),
0

W 1
2 (0, π) у випадку збуреної вихiдної iнформацiї

та одержано кiлькiсть iнтерполяцiйних вузлiв, перевищення якої не покращує
точностi iнтерполяцiї;

— у лiнiйному топологiчному просторi знайдено умови iснування контину-
альних вузлiв для iнтерполяцiйного полiному iнтегрального вигляду;

— у гiльбертовому просторi побудовано iнтерполянти Лагранжа, Ермiта та
Ермiта-Бiркхофа, що є асимптотично точними на полiномах вiдповiдного сте-
пеня;

— розв’язано екстремальнi задачi на множинi iнтерполяцiйних полiномiв Ер-
мiта та Ермiта-Бiркхофа в гiльбертовому просторi з мiрою;
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— дослiджено точнiсть iнтерполяцiйних формул мiнiмальної норми Лагран-
жа та Ермiта на полiномах вiдповiдного степеня в лiнiйному нескiнченнови-
мiрному просторi iз скалярним добутком та в скiнченновимiрному евклiдовому
просторi. Доведено, що iнтерполяцiйнi формули мiстять фундаментальнi полi-
номи;

— знайдено новi критерiї сумiсностi лiнiйної системи рiвнянь та нерiвностей,
якi пов’язанi з умовами iснування лiнiйного iнтерполяцiйного полiнома в евклi-
дових просторах. Знайдено умови iснування розв’язку систем нелiнiйних (полi-
номiальних) рiвнянь.

Удосконалено методи дослiдження збiжностi iнтерполяцiйних процесiв та до-
ведення оцiнок точностi iнтерполяцiйних формул у випадку збуреної вихiдної
iнформацiї про оператор, що апроксимуємо, в гiльбертовому просторi з мiрою.

Набула подальшого розвитку теорiя операторної iнтерполяцiї в гiльбертових
та скiнченновимiрних евклiдових просторах.

Практичне значення одержаних результатiв.
Дисертацiйна робота має теоретичний характер. Результати дисертацiйно-

го дослiдження можуть знайти практичне застосування при розв’язаннi при-
кладних задач таких, як: iдентифiкацiя систем, розпiзнавання образiв, еколо-
гiї, балiстики, економiки, геодезiї, нейрологiї, теорiї лазерiв, тощо. Iншим на-
прямом використання одержаних результатiв є застосування побудованих на
континуальнiй множинi вузлiв iнтерполяцiйних полiномiв для обчислення кон-
тинуальних iнтегралiв. Науковi та прикладнi результати дисертацiйної роботи
використовуються в навчальному процесi факультету комп’ютерних наук та кi-
бернетики Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка при
викладаннi курсiв “Iдентифiкацiя систем при детермiнованих впливах” для сту-
дентiв кафедри обчислювальної математики, “Технологiї чисельного моделюва-
ння”, “Методи негладкої оптимiзацiї” для студентiв освiтньої програми “При-
кладна математика“ освiтнього ступеня “Магiстр”. Також цi результати можуть
знайти застосування в навчальних процесах фiзико-математичних факультетiв
iнших закладiв вищої освiти України та закордонних наукових установ.

Особистий внесок здобувача.
Загальний план дослiдження, його основний напрям визначено доктором

фiзико-математичних наук, професором Хлобистовим В. В. Усi основнi науковi
результати дисертацiйної роботи одержано автором самостiйно. В роботах [1 -
4, 6 - 8, 14 - 17], що виконанi у спiвавторствi з Хлобистовим В. В., якому
належить постановки задач, особистий внесок здобувача полягає в доведеннi те-
оретичних результатiв; в [5] здобувачем написано вступ, наведено приклади до
доведених теорем та зроблено висновки; [9 - 11] здобувачу належить побудова
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iнтерполянтiв Ермiта та Ермiта-Бiркхофа степеня бiльше другого та доведен-
ня теорем про асимтотичне збереження iнтерполянтом полiномiв вiдповiдного
степеня; в роботi [12] здобувачем доведено теореми, всi основнi твердження ро-
боти доведенi з рiвноцiнним внеском кожного iз спiвавторiв; у [13] автору нале-
жить постановка задачi, побудова iнтерполяцiйних полiномiв Ермiта та Ермiта-
Бiркхофа; у [18] спiвавторам належить постановка задачi, iдея доведення тео-
рем щодо систем нерiвностей належить В. Л. Макарову, здобувачем доведено
теоретичнi результати. Статтi без спiвавторiв виконанi самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї.
Основнi результати дисертацiї доповiдались та обговорювалися на мiж-

народних наукових конференцiях та семiнарах, серед яких: Мiжнародна на-
укова конференцiя iменi академiка М. Кравчука, (м. Київ, Україна, 2002,
2004, 2006 рр.); Мiжнародна конференцiя “Обчислювальна та прикладна ма-
тематика” (м. Київ, Україна, 2002, 2009, 2011, 2014, 2022 рр.); Мiжнародна
конференцiя “Питання оптимiзацiї обчислень” (ПОО – ХХХII, м. Кацивелi,
Україна, 2005 р.); International Conference “Problems of Decision Making under
Uncertainties” (PDMU – 2011, 2021, Skhidnytsia, Ukraine); XVII International
Conference “Dynamical System Modelling and Stability Investigation: Modelling
and Stability” (DSMSI, Kyiv, Ukraine, 2015); XXXV International Conference
“Problems of Decision Making under Uncertainties” (PDMU – 2020, Baku-Sheki,
Republic of Azerbaijan, 2020); XXXVII International Conference “Problems of
Decision Making under Uncertainties” (PDMU – 2022, Sheki–Lankaran, Republic
of Azerbaijan, 2022); науковий семiнар “Обчислювальна та прикладна матема-
тика” кафедри обчислювальної математики Київського нацiонального унiвер-
ситету iменi Тараса Шевченка (керiвник — член-кореспондент НАН України
С. I. Ляшко, 2023); науковий семiнар “Методи обчислювальної математики” iн-
ституту кiбернетики iменi В. М. Глушкова (керiвники — академiк НАН Украї-
ни В. К. Задiрака, академiк НАН України О. М. Хiмiч, проф. А. В. Гладкий,
2022); науковий семiнар Науково-дослiдного вiддiлу системної математики
Iнституту прикладного системного аналiзу Нацiонального технiчного унiверси-
тету України “Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського” (ке-
рiвник — проф. П. О. Касьянов, 2022).

Публiкацiї.
Основнi результати дисертацiї опублiковано у 36 наукових працях, серед

яких: 23 статi у наукових фахових виданнях України [1 - 23], 10 статей у видан-
нях, що iндексуються мiжнародними наукометричними базами Scopus та Web of
Science Core Collection [1, 3, 6, 12, 14, 17 – 19, 21, 22], зокрема 5 статей опублiко-
вано без спiвавторiв, 13 праць та тез доповiдей наукових конференцiй [24 - 36].
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Структура i обсяг дисертацiї.
Дисертацiйна робота складається з анотацiї, вступу, п’яти роздiлiв, виснов-

кiв, списку використаних джерел та додаткiв. Загальний обсяг дисертацiї стано-
вить 314 сторiнок, з них основного тексту — 248 сторiнок. Список використаних
джерел налiчує 244 найменування та займає 31 сторiнку, 5 додаткiв розмiщеноно
на 16 сторiнках.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї, зазначено зв’язок ро-
боти з науковими програмами, темами; визначено мету, завдання, об’єкт, пре-
дмет, методи дослiдження, розкрито наукову новизну, практичне значення одер-
жаних результатiв; наведено характеристику апробацiй i публiкацiй дисертанта,
у яких вiдображено основнi положення роботи, структуру та обсяг дисертацiї.

У першому роздiлi розглянуто постановку задач операторної iнтерполя-
цiї типу Лагранжа, Ермiта, Ермiта-Бiркхофа, проведено аналiз лiтературних
джерел, що присвяченi питанням полiномiальної операторної iнтерполяцiї та
наведено змiст дисертацiї по роздiлах.

У другому роздiлi для iнтерполяцiйної задачi Лагранжа дослiджено пи-
тання про точнiсть та збiжнiсть iнтерполяцiйного процесу в гiльбертовому про-
сторi з мiрою у випадку збуреної вихiдної iнформацiї, в скiнченновимiрному ев-
клiдовому просторi розв’язано задачу iнтерполяцiї в умовах недовизначеностi та
знайдено умови єдиностi розв’язку та iнварiантної розв’язуваностi поставленої
задачi. У лiнiйному нескiнченновимiрному просторi зi скалярним добутком та
в скiнченновимiрному евклiдовому просторi дослiджено точнiсть формули Ла-
гранжа на полiномах вiдповiдного степеня. Показано, що iнтерполяцiйна фор-
мула мiстить фундаментальнi полiноми Лагранжа.

Зокрема, у пiдроздiлi 2.1 доведено, що в загальному випадку вiдсутня збi-
жнiсть iнтерполяцiйного процесу, але похибка iнтерполяцiї може бути зроблена
як завгодно малою величиною.

Нехай X, Y — гiльбертовi простори (X є сепарабельним), µ — деяка мiра
на X така, що її перший момент дорiвнює нулю, а другий обмежений, B —
кореляцiйний оператор мiри, вiн є ядерним, KerB = ∅. Позначимо через Πn

множину неперервних операторних полiномiв степеня n вигляду:

Πn =
{
Pn(x) : Pn(x) = L0 + L1x+ L2x

2 + · · ·+ Lnx
n
}
, (1)

де L0 ∈ Y, Lkx
k = Lk(x, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸

k

), k = 1, n, Lk(x1, x2, . . . , xk) — неперервна,

симетрична k-лiнiйна операторна форма. Оснастимо множину Πn скалярним
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добутком

(P1, P2)H =
n∑

k=0

∫
X

· · ·
∫
X

(
L
(1)
k (v1, . . . , vk), L

(2)
k (v1, . . . , vk)

)
Y
µ(dvk) · · ·µ(dv1) (2)

та нормою
∥P∥H = (P, P )

1
2

H ,

L
(1)
k , L

(2)
k — k-лiнiйнi операторнi форми полiномiв P1, P2 вiдповiдно, (·, ·)Y —

скалярний добуток в Y .
Нехай {ei}∞i=1 — система власних ортонормованих елементiв оператора

B, {λi}∞i=1 — система вiдповiдних власних значень, λi > 0, i = 1, 2, . . . ,

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · . Нехай надалi xi =
ei√
λi

, тодi Bxi =
√
λiei, i = 1, 2, . . . . Введемо

матрицю

Γm =

∥∥∥∥∥
n∑

k=0

(Bxi, xj)
k
X

∥∥∥∥∥
m

i,j=1

,

де (·, ·)X — скалярний добуток в X. Оператор F : X → Y заданий своїми
значеннями F (Bxi), i = 1,m. Визначимо задачу полiномiальної операторної
iнтерполяцiї таким чином: знайти полiном P I ∈ Πn, для якого виконуються
iнтерполяцiйнi умови

P I(Bxi) = F (Bxi), i = 1,m. (3)

Позначимо F = {F (Bxi)}mi=1, Z — матрицю, рядками якої є координа-
ти власних векторiв матрицi Γ, що вiдповiдають нульовим власним числам.
Нехай виконується умова iснування розв’язку задачi (3), яка отримана в роботах
В. Л. Макарова, В. В. Хлобистова

ZF = 0.

Наведемо основнi результати цього пiдроздiлу.
Теорема 1. У гiльбертовому просторi з мiрою в загальному випадку вiд-

сутня збiжнiсть iнтерполяцiйного процесу

P ∗(x) =

〈
F ,Γ−1

m

n∑
k=0

{(xi, x)kX}mi=1

〉
(4)

до оператора F ∈ Πn, де ⟨z, α⟩ =
m∑
i=1

ziαi, ⟨⟨u, v⟩⟩ =
m∑
i=1

(ui, vi)Y ,

z = {zi}mi=1, u = {ui}mi=1, v = {vi}mi=1 ∈ Y m, α = {αi}mi=1 ∈ Rm.
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Якщо ж n = 1, то iнтерполяцiйний процес збiгається до оператора P ∗ в
метрицi простору H коли m→ ∞.

У працях В. В. Хлобистова доведено, що iнтерполянт (4) має мiнiмальну
норму на множинi iнтерполяцiйних полiномiв

ΠI
n =

{
P : P ∈ Πn, P (Bxi) = F (Bxi), i = 1,m

}
,

тобто є розв’язком екстремальної задачi

∥P ∗∥2H = min
P∈ΠI

n

∥P∥2H =
〈〈
Γ−1
m F , F

〉〉
.

У подальшому в цьому пiдроздiлi показано, що в сепарабельному гiльберто-
вому просторi X похибка iнтерполяцiї може бути як завгодно малою величиною.

Теорема 2. Для будь-якого ε > 0 iснує такий номер M = M(ε) i така
гаусова мiра µ = µ(ε) на гiльбертовому сепарабельному просторi X, що коли
m > M , то

∆m = ∥F − P ∗∥H < ε,

де F ∈ Πn, ∥ · ∥H визначається континуальним iнтегралом за гаусовою
мiрою µ.

У пiдроздiлi 2.2 для дослiдження збiжностi iнтерполяцiйного процесу за
вузли iнтерполяцiї було обрано множину ℵ(m):

ℵ(m) =
{
Bx0 = 0, Bxi = ei1 + ei2 + · · ·+ eik, k = 1, n, ij = 1,m, m ≥ n

}
, (5)

де {ei}mi=1 — ортонормована система елементiв iз X, число елементiв множини

ℵ(m) дорiвнює 1+N ,N =
n∑

k=1

Ck
m+k−1. Розглянемо iнтерполяцiйний операторний

полiном, який побудовано за системою вузлiв Bxi, i = 0, N, вигляду

P I
n(x) =

n∑
k=0

Lk

(
m∑

ik=1

(x, eik)Xeik

)k

=

=
n∑

k=0

m∑
i1,i2,...,ik=1

Lk(ei1, ei2, . . . , eik)(x, ei1)X(x, ei2)X · · · (x, eik)X , (6)

де Lk(ei1, ei2, . . . , eik) визначаються за допомогою рекурентної процедури.

Ln(ei1, ei2, . . . , ein) =
1

n!
{Fn(ei1 + ei2 + · · ·+ ein)+

+
[
Fn(ei1 + ei2 + · · ·+ ein−1

) + · · ·+ Fn(ei2 + ei3 + · · ·+ ein)
]
−
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−
[
Fn(ei1 + ei2 + · · ·+ ein−2

) + · · ·+ Fn(ei3 + ei4 + · · ·+ ein)
]
+ · · ·+

+(−1)n−1 [Fn(ei1) + Fn(ei2) + · · ·+ Fn(ein)] + (−1)nFn(0)
}
, (7)

для знаходження Ln−1(ei1, ei2, . . . , ein−1
) замiнемо у формулi (7) n на n − 1, а

значення Fn(x) на множинi вузлiв ℵ(m) на

Fn(x)−
m∑

i1,i2,...,in=1

Ln(ei1, ei2, . . . , ein)(x, ei1)(x, ei2) · · · (x, ein)

i т.д.
Теорема 3. Iнтерполяцiйнi полiноми P I

n(x) та P ∗
n(x), що побудованi на

множинi вузлiв ℵ(m), тотожно спiвпадають.
Ця теорема є пiдґрунтям для одержання в подальшому оцiнок точностi та

дослiдження збiжностi iнтерполяцiйного процесу в гiльбертовому просторi.
Нехай тепер F (x) = Fn(x) — полiномiальний оператор iз множини Πn. В

роботi довiдено збiжнiсть iнтерполяцiйного процесу мiнiмальної норми на по-
слiдовностi вузлiв ℵ(m) у разi m→ ∞.

Теорема 4. Має мiсце рiвнiсть

lim
m→∞

∥Fn − P ∗
n∥H = 0.

У пiдроздiлi 2.3 розглянуто задачу iнтерполяцiї (3) для нелiнiйного опе-
ратора F : X → Y , що заданий своїми значеннями F (Bxi) ∈ Y, i = 0, N, на
множинi вузлiв ℵ(m). Розв’язок задачi (3) знайдено у виглядi

Pmn(x;F ) =
n∑

k=0

m∑
i1,i2,...,ik=1

ai1i2...ik(F )(x, ei1)(x, ei2) · · · (x, eik), (8)

де ai1i2...ik(F ) ∈ Y — невiдомi коефiцiєнти, що є симетричними вiдносно своїх
iндексiв та визначаються на пiдставi рекурентної процедури (7).

Теорема 5. Послiдовнiсть iнтерполяцiйних полiномiв типу Лагранжа (8)
(m = n, n+ 1), . . . має властивiсть

lim
m→∞

Pmn(x;F ) = Fn(x), ∀x ∈ X.

У теоретичних дослiдженнях властивiсть збереження iнтерполянтом полiно-
мiв вiдповiдного степеня має важливе значення для отримання оцiнок точно-
стi iнтерполювання та теорем про збiжнiсть iнтерполяцiйних процесiв у разi
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збiльшення кiлькостi вузлiв. При розв’язаннi прикладних задач iнтерполянти
з такою властивiстю використовують для побудови квадратурних формул при
обчисленнi континуальних iнтегралiв.

У пiдроздiлi 2.4 знайдено оцiнки точностi iнтерполяцiйних формул для
полiномiальних та цiлих операторiв у випадку наближених їх вузлових значень.

Нехай X — сепарабельний гiльбертовий простiр, Y є предгiльбертовим, зна-
чення оператора F ∈ Πn у вузлах {Bxi}Ni=0 iз множини ℵ(m) заданi iз похибками
δi, i = 0, N, тобто

F̃ (Bxi) = F (Bxi) + δi, i = 0, N.

Iнтерполянт, який побудований на послiдовностi вузлiв ℵ(m) у випадку збуре-
них вихiдних даних, має вигляд

P̃ I
n(x) =

n∑
k=0

m∑
i1,i2,...,ik=1

L̃k(ei1, ei2, . . . , eik)(x, ei1)(x, ei2) . . . (x, eik), (9)

де операторнi форми L̃k(ei1, ei2, . . . , eik) визначаються за допомогою рекурентної
процедури (7) на пiдставi значень F̃ (Bxi). Оскiльки iнтерполяцiйний полiном
P̃ I
n є лiнiйним за F , то його можна записати у такому виглядi

P̃ I
n(x) = P I

n(x) + P (δ)
n (x), (10)

де полiном P I
n(x) iнтерполює оператор, значення якого у вузлах дорiвнюють

F (Bxi), а iнтерполянт P
(δ)
n (x) апроксимує оператор, значення якого у вузлах

дорiвнюють δi, i = 0, N .
Теорема 6. Нехай значення полiномiального оператора (що iнтерполює-

мо) у вузлах Bxi, i = 0, N, задано наближено: F̃ (Bxi) = F (Bxi) + δi, i = 0, N .
Тодi оцiнка точностi iнтерполювання полiномом (9) в нормi, що породжена
скалярним добутком (2), визначається нерiвнiстю

∥F − P̃ I
n∥2H < α

∞∑
i=m+1

λi + βδ, (11)

де TrB =
∞∑
k=1

λk, α =
n∑

k=1

k2∥Lk∥2(TrB)k−1, β =
n∑

k=0

c2k(TrB)k, δ = max
0≤i≤N

∥δi∥2Y .

Позначимо E(x) — цiлу частину числа x.
Теорема 7. Нехай оператор B визначається за формулою

Bx =
∞∑
k=1

λk(x, ek)ek, λk > 0,
∞∑
k=1

λk <∞, (12)



12

де λk = qk, q ∈ (0, 1), значення оператора, що iнтерполюємо, у вузлах Bxi,

i = 0, N, з множини ℵ(m) задано наближено F̃ (Bxi) = F (Bxi) + δi, i = 0, N .
Тодi у разi виконання нерiвностi

m > m0 = E

(
logq

β

α
(1− q)δ

)
− 1,

точнiсть iнтерполяцiї не покращується в сенсi оцiнки (11).
Нехай тепер F : X → Y — цiлий оператор, тобто має вигляд

F (x) = L0 + L1x+ · · ·+ Lnx
n + · · · , (13)

а числовий ряд ∥L0∥ + ∥L1∥ · ∥x∥ + · · · + ∥Ln∥ · ∥x∥n + · · · збiгається для всiх
x ∈ X. Позначимо Π∞ множину цiлих операторiв (13) та на цiй множинi введемо
скалярний добуток

(F1, F2)H =
∞∑
k=0

∫
X

· · ·
∫
X

(
L
(1)
k (v1, . . . , vk), L

(2)
k (v1, . . . , vk)

)
Y
µ(dv1) · · ·µ(dvk)

(14)
i норму ∥F∥H = (F, F )

1/2
H , де L(1)

k , L
(2)
k — k–лiнiйнi неперервнi симетричнi опера-

торнi форми, що вiдповiдають операторам F1, F2 ∈ Π∞. Нехай оператор F ∈ Π∞
заданий у вузлах Bxi, i = 0, N з множини ℵ(m) збуреними значеннями

F̃ (Bxi) = F (Bxi) + δi, δi ∈ Y, i = 0, N.

У цьому випадку розв’язок P̃ I
n(x, F ) iнтерполяцiйної задачi (3) матиме вигляд

(9), де L̃k(ei1, ei2, . . . , eik) визначаються за рекурентною процедурою (7) на пiд-
ставi значень F̃ (Bxi), i = 0, N. Цiлий оператор F ∈ Π∞ подамо у виглядi

F (x) = Fn(x) +Rn(x), Fn ∈ Πn,

де
Rn(x) = Ln+1x

n+1 + Ln+2x
n+2 + · · · .

Тодi
F̃ (Bxi) = Fn(Bxi) +Rn(Bxi) + δi.

Теорема 8. У випадку збурених значень цiлого оператора F (x) у вузлах
Bxi, i = 0, N iз ℵ(m), оцiнка точностi iнтерполяцiї F (x) полiномом (9) в
метрицi, що породжена скалярним добутком (14), визначається за формулою

∥F − P̃ I
n∥H <

[
n∑

k=1

k2∥Lk∥2(TrB)k−1
∞∑

i=m+1

λi

]1/2
+
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+

[ ∞∑
k=n+1

∥Lk∥2(TrB)k + max
0≤i≤N

∥Rn(Bxi)∥2Y
n∑

k=0

c2k(TrB)k

]1/2
+

+

[
max
0≤i≤N

∥δi∥2Y
n∑

k=0

c2k(TrB)k

]1/2
, (15)

де TrB =
∞∑
k=1

λk, ck = αk(1 + αk+1) + · · · (1 + αn), αk = 2k/k!, k = 1, n, c0 = 1.

Послiдовностi

S2
n =

n∑
k=1

c2k(TrB)k, U 2
n =

n∑
k=1

k2c2k(TrB)k

є збiжними у разi n→ ∞. Позначимо S2 = lim
n→∞

S2
n, U 2 = lim

n→∞
U 2
n.

Оскiльки F ∈ Π∞, то ряд
∑

∥Lk∥2(TrB)k збiгається, коли n→ ∞. Нехай φ2
n

— залишок цього ряду пiсля n-го члена. Як наслiдок теореми 8, справджуються
такi теореми.

Теорема 9. Нехай заданi збуренi значення оператора F ∈ Π∞ у вузлах
iнтерполяцiї Bxi, i = 0, N , iз ℵ(m) та виконуються умови:

max
0≤i≤N

∥δi∥2Y ≤ δ2, max
0≤i≤N

∥Rn(Bxi)∥2Y ≤ ψ2
n,

m = 1, 2, . . . . Тодi має мiсце нерiвнiсть

lim
m→∞

∥F − P̃ I
n∥H ≤

[
φ2
n + (S2 − 1)ψ2

n

]1/2
+ Sδ. (16)

Теорема 10. Нехай виконуються умови теореми 9 та ψn → 0 монотонно
у разi n → ∞. Тодi у випадку збурених значень оператора F ∈ Π∞ у вузлах
Bxi, i = 0, N, точнiсть iнтерполяцiї не покращується у сенсi оцiнки (16),
коли n ≥ n0, де n0 — максимальне цiле число, що вiдповiдає нерiвностi

φ2
n + (S2 − 1)ψ2

n ≥ S2δ2.

Доведено, що у випадку, коли оператор B визначається за формулою (12) та

n > n0 = E

2log q2

1− q

(Sδ)− 2log q2

1− q

[
1− q

1− q − q3
+

S2 − 1

(1− q)2

]− 1,

де 1 − q − q3 > 0, q ̸= (
√
5 − 1)/2, точнiсть iнтерполяцiї цiлого оператора F в

метрицi простору H не покращується в сенсi оцiнки

lim
m→∞

∥F − P̃ I
n∥H ≤

{(
q2

1− q

)n+1 [
1− q

1− q − q3
+

S2 − 1

(1− q)2

]}1/2

+ Sδ.
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У пiдроздiлi 2.5 для цiлого та полiномiального функцiоналiв, якi визначенi
на просторi L2(0, 1), у випадку збуреної вихiдної iнформацiї та наближеного
обчислення скалярних добуткiв, що мiстяться в iнтерполяцiйнiй формул (9),
дослiджено точнiсть формули Лагранжа.

Нехай функцiонал F ∈ Π∞, F : L2(0, 1) → R1 заданий на множинi вузлiв
ℵ(m) збуреними значеннями:

F̃ (Bxi) = F (Bxi) + δi, δi ∈ R1, i = 0, N,

та наближено обчислюються скалярнi добутки в просторi L2(0, 1)

(̃x, ei) = (x, ei) + ∆i, i = 0, N.

За такої постановки задачi iнтерполяцiйний полiном (6) запишеться у виглядi

P̃ I
n(x) =

n∑
k=0

m∑
i1,i2,...,ik=1

L̃I
k(ei1, ei2, . . . , eik)(̃x, ei1)(̃x, ei2) · · · (̃x, ei1), (17)

де L̃I
k(ei1, ei2, . . . , eik) обчислюються за рекурентними формулами (7), але замiсть

значень функцiонала F (xi) використовують збуренi значення F̃ (xi). У формулi
(14) скалярний добуток (·, ·)Y у просторi Y = R1 визначимо як добуток чисел.
В подальшому припустимо, що

|∆i| ≤
C

ir
, C = const, r > 1.

Така оцiнка точностi має мiсце, наприклад, для квадратурної формули обчи-
слення i-го коефiцiєнта Фур’є функцiй iз класу Лiпшиця у випадку, коли в цiй
квадратурнiй формулi кiлькiсть промiжкiв розбиття вiдрiзку iнтегрування бiль-
ше за величину ir, r > 1. Оскiльки iнтерполяцiйний полiном P̃ I

n(x) як оператор
по F є лiнiйним, то з точнiстю до членiв першого порядку малостi вiдносно
величин ∆i, i = 0, N, та δi, i = 0, N, його можна записати у виглядi

P̃ I
n(x) = P I

n(x) + P (δ)
n (x) + P

(∆)
n−1(x), (18)

де значення полiнома P I
n(x) у вузлахBxi, i = 0, N, дорiвнюють F (Bxi), i = 0, N,

значення полiнома P (δ)
n (Bxi) дорiвнюють δi, i = 0, N, а полiном P

(∆)
n−1(x) визна-

чається у такий спосiб:

P
(∆)
n−1(x) =

n−1∑
k=0

k
m∑

i1,i2,...,ik=1

LI
k(ei1, ei2, . . . , eik)(x, ei1)(x, ei2) · · · (x, eik−1

)∆ik.
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Теорема 11. Нехай заданi збуренi значення функцiонала F : L2(0, 1) → R1,
F ∈ Π∞ на множинi вузлiв ℵ(m): F̃ (Bxi) = F (Bxi) + δi, i = 0, N, та нехай
виконуються нерiвностi

|F̃ (Bxi)| ≤ K = const, |∆i| ≤
C

ir
, r > 1, |δi| ≤ δ, ∀i, i = 0, N, (19)

скалярнi добутки у формулi (17) обчислюються наближено. Тодi оцiнка то-
чностi iнтерполяцiї полiномом (17) в метрицi простору H визначається не-
рiвнiстю ∥∥∥F − P̃ I

n

∥∥∥ < { n∑
k=1

k2∥Lk∥2(TrB)k−1
∞∑

i=m+1

λi

}1/2

+

+

{ ∞∑
k=n+1

∥Lk∥2(TrB)k + max
0≤i≤N

∥Rn(xi)∥2Y
n∑

k=1

c2k(TrB)k

}1/2

+

+

{
max
0≤i≤N

∥δi∥2Y
n∑

k=0

c2k(TrB)k

}1/2

+ Cζ(r)(K + δ)

{
n−1∑
k=0

k2c2k(TrB)k−1

}1/2

,

де ζ(r) — функцiя Рiмана. Якщо ж виконується нерiвнiсть

|Rn(xi)|2 ≤ ψ2
n,

то має мiсце оцiнка

lim
m→∞

∥F − P̃ I
n∥ ≤

{
φ2
n + (S2 − 1)ψ2

n

}1/2
+ Sδ + Cζ(r)U(K + δ).

Для полiномiального функцiоналу Fn : L2(0, 1) → R1, значення якого у
вузлах iнтерполяцiї задано наближено, доведено такий результат.

Теорема 12. Нехай заданi збуренi значення функцiоналу Fn : L2(0, 1) → R1,
F ∈ Πn на множинi вузлiв ℵ(m): F̃n(Bxi) = Fn(Bxi) + δi, i = 0, N, скалярнi
добутки в L2(0, 1) обчислюються наближено: (̃x, ei) = (x, ei)+∆i, i = 0, N, та
виконуються нерiвностi (19). Тодi оцiнка точностi iнтерполяцiї функцiонала
Fn(x) полiномом (17) в метрицi простору H з точнiстю до членiв першого
порядку малостi вiдносно величин δi та ∆i, i = 0, N, визначається за форму-
лою

∥Fn − P̃ I
n∥H <

{
αn

∞∑
i=m+1

λi + βnδ

}1/2

+ Cζ(r)(K + δ)Un−1. (20)

Нехай оператор B визначається збiжним рядом (12). Використовуючи оцiн-
ку точностi iнтерполювання (20), одержано формулу для визначення кiлькостi
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ортонормованих вузлiв m0, перевищення якої не покращує цю оцiнку:

m0 = E

(
logq

βnδ
2 + C2ζ2(r)U 2

n−1(K + δ)2

αn
(1− q)

)
− 1.

У пiдроздiлi 2.6 знайдено оцiнки точностi для цiлих та полiномiальних

функцiоналiв, що визначенi на просторi
0

W 1
2 (0, π) у випадку збуреної вихiдної

iнформацiї та наближеного обчислення скалярних добуткiв

(̃x, ei) = (x′, e′i)L2(0,π) + (x, ei)L2(0,π) +∆i, i = 0, N, (21)

в просторi
0

W 1
2 (0, π). Одержано кiлькiсть iнтерполяцiйних вузлiв, перевищен-

ня якої не покращує похибку iнтерполяцiї в сенсi отриманих оцiнок. Наведемо
основнi результати цього роздiлу. Нехай

∆i = ∆1
i +∆2

i , i = 0, N,

∆1
i — похибка обчислення першого iнтегралу в правiй частинi (21), ∆2

i — другого.
Теорема 13. Нехай на множинi вузлiв ℵ(m) заданi наближенi значення

F̃ (Bxi), i = 0, N, цiлого функцiоналу F :
0

W 1
2 (0, π) → R1,

F̃ (Bxi) = F (Bxi) + δi, |F̃ (Bxi)| ≤ K = const; |δi| ≤ δ∀i, i = 0, N,

скалярнi добутки в (17) обчислюються наближено (̃x, ei) = (x, ei) + ∆i,
i = 0, N, та виконуються нерiвностi

|∆1
i | <

C1

ir−1
, |∆2

i | <
C2

ir
, r > 2, Ck = const, k = 1, 2. (22)

Тодi, з точнiстю до членiв першого порядку малостi включно вiдносно величин
δi та ∆i, i = 0, N, має мiсце оцiнка

∥F − P̃ I
n∥H <

{
n∑

k=1

k2∥Lk∥2(TrB)k−1
∞∑

i=m+1

λi

} 1
2

+

+

{ ∞∑
k=n+1

∥Lk∥2(TrB)k + max
0≤i≤N

|Rn(xi)|2
n∑

k=1

c2k(TrB)k

} 1
2

+

+

{
max
0≤i≤N

|δi|2
n∑

k=0

c2k(TrB)k

} 1
2

+
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+ {C1ζ(r − 1) + C2ζ(r)} (K + δ)

{
n−1∑
k=1

k2c2k(TrB)k−1

} 1
2

, (23)

де ζ(r) — функцiя Рiмана, ck = αk(1 + αk+1) · · · (1 + αn), αk =
2k

k!
, k = 1, n.

Теорема 14. Нехай заданi наближенi значення полiномiального

функцiоналу Fn :
0

W
1

2 → R1 на множинi ℵ(m),

F̃n(Bxi) = Fn(Bxi) + δi, |F̃n(Bxi)| ≤ K = const, |δi| ≤ δ∀i, i = 0, N,

скалярнi добутки в (17) обчислюються наближено та виконуються спiввiд-
ношення (22). Тодi з точнiстю до членiв першого порядку малостi вiдносно
величин δi та ∆i справедлива оцiнка

∥Fn − P̃ I
n∥H <

{
αn

∞∑
i=m+1

λi + βnδ
2

} 1
2

+ {C1ζ(r − 1) + C2ζ(r)}Un−1 (K + δ) ,

(24)
де

αn =
n∑

k=1

k2∥Lk∥2(TrB)k−1, βn =
n∑

k=0

c2k(TrB)k.

На пiдставi оцiнок (23), (24) знайдено кiлькiсть вузлiв iнтерполяцiї переви-
щення якої не покращує точностi iнтерполювання.

У пiдроздiлi 2.7 розв’язано iнтерполяцiйну задачу Лагранжа в скiнчен-
новимiрному евклiдовому просторi Ek, k > 1 в умовах недовизначеностi, тобто
коли вихiдної iнформацiї недостатньо для знаходження єдиного розв’язку задачi
з iнтерполяцiйними умовами

Pn(γi) = f(γi), i = 1,m, (25)

де функцiя f : Ek → R1 задана своїми значеннями у вузлах iнтерполяцiї γi =
(xi1, xi2, . . . , xik) ∈ Ek, i = 1,m. Розв’язок iнтерполяцiйної задачi будемо шукати

на просторi Πkn полiномiв k змiнних n-го степеня розмiрностi p =
(n+ k)!

n!k!
,

m ≤ p у виглядi iнтерполяцiйного полiному мiнiмальної норми (4). Основний
результат цього пiдроздiлу сформульований у наступнiй теоремi.

Теорема 15. Нехай функцiя f : Ek → R1 задана своїми значеннями f(γi),
i = 1,m. Якщо вузли iнтерполяцiї γi обрати таким чином, що вiдповiдна си-
стема векторiв iз

si =

{(
j!

j1!j2! · · · jk!

)1/2

xj1i1x
j2
i2
· · ·xjkik , j1 + j2 + · · ·+ jk = j, 0! = 1

}n

j=0



18

буде лiнiйно незалежною, то задача iнтерполяцiї функцiї багатьох змiнних
на просторi Πkn з умовами (25), Pn ∈ Πkn iнварiантно розв’язна i має єдиний
розв’язок мiнiмальної норми (4) у випадку коли m ≤ p, де p — розмiрнiсть
простору Πkn.

У пiдроздiлi 2.8 в лiнiйному нескiнченновимiрному просторi зi скалярним
добутком та в скiнченновимiрному евклiдовому просторi дослiджена точнiсть
iнтерполяцiйної формули Лагранжа на полiномах вiдповiдного степеня. Пока-
зано, що iнтерполянт мiнiмальної норми (4) мiстить фундаментальнi полiноми
Лагранжа.

Iнтерполянт (4) не є точним на багаточленах вiдповiдного степеня у лiнiй-
ному нескiнченновимiрному просторi iз скалярним добутком. Якщо розглянемо
простiр Ek, k > 2, то одержимо, що у випадку m = p iнтерполяцiйний полiном
Лагранжа буде точним на полiномах степеня не вище n, а якщо m < p, то P ∗(x)

не має такої властивостi.
У роздiлi 3 розглянуто питання континуальностi вузлiв iнтерполяцiї опера-

торних полiномiв iнтегрального вигляду.
У пiдроздiлi 3.1 в лiнiйному топологiчному просторi для оператора однiєї

змiнної знайдено умови iснування континуальних вузлiв для iнтерполяцiйного
полiному iнтегрального вигляду.

Нехай X, Y — лiнiйнi топологiчнi простори, оператор F : X → Y , xi ∈ X,
i = 0, 1, 2, . . . n, диференцiйований за Гато, F (n) — похiдна Гато n-го порядку.
Розглянемо полiном n-го степеня вигляду

Pn(x) = F (x0) +

b∫
a

F ′ (x0 + gτ1(x1 − x0)) dgτ1(x− x0) + · · ·+

+

b∫
a

τ1∫
a

· · ·
τn−1∫
a

F (n)

(
x0 +

n∑
i=1

gτi(xi − xi−1)

)
dgτn(x− xn−1) . . . dgτ1(x− x0), (26)

де gτ — лiнiйний оператор, gτ : X → X, τ – скалярний аргумент, τ ∈ [a, b], gτ
— диференцiйований за τ оператор, тобто має g′τ — похiдну за цим аргументом.
Множина операторiв gτ така, що виконуються умови

ga = 0, gb = I, (27)

де 0, I — нульовий та тотожнiй оператори вiдповiдно, dgτi = dτigτi. Тодi, як
показано в роботах А. Д. Єгорова, П. I. Соболевського, Л. О. Яновiча, полiном
(26) буде iнтерполяцiйним, тобто вiдповiдає iнтерполяцiйним умовам

Pn(xi) = F (xi), i = 0, 1, 2, . . . , n.
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Але, як вiдмiчалося авторами В. Л. Макаровим, В. В. Хлобистовим,
I. I. Демкiвим, для побудови полiнома (26) потрiбна континуальна iнформацiя
щодо оператора та його похiдних Гато до n-го порядку включно в контину-
альних точках. Однак iнтерполяцiйний полiном Pn(x) має скiнчену множину
iнтерполяцiйних вузлiв, що неприродно. Для подолання цього недолiку будемо
вимагати вiд операторiв gτ крiм виконання (27), ще умову

gugv = gs, s = min(u, v). (28)

Позначимо таку множину операторiв gτi через G. Нехай множина G така, що
мiстить недиференцiйованi за τ в звичайному розумiннi оператори, тобто опе-
ратори g′τi будуть «узагальненими», але оператор F повинен бути таким, щоб
iнтеграли в (26) iснували. Позначимо таку множину операторiв F через ℜ.

Розглянемо розв’язок iнтерполяцiйної задачi Лагранжа

Pn(xn(ξ)) = F (xn(ξ)). (29)

на континуальнiй множинi вузлiв

xn(ξ) = x0 +
n∑

i=1

gξi(xi − xi−1), b ≥ ξ1 ≥ ξ2 ≥ · · · ≥ ξn ≥ a (30)

у виглядi iнтерполяцiйного полiнома (26).
Теорема 16. Нехай gτi ∈ G, i = 1, 2, . . . , n + 1, оператор F (n + 1) раз ди-

ференцiйований за Гато i такий, що iнтеграли в (26) iснують. Тодi iнтерпо-
лянт (26) має континуальнi вузли (30), тобто виконуються iнтерполяцiйнi
умови (29).

У пiдроздiлi 3.2 в топологiчному лiнiйному просторi наведено узагальнення
iнтерполяцiйних полiномiв для операторiв багатьох змiнних в сенсi визначення
умов, за яких має мiсце континуальнiсть вiдповiдної множини вузлiв.

Нехай X, Y, . . . , Z, V — лiнiйнi топологiчнi простори, F (x, y, . . . , z) – опе-
ратор m змiнних x, y, . . . , z, x ∈ X, y ∈ Y , . . ., z ∈ Z, F : X

⊕
Y
⊕⊕

· · ·
⊕

Z → V . Розглянемо iнтерполяцiйний полiном n-го степеня для опе-
ратора F m змiнних iз роботи В. Л. Макарова, В. В. Хлобистова, I. I. Демкiва
вигляду:

Pm,n(F ;x, y, . . . , z) = F (x0, y0, . . . , z0)+

+
n∑

k=1

∫
Ωk

∑
i1+i2+···+im=k

F (i1+i2+···+im)

(
x0 +

i1∑
i=1

gτi1(xi − xi−1) ,

y0 +

i2∑
i=1

gτi2(yi − yi−1), . . . , z0 +

im∑
i=1

gτim(zi − zi−1)

)
×
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×
i1∏
i=1

dgτi1(x− xi−1)

i2∏
i=1

dgτi2(y − yi−1) · · ·
im∏
i=1

dgτim(z − zi−1), (31)

де gτis : X → X, s = 1,m – лiнiйнi неперервнi оператори, i – iндекс, що пробiгає
деякi множини натуральних чисел, gτis залежать вiд скалярних аргументiв τis з
[a, b], мають першi похiднi за цими аргументами та задовольняють умовам (27),
xi ∈ X, i = 0, 1, 2, . . . i1, yi ∈ Y , i = 0, 1, 2, . . . i2, . . . , zi ∈ Z, i = 0, 1, 2, . . . im –
вузли iнтерполяцiї за кожною змiнною;

Ωk = Ωi1 × Ωi2 × · · · × Ωim, i1 + i2 + · · ·+ im = k,

Ωis = {(τ1s, τ2s, . . . , τiss) : 0 ≤ τ1s ≤ 1, 0 ≤ τ2s ≤ τ1s, . . . , 0 ≤ τiss ≤ τis−1,s},

s = 1, 2, . . . ,m, а похiднi вiд F розумiються в сенсi Гато, dgτis = dτisgτis.
Iнтерполянт (31) має вузли (xp, yq, . . . , zr), а у випадку, коли

X = Y = · · · = Z = V = R1,

отримаємо полiном Ньютона (полiном найменшого степеня) для функцiїm змiн-
них. Основним результатом цього пiдроздiлу є теорема про континуальну мно-
жину вузлiв для iнтерполяцiйного полiнома (31).

Теорема 17. Нехай оператори gτis ∈ G, s = 1, 2, . . . , F ∈ ℜ, похiдна Гато
F (n+1) iснує за кожною змiнною. Тодi континуальними вузлами iнтерполя-
цiйного полiнома (31) будуть точки(

x0 +

i1∑
i=1

gξi1(xi − xi−1), y0 +

i2∑
i=1

gξi2(yi − yi−1), . . . , z0 +

im∑
i=1

gξim(zi − zi−1)

)
,

де
b ≥ ξ11 ≥ ξ21 ≥ · · · ≥ ξi11 ≥ a, b ≥ ξ12 ≥ ξ22 ≥ · · · ≥ ξi22 ≥ a, . . . ,

b ≥ ξ1m ≥ ξ2m ≥ · · · ≥ ξimm ≥ a, i1 + i2 + · · ·+ im = k, k = 1, 2, . . . , n.

У четвертому роздiлi розглянуто iнтерполяцiйну задачу Ермiта в гiльбер-
товому та скiнченновимiрному евклiдовому просторах.

В пiдроздiлi 4.1 розв’язано екстремальну задачу про iнтерполяцiйний по-
лiном мiнiмальної норми на множинi iнтерполянтiв Ермiта.

Нехай X, Y — гiльбертовi простори. Оператор F : X → Y , в загальному
випадку нелiнiйний, заданий у вузлах iнтерполяцiї Bxi, i = 1,m, своїми значе-
ннями F (Bxi), i = 1,m, та значеннями своїх диференцiалiв Гато

F (k)(Bxi)Bv
(k)
ik Bv

(k)
ik−1 · · ·Bv

(k)
i1 , k = 0, ji, i = 1,m,
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де

F (k)(Bxi)Bv
(k)
ik Bv

(k)
ik−1 · · ·Bv

(k)
i1 =

∂k

∂α1 · · · ∂αk
F

(
Bxi +

k∑
j=1

αjBv
(i)
ij

)∣∣∣∣∣
α1=···=αk=0

.

Потрiбно знайти такий полiном Pn : X → Y iз множини (1), що вiдповiдає
iнтерполяцiйним умовам

P (k)
n (Bxi)v

(k)
ik Bv

(k)
ik−1 · · ·Bv

(k)
i1 = F (k)(Bxi)v

(k)
ik Bv

(k)
ik−1 · · ·Bv

(k)
i1 , (32)

k = 0, ji, i = 1,m.

Позначимо

F⃗H =
{
F (i)(Bxj)Bv

(i)
ji Bv

(i)
j,i−1 . . . Bv

(i)
j1 , i = 0, kj

}m

j=1
,

q⃗H =
{
q(i)(Bxj)Bh

(i)
ji Bv

(i)
j,i−1 . . . Bv

(i)
j1 , i = 0, kj

}m

j=1
,

g⃗H =

 ∂i

∂α1 · · · ∂αi
g

(
Bxj +

i∑
p=1

αpBv
(i)
jp , x

)∣∣∣∣∣
α1=···=αi=0

, i = 0, kj


m

j=1

,

H+ — псевдообернена матриця Мура-Пенроуза до матрицi H, Z — матриця,
рядками якої є ортонормованi власнi вектори симетричної матрицi

H =
∥∥H ls

∥∥ =
∥∥hlsij∥∥i=0,kl, j=0,ks

з нульовим власним числом, де

hlsij =
∂i+j

∂α1 . . . ∂αi∂β1 . . . ∂βj
g

(
Bxl +

i∑
p=1

αpBv
(i)
lp , xs +

j∑
p=1

βpBv
(i)
sp

)∣∣∣∣∣
α1=···=βj=0

,

g(u, v) =
n∑

p=0

(u, v)p, u, v ∈ X.

У роботах В. Л. Макарова, В. В. Хлобистова доведено, що необхiдною та доста-
тньою умовою iснування розв’язку задачi (32) є виконання рiвностi

ZF⃗H = 0⃗, (33)

тодi формула
Pn(x) = Qn(x) +

〈
F⃗H − Q⃗H , H

+g⃗H(x)
〉
, (34)
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коли Qn ∈ Πn, описує всю множину iнтерполяцiйних полiномiв Ермiта ΠIH
n .

Для подальшого викладення результатiв роботи полiном Pn(x), що визнача-
ється формулою (34), надамо у виглядi

Pn(x) = P ∗(x) +Q0(x),

де
Q0(x) = Qn(x)−

〈
Q⃗H , H

+g⃗H(x)
〉
,

P ∗(x) =
〈
F⃗H , H

+g⃗H(x)
〉
, (35)

Основним результатом цього пiдроздiлу є така теорема.
Теорема 18. Нехай виконується умова (33). Тодi полiном P ∗(x), що ви-

значається формулою (35), є розв’язком екстремальної задачi

∥P ∗∥H = min
Pn∈ΠIH

n

∥Pn∥H =
(〈〈

H+F⃗H , F⃗H

〉〉) 1
2

i цей розв’язок єдиний,

〈〈
a⃗, b⃗
〉〉

=
M∑
i=1

(αi, βi)Y , αi, βi ∈ Y, a⃗ = (α1, α2, . . . , αM), b⃗ = (β1, β2, . . . , βM).

У подальшому наведено iнтерполяцiйнi умови Ермiта, що забезпечують
однозначну побудову на множинi (1) iнтерполянта P2(x) вигляду

Pn(x) =
n∑

k=0

m∑
i1,i2,...,ik=1

LI
k(ei1, ei2, . . . , eik)(x, ei1)(x, ei2) · · · (x, eik),m ≥ n, (36)

де невiдомi операторнi форми LI
k(ei1, ei2, . . . , eik), 1 ≤ ij ≤ m, k = 0, 2, визнача-

ються на основi цих умов для всiх m ≥ 2.
Показано, що iнтерполянти (35) та (36) тотожно збiгаються при фiксованих

iнтерполяцiйних умовах.
Теорема 19. Оцiнка точностi iнтерполяцiї полiномiального оператора Fn

iнтерполянтом (35) визначається нерiвнiстю

∥Fn − Pn∥2H <
n∑

k=1

k2∥Lk∥2(TrB)k−1
∞∑

i=m+1

λi, n = 2.

Теорема 20. Справедлива рiвнiсть

lim
m→∞

∥Fn − P ∗∥H = 0, n = 2.
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У пiдроздiлi 4.2 розглянуто таку задачу полiномiальної операторної iнтер-
поляцiї: для оператора F визначити iнтерполяцiйнi умови Ермiта та Ермiта-
Бiркхофа, якi дозволяють однозначно побудувати iнтерполянт у виглядi (36) на
множинi Πn. Для полiномiального оператора третього степеня було визначено
вузли та напрямки диференцiалiв Гато iнтерполяцiйних умов типу Ермiта для
конструктивної побудови полiнома (36), для полiнома четвертого степеня зна-
йдено iнтерполяцiйнi умови Ермiта-Бiркхофа та побудовано розв’язок у виглядi
(36). Вiдмiтимо, що побудованi iнтерполянти є гранично iнварiантними вiдно-
сно полiномiв вiдповiдного степеня та для них виконуються теореми 19 та 20
(n = 3, 4).

Надалi у цьому пiдроздiлi розглянуто iнтерполяцiйну задачу Абеля-
Гончарова. Пропозицiя щодо побудови та дослiдженню iнтерполянта Абеля-
Гончарова на операторному рiвнi належить В. Л. Макарову.

Нехай заданi значення оператора у нулi та його диференцiалiв Гато у вузлах
ei ∈ X, i = 1,m, за напрямками ортонормованого базису ei ∈ X, i = 1,m, та-
ким чином: диференцiали Гато першого порядку — у першому вузлi e1, другого
порядку — у другому вузлi e2 i т. д. Для нелiнiйного оператора F : X → Y ,
що має похiднi Гато до певного порядку включно, потрiбно знайти полiном
Pmn : X → Y степеня n, що вiдповiдає умовам

P (k)
m,n(ek)eikeik−1

. . . ei1 = F (k)(ek)eikeik−1
. . . ei1, 1 ≤ ij ≤ m, k = 0, n. (37)

Умови Абеля-Гончарова (37) є частинним випадком iнтерполяцiйних умов
Ермiта-Бiркхофа.

Наведено iнтерполянт Pm,n(x), що вiдповiдає умовам (37) у виглядi (8), де
невiдомi симетричнi вiдносно своїх iндексiв, коефiцiєнти ai1,i2,...,ik(F ), k = 1, n,

визначаються за рекурентною формулою:

ai1,i2,...,ik(F ) =
1

k!
F (k)(ek)ekek−1 . . . e1 −

n−k∑
j=1

Cj
k+jai1,...,ik,k, . . . , k︸ ︷︷ ︸

j

(F ),

де i1, i2, . . . , ik = 1,m, k = n, n−1, . . . , 0,
0∑

k=1

= 0. У подальшому доведено, що по-

будованi iнтерполяцiйнi полiноми Ермiта, Ермiта-Бiркхофа та Абеля-Гочарова є
гранично iнварiантними вiдносно багаточленiв вiдповiдного степеня. Наявнiсть
оцiнок точностi дозволяє застосовувати такi iнтерполянти для наближення по-
лiномiальних, цiлих та диференцiйованих операторiв.

У пiдроздiлi 4.3 розв’язано iнтерполяцiйну задачу Ермiта в скiнченнови-
мiрному евклiдовому просторi у випадку, коли заданi значення функцiї та зна-
чення перших диференцiалiв Гато до першого та до другого порядку вiдповiд-
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но у вузлах iнтерполяцiї. Знайдено умови єдиностi розв’язку та iнварiантної
розв’язуваностi поставлених задач в умовах недовизначеностi.

Нехай Ek — k-вимiрний евклiдiв простiр, функцiя f : Ek → R1 задана сво-
їми значеннями f(γi), i = 1,m, та значеннями перших диференцiалiв Гато
f ′(γi)δi, i = 1,m у вузлах iнтерполяцiї γi = (x1i, x2i, . . . , xki) ∈ Ek, i = 1,m,

за напрямками δi = (h1i, h2i, . . . , hki) ∈ Ek i = 1,m. Потрiбно знайти такий
iнтерполяцiйний полiном Pn : Ek → R1, що вiдповiдає умовам

P (i)
n (γj)δj = f (i)(γj)δj, i = 0, 1, j = 1,m. (38)

Позначимо Πkn множину полiномiв k-змiнних степеня n. В роботi доведено, що
якщо вузли iнтерполювання γi i = 1,m, та напрямки перших диференцiалiв
Гато δi, i = 1,m, у (38) обрати так, щоб система векторiв

ψ⃗2i−1 =

{(
j!

j1!j2! · · · jk!

) 1
2

xj1i1x
j2
i2
· · ·xjkik , j1 + j2 + · · ·+ jk = j, 0! = 1

}n

j=0

,

ψ⃗2i = (0, h1i, . . . , hki,
√
2(x1ih2i+x2ih1i), . . . ,

√
2(x(k−1)i

hki+xkih(k−1)i), 2x1ih1i, . . . ,

2xkihki,
√
3x1i(2x2ih1i + x1ih2i), . . . ,

√
3x(k−1)i(2xkih(k−1)i + x(k−1)ihki),

3x21ih1i, . . . , 3x
2
ki
hki, . . . , C

1
nx

n−1
ki

hki), i ∈ N,

була лiнiйно незалежною, то iнтерполяцiйна задача Ермiта (38) для функцiї
багатьох змiнних є iнварiантно розв’язною та має єдиний розв’язок мiнiмальної
норми (35) на просторi Πkn у випадку, коли 2m ≤ p, де p — розмiрнiсть простору
Πkn.

Надалi в евклiдовому просторi Ek, k > 1 розглянуто iнтерполяцiйну задачу
Ермiта у випадку, коли у вузлах iнтерполяцiї заданi значення функцiї та зна-
чення її диференцiалiв Гато до другого порядку включно, тобто iнтерполяцiйнi
умови мають вигляд

Pn(γj) = f(γj),

P ′
n(γj)δ

1
j = f ′(γj)δ

1
j , (39)

P (2)
n (γj)δ

2
j2δ

2
j1 = f (2)(γj)δ

2
j2δ

2
j1, j = 1,m.

Теорема 21. Нехай функцiя f : Ek → R1 задана своїми значеннями
f(γi), i = 1,m, та значеннями диференцiалiв Гато f ′(γi)δ

1
i , f

′′(γi)δ
2
i2δ

2
i1, i =

1,m. Якщо вузли iнтерполювання γi = (x1, x2, . . . , xk) ∈ Ek, i = 1,m, та на-
прямки перших δ1i = (h1i, h2i, . . . , hki) ∈ Ek, i = 1,m, та других диференцiалiв
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Гато δ2i1 =
(
z1i1, z

1
i2, . . . , z

1
ik

)
∈ Ek, δ

2
i2 =

(
z2i1, z

2
i2, . . . , z

2
ik

)
∈ Ek, i = 1,m, у (39)

обрати так, щоб система векторiв

ψ⃗3i−2 =

{(
j!

j1!j2! · · · jk!

) 1
2

xj1i1x
j2
i2
· · ·xjkik , j1 + j2 + · · ·+ jk = j, 0! = 1

}n

j=0

,

ψ⃗3i−1 = (0, h1i, . . . , hki, 2x1ih1i, . . . , 2xkihki
√
2(x1ih2i + x2ih1i), . . . ,√

2(x(k−1)i
hki + xkih(k−1)i), 3x

2
1i
h1i, . . . , 3x

2
ki
hki,

√
3x1i(2x2ih1i + x1ih2i),

. . . ,
√
3x(k−1)i(2xkih(k−1)i + x(k−1)ihki), . . . , C

1
nx

n−1
ki

hki),

ψ⃗3i = (0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
k+1

, 2z1i1z
2
i2, . . . , 2z

1
ikz

2
i(k−1), . . . ,

√
2(z1i1z

2
i2 + z1i2z

2
i1), . . . ,

3xi1z
1
i1z

2
i2, . . . , 3xikz

1
ikz

2
i(k−1),

√
3(x1i(z

1
i1z

2
i2 + z1i2z

2
i1) + x2iz

1
i1z

2
i2), . . . ,

. . . , C1
nx

n−2
ki

z1ikz
2
ik), i = 1,m,

була лiнiйно незалежною, то iнтерполяцiйна задача Ермiта (39) для функцiї
багатьох змiнних є iнварiантно розв’язною та має єдиний розв’язок мiнiмаль-
ної норми (35) на просторi Πkn у випадку, коли 3m ≤ p, де p — розмiрнiсть
простору Πkn.

У пiдроздiлi 4.4 в гiльбертовому просторi з мiрою розв’язано екстремаль-
ну задачу про знаходження операторного iнтерполяцiйного полiнома Ермiта-
Бiркхофа, що має мiнiмальну норму на множинi iнтерполянтiв, що вiдповiдають
фiксованим iнтерполяцiйним умовам.

У пiдроздiлi 4.5 доведено, що в нормованому та скiнченновимiрному евклi-
довому просторах iнтерполяцiйна формула Ермiта (35), що є розв’язком задачi
(32) ( B = I, I — одиничний оператор), мiстить фундаментальнi полiноми, а
iнтерполянт мiнiмальної норми (35) має вигляд

Pn(x) =
m∑
j=1

{
F (xj)

m∑
s=1

{
(Pnj0(xs))

−1 Pnj0(x)
}
+ · · ·+

+F (kj)(xj)v
(kj)
jkj

· · · v(kj)j1

m∑
s=1

{(
P

(ks)
njkj

(xs)v
(ks)
sks

· · · v(ks)s1

)−1

Pnjkj(x)

}}
, (40)

де

Pnji(x) =
∂i

∂αi · · · ∂α1
g

(
xj +

i∑
p=1

αpv
(i)
jp , x

)∣∣∣∣∣
α1=···=αkj

=0

, i = 0, kj,

(
P

(ks)
njkj

(xs)v
(ks)
sks

· · · v(ks)s1

)−1

– елементи оберненої матрицi до матрицi H,
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H =
∥∥Hjs

∥∥m
j,s=1

,
∥∥Hjs

∥∥ =
∥∥∥P (p)

njq(xs)v
(p)
sp · · · v(p)s1

∥∥∥
q=0,kj ,p=0,ks

.

Нехай M — кiлькiсть iнтерполяцiйних умов в (32), m,M заданi, p — роз-
мiрнiсть простору полiномiв n-го степеня в Ek. Вузли iнтерполяцiї та напрямки
диференцiалiв Гато iз (32) обираємо таким чином, щоб iснувала обернена матри-
ця до матрицi H, а степiнь iнтерполяцiйного полiнома визначимо з нерiвностi

M ≤ min p = p, p =
(n+ k)!

n!k!
, k ≥ 2.

Доведено, що для функцiї багатьох змiнних F : Ek → R1, k ≥ 2, яка задана
значеннями F (xi), i = 1,m, у вузлах iнтерполяцiї xi, i = 1,m, та значеннями
диференцiалiв Гато у цих вузлах до вiдповiдного порядку ki, i = 1,m за на-
прямками v

(p)
ip · · · v(p)i1 , p = 1, ki, i = 1,m, якщо M = p, то iнтерполянт Ермiта

Pn(γ), γ ∈ Ek, що визначається формулою (35) ((40)), буде точним на полiномах
степеня не вище n, а якщо M < p, то iнтерполянт мiнiмальної норми Pn(γ) не
має такої властивостi.

У роздiлi 5 наведено застосування результатiв дисертацiйного дослiдження
для розв’язання прикладних задач.

У пiдроздiлi 5.1 показано, що необхiднi та достатнi умови iснування лiнiй-
ного iнтерполяцiйного полiнома в евклiдовому просторi еквiвалентнi необхiдним
та достатнiм умовам сумiсностi систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (теорема
Кронекера-Капеллi) та нерiвностей (теорема С. М. Чернiкова). Надано полiно-
мiальне наближення (iнтерполяцiю) функцiї багатьох змiнних.

Нехай задана система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

Aa = y, (41)

де A : Rn → Rm, A = ∥αij∥i=1,m,j=1,n, a = (a1, a2, . . . , an), y = (y1, y2, . . . , ym),
f : En → R1, En — n-вимiрний евклiдовий простiр, u ∈ En, u = (x1, x2, . . . , xn).
Iнтерполяцiйний полiном першого степеня для f(u) запишемо у виглядi

P1(u) = a0 +
n∑

k=1

akxk (42)

з вузлами iнтерполяцiї uk, k = 0,m :

u0 = (0, 0, . . . , 0),

ui = (αi1, αi2, . . . , αin), i = 1,m,
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та iнтерполяцiйними умовами

P1(uk) = f(uk) = yk, k = 0,m, y0 = 0. (43)

Теорема 22. Для розв’язання iнтерполяцiйної задачi (42) – (43) необхiдно
та достатньо виконання рiвностi

(E − Γ+Γ)y = 0, (44)

де y = (0, y1, y2, . . . , ym), (·, ·) — скалярний добуток в En, Γ+ — псевдообернена
матриця Мура-Пенроуза до матрицi Γ,

Γ =

∥∥∥∥∥
1∑

p=0

(ui, uj)
p

∥∥∥∥∥
i,j=0,m

,

E — одинична матриця розмiрностi (m+ 1)× (m+ 1).
Показано, що теорема 22 є аналогом теореми Кронекера-Капеллi для систе-

ми рiвнянь (41) та аналогом теореми С. М. Чернiкова для системи лiнiйних
нерiвностей

|αi1z1 + αi2z2 + · · ·+ αinzn − ai| ≤ εi, i = 1,m,

де αik, zk, ai, k = 1, n, i = 1,m — комплекснi числа, εi ≥ 0, i = 1,m.
У пiдроздiлi 5.2 одержано умови розв’язуваностi системи полiномiальних

рiвнянь. Показано, що одержанi умови є достатньо жорсткими, оскiльки неве-
ликий клас матриць, якi присутнi в умовах теореми, можуть їм задовольняти.

В пiдроздiлi 5.3 наведено розв’язання прикладних задач на пiдставi одер-
жаних у дисертацiйнiй роботi результатiв, а саме: розглянуто алгоритм обер-
неної iнтерполяцiї для розв’язання лiнiйних операторних рiвнянь за допомогою
iнтерполянта мiнiмальної норми та задачу побудови поверхонь. Проведено по-
рiвняльний аналiз вiдомих методiв наближення функцiй багатьох змiнних та
запропонованих у дисертацiйнiй роботi.

ВИСНОВКИ

Дисертацiя присвячена розвитку теорiї полiномiальної операторної iнтерпо-
ляцiї в гiльбертових та евклiдових просторах.

У дисертацiї вперше одержано такi результати:
— вирiшено проблему знаходження розв’язку iнтерполяцiйних задач Ла-

гранжа та Ермiта в умовах недовизначеностi в скiнченновимiрному евклiдово-
му просторi: знайдено умови iнварiантної розв’язуваностi задачi, показано, що
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розв’язок єдиний та має мiнiмальну норму серед усiх iнтерполянтiв при фiксо-
ваних iнтерполяцiйних умовах.

— доведено, що в абстрактному гiльбертовому просторi з мiрою у загальному
випадку вiдсутня збiжнiсть iнтерполяцiйного процесу Лагранжа з мiнiмальною
нормою до полiномiального оператору. Показано, що в сепарабельному гiльбер-
товому просторi з гаусовою мiрою похибка iнтерполяцiї може бути зроблена як
завгодно малою величиною;

— доведено збiжнiсть iнтерполяцiйного процесу мiнiмальної норми, що по-
будований за системою вузлiв, яка обрана у певний спосiб, до полiномiального
оператора;

— у гiльбертовому просторi з мiрою для нелiнiйного оператора доведено, що
iнтерполяцiйний полiном Лагранжа асимптотично зберiгає багаточлени вiдпо-
вiдного степеня;

— знайдено оцiнку точностi iнтерполяцiї полiномiального та цiлого операто-
рiв у випадку збуреної вихiдної iнформацiї та одержано кiлькiсть iнтерполяцiй-
них вузлiв, перевищення якої не покращує точностi iнтерполяцiї;

— для цiлого та полiномiального функцiоналiв, що визначенi на просторах

L2(0, 1),
0

W 1
2 (0, π) та мають збуренi значення у вузлах iнтерполяцiї, знайдено

оцiнку точностi у випадку, коли скалярнi добутки, що мiстяться в iнтерполяцiй-
нiй формулi Лагранжа обчислюються наближено, одержано кiлькiсть iнтерпо-
ляцiйних вузлiв перевищення якої не покращує оцiнку точностi.

— у лiнiйному нескiнченновимiрному просторi зi скалярним добутком та в
скiнченновимiрному евклiдовому просторi дослiджено точнiсть формули Ла-
гранжа на полiномах вiдповiдного степеня. Доведено, що ця iнтерполяцiйна
формула мiстить фундаментальнi полiноми Лагранжа.

— у лiнiйному топологiчному просторi для оператора однiєї змiнної знайде-
но умови iснування континуальних вузлiв для iнтерполяцiйного полiному iнте-
грального вигляду. Наведено узагальнення iнтерполяцiйних полiномiв для опе-
раторiв багатьох змiнних у сенсi визначення умов, за яких має мiсце континуаль-
нiсть вiдповiдної множини вузлiв. Розглянуто приклади таких iнтерполянтiв.
Одним iз напрямкiм застосування iнтерполянтiв (а першу чергу полiномiаль-
них), що побудованi на континуальнiй множинi вузлiв, є обчислення контину-
альних iнтегралiв за гаусовою мiрою.

— доведено теореми про iнтерполяцiйнi полiноми Ермiта та Ермiта-
Бiркхофа, що мають мiнiмальну норму на множинi iнтерполянтiв з фiксованими
iнтерполяцiйними умовами. У гiльбертовому просторi з мiрою для нелiнiйного
оператора, показано, що iнтерполянт Ермiта асимптотично зберiгає полiноми
вiдповiдного степеня. Проведено аналiз точностi наближень полiномiальних опе-
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раторiв за допомогою iнтерполяцiйних формул Ермiта.
— у лiнiйному нескiнченновимiрному просторi зi скалярним добутком та в

скiнченновимiрному евклiдовому просторi показано, що iнтерполяцiйний полi-
ном Ермiта, що має мiнiмальну норму, яка породжена гаусовою мiрою, мiстить
фундаментальнi полiноми. Дослiджено точнiсть iнтерполяцiйних формул Ермi-
та на багаточленах вiдповiдного степеня.

— у гiльбертовому просторi побудовано iнтерполяцiйнi формули типу Ла-
гранжа, Ермiта, Ермiта-Бiркхофа, що є альтернативою вiдомим операторним
iнтерполянтам. Цi формули набагато простiшi за побудовою та асимптотично
iнварiантнi щодо полiномiв вiдповiдного степеня. Такi формули використову-
ють для аналiзу точностi iнтерполяцiї, дослiдження збiжностi iнтерполяцiйного
процесу, побудови квадратурних формул для обчислення континуальних iнте-
гралiв, тощо.

— знайдено новi критерiї сумiсностi лiнiйної системи рiвнянь та нерiвностей,
якi пов’язанi з умовами iснування лiнiйного iнтерполяцiйного полiнома в евклi-
довому просторi. Знайдено умови iснування розв’язку систем полiномiальних
рiвнянь.

Результати дисертацiйного дослiдження можуть знайти практичне застосу-
вання при розв’язаннi прикладних задач таких як: розпiзнавання образiв, роз-
повсюдження забруднень, побудова траєкторiї руху об’єкта, задачi iдентифiкацiї
об’єктiв невiдомої структури.
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АНОТАЦIЯ

Кашпур О. Ф. Iнтерполяцiя операторiв в гiльбертових та евклiдо-
вих просторах. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних
наук за спецiальнiстю 01.05.02 – математичне моделювання та обчислювальнi
методи (11 – Математика та статистика). – Iнститут кiбернетики iменi В. М.
Глушкова НАН України, Київ, 2023.

Дисертацiя присвячена розвитку теорiї полiномiальної операторної iнтерпо-
ляцiї в гiльбертових та евклiдових просторах.

У скiнченновимiрному евклiдовому просторi вирiшено проблему знаходжен-
ня розв’язкiв iнтерполяцiйних задач Лагранжа та Ермiта в умовах недовизна-
ченостi. Знайдено умови iнварiантної розв’язуваностi та єдиностi розв’язку цих
задач.

Дослiджено збiжнiсть iнтерполяцiйних процесiв та знайдено оцiнки точностi
полiномiальної операторної iнтерполяцiї Лагранжа в гiльбертовому просторi з
мiрою у випадку збуреної вихiдної iнформацiї для полiномiальних та цiлих опе-
раторiв. Знайдено кiлькiсть вузлiв iнтерполяцiї перевищення якої не покращує
точностi iнтерполювання. Проведено аналiз точностi iнтерполяцiї полiномiаль-

них та цiлих функцiоналiв, що визначенi на просторах L2(0, 1),
0

W 1
2 (0, π).

Для полiномiальних та нелiнiйних операторiв в гiльбертовому просторi побу-
довано iнтерполянти Лагранжа, Ермiта та Ермiта-Бiркхофа, що є асимптотично
точними на полiномах вiдповiдного степеня.

Дослiджено точнiсть iнтерполяцiйних формул Лагранжа та Ермiта на ба-
гаточленах вiдповiдного степеня. Показано, що цi формули мiстять фундамен-
тальнi полiноми.

У лiнiйному топологiчному просторi для операторiв однiєї та багатьох змiн-
них знайдено умови iснування континуальних вузлiв для iнтерполяцiйного по-
лiному iнтегрального вигляду.
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Розв’язано екстремальнi задачi про знаходження операторних iнтерполяцiй-
них полiномiв Ермiта та Ермiта-Бiркхофа, що мають мiнiмальну норму на мно-
жинi iнтерполянтiв, якi вiдповiдають фiксованим iнтерполяцiйним умовам.

Знайдено новi критерiї сумiсностi лiнiйної системи рiвнянь та нерiвностей,
якi пов’язанi з умовами iснування лiнiйного iнтерполяцiйного полiнома в евклi-
дових просторах.

Ключовi слова: нелiнiйний оператор, полiномiальний оператор, цiлий опе-
ратор, гiльбертовий простiр, евклiдiв простiр, операторна iнтерполяцiя, iнтерпо-
ляцiйний полiном Лагранжа, iнтерполяцiйний полiном Ермiта, iнтерполяцiйний
полiном Ермiта-Бiркхофа, диференцiал Гато, мiнiмальна норма, точнiсть, збi-
жнiсть iнтерполяцiйного процесу.

ABSTRACT

Kashpur O. F. Interpolation of operators in Hilbert and Euclidean
spaces. – Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.

Thesis for the scientific degree of Doctor of Physical and Mathematical Sciences
in the speciality 01.05.02 – Mathematical Modeling and Computational Methods
(11 – Mathematics and Statistics). – V. M. Glushkov Institute of Cybernetics of the
National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2023.

The thesis focuses on the solution of Lagrange, Hermite, and Hermite-Birkhoff
operator interpolation problems in Hilbert and Euclidean spaces, and aims to
study the interpolation convergence, obtain the accuracy estimation of interpolation
formulas, and outline the conditions for the solvability of the interpolation problem
in case of under determinacy.

In Chapter 1 reveals the statements of operator interpolation problems and the
analysis of the relevant scholarly papers.

In Chapter 2 shows that in general, the interpolation does not converge to the
polynomial operator for the Lagrange interpolation problem in the abstract Hilbert
space. It is proved that in a separable Hilbert space with a Gaussian measure, the
interpolation error can be made arbitrarily small. The research ascertains that the
interpolation stays convergent when there is a certain choice of interpolation nodes.
The paper investigates Lagrange interpolation formulas for a nonlinear operator
and shows that interpolants asymptotically retain polynomials of the correspondi-
ng degree. The study reveals the interpolation accuracy estimation of polynomi-
al and integer operators when initial information is disturbed. Also, the number
of interpolation nodes is obtained and shown that its exceeding does not improve
the accuracy of interpolation formulas. Similar theorems are proved for polynomial

and integer functionals that are defined on the spaces L2(0, 1) and
0

W 1
2 (0, π). The
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investigation assumes the conditions for the invariant solvability of the Lagrange
interpolation problem in Euclidean space in case of under-determinacy. Accordingly,
it is stated that the solution is the only one and has the minimum norm. The study
investigates the accuracy of the Lagrange formula on polynomials of the appropriate
degree in a linear infinite-dimensional space with a scalar product and in a finite-
dimensional Euclidean space, and it shows that this interpolation formula contains
fundamental Lagrange polynomials.

In Chapter 3, in linear topological space an interpolation Newton-type polynomial
of integral form is considered. The chapter proves a theorem concerning the conditi-
ons of continual nodes existence for the chosen interpolant. The obtained result for
operators of many variables is generalized, and the examples of such interpolants are
considered.

In Chapter 4 reveals the Hermite interpolation polynomial in Hilbert space with
a measure. It is proved that the interpolant has a minimum norm and asymptoti-
cally preserves polynomials of the corresponding degree. Furthermore, the chapter
considers the issue of interpolation accuracy and convergence to the second-degree
polynomial operator. It is shown that Hermite interpolants for a nonlinear operator
asymptotically preserve polynomials of the corresponding degree. The investigation
outlines the Hermite interpolation problems in the Euclidean space when it is given
the value of the function of many variables and the value of its corresponding first-
and second-order Gateaux differentials. It is also revealed that these problems have
a unique minimum norm solution. The study demonstrates the conditions of invari-
ant solvability and problem solutions in case of under-determinacy. In the normali-
zed infinite-dimensional linear and finite-dimensional Euclidean spaces, it is shown
that the Hermite interpolation polynomial of minimum norm contains fundamental
polynomials. The accuracy of Hermite interpolation formulas on polynomials of the
corresponding degree is studied. The theorem on the Hermite-Birkhoff interpolant
of the minimal norm in a Hilbert space is proved.

In Chapter 5 ascertains the new compatibility criteria of the linear system of
equations and inequalities and are related to the conditions of existence of a linear
interpolation polynomial in Euclidean spaces. The conditions for the existence of
the polynomial equation solution are found. Examples of solving problems using
the obtained results are considered, namely, surface construction and identification
problem-solving

Key words: nonlinear operator, polynomial operator, integer operator, Hilbert
space, Euclidean space, operator interpolation, Lagrange interpolation polynomi-
al, Hermite interpolation polynomial, Hermite-Birkhoff interpolation polynomial,
Gateaux differential, minimum norm, accuracy, interpolation convergence.


