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Система зв’язкiв "A → D → B"
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Постановка задачi

Наявно:
m постачальникiв A1, . . . ,Am з продукцiєю a1, . . . , am

n споживачiв B1, . . . ,Bn з потребами b1, . . . , bn

l промiжних пунктiв D1, . . . ,Dl , через якi здiйснюється
транспортування продукцiї

Потрiбно знайти оптимальний план транспортування
продукцiї, де

cik – витрати на перевезення одиницi продукцiї вiд
постачальника Ai до промiжного пункту Dk

ckj – витрати на перевезення одиницi продукцiї вiд
промiжного пункту Dk до споживача Bj
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Змiннi задачi

xik – кiлькiсть продукцiї, яка перевозиться вiд постачальника Ai

до промiжного пункту Dk

ykj – кiлькiсть продукцiї, яка перевозиться вiд промiжного пункту
Dk до споживача Bj
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Формулювання задачi (ДТЗ)

f ∗xy = min
x≥0,y≥0

{
f (x , y) =

m∑
i=1

l∑
k=1

cikxik +
l∑

k=1

n∑
j=1

ckjykj

}
(1)

за обмежень
l∑

k=1

xik = ai , i = 1,m, (2)

l∑
k=1

ykj = bj , j = 1, n, (3)

m∑
i=1

xik −
n∑

j=1

ykj = 0, k = 1, l . (4)

Задача (1)–(4) є задачею лiнiйного програмування
з (m + n)×l змiнними та m + n + l обмеженнями
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ДТЗ з обмеженнями

f ∗xyz = min
x≥0, y≥0

{
f (x , y , z) =

m∑
i=1

l∑
k=1

cikxik +
l∑

k=1

n∑
j=1

ckjykj

}
(5)

за обмежень
l∑

k=1

xik = ai , i = 1,m, (6)

l∑
k=1

ykj = zj , j = 1, n, (7)

m∑
i=1

xik −
n∑

j=1

ykj = 0, k = 1, l , (8)
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ДТЗ з обмеженнями
m∑
i=1

xik ≤ dup
k , k = 1, l , (9)

n∑
j=1

zj =
m∑
i=1

ai , (10)

blowj ≤ zj ≤ bupj , j = 1, n, (11)

xik ≥ 0, ykj ≥ 0, i = 1,m, k = 1, l , j = 1, n. (12)

Задача (5)–(12) є задачею лiнiйного програмування
з m × l + n × (l + 1) неперервними змiнними x , y та z ,

та m + 3n + 2l + 1 обмеженнями
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Умови сумiсностi

Теорема 1 [1]
Система обмежень (6)–(12) є сумiсною тодi й лише тодi, коли
виконуються умови

n∑
j=1

blowj ≤
m∑
i=1

ai ≤
n∑

j=1

bupj та
m∑
i=1

ai ≤
l∑

k=1

dup
k . (13)

Стецюк П.I., Стовба В.О., Хом’як О.М., Стецюк М.Г. Двоетапна транспортна
задача з двостороннiми обмеженнями на потреби споживачiв та верхнiми
межами на пропускнi спроможностi промiжних пунктiв. Кiбернетика та
системний аналiз. 2024. Т. 60. № 6. С. 89–101.
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Частковi випадки задачi (5)–(12)

Якщо dup
k =

∑m
i=1 ai (k = 1, l), то маємо ДТЗ з двостороннiми

обмеженнями на потреби споживачiв – це задача (5)–(12) з
вилученими обмеженнями (9).

Умова сумiсностi [2,3]:
n∑

j=1

blowj ≤
m∑
i=1

ai ≤
n∑

j=1

bupj (14)
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Частковi випадки задачi (5)–(12)

Якщо dup
k =

∑m
i=1 ai (k = 1, l) та bupj = blowj = bj (j = 1, n),

то маємо класичну ДТЗ – це задача (1)–(4).

Умова сумiсностi [4,5,6]:
m∑
i=1

ai =
n∑

j=1

bj (15)

Карагодова О.О. Кiгель В.Р., Рожок В.Д. Дослiдження операцiй: Навч.
посiб. К.: Центр учбової лiтератури, 2007. 256 с.

Гамецкий А.Ф., Соломон Д.И. Исследование операций. Том I. Акад.
транспорта, информатики и коммуникаций. Ch.: Evrica, 2004. 456 с.

Наконечний С.I., Савiна С.С. Математичне програмування: Навч. посiб. К.:
КНЕУ, 2003. 452 с.
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Задача оптимального розбиття-розподiлу [7]

Киселева Е.М., Притоманова О.М., Ус С.А. Решение двухэтапной
непрерывно-дискретной задачи оптимального разбиения-распределения с
заданным положением центров подмножеств. Кибернетика и системный
анализ. 2020. № 1. С. 3—15.
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Постановка задачi
Наявно:

Постачальник однорiдного ресурсу, неперервно розподiлений
в областi Ω зi щiльнiстю ρ(x) = 1

Пункти першого етапу (первинної переробки) τ Ii , i = 1, 5

Пункти другого етапу (споживання) τ IIj , j = 1, 3

Задано:
Координати пунктiв першого та другого етапiв
Вартостi транспортування c Ii (x , τ

I
i ) та c IIj (τ

I
i , τ

II
j )

Потрiбно
розбити множину Ω постачальникiв на пiдмножини
Ω1, . . . ,Ω5,

⋃5
i=1 Ωi = Ω

визначити об’єми перевезень vij ≥ 0 (i = 1, 5, j = 1, 3)
так, щоб мiнiмiзувати сумарну вартiсть транспортування
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Формулювання задачi

5∑
i=1

∫
Ωi

c Ii (xi , τ
I
i )ρ(x)dx +

5∑
i=1

3∑
j=1

c IIij (τ
I
i , τ

II
j )vij → min (16)

за обмежень
3∑

j=1

vij =

∫
Ωi

ρ(x)dx , i = 1, 5, (17)

5∑
i=1

vij = bIIj , j = 1, 3, (18)

5∑
i=1

∫
Ωi

ρ(x)dx =
3∑

j=1

bIIj . (19)
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Система зв’язкiв "Ω → D → B”

Для сiтки 500× 500 задача (5)–(12) має
1 250 018 змiнних та 250 009 обмежень
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Обчислювальний експеримент

Тест 1: сiтка 31× 31, dup
k =

∑m
i=1 ai

Тест 2: сiтка 500× 500, dup
k =

∑m
i=1 ai

Тест 3: сiтка 500× 500, dup
k = 0.2 ·

∑m
i=1 ai

Тест 4: сiтка 500× 500, dup
k = 0.25 ·

∑m
i=1 ai

Для розв’язання задачi використано солвер CPLEX з
NEOS-сервера та мова моделювання AMPL
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Оптимальнi розбиття (тести 1 i 2)

а) сiтка 31× 31, обсяги споживання: 0.220604, 0.418314, 0.361082 (0.03 с)
б) сiтка 500× 500, обсяги споживання: 0.228976, 0.428876, 0.342148 (60 с)
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Плани перевезень (тести 1 i 2)

а) сiтка 31× 31, обсяги споживання: 0.220604, 0.418314, 0.361082 (0.03 с)
б) сiтка 500× 500, обсяги споживання: 0.228976, 0.428876, 0.342148 (60 с)
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Оптимальнi розбиття (тести 3 i 4)

а) обсяги виробництва: 0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2; обсяги споживання: 0.2, 0.6, 0.2
б) обсяги виробництва: 0.112212, 0.25, 0.25, 0.25, 0.137788;

обсяги споживання: 0.25, 0.5, 0.25

Вiктор Стовба Двоетапна транспортна задача МПЗIС-2024 22 / 27



Плани перевезень (тести 3 i 4)

а) обсяги виробництва: 0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2; обсяги споживання: 0.2, 0.6, 0.2
б) обсяги виробництва: 0.112212, 0.25, 0.25, 0.25, 0.137788;

обсяги споживання: 0.25, 0.5, 0.25
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Висновки

Дослiджено ДТЗ з двостороннiми обмеженнями на
невiдомi потреби споживачiв та верхнiми межами на
пропускнi спроможностi промiжних пунктiв та її частковi
випадки

Встановлено та обґрунтовано необхiднi та достатнi умови
сумiсностi системи обмежень вiдповiдної ЛП-задачi

Наведено результати обчислювального експерименту з
використанням солвера CPLEX для дискретного аналога
модельної задачi оптимального розбиття-розподiлу множини
на пiдмножини з заданими центрами пiдмножин
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