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Èíôîðìàòèêà è Îïòèìàëüíûå Ðåøåíèÿ

½Îäíèì èç âàæíåéøèõ ïðèìåíåíèé
ìàøèííîé (áåçáóìàæíîé) èíôîðìàòèêè
ÿâëÿåòñÿ ìàøèííîå óïðàâëåíèå è
ïðîåêòèðîâàíèå. Ïðèìåíåíèå ÝÂÌ
â ýòèõ îáëàñòÿõ ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò
âûðàáîòêè áîëåå èëè ìåíåå õîðîøèõ
ðåøåíèé ê âûðàáîòêå íàèëó÷øèõ
èëè, êàê îáû÷íî ïðèíÿòî ãîâîðèòü,
îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé" [ 1, còð. 216].

1. ÃëóøêîâÂ.Ì. Îñíîâû áåçáóìàæíîé
èíôîðìàòèêè. � Ì.: Íàóêà, 1987. � 552 c.
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Öåëü äîêëàäà

Â äîêëàäå îáñóäèì
äâîéñòâåííûé àëãîðèòì íà îñíîâå ìåòîäà ýëëèïñîèäîâ
äëÿ ñïåöèàëüíîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
(íàõîæäåíèå óñëîâíî-îïòèìàëüíîãî ìàðøðóòà â ñåòè)

Êðàòêîå èçëîæåíèå ìåòîäà ýëëèïñîèäîâ åñòü â âîñüìîé ãëàâå
êíèãè ½Îñíîâû áåçáóìàæíîé èíôîðìàòèêè“ [1, ñòð. 238�239].
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Ïëàí äîêëàäà

1 Ìåòîä ýëëèïñîèäîâ
êðàòêî îá èñòîðèè
î ðîëè ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
octave-ôóíêöèÿ emshor

2 Óñëîâíî-îïòèìàëüíûé ìàðøðóò
ïîñòàíîâêà çàäà÷è
äâîéñòâåííûé àëãîðèòì
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Ìåòîä ýëëèïñîèäîâ
Ïëàí äîêëàäà

1 Ìåòîä ýëëèïñîèäîâ
êðàòêî îá èñòîðèè
î ðîëè ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
octave-ôóíêöèÿ emshor

2 Óñëîâíî-îïòèìàëüíûé ìàðøðóò
ïîñòàíîâêà çàäà÷è
äâîéñòâåííûé àëãîðèòì
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Ìåòîä ýëëèïñîèäîâ êðàòêî îá èñòîðèè
Ìåòîä ýëëèïñîèäîâ ïðåäëîæèëè

1976 ÞäèíÄ.Á. è ÍåìèðîâñêèéÀ.Ñ. êàê ìåòîä
ïîñëåäîâàòåëüíûõ îòñå÷åíèé [2].

1977 ØîðÍ.Ç. êàê âàðèàíò ìåòîäà ñ ðàñòÿæåíèåì
ïðîñòðàíñòâà â íàïðàâëåíèè ñóáãðàäèåíòà [3].

2. ÞäèíÄ.Á., ÍåìèðîâñêèéÀ.Ñ. Èíôîðìàöèîííàÿ ñëîæ-
íîñòü è ýôôåêòèâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ âûïóêëûõ ýêñòðåìàëü-
íûõ çàäà÷ // Ýêîíîìèêà è ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû. � 1976. �
Âûï. 2. � C. 357�369.

3. ØîðÍ.Ç. Ìåòîä îòñå÷åíèÿ ñ ðàñòÿæåíèåì ïðîñòðàíñòâà äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ // Êèáåðíåòèêà.
� 1977. � �1. � Ñ. 94�95.
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Ìåòîä ýëëèïñîèäîâ êðàòêî îá èñòîðèè
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íà îñíîâå ÌÝ

1979 Õà÷èÿíË. ïîñòðîèë ïåðâûé ïîëèíîìèàëüíûé
àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ËÏ ñ ðàöèîíàëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè

1981 ÃðeòøåëüÌ., ËîâàøË. è ÑõðåéâåðÀ.
ðàçðàáîòàëè ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ ðÿäà
çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè

ÌÝ è ðåçóëüòàòû íà åãî îñíîâå áûëè öåíòðàëüíûìè
íà XI ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó
ïðîãðàììèðîâàíèþ (Áîíí,ÔÐÃ, àâãóñò 1982).

Êàíòîðîâè÷Ë.Â., Ìèõàëåâè÷Â.Ñ., Ðóáèíøòåéí Ã.Ø., ÒðåòüÿêîâÍ.Â., ØîðÍ.Ç.,ßêèìåöÂ.Í. XI Ìåæäóíàðîäíûé ñèìïîçèóì ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ //Òåõíè÷åñêàÿ êèáåðíåòèêà. � Ì.: Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. � 1983. � �1. � Ñ. 197�201.
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Ìåòîä ýëëèïñîèäîâ î ðîëè ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
Ãåîìåòðèÿ ìåòîäà ýëëèïñîèäîâ

r

a

b

h

Ýëëèïñîèä En, ñîäåðæàùèé
ïîëóøàð â En, èìååò ïàðàìåòðû
b =
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1
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2
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1− 1
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2
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ãäå α = b
a è r � ðàäèóñ øàðà Sn.

Åñëè ïðîñòðàíñòâî ½ðàñòÿíóòü“ ñ
êîýôôèöèåíòîì α â íàïðàâëåíèè
ïîëóîñè a, òî En ñòàíåò øàðîì â
ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå.

Îòíîøåíèå îáúåìà ýëëèïñîèäà En ê îáúåìó øàðà Sn ðàâíî
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Ìåòîä ýëëèïñîèäîâ î ðîëè ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
×òî òàêîå ìåòîä ýëëèïñîèäîâ?

Îòíîøåíèå îáúåìà ýëëèïñîèäà En ê îáúåìó øàðà Sn ðàâíî
q(n) =

vol(En)
vol(Sn) =

1

α

(
1

2

(
α+

1

α

))n
.

Åñëè êîýôôèöèåíò α òàêîé, ÷òî îòíîøåíèå q(n) < 1, òî îáúåì
ýëëèïñîèäà, â êîòîðîì ëîêàëèçóåòñÿ òî÷êà x∗ (íàïðèìåð, òî÷êà
ìèíèìóìà âûïóêëîé ôóíêöèè f(x)), óáûâàåò ñî ñêîðîñòüþ
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì q(n).
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Ìåòîä ýëëèïñîèäîâ î ðîëè ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
Î äâóõ âàðèàíòàõ ìåòîäà ýëëèïñîèäîâ

Â ìåòîäå ýëëèïñîèäîâ Þäèíà-Íåìèðîâñêîãî-Øîðà

q(n) = 1− 1

2n
è ðåàëèçóåòñÿ ïðè α =

√
n+ 1

n− 1
.

Â ïðèáëèæåííîì ìåòîäå ýëëèïñîèäîâ [4]

q(n) ≈ 1− 1

2n
è ðåàëèçóåòñÿ ïðè α =

√
1 +

1

n2
+

1

n
.

Åñëè n = 1, òî q(1) = 2−
√

2 ≈ 0.5858.

4. ÑòåöþêÏ.È. Ïðèáëèæåííûé ìåòîä ýëëèïñîèäîâ //
Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç. � 2003. � �3. � C. 141�146.
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Ìåòîä ýëëèïñîèäîâ octave-ôóíêöèÿ emshor
octave-ôóíêöèÿ emshor (ellipsoid method shor)

# octave-code for emshor (version 1.0, 13.09.2013) #row00# íàõîäèò òî÷êó ìèíèìóìà âûïóêëîé ôóíêöèè f(x) #row00a% Âõîäíûå ïàðàìåòðû: #row00b% calcfg - èìÿ ôóíêöèè calcfg(x): âû÷èñëÿåò f è g(1:n) #row00c% x - íà÷àëüíàÿ òî÷êà x0(1:n) (íà âûõîäå ïîðòèòñÿ) #row00d% rad - ðàäèóñ øàðà ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 #row00e% epsf - òî÷íîñòü îñòàíîâà ïî çíà÷åíèþ ôóíêöèè #row00f% maxitn - ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé #row00g% Âûõîäíûå ïàðàìåòðû: #row00h% xr -- òî÷êà ìèíèìóìà (ðåêîðäíàÿ) #row00i% fr -- çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå xr #row00j% ist -- êîä îñòàíîâà (1 = epsf, 4 = maxitn) #row00kfunction [xr,fr,ist]=emshor(calcfg,x,rad,epsf,maxitn); #row01dn=float(length(x)); beta=sqrt((dn-1.d0)/(dn+1.d0)); #row02radn=rad; B=eye(length(x)); fr=inf; ist=4; #row03for (itn = 0:maxitn) #row04[f, g1] = calcfg(x); g=B'*g1; dg=norm(g); #row05if (f < fr) fr = f; xr = x; itr=itn; endif #row06if(radn*dg < epsf) ist = 1; return; endif #row07xi=(1.d0/dg)*g; dx = B * xi; hs=radn/(dn+1.d0); #row08x -= hs * dx; B += (beta - 1) * B * xi * xi'; #row09radn=radn/sqrt(1.d0-1.d0/dn)/sqrt(1.d0+1.d0/dn); #row10printf("itn %4d itr %4d f %16.8e fr %16.8e\n", #row11itn,itr,f,fr);endfor #row12endfunction #row13
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Ìåòîä ýëëèïñîèäîâ octave-ôóíêöèÿ emshor
×òî íàõîäèò ïðîãðàììà emshor?

Ïóñòü f(x) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, x∗ � òî÷êà ìèíèìóìà,
f∗ = f(x∗), x0 � íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå.

Òåîðåìà (î ïðîãðàììå emshor)
Åñëè x0 òàêîå, ÷òî ‖x0 − x∗‖ ≤ r, òî ïðîãðàììà emshor
çàêàí÷èâàåò ðàáîòó âûïîëíåíèåì îäíîãî èç óñëîâèé:
1. íàéäåíà òî÷êà xr � òàêàÿ, ÷òî f(xr)− f ∗ ≤ εf (ist=1),
2. maxitn èòåðàöèé îêàçàëîñü íåäîñòàòî÷íî (ist=4).
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Óñëîâíî-îïòèìàëüíûé ìàðøðóò
Ïëàí äîêëàäà

1 Ìåòîä ýëëèïñîèäîâ
êðàòêî îá èñòîðèè
î ðîëè ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
octave-ôóíêöèÿ emshor

2 Óñëîâíî-îïòèìàëüíûé ìàðøðóò
ïîñòàíîâêà çàäà÷è
äâîéñòâåííûé àëãîðèòì
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Óñëîâíî-îïòèìàëüíûé ìàðøðóò ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ñîäåðæàòåëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü N(V,A) � îðèåíòèðîâàííàÿ ñåòü ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí
V è ìíîæåñòâîì äóã A. Ïóñòü ïåðåñûëêà åäèíè÷íîãî ïîòîêà ïî
äóãå (i, j) ∈ A, íàïðàâëåííîé èç âåðøèíû i ∈ V â âåðøèíó
j ∈ V , õàðàêòåðèçóåòñÿ ñòîèìîñòüþ cij è çàòðàòàìè m ðåñóðñîâ
wkij , ãäå k = 1, . . . ,m.

Óñëîâíî-îïòèìàëüíûì ìàðøðóòîì â ñåòè N(V,A) íàçîâåì
íàèìåíüøèé ïî ñòîèìîñòè ìàðøðóò ïåðåñûëêè åäèíè÷íîãî
ïîòîêà èç âåðøèíû r ∈ V (èñòî÷íèê) ê âåðøèíå s ∈ V (ñòîê),
êîòîðûé íå ïðåâûøàåò çàäàííûõ ïîðîãîâûõ çíà÷åíèé íà
ðåñóðñû Wk, k = 1, . . . ,m.
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Óñëîâíî-îïòèìàëüíûé ìàðøðóò ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (ÖËÏ-çàäà÷à)

Íàéòè
f∗ = f(Y ∗) = min

Y

∑
(i,j)∈A

cijyij (1)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ∑
(i,j)∈A

wkijyij ≤W k, k = 1, . . . ,m, (2)

∑
j:(i,j)∈A

yij −
∑

j:(j,i)∈A

yji =


1, i = r,
0, i 6= r, s,
−1, i = s,

(3)

yij = 0 ∨ 1, (i, j) ∈ A. (4)
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Óñëîâíî-îïòèìàëüíûé ìàðøðóò ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ìàðøðóòû ñ ðàçíûì ÷èñëîì êóñêîâ

Ìàðøðóò 1 (6 ó÷àñòêîâ) Ìàðøðóò 2 (5 ó÷àñòêîâ)

Îáà ìàðøðóòà ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àéøèìè ïî ðàññòîÿíèþ, íî
ðàçíûìè ïî êîëè÷åñòâó ó÷àñòêîâ (êóñêîâ)
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Óñëîâíî-îïòèìàëüíûé ìàðøðóò ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Êðàò÷àéøèé ìàðøðóò ñ ìèíèìóìîì êóñêîâ

Ìàðøðóò 1 (4 ó÷àñòêà) Ìàðøðóò 2 (4 ó÷àñòêà)

Ñîîòâåòñòâóåò m = 1, èìååì äâà îïòèìàëüíûõ ìàðøðóòà.
Çàïðåòèòü îäèí èç íèõ ìîæíî, åñëè ïåðåôîðìóëèðîâàòü
çàäà÷ó (1)�(4) äëÿ m = 2.
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Óñëîâíî-îïòèìàëüíûé ìàðøðóò äâîéñòâåííûé àëãîðèòì
Ðåëàêñèðîâàííàÿ ËÏ-çàäà÷à

Íàéòè
f∗1 = f1(Y ∗) = min

Y

∑
(i,j)∈A

cijyij (1′)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ∑
(i,j)∈A

wkijyij ≤W k, k = 1, . . . ,m (2′)

∑
j:(i,j)∈A

yij −
∑

j:(j,i)∈A

yji =


1, i = r,
0, i 6= r, s,
−1, i = s,

, (3′)

0 ≤ yij ≤ 1, (i, j) ∈ A. (4′)

Ïðè ìàëûõ m c ïîìîùüþ ìåòîäà ýëëèïñîèäîâ ìîæíî
ýôôåêòèâíî ðåøàòü çàäà÷ó (1')�(4') äëÿ ñåòåé áîëüøîãî
ðàçìåðà (äâîéñòâåííûé àëãîðèòì ïî îãðàíè÷åíèÿì (2')).
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Óñëîâíî-îïòèìàëüíûé ìàðøðóò äâîéñòâåííûé àëãîðèòì
Äâîéñòâåííûé àëãîðèòì

ñîîòâåòñòâóåò íåãëàäêîé çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè
ψ∗ = max

λ≥0
ψ(λ), (5)

ãäå äâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ψ(λ) â òî÷êå λ = (λ1, . . . , λm)T

îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è

ψ(λ) = min
Y

∑
(i,j)∈A

(
cij +

m∑
k=1

λkw
k
ij

)
yij −

m∑
k=1

λkW
k (6)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (3')-(4').
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Óñëîâíî-îïòèìàëüíûé ìàðøðóò äâîéñòâåííûé àëãîðèòì
Êàê âû÷èñëÿåòñÿ ψ(λ) è åå ñóïåðãðàäèåíò

Çàäà÷à (6) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè èç
èñòî÷íèêà r â ñòîê s â ñåòè N(V,A), ãäå äëèíà äóãè (i, j) ∈ A
ðàâíà lij = cij +

∑m
k=1 λkw

k
ij . Ïóñòü êðàò÷àéøèé ïóòü çàäàþò

êîìïîíåíòû ỹij(λ) (ðàâíû åäèíèöå, åñëè êðàò÷àéøèé ïóòü
ïðîõîäèò ïî äóãå (i, j) ∈ A, è íóëþ � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå).

Ñóïåðãðàäèåíò ôóíêöèè ψ(λ) â òî÷êå λ âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

gψ = (g1, . . . , gm)T , (7)

ãäå
gk =

∑
(i,j)∈A

wkij ỹij(λ)−W k, k = 1, . . . ,m. (7′)
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Óñëîâíî-îïòèìàëüíûé ìàðøðóò äâîéñòâåííûé àëãîðèòì
Î òðóäîåìêîñòè äâîéñòâåííîãî àëãîðèòìà

Òðóäîåìêîñòü îäíîé èòåðàöèè ðàâíà ñóììå O(m2)
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé óìíîæåíèÿ â ìåòîäå
ýëëèïñîèäîâ è O(|V |2 + |A|) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé
ñëîæåíèÿ, åñëè äëÿ ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè èñïîëüçîâàòü
ïðîñòåéøóþ ðåàëèçàöèþ àëãîðèòìà Äåéêñòðû [5].

Óñëîæíåííûå ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà Äåéêñòðû (èñïîëüçîâàíèå
Ôèáîíà÷÷èåâûõ êó÷) ìîãóò ïîíèçèòü âòîðîå ñëàãàåìîå äî
òåîðåòè÷åñêîãî ìèíèìóìà O(|V | log |V |+ |A|) àðèôìåòè÷åñêèõ
îïåðàöèé ñëîæåíèÿ.

5. DijkstraE.W. A note on two problems in connexion with
graphs // Numerische Mathematik. � 1969. � V. 1. � P. 269�271.
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Äâîéñòâåííûé àëãîðèòì ïëàíèðóåòñÿ

èñïîëüçîâàòü ïðè ôîðìèðîâàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
æåñòîâ ïàëóáíîãî ðåãóëèðîâùèêà (àâàòàðà), óïðàâëÿþùåãî
ïåðåìåùåíèåì ñàìîëåòà [6].

6. ÀôàíàñüåâÂ.Î., ÏåòðóõèíÂ.À. è äð. Ñèñòåìû âèçóà-
ëèçàöèè è âèðòóàëüíîãî îêðóæåíèÿ â çàäà÷àõ èññëåäîâàíèÿ
êîñìîñà: íàñòîÿùåå è áóäóùåå // Êîñìîíàâòèêà XXI âåêà:
Ïîïûòêà ïðîãíîçà ðàçâèòèÿ äî 2101 ãîäà. Ïîä ðåä. àêàäåìèêà
ÐÀÍ Á.Å.×åðòîêà. � Ì.: Èçä. ÐÒÑîôò, 2010. � 864 c.

22/23 Ñòåöþê Ï., Ïåòðóõèí Â., Áóãðîâ Í., Õðèïêî Ê. Ìåòîä ýëëèïñîèäîâ è óñëîâíî-îïòèìàëüíûé ìàðøðóò



Óñëîâíî-îïòèìàëüíûé ìàðøðóò äâîéñòâåííûé àëãîðèòì
Çàïèòàííÿ?

ÄßÊÓÞ ÇÀ ÓÂÀÃÓ!
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