
Äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à

òà ¨¨ ìîäèôiêàöi¨

Ï.I. Ñòåöþê

Iíñòèòóò êiáåðíåòèêè iìåíi Â.Ì. Ãëóøêîâà ÍÀÍ Óêðà¨íè

CRDF Global

(ãðàíò G-202102-68020)

24 ëèñòîïàäà 2021, Êè¨â

Ï.I. Ñòåöþê Äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à CRDF Global 1 / 27



Ñõåìà ïåðåâåçåíü "A → D → B"
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Çìiñò

1 Äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à (ÄÒÇ)

2 ÄÒÇ ç îáìåæåííÿìè íà ïðîïóñêíi ñïðîìîæíîñòi

3 ÄÒÇ ç ôiêñîâàíîþ êiëüêiñòþ ïðîìiæíèõ ïóíêòiâ

4 Ïðî çàñòîñóâàííÿ ÄÒÇ òà ¨¨ ìîäèôiêàöié
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Çìiñò

1 Äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à (ÄÒÇ)

2 ÄÒÇ ç îáìåæåííÿìè íà ïðîïóñêíi ñïðîìîæíîñòi

3 ÄÒÇ ç ôiêñîâàíîþ êiëüêiñòþ ïðîìiæíèõ ïóíêòiâ
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Íåõàé â m ïóíêòàõ ïîñòà÷àííÿ A1, . . . ,Am ¹ a1, . . . , am îäèíèöü
ïðîäóêöi¨, ÷àñòèíó ÿêî¨ ïîòðiáíî ïåðåâåçòè äî n ñïîæèâà÷iâ
B1, . . . ,Bn, çàäîâîëüíèâøè ¨õ ïîòðåáè b1, . . . , bn.
Äëÿ òðàíñïîðòóâàííÿ ïðîäóêöi¨ âiä ïîñòà÷àëüíèêiâ äî ñïîæèâà÷iâ
ìîæíà çàäiÿòè l ïðîìiæíèõ ïóíêòiâ D1, . . . ,Dl .

Ïîòðiáíî çíàéòè îïòèìàëüíèé ïëàí òðàíñïîðòóâàííÿ ïðîäóêöi¨, äå
cik � âèòðàòè íà ïåðåâåçåííÿ îäèíèöi ïðîäóêöi¨ âiä ïîñòà÷àëüíèêà
Ai äî ïðîìiæíîãî ïóíêòó Dk , à ckj � âèòðàòè íà ïåðåâåçåííÿ
îäèíèöi ïðîäóêöi¨ âiä ïðîìiæíîãî ïóíêòó Dk äî ñïîæèâà÷à Bj .
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Çìiííi çàäà÷i

xik � êiëüêiñòü ïðîäóêöi¨, ÿêà ïåðåâîçèòüñÿ âiä ïîñòà÷àëüíèêà Ai

äî ïðîìiæíîãî ïóíêòó Dk

ykj � êiëüêiñòü ïðîäóêöi¨, ÿêà ïåðåâîçèòüñÿ âiä ïðîìiæíîãî ïóíêòó
Dk äî ñïîæèâà÷à Bj

Ï.I. Ñòåöþê Äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à CRDF Global 6 / 27



Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i

f ∗= min
x≥0,y≥0

{
f (x , y) =

m∑
i=1

l∑
k=1

cikxik +
l∑

k=1

n∑
j=1

ckjykj

}
(1)

l∑
k=1

xik ≤ ai , i = 1, . . . ,m, (2)

l∑
k=1

ykj = bj , j = 1, . . . , n, (3)

m∑
i=1

xik =
n∑

j=1

ykj , k = 1, . . . , l . (4)

Çàäà÷à (1)�(4) ¹ çàäà÷åþ ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ

ç (m + n)×l çìiííèìè òà m + n + l îáìåæåííÿìè
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Öiëüîâà ôóíêöiÿ òà îáìåæåííÿ

Öiëüîâà ôóíêöiÿ (1) çàäà¹ ñóìàðíi âèòðàòè íà òðàíñïîðòóâàííÿ
ïðîäóêöi¨ âiä ïîñòà÷àëüíèêiâ äî ïðîìiæíèõ ïóíêòiâ òà âiä
ïðîìiæíèõ ïóíêòiâ äî ñïîæèâà÷iâ.

Îáìåæåííÿ (2) îçíà÷àþòü íåîáõiäíiñòü òðàíñïîðòóâàííÿ ÷àñòèíè
ïðîäóêöi¨ a1, . . . , am iç ïóíêòiâ ïîñòà÷àííÿ äî ïðîìiæíèõ ïóíêòiâ,
à îáìåæåííÿ (3) - ùî ñïîæèâà÷àì ïîòðiáíî äîñòàâèòè íåîáõiäíó
ïðîäóêöiþ b1, . . . , bn ç ïðîìiæíèõ ïóíêòiâ.

Îáìåæåííÿ (4) çàäàþòü óìîâè íà òå, ùîá âñÿ ïðîäóêöiÿ, ÿêà
ïðèõîäèòü âiä ïîñòà÷àëüíèêiâ äî êîæíîãî ïðîìiæíîãî ïóíêòó,
áóëà îáîâ'ÿçêîâî âiäïðàâëåíà ñïîæèâà÷àì.
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Óìîâè ñóìiñíîñòi

Ëåìà 1

Îáìåæåííÿ (2)�(4) ¹ ñóìiñíèìè, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

m∑
i=1

ai ≥
n∑

j=1

bj . (1.1)

Äëÿ êëàñè÷íî¨ ÄÒÇ:
m∑
i=1

ai =
n∑

j=1

bj . (1.2)

Êàðàãîäîâà Î.Î., Êiãåëü Â.Ð., Ðîæîê Â.Ä. Äîñëiäæåííÿ îïåðàöié:
Íàâ÷. ïîñiá. � Ê.: Öåíòð ó÷áîâî¨ ëiòåðàòóðè, 2007. � 256 ñ.
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Çìiñò

1 Äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à (ÄÒÇ)

2 ÄÒÇ ç îáìåæåííÿìè íà ïðîïóñêíi ñïðîìîæíîñòi

3 ÄÒÇ ç ôiêñîâàíîþ êiëüêiñòþ ïðîìiæíèõ ïóíêòiâ

4 Ïðî çàñòîñóâàííÿ ÄÒÇ òà ¨¨ ìîäèôiêàöié
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Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i

f ∗= min
x≥0,y≥0

{
f (x , y) =

m∑
i=1

l∑
k=1

cikxik +
l∑

k=1

n∑
j=1

ckjykj

}
(1)

çà îáìåæåíü (2)�(4) òà îáìåæåíü

d low
k ≤

m∑
i=1

xik ≤ dup
k , k = 1, . . . , l . (5)

Òóò d low
1 , . . . , d low

l � ìiíiìàëüíi, à dup
1 , . . . , dup

l � ìàêñèìàëüíi
ïðîïóñêíi ñïðîìîæíîñòi ïðîìiæíèõ ïóíêòiâ D1, . . . ,Dl .

Çàäà÷à (1)�(5) ¹ çàäà÷åþ ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ
ç (m + n)×l çìiííèìè òà m + n + 3l îáìåæåííÿìè.
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Äîäàòêîâi îáìåæåííÿ

Îáìåæåííÿ (5) çàäàþòü íèæíi òà âåðõíi ìåæi
íà ïðîïóñêíi ñïðîìîæíîñòi ïðîìiæíèõ ïóíêòiâ.

�õ òàêîæ ìîæíà çàïèñàòè òàê:

d low
k ≤

n∑
j=1

ykj ≤ dup
k , k = 1, . . . , l . (5a)
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Óìîâè ñóìiñíîñòi

Ëåìà 2

Îáìåæåííÿ (2)�(5) ¹ ñóìiñíèìè, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

m∑
i=1

ai ≥
n∑

j=1

bj ,
l∑

k=1

d low
k ≤

n∑
j=1

bj ≤
l∑

k=1

dup
k . (2.1)

Äëÿ êëàñè÷íî¨ ÄÒÇ:

l∑
k=1

d low
k ≤

m∑
i=1

ai =
n∑

j=1

bj ≤
l∑

k=1

dup
k . (2.2)

Íàêîíå÷íèé Ñ.I., Ñàâiíà Ñ.Ñ. Ìàòåìàòè÷íå ïðîãðàìóâàííÿ: Íàâ÷.

ïîñiá. � Ê.: ÊÍÅÓ, 2003.
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Çìiñò

1 Äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à (ÄÒÇ)

2 ÄÒÇ ç îáìåæåííÿìè íà ïðîïóñêíi ñïðîìîæíîñòi

3 ÄÒÇ ç ôiêñîâàíîþ êiëüêiñòþ ïðîìiæíèõ ïóíêòiâ

4 Ïðî çàñòîñóâàííÿ ÄÒÇ òà ¨¨ ìîäèôiêàöié
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Äîäàòêîâi äàíi òà çìiííi

Äëÿ òðàíñïîðòóâàííÿ ïðîäóêöi¨ âèêîðèñòîâóþòüñÿ l ïðîìiæíèõ ïóíêòiâ

D1, . . . ,Dl ç ìiíiìàëüíèìè d low
1 , . . . , d low

l òà ìàêñèìàëüíèìè

dup
1 , . . . , dup

l ïðîïóñêíèìè ñïðîìîæíîñòÿìè.

Íåîáõiäíî

çíàéòè îïòèìàëüíèé ïëàí òðàíñïîðòóâàííÿ ïðîäóêöi¨,
ÿêèé âèêîðèñòîâó¹ D (1 < D < l) ïðîìiæíèõ ïóíêòiâ.

Íåõàé zk � áóëåâà çìiííà, ÿêà äîðiâíþ¹ îäèíèöi, ÿêùî ïðîìiæíèé
ïóíêò Dk âèêîðèñòîâó¹òüñÿ, òà äîðiâíþ¹ íóëþ â ïðîòèëåæíîìó
âèïàäêó.
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Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i

f ∗= min
x≥0,y≥0

{
f (x , y) =

m∑
i=1

l∑
k=1

cikxik +
l∑

k=1

n∑
j=1

ckjykj

}
(1)

çà îáìåæåíü (2)�(4) òà îáìåæåíü

d low
k zk ≤

m∑
i=1

xik ≤ dup
k zk , k = 1, . . . , l , (5)

l∑
k=1

zk = D, (6)

zk = 0 ∨ 1, k = 1, . . . , l . (7)

Çàäà÷à (1)�(7) ¹ çàäà÷åþ áóëåâîãî ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ

ç (m + n + 1)×l çìiííèìè òà m + n + 3l + 1 îáìåæåííÿìè.
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Äîäàòêîâi îáìåæåííÿ

Îáìåæåííÿ (6) îçíà÷àþòü, ùî çàäiÿíî ðiâíî D ïðîìiæíèõ
ïóíêòiâ, à îáìåæåííÿ (5) çàäàþòü äëÿ íèõ íèæíi òà âåðõíi ìåæi
íà ïðîïóñêíi ñïðîìîæíîñòi.

Îáìåæåííÿ (5) ìîæíà çàïèñàòè òàê:

d low
k zk ≤

n∑
j=1

ykj ≤ dup
k zk , k = 1, . . . , l . (5a)
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Óìîâè ñóìiñíîñòi

Ëåìà 3

Îáìåæåííÿ (2)�(7) ¹ ñóìiñíèìè, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

m∑
i=1

ai ≥
n∑

j=1

bj ,
l∑

k=1

d low
k zk ≤

n∑
j=1

bj ≤
l∑

k=1

dup
k zk . (3.1)

l∑
k=1

zk = D, zk = 0 ∨ 1, k = 1, . . . , l . (3.2)
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×àñòêîâèé âèïàäîê 1

Ëåìà 3à

Îáìåæåííÿ (2)�(7) ¹ ñóìiñíèìè, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

m∑
i=1

ai ≥
n∑

j=1

bj , D×d low ≤
n∑

j=1

bj ≤
D∑

k=1

dup
k .

Òóò d low
1 = d low

2 = . . . = d low
l = d low , à dup

1 , . . . , dup
l âïîðÿäêîâàíi

çà ñïàäàííÿì dup
1 ≥ dup

2 ≥ . . . ≥ dup
l .
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×àñòêîâèé âèïàäîê 2

Ëåìà 3b

Îáìåæåííÿ (2)�(7) ¹ ñóìiñíèìè, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

m∑
i=1

ai ≥
n∑

j=1

bj ,
D∑

k=1

d low ≤
n∑

j=1

bj ≤ D×dup
k .

Òóò dup
1 = dup

2 = . . . = dup
l = dup, à d low

1 , . . . , d low
l âïîðÿäêîâàíi

çà çðîñòàííÿì d low
1 ≤ d low

2 ≤ . . . ≤ d low
l .
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AMPL-ðåàëiçàöi¨

Ñòåöþê Ï.I., Ìàçþòèíåöü Ã.Â., Ìiëåøîâñüêèé Á.I. AMPL-ðåàëiçàöiÿ
äâîåòàïíî¨ òðàíñïîðòíî¨ çàäà÷i // Ìàòåìàòè÷íå òà ïðîãðàìíå
çàáåçïå÷åííÿ iíòåëåêòóàëüíèõ ñèñòåì: Òåçè äîïîâiäåé XV Ìiæíàðîäíî¨
íàóêîâî-ïðàêòè÷íî¨ êîíôåðåíöi¨ MPZIS-2017, 22�24 ëèñòîïàäà 2017 ð.
� Ä.: ÄÍÓ, 2017. � Ñ. 186�191.

Ñòåöþê Ï.I., Áèñàãà Î.Ï., Òðåãóáåíêî Ñ.Ñ. Äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà
çàäà÷à ç îáìåæåííÿì íà êiëüêiñòü ïðîìiæíèõ ïóíêòiâ //
Êîìïüþòåðíàÿ ìàòåìàòèêà. � 2018. � � 2. � Ñ. 119�128.

Ñòåöþê Ï.I., Ìiöà Î.Â., Ñòðåëþê Î.Â., Ôåñþê Î.Â. Òðàíñïîðòíà
çàäà÷à ç îáìåæåííÿìè íà ïðîïóñêíi ñïðîìîæíîñòi ïðîìiæíèõ ïóíêòiâ
// Ïèòàííÿ ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè i ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ.
� Ä.: ÄÍÓ, 2017. � Âèï. 17. � Ñ. 207�219.
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Çìiñò

1 Äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à (ÄÒÇ)

2 ÄÒÇ ç îáìåæåííÿìè íà ïðîïóñêíi ñïðîìîæíîñòi

3 ÄÒÇ ç ôiêñîâàíîþ êiëüêiñòþ ïðîìiæíèõ ïóíêòiâ

4 Ïðî çàñòîñóâàííÿ ÄÒÇ òà ¨¨ ìîäèôiêàöié
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1. Ðîçïîäië òà äîñòàâêà àãðîïðîäóêöi¨

Çàäà÷à (1)�(7) òà ¨¨ ÷àñòêîâi âèïàäêè ¹ àêòóàëüíèìè äëÿ
àãðîïiäïðè¹ìñòâ ïðè ðîçïîäiëåííi òà äîñòàâöi ïðîäóêöi¨ äëÿ
ïðîäàæó àáî ïåðåðîáêè íà âëàñíèõ ïîòóæíîñòÿõ.
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2. Ìàòåðiàëüíî-òåõíi÷íi çàñîáè

Çàäà÷à (1)�(7) äîçâîëÿ¹ çíàéòè çàñòîñóâàííÿ äëÿ ïîøóêó
ðàöiîíàëüíîãî ðîçòàøóâàííÿ çàäàíî¨ êiëüêîñòi ñêëàäiâ ç
óðàõóâàííÿì âèçíà÷åíîãî ïîëîæåííÿ ïîñòà÷àëüíèêiâ òà
îòðèìóâà÷iâ ìàòåðiàëüíî-òåõíi÷íèõ çàñîáiâ íà òåðèòîði¨, äå âîíè
âèêîíóþòü ñâî¨ çàâäàííÿ (Òðåãóáåíêî, 2015).

Ðîìàí÷åíêî I.Ñ., Õàçàíîâè÷ Î.I., Òðåãóáåíêî Ñ.Ñ.

Ìîäåëþâàííÿ ñèñòåìè ìàòåðiàëüíî-òåõíi÷íîãî çàáåçïå÷åííÿ. � Ëüâiâ:
ÍÀÑÂ ÇÑ Óêðà¨íè, 2015. � 156 ñ.
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3. Ðîçòàøóâàííÿ íàêîïè÷óâà÷iâ åëåêòðîåíåðãi¨

Áóòêåâè÷ Î.Ô., Þí¹¹âà Í.Ò., Ãóð¹¹âà Ò.Ì., Ñòåöþê Ï.I.
Çàäà÷à ðîçòàøóâàííÿ íàêîïè÷óâà÷iâ åëåêòðîåíåðãi¨ â ÎÅÑ Óêðà¨íè ç
óðàõóâàííÿì éîãî âïëèâó íà ïîòîêè ïîòóæíîñòi êîíòðîëüîâàíèìè
ïåðåòèíàìè. // Òåõíi÷íà åëåêòðîäèíàìiêà. � 2020. � � 4. � Ñ. 46�50.
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4. Äâîåòàïíi íåïåðåðâíî-äèñêðåòíi çàäà÷i

Êèñåëåâà Å.Ì., Ïðèòîìàíîâà Î.Ì., Óñ Ñ.À.

Ðåøåíèå äâóõýòàïíîé íåïðåðûâíî-äèñêðåòíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
ðàçáèåíèÿ-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ çàäàííûì ïîëîæåíèåì öåíòðîâ ïîäìíî-
æåñòâ // Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç. � 2020. � �1. � Ñ. 3�15.

Kiseleva E., Prytomanova O., Hart L.

Solving a Two-stage Continuous-discrete Problem of Optimal
Partitioning-Allocation with the Subsets Centers Placement. // Open
Computer Science. De Gruyter. � 2020. � Vol. 10. � P. 124�136.
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Çàïèòàííÿ?

ÄßÊÓÞ ÇÀ ÓÂÀÃÓ!
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