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Ñèñòåìà çâ'ÿçêiâ "A → D → B"
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Íåõàé â m ïóíêòàõ ïîñòà÷àííÿ A1, . . . ,Am ¹ a1, . . . , am îäèíèöü
ïðîäóêöi¨, ÿêó ïîòðiáíî ïåðåâåçòè äî n ñïîæèâà÷iâ B1, . . . ,Bn,
çàäîâîëüíèâøè ¨õ ïîòðåáè b1, . . . , bn.
Äëÿ òðàíñïîðòóâàííÿ ïðîäóêöi¨ âiä ïîñòà÷àëüíèêiâ äî ñïîæèâà÷iâ
ìîæíà çàäiÿòè l ïðîìiæíèõ ïóíêòiâ D1, . . . ,Dl .

Ïîòðiáíî çíàéòè îïòèìàëüíèé ïëàí òðàíñïîðòóâàííÿ ïðîäóêöi¨, äå
cik � âèòðàòè íà ïåðåâåçåííÿ îäèíèöi ïðîäóêöi¨ âiä ïîñòà÷àëüíèêà
Ai äî ïðîìiæíîãî ïóíêòó Dk , à ckj � âèòðàòè íà ïåðåâåçåííÿ
îäèíèöi ïðîäóêöi¨ âiä ïðîìiæíîãî ïóíêòó Dk äî ñïîæèâà÷à Bj .
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Çìiííi çàäà÷i

xik � êiëüêiñòü ïðîäóêöi¨, ÿêà ïåðåâîçèòüñÿ âiä ïîñòà÷àëüíèêà Ai

äî ïðîìiæíîãî ïóíêòó Dk

ykj � êiëüêiñòü ïðîäóêöi¨, ÿêà ïåðåâîçèòüñÿ âiä ïðîìiæíîãî ïóíêòó
Dk äî ñïîæèâà÷à Bj
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Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i

f ∗xy=min
x ,y

f (x , y) =
m∑
i=1

l∑
k=1

cikxik +
l∑

k=1

n∑
j=1

ckjykj

 (1)

l∑
k=1

xik = ai , i = 1, . . . ,m, (2)

l∑
k=1

ykj = bj , j = 1, . . . , n, (3)

m∑
i=1

xik −
n∑

i=1

ykj = 0, k = 1, . . . , l , (4)

xik ≥ 0, ykj ≥ 0, i = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , l , j = 1, . . . , n. (5)

Çàäà÷à (1)�(5) ¹ çàäà÷åþ ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ

ç (m + n)×l çìiííèìè òà m + n + l îáìåæåííÿìè
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Öiëüîâà ôóíêöiÿ òà îáìåæåííÿ

Öiëüîâà ôóíêöiÿ (1) çàäà¹ ñóìàðíi âèòðàòè íà òðàíñïîðòóâàííÿ
ïðîäóêöi¨ âiä ïîñòà÷àëüíèêiâ äî ñïîæèâà÷iâ ÷åðåç ïðîìiæíi
ïóíêòè.

Îáìåæåííÿ (2) îçíà÷àþòü íåîáõiäíiñòü òðàíñïîðòóâàííÿ óñi¹¨
ïðîäóêöi¨ a1, . . . , am iç ïóíêòiâ ïîñòà÷àííÿ äî ïðîìiæíèõ ïóíêòiâ,
à îáìåæåííÿ (3) - ùî ñïîæèâà÷àì ïîòðiáíî äîñòàâèòè íåîáõiäíó
ïðîäóêöiþ b1, . . . , bn ç ïðîìiæíèõ ïóíêòiâ.

Îáìåæåííÿ (4) çàäàþòü óìîâè íà òå, ùîá óñÿ ïðîäóêöiÿ, ÿêà
ïðèõîäèòü âiä ïîñòà÷àëüíèêiâ äî êîæíîãî ïðîìiæíîãî ïóíêòó,
áóëà îáîâ'ÿçêîâî âiäïðàâëåíà ñïîæèâà÷àì.
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Óìîâè ñóìiñíîñòi

Òâåðäæåííÿ 1 [1]

Îáìåæåííÿ (2)�(5) ¹ ñóìiñíèìè, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

m∑
j=1

ai =
n∑

j=1

bj . (6)

Ðiâíiñòü (6) îçíà÷à¹, ùî îáìåæåííÿ (2) � (5) ¹ ëiíiéíî
çàëåæíèìè, òîìó îäíó äîâiëüíó ðiâíiñòü ç îáìåæåíü
(2), (3) òà (4) ìîæå áóòè âèëó÷åíî.

1. ÊàðàãîäîâàÎ.Î. ÊiãåëüÂ.Ð., ÐîæîêÂ.Ä.
Äîñëiäæåííÿ îïåðàöié: Íàâ÷. ïîñiá. � Ê.: Öåíòð ó÷áîâî¨
ëiòåðàòóðè, 2007. � 256 ñ.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Íåõàé â m ïóíêòàõ ïîñòà÷àííÿ A1, . . . ,Am ¹ a1, . . . , am îäèíèöü
ïðîäóêöi¨, ÿêó ïîòðiáíî ïåðåâåçòè äî n ñïîæèâà÷iâ B1, . . . ,Bn

÷åðåç l ïðîìiæíèõ ïóíêòiâ D1, . . . ,Dl .
Îá'¹ìè ïîòðåá ñïîæèâà÷iâ íåâiäîìi, çàäàíî ¨õ íèæíi blow1 , . . . , blown

òà âåðõíi bup1 , . . . , bupn ìåæi.

Ïîòðiáíî çíàéòè îïòèìàëüíi ïëàí òðàíñïîðòóâàííÿ ïðîäóêöi¨ òà
ïîòðåáè ñïîæèâà÷iâ, äå cik � âèòðàòè íà ïåðåâåçåííÿ îäèíèöi
ïðîäóêöi¨ âiä ïîñòà÷àëüíèêà Ai äî ïðîìiæíîãî ïóíêòó Dk , à ckj �
âèòðàòè íà ïåðåâåçåííÿ îäèíèöi ïðîäóêöi¨ âiä ïðîìiæíîãî ïóíêòó
Dk äî ñïîæèâà÷à Bj .
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Çìiííi çàäà÷i

xik � êiëüêiñòü ïðîäóêöi¨, ÿêà ïåðåâîçèòüñÿ âiä ïîñòà÷àëüíèêà Ai

äî ïðîìiæíîãî ïóíêòó Dk ;

ykj � êiëüêiñòü ïðîäóêöi¨, ÿêà ïåðåâîçèòüñÿ âiä ïðîìiæíîãî ïóíêòó
Dk äî ñïîæèâà÷à Bj ;

zj � êiëüêiñòü ïðîäóêöi¨, ÿêà ïîñòà÷à¹òüñÿ ñïîæèâà÷ó Bj .
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Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i

f ∗xyz=min
x,y ,z

f (x , y) =
m∑
i=1

l∑
k=1

cikxik +
l∑

k=1

n∑
j=1

ckjykj

 (7)

l∑
k=1

xik = ai , i = 1, . . . ,m, (8)

l∑
k=1

ykj = zj , j = 1, . . . , n, (9)

m∑
i=1

xik −
n∑

i=1

ykj = 0, k = 1, . . . , l , (10)

n∑
j=1

zj =
m∑
i=1

ai , (11)

blowj ≤ zj ≤ bupj , j = 1, . . . , n, (12)

xik ≥ 0, ykj ≥ 0, i = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , l , j = 1, . . . , n. (13)
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Öiëüîâà ôóíêöiÿ òà îáìåæåííÿ

Öiëüîâà ôóíêöiÿ (7) çàäà¹ ñóìàðíi âèòðàòè íà òðàíñïîðòóâàííÿ
ïðîäóêöi¨ âiä ïîñòà÷àëüíèêiâ äî ïðîìiæíèõ ïóíêòiâ òà âiä
ïðîìiæíèõ ïóíêòiâ äî ñïîæèâà÷iâ.

Îáìåæåííÿ (8) îçíà÷àþòü òðàíñïîðòóâàííÿ a1, . . . , am îäèíèöü
ïðîäóêöi¨ iç ïóíêòiâ ïîñòà÷àííÿ äî ïðîìiæíèõ ïóíêòiâ, à
îáìåæåííÿ (9) - ùî ñïîæèâà÷àì ïîòðiáíî äîñòàâèòè íåâiäîìi
îá'¹ìè z1, . . . , zn îäèíèöü ïðîäóêöi¨ ç ïðîìiæíèõ ïóíêòiâ.

Îáìåæåííÿ (10) çàäàþòü óìîâè íà òå, ùîá óñÿ ïðîäóêöiÿ, ÿêà
ïðèõîäèòü âiä ïîñòà÷àëüíèêiâ äî êîæíîãî ïðîìiæíîãî ïóíêòó,
áóëà îáîâ'ÿçêîâî âiäïðàâëåíà ñïîæèâà÷àì. Îáìåæåííÿ (11) çàäà¹
óìîâó íà òå, ùîá ñóìàðíà ïðîäóêöiÿ ïîñòà÷àëüíèêiâ äîðiâíþâàëà
ñóìàðíié ïðîäóêöi¨ âèðîáíèêiâ. Îáìåæåííÿ (12) çàäà¹ íèæíi òà
âåðõíi ìåæi íà íåâiäîìi ïîòðåáè ñïîæèâà÷iâ.
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Óìîâè ñóìiñíîñòi

Òâåðäæåííÿ 2 [2]

Îáìåæåííÿ (8)�(13) ¹ ñóìiñíèìè, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

n∑
j=1

blowj ≤
m∑
i=1

ai ≤
n∑

j=1

bupj . (14)

Óìîâà (14) îçíà÷à¹, ùî îáìåæåííÿ (8) � (11) ¹ ëiíiéíî
çàëåæíèìè, òîìó îäíó ç ðiâíîñòåé â îáìåæåííÿõ (8) òà (10)
ìîæå áóòè âèëó÷åíî, ïðè÷îìó äîâiëüíó.

2. ÑòåöþêÏ.I., Õîì'ÿêÎ.Ì., ËÿøêîÂ.I. Äâîåòàïíà
òðàíñïîðòíà çàäà÷à ç íåâiäîìèìè ïîòðåáàìè ñïîæèâà÷iâ. //
Íàóêîâi çàïèñêè ÍàÓÊÌÀ. Êîìï'þòåðíi íàóêè. 2022. Ò. 1.
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Çìiñò
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Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðîçáèòòÿ-ðîçïîäiëó [3]

3. ÊèñåëåâàÅ.Ì., ÏðèòîìàíîâàÎ.Ì., ÓñÑ.À.
Ðåøåíèå äâóõýòàïíîé íåïðåðûâíî-äèñêðåòíîé çàäà÷è

îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ çàäàííûì ïîëîæåíèåì

öåíòðîâ ïîäìíîæåñòâ. // Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç. �
2020. � �1. � Ñ. 3�15.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Äåÿêèé ïîñòà÷àëüíèê îäíîðiäíîãî ðåñóðñó, íåïåðåðâíî
ðîçïîäiëåíèé çi ùiëüíiñòþ ρ(x) = 1 â îáëàñòi Ω, ïîñòà÷à¹ éîãî â
ï'ÿòü ïóíêòiâ (ïåðøîãî åòàïó) äëÿ ïåðâèííî¨ ïåðåðîáêè ÷è
çáåðiãàííÿ. Çàäàíî êîîðäèíàòè öèõ ïóíêòiâ òà êîîðäèíàòè ïóíêòiâ
(äðóãîãî åòàïó) ñïîæèâàííÿ ðåñóðñó, ùî áóâ ïåðåðîáëåíèé
(çáåðiãàâñÿ) â ïóíêòàõ ïåðøîãî åòàïó.

Ïîòðiáíî ðîçáèòè ìíîæèíó Ω ïîñòà÷àëüíèêiâ ðåñóðñó íà ñôåðè ¨õ
îáñëóãîâóâàííÿ â ï'ÿòè ïóíêòàõ ïåðøîãî åòàïó i âèçíà÷èòè
îá'¹ìè ïåðåâåçåíü νij , i = 1, 5, j = 1, 3, âiä ïóíêòiâ ïåðøîãî åòàïó
â ïóíêòè ñïîæèâàííÿ äðóãîãî åòàïó òàê, ùîá ìiíiìiçóâàòè
ñóìàðíó âàðòiñòü òðàíñïîðòóâàííÿ ðåñóðñó âiä ïîñòà÷àëüíèêiâ â
ïóíêòè ïåðøîãî åòàïó i äîñòàâêè ïåðåðîáëåíîãî ðåñóðñó â ïóíêòè
äðóãîãî åòàïó.
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Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i

5∑
i=1

∫
Ωi

c Ii (xi , τ
I
i )ρ(x)dx +

5∑
i=1

3∑
j=1

c IIij (τ
I
i , τ

II
j )νij → min, (15)

3∑
j=1

νij =

∫
Ωi

ρ(x)dx , i = 1, 5, (16)

5∑
i=1

νij = bIIj , j = 1, 3, (17)

5∑
i=1

∫
Ωi

ρ(x)dx =
3∑

j=1

bIIj . (18)
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Çìiñò

1 Êëàñè÷íà äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à (ÄÒÇ)

2 ÄÒÇ ç íåâiäîìèìè ïîòðåáàìè ñïîæèâà÷iâ

3 Ìîäåëüíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðîçáèòòÿ-ðîçïîäiëó

4 Äèñêðåòíèé àíàëîã çàäà÷i òà êîìï'þòåðíèé åêñïåðèìåíò
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Ñèñòåìà çâ'ÿçêiâ "Ω → D → B"
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Îá÷èñëþâàëüíèé åêñïåðèìåíò

Äâà ðîçáèòòÿ Ω íà êâàäðàòíi äiëÿíêè:
31× 31 òà 500× 500.

Çàäà÷i (7) � (13) ìàþòü

4.823 çìiííèõ òà 970 îáìåæåíü äëÿ ñiòêè 31× 31,
1.250.018 çìiííèõ òà 250.009 îáìåæåíü äëÿ ñiòêè 500× 500.
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Îïòèìàëüíi ðîçáèòòÿ Ω: 0 ≤ bi ≤ 1, i = 1, 3
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Ïëàí ïåðåâåçåííÿ

Îá'¹ìè âèðîáíèöòâà 0.0832466; 0.220604; 0.238293; 0.361082;

0.0967742 òà îá'¹ìè ñïîæèâàííÿ ó ïóíêòàõ äðóãîãî åòàïó 0.220604;

0.418314; 0.361082 (ðèñ. a); îá'¹ìè âèðîáíèöòâà 0.09066; 0.22896;

0.232524; 0.342172; 0.105684 òà îá'¹ìè ñïîæèâàííÿ ó ïóíêòàõ äðóãîãî

åòàïó 0.22896; 0.428868; 0.342172 (ðèñ. á).
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Îïòèìàëüíi ðîçáèòòÿ Ω: blow1 = bup1 = b1 = 0.3,

blow2 = bup2 = b2 = 0.4, blow3 = bup3 = b3 = 0.3
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Ïëàí ïåðåâåçåííÿ

Îá'¹ìè âèðîáíèöòâà 0.0686785; 0.3; 0.23975; 0.3; 0.0915713 òà îá'¹ìè

ñïîæèâàííÿ ó ïóíêòàõ äðóãîãî åòàïó 0.3; 0.4; 0.3 (ðèñ. à), îá'¹ìè

âèðîáíèöòâà 0.07418; 0.3; 0.226712; 0.3; 0.099108 òà îá'¹ìè

ñïîæèâàííÿ ó ïóíêòàõ äðóãîãî åòàïó 0.3; 0.4; 0.3 (ðèñ. á).
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Âèñíîâêè

Ðîçðîáëåíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ äëÿ
äâîåòàïíî¨ òðàíñïîðòíî¨ çàäà÷i ç íåâiäîìèìè ïîòðåáàìè
ñïîæèâà÷iâ òà óìîâàìè íà ¨õíi íèæíi i âåðõíi ìåæi.

Ðîçãëÿíóòî çàñòîñóâàííÿ ìîäåëi äî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî
ðîçáèòòÿ-ðîçïîäiëó (Êiñåëüîâà, Ïðèòîìàíîâà, Óñ, 2020)
ç äèñêðåòèçàöi¹þ îáëàñòi Ω ñiòêàìè 31× 31 òà 500× 500.
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Çàïèòàííÿ?
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