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Content

1 50 ëåò Îïåðàòîðó ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà

2 Î âíåøíåì ñõîäñòâå Øîðà è Ýéíøòåéíà

3 Îá èäåéíîì ñõîäñòâå Øîðà è Ýéíøòåéíà

4 Îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ è Îïòèìàëüíûå ýëëèïñîèäû

5 Íàøè ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà
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50 ëåò Îïåðàòîðó ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
Content

1 50 ëåò Îïåðàòîðó ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà

2 Î âíåøíåì ñõîäñòâå Øîðà è Ýéíøòåéíà

3 Îá èäåéíîì ñõîäñòâå Øîðà è Ýéíøòåéíà

4 Îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ è Îïòèìàëüíûå ýëëèïñîèäû

5 Íàøè ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà

3/30 Ñòåöþê Ï.È. 50 ëåò îïåðàòîðó ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà



50 ëåò Îïåðàòîðó ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
Øîð Íàóì Çóñåëåâè÷ (1937 � 2006)

Îñíîâîïîëîæíèê íàó÷íîé øêîëû
ìåòîäîâ íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè
Èíñòèòóòà êèáåðíåòèêèÍÀÍÓ.
Â 1962 ãîäó ðàçðàáîòàë
ïåðâûé ñóáãðàäèåíòíûé ìåòîä.

Â 1969 ãîäó ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü ëèíåéíûå
íåîðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà äëÿ
óëó÷øåíèÿ îáóñëîâëåííîñòè îâðàæíûõ ôóíêöèé.
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50 ëåò Îïåðàòîðó ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
Ñòàòüÿ Øîð, Áèëåöêèé (1969)

ØîðÍ.Ç., ÁèëåöêèéÂ.È. Ìåòîä ðàñòÿæåíèÿ
ïðîñòðàíñòâà äëÿ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè â çàäà÷àõ
îâðàæíîãî òèïà // Òð. ñåìèíàðà Íàó÷. ñîâåòà
ÀÍ ÓÑÑÐ ïî êèáåðíåòèêå "Òåîðèÿ îïòèìàëüíûõ
ðåøåíèé". � Êèåâ. � 1969. � � 2. � Ñ. 3�18.

1. Äîëîæåíî íà ñåìèíàðå 11.IV.1969,
2. Ñäàíî â ïðîèçâîäñòâî 6.VIII.1969,
3. Ïîäïèñàíî ê ïå÷àòè 11.IX.1969.

5/30 Ñòåöþê Ï.È. 50 ëåò îïåðàòîðó ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà



50 ëåò Îïåðàòîðó ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
Ñáîðíèê 1969 (äâå îáëîæêè)
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50 ëåò Îïåðàòîðó ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
Ñòàòüÿ 1969 (ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ ñòðàíèöû)
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50 ëåò Îïåðàòîðó ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
Ñáîðíèê 1969 (ñîäåðæàíèå è äð.)
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50 ëåò Îïåðàòîðó ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
Î òðåõ èäåÿõ Øîðà (ÿíâàðü, 2012)

75-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Í.Ç.Øîðà ïîñâÿùåíà ñòàòüÿ
ÑåðãèåíêîÈ.Â., ÑòåöþêÏ.È.
Î òðåõ íàó÷íûõ èäåÿõ Í.Ç.Øîðà // Êèáåðíåòèêà
è ñèñòåìíûé àíàëèç. � 2012, � 1. � Ñ. 4�22.

Â ñòàòüå îïèñàíû òðè öåíòðàëüíûå èäåè Í.Ç.Øîðà:
îáîáùåííûé ãðàäèåíòíûé ñïóñê (1962),
èñïîëüçîâàíèå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà äëÿ
óëó÷øåíèÿ îáóñëîâëåííîñòè îâðàæíûõ ôóíêöèé (1969),
äâîéñòâåííûé ïîäõîä ê ïîëó÷åíèþ è óòî÷íåíèþ îöåíîê öåëåâîé
ôóíêöèè â íåâûïóêëûõ êâàäðàòè÷íûõ ìîäåëÿõ (1985).
Ïðèâåäåíû ìåòîäû è àëãîðèòìû, ðàçðàáîòàííûå íà èõ îñíîâå â
Èíñòèòóòå êèáåðíåòèêè èì. Â.Ì. Ãëóøêîâà ÍÀÍ Óêðàèíû.
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Î âíåøíåì ñõîäñòâå Øîðà è Ýéíøòåéíà
Content

1 50 ëåò Îïåðàòîðó ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà

2 Î âíåøíåì ñõîäñòâå Øîðà è Ýéíøòåéíà

3 Îá èäåéíîì ñõîäñòâå Øîðà è Ýéíøòåéíà

4 Îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ è Îïòèìàëüíûå ýëëèïñîèäû

5 Íàøè ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà
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Î âíåøíåì ñõîäñòâå Øîðà è Ýéíøòåéíà
Ñòàòüÿ â ãàçåòå ½Ñåãîäíÿ“, 28 äåêàáðÿ 2002 ãîäà
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Î âíåøíåì ñõîäñòâå Øîðà è Ýéíøòåéíà
Ôîòîãðàôèÿ (Æ.Ô.Ýììåíåããåð, Áåðí, 1997)
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Î âíåøíåì ñõîäñòâå Øîðà è Ýéíøòåéíà
È åùå î âíåøíåé ñõîæåñòè, íî óæå ïîìîëîæå ...

Àëüáåðò Åéíøòåéí â
Áåðëèíå. Íàóì Øîð â Êèåâå.
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Î âíåøíåì ñõîäñòâå Øîðà è Ýéíøòåéíà
Ýéíøòåéí ïèøåò ïîñëàíèå Øîðó ...

½... ÷òîáû ñèìâîëîìRα(ξ)
îí îáîçíà÷èë ñâîé îïåðàòîð
ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà“

14/30 Ñòåöþê Ï.È. 50 ëåò îïåðàòîðó ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà



Îá èäåéíîì ñõîäñòâå Øîðà è Ýéíøòåéíà
Content

1 50 ëåò Îïåðàòîðó ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà

2 Î âíåøíåì ñõîäñòâå Øîðà è Ýéíøòåéíà

3 Îá èäåéíîì ñõîäñòâå Øîðà è Ýéíøòåéíà

4 Îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ è Îïòèìàëüíûå ýëëèïñîèäû

5 Íàøè ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà
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Îá èäåéíîì ñõîäñòâå Øîðà è Ýéíøòåéíà
Î ñõîäñòâå èäåé ... èëè ÷òî îáùåãî?

ìåæäó
îïåðàòîðîì Øîðà äëÿ ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà

Rα(ξ) = I + (α− 1)ξξT , ãäå α > 1, (1)

(I � åäèíè÷íàÿ n×n-ìàòðèöà, âåêòîð ξ ∈ En òàêîé, ÷òî ‖ξ‖=1)

è
ôîðìóëîé Åéíøòåéíà äëÿ ýíåðãèè â ðåëÿòèâèñòñêîé äèíàìèêå

E = mc2, ãäå m =
m0√

1− v2/c2
(2)
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Îá èäåéíîì ñõîäñòâå Øîðà è Ýéíøòåéíà
Øàð Sn è ýëëèïñîèä En â ïðîñòðàíñòâå En

Â ïðåîáðàçîâàííîì (ò.å. â ðàñòÿíóòîì â íàïðàâëåíèè ξ ñ
êîýôôèöèåíòîì α = 1/β > 1) ïðîñòðàíñòâå y = Rα(ξ)x
îáðàçîì øàðà Sn = {x ∈ En : ‖x− x0‖ ≤ r} c ðàäèóñîì r
ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîèä En = {y ∈ En : ‖Rβ(ξ)(y − y0)‖ ≤ r}.

Îáúåìû øàðà Sn è ýëëèïñîèäà En ðàâíû

vol(Sn) = v0r
n è vol(En) =

v0r
n

detRβ(ξ)
,

ãäå v0 � îáúåì åäèíè÷íîãî n-ìåðíîãî øàðà.
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Îá èäåéíîì ñõîäñòâå Øîðà è Ýéíøòåéíà
Ïðèìåð: øàð S3 è ýëëèïñîèä E3

Ïîñëå ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà â íàïðàâëåíèè ξ ∈ E3

øàð (ñëåâà) ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîèäîì (ñïðàâà)
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Îá èäåéíîì ñõîäñòâå Øîðà è Ýéíøòåéíà
Ñîîòíîøåíèå îáúåìîâ øàðà Sn è ýëëèïñîèäà En

Îòíîøåíèå îáúåìîâ En è Sn âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

vol(En)

vol(Sn)
=

v0rn

detRβ(ξ)

v0rn
=

1

detRβ(ξ)
=

1

β
= α > 1,

ãäå v0 � îáúåì åäèíè÷íîãî n-ìåðíîãî øàðà.

Åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê

vol(En) =
vol(Sn)

β
=

vol(Sn)√
1− (1− β2)

(3)
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Îá èäåéíîì ñõîäñòâå Øîðà è Ýéíøòåéíà
Ñâÿçü îáüåìîâ ñ ôîðìóëîé Ýéíøòåéíà

Èç (3) ñëåäóåò

vol(En) =
vol(Sn)√

1− (1− β2)
.=. vol(Sn)√

1− v2/c2
. (Shor)

×åì íå m? â ôîðìóëå Ýéíøòåéíà (2) ...

m =
m0√

1− v2/c2
(Einstein)
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Îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ è Îïòèìàëüíûå ýëëèïñîèäû
Content

1 50 ëåò Îïåðàòîðó ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà

2 Î âíåøíåì ñõîäñòâå Øîðà è Ýéíøòåéíà

3 Îá èäåéíîì ñõîäñòâå Øîðà è Ýéíøòåéíà

4 Îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ è Îïòèìàëüíûå ýëëèïñîèäû

5 Íàøè ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà
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Îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ è Îïòèìàëüíûå ýëëèïñîèäû
Îïòèìàëüíûé 1d-ýëëèïñîèä (Øîð, 1977)

r

a

b

h

Ýëëèïñîèä En, ñîäåðæàùèé
ïîëóøàð â En, èìååò
ìèíèìàëüíûé îáüåì, åñëè
a = n

n+1r, b = n√
n2−1

r, h = 1
n+1r.

×òîáû ïðåîáðàçîâàòü En â øàð
íóæíî ðàñòÿíóòü ïðîñòðàíñòâî ñ
êîýôôèöèåíòîì α = b

a =
√

n+1
n−1 .

Íà êàæäîé èòåðàöèè ÌÝ îáúåì ýëëèïñîèäà óìåíüøàåòñÿ â

q(n) =
vol(En)

vol(Sn)
=

a

r

(
b

r

)n−1

=

√
n−1

n+1

(
n√

n2−1

)n

≤ 1− 1

2n
,
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Îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ è Îïòèìàëüíûå ýëëèïñîèäû
Îïòèìàëüíûé 2d-ýëëèïñîèä (Ñòåöþê, 1996)

�

�

0( , , , )x a b r

ba

0( , )S x r

�

Ïðåîáðàçîâàíèå â øàð
òðåáóåò ðàñòÿæåíèÿ
â íàïðàâëåíèè ξ−η

‖ξ−η‖

ñ êîýô. α1=
1√

1+(ξ,η)
> 1

è ïîñëåäóþùåãî ñæàòèÿ
â íàïðàâëåíèè ξ+η

‖ξ+η‖

ñ êîýô. α2=
1√

1−(ξ,η)
< 1.

q =
vol(E(x0, a, b, r))

vol(S(x0, r))
=

(a

r

) (
b

r

)
=

√
1− (ξ, η)2.
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Íàøè ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà
Content

1 50 ëåò Îïåðàòîðó ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà

2 Î âíåøíåì ñõîäñòâå Øîðà è Ýéíøòåéíà

3 Îá èäåéíîì ñõîäñòâå Øîðà è Ýéíøòåéíà

4 Îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ è Îïòèìàëüíûå ýëëèïñîèäû

5 Íàøè ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà
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Íàøè ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà
Â îòäåëå 120 Èíñòèòóòà êèáåðíåòèêè

Ðàçðàáîòàíû:
1. íîâûå ìîäèôèêàöèè r-àëãîðèòìîâ (óñòîé÷èâûå ê
íàêîïëåíèþ îøèáîê âû÷èñëåíèé);
2. ìîäèôèêàöèè ìåòîäà ýëëèïñîèäîâ (ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè îöåíèâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé);
3. ñóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì
ïðîñòðàíñòâà (èñïîëüçóþò ôåéåðîâñêèå øàãè).

Ìåòîäû èìåþò
óñêîðåííóþ ñõîäèìîñòü äëÿ îâðàæíûõ âûïóêëûõ ôóíêöèé
è èñïîëüçóþòñÿ
êàê îïòèìèçàöèîííûå ÿäðà äëÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.
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Íàøè ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà
Ãäå ìîæíî íàéòè îá ýòèõ ìåòîäàõ?

r

a

b

h

�

�

0( , , , )x a b r

ba

0( , )S x r

�

1. ÑòåöþêÏ.È. Ìåòîäû ýëëèïñîèäîâ è r-àëãîðèòìû. �
Êèøèíýó, Ýâðèêà, 2014. � 488 c.
2. ÑòåöþêÏ.È. Äâîéñòâåííûå îöåíêè â êâàäðàòè÷íûõ
ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷àõ. � Êèøèíýó, Ýâðèêà, 2018. � 503 c.
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Íàøè ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà
Ñóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà

ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
f ∗ = f(x∗) = min

x∈Rn
f(x),

ãäå f(x) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ (ãëàäêàÿ, íåãëàäêàÿ)

Çàäàíû: x0 � ñòàðòîâàÿ òî÷êà, B0 � n×n-ìàòðèöà,
Èòåðàöèè k=1, 2, . . . , èìåþò âèä

xk+1 = xk − hkBk
BT

k gf (xk)
‖BT

k gf (xk)‖
, Bk+1 = BkTk, (Shor69)

ãäå hk � øàã, gf (xk) � ïðîèçâîëüíûé ñóáãðàäèåíò
ôóíêöèè f(x) â òî÷êå xk, Tk � n×n-ìàòðèöà.
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Íàøè ìåòîäû ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà
Óñêîðåíèå ñõîäèìîñòè: êóñî÷íî ëèíåéíàÿôóíêöèÿ
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1. Òðàåêòîðèÿìåòîäà ams

-1
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0

0.5

1

-1 -0.5 0 0.5 1

2. ...óñêîðåííîãîìåòîäà amsg2

äëÿ îâðàæíîéôóíêöèè f1(x1, x2)=|x1|+10|x2|,x0=(1, 1).
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Çàêëþ÷åíèå: Êàê îïòèìèçàöèîííûå ÿäðà

ïðîãðàììíûå ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ èñïîëüçóþò:
1. Êèñåëåâà Å.Ì. (Äíåïð, çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ);
2. Ñòîÿí Þ.Ã. (Õàðüêîâ, çàäà÷è óïàêîâêè);
3. Ñîëîìîí Ä.È. (Êèøèíýó, òðàíñïîðòíûå çàäà÷è);
4. Øàðûé Ñ.Ï. (Íîâîñèáèðñê, èíòåðâàëüíûé àíàëèç);
5. Ìèöà À.Â. (Óæãîðîä, îïòè÷åñêèå ïîêðûòèÿ).

Ñðåäè íèõ
octave-ôóíêöèè � ralgb5, amsg2p, emshor è äð.
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Âîïðîñû?

ÑÏÀÑÈÁÎ ÇÀ ÂÍÈÌÀÍÈÅ!
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