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Òðàíñïîðòíà çàäà÷à (çàäà÷à Ìîíæà-Êàíòîðîâè÷à)
Çìiñò

1 Òðàíñïîðòíà çàäà÷à (çàäà÷à Ìîíæà-Êàíòîðîâè÷à)

2 Ñóáãðàäi¹íòíèé ìåòîä (Øîð, òðàíñïîðòíà çàäà÷à)

3 Ùî òàêå äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à (ÄÒÇ)?
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Òðàíñïîðòíà çàäà÷à (çàäà÷à Ìîíæà-Êàíòîðîâè÷à)
Çàäà÷à Ìîíæà (1781)

Òðàíñïîðòíà çàäà÷à âåäå ñâîþ iñòîðiþ âiä êëàñè÷íî¨
ðîáîòè Ã.Ìîíæà (1781), â ÿêié çàäà÷ó ñôîðìóëüîâàíî òàê:
¹ êóïà ïiñêó i ÿìà îäíàêîâèõ îá'¹ìiâ. ßê çàñèïàòè ïiñêîì
ÿìó, âèòðàòèâøè íàéìåíøi çóñèëëÿ íà ïåðåâåçåííÿ?

Monge G. M�emoire sur la th�eorie des d�edlais et de remblais.
Histoire de l'Acad�emic Royale des science, 1781.
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Òðàíñïîðòíà çàäà÷à (çàäà÷à Ìîíæà-Êàíòîðîâè÷à)
Ñòàòòÿ Êàíòîðîâè÷à (1942)

Âïåðøå çàäà÷à Ìîíæà ðîçâ'ÿçàíà Ë.Â. Êàíòîðîâè÷åì
â òðüîõñòîðiíêîâié ñòàòòi "Î ïåðåìåùåíèè ìàññ" (ÄÀÍ
ÑÐÑÐ, 1942), äå çàïðîïîíîâàíèé i îáãðóíòîâàíèé ìåòîä
ïîòåíöiàëiâ ç êðèòåði¹ì íà ìiíiìàëüíå ïåðåìiùåííÿ ìàñ.
Â íié íàâîäÿòüñÿ äâi ïðèêëàäíi çàäà÷i � ñêií÷åííîâèìiðíà
çàäà÷à ïðî çàëiçíè÷íi ïåðåâåçåííÿ òà íåñêií÷åííîâèìiðíà
çàäà÷à ïðî âèðiâíþâàííÿ ïëîùi àåðîäðîìó.
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Òðàíñïîðòíà çàäà÷à (çàäà÷à Ìîíæà-Êàíòîðîâè÷à)
Êóïìàíñ ïðî ñòàòòþ Êàíòîðîâè÷à (1956)

"Äîðîãîé ïðîôåññîð Êàíòîðîâè÷. Íåäàâíî ìíå ïðåäñòàâèëñÿ
ñëó÷àé îçíàêîìèòüñÿ ñ ýêçåìïëÿðîì Âàøåé ñòàòüè "Î
ïåðåìåùåíèè ìàññ" â Äîêëàäàõ Àêàäåìèè Íàóê ÑÑÑÐ çà 1942 ã.
Ìíå ñðàçó ñòàëî ÿñíî, ÷òî ÷àñòüþ Âû ðàçâèâàëè ïàðàëëåëüíî,
íî â áîëüøåé ÷àñòè ïðåäâîñõèòèëè ðàçâèòèå òðàíñïîðòíîé
òåîðèè â ÑØÀ, êîòîðîå íà÷àëîñü â ïåðèîä ñ 1941 ã. è
ïðîäîëæàåòñÿ ïî íàñòîÿùåå âðåìÿ. ß ïðèëàãàþ ê ïèñüìó
êðàòêèé ïåðå÷åíü íàèáîëåå âàæíûõ ñòàòåé, ïîÿâèâøèõñÿ â
àìåðèêàíñêîé ëèòåðàòóðå . . . Â òî æå âðåìÿ ÿ õîòåë áû
îòìåòèòü, ÷òî Âàøà êðàòêàÿ ñòàòüÿ â çàìå÷àòåëüíî ñæàòîé
ôîðìå ñîäåðæèò ìàòåìàòè÷åñêîå ñóùåñòâî òîãî, ÷òî
ñîäåðæèòñÿ â ýòèõ ðàáîòàõ".

Êàíòîðîâè÷ Ë. Â. Ìàòåìàòèêî-ýêîíîìè÷åñêèå ðàáîòû. �
Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 2011. � 760 ñ. � (Èçáðàííûå òðóäû).
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Ñóáãðàäi¹íòíèé ìåòîä (Øîð, òðàíñïîðòíà çàäà÷à)
Çìiñò

1 Òðàíñïîðòíà çàäà÷à (çàäà÷à Ìîíæà-Êàíòîðîâè÷à)

2 Ñóáãðàäi¹íòíèé ìåòîä (Øîð, òðàíñïîðòíà çàäà÷à)

3 Ùî òàêå äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à (ÄÒÇ)?
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Ñóáãðàäi¹íòíèé ìåòîä (Øîð, òðàíñïîðòíà çàäà÷à)
Ñóáãðàäi¹íòíèé ìåòîä (Øîð, 1962)

Ñàìå òðàíñïîðòíi çàäà÷i çóìîâèëè ïåðøèé ñóáãðàäi¹íòíèé
ìåòîä, çàïðîïîíîâàíèé â ñòàòòi Í.Ç.Øîðà "Ïðèìåíåíèå
ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà äëÿ ðåøåíèÿ ñåòåâîé òðàíñïîðòíîé
çàäà÷è" 1962 ðîêó. Âií ôàêòè÷íî ¹ ìåòîäîì ïîòåíöiàëiâ, äå
ïîòåíöiàë � öå "ñôåðà âëèÿíèÿ ïóíêòà ïðîèçâîäñòâà".
"Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ
ÿâëÿåòñÿ ðàçíîâèäíîñòüþ ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà â ïðîñòðàíñòâå
ïîòåíöèàëîâ. Â çàêëþ÷åíèå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðîöåññ ðåøåíèÿ
îáëàäàåò èíòåðåñíîé ýðãîäè÷åñêîé çàêîíîìåðíîñòüþ, ÷òî
ïîçâîëÿåò ïîäáèðàòü ïàðàìåòðû ïðîöåññà äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ðåøåíèÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ." (Øîð, 2012, 11ñ.).

Øîð Í.Ç. Àëãîðèòìû ïîñëåäîâàòåëüíîé è íåãëàäêîé
îïòèìèçàöèè: Ñá. èçáð. òð. � Êèøèíýó: Ýâðèêà, 2012.
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Ñóáãðàäi¹íòíèé ìåòîä (Øîð, òðàíñïîðòíà çàäà÷à)
Âèðîáíè÷î-òðàíñïîðòíi çàäà÷i

ìàþòü ðÿä âëàñòèâîñòåé, áëèçüêèõ äî ñêií÷åííîâèìiðíî¨
òðàíñïîðòíî¨ çàäà÷i, ùî äîçâîëÿ¹ ðîçðîáëÿòè ñïåöiàëüíi ìåòîäè
¨õ ðîçâ'ÿçàííÿ, ÿêi çàçâè÷àé áiëüø åôåêòèâíi, íiæ çàãàëüíi
ìåòîäè ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ. ... Çîêðåìà, öi âëàñòèâîñòi
âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè ïîáóäîâi ñõåì äåêîìïîçèöi¨, ÿêi â
ïî¹äíàííi ç ìåòîäàìè íåãëàäêî¨ îïòèìiçàöi¨ äîçâîëÿþòü
îòðèìàòè ìàêñèìàëüíèé îá÷èñëþâàëüíèé åôåêò.

Ìèõàëåâè÷Â.Ñ., ÒðóáèíÂ.À., ØîðÍ.Ç. Îïòèìèçàöèîííûå
çàäà÷è ïðîèçâîäñòâåííî-òðàíñïîðòíîãî ïëàíèðîâàíèÿ. �
Ì.: Íàóêà, 1986.
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Ñóáãðàäi¹íòíèé ìåòîä (Øîð, òðàíñïîðòíà çàäà÷à)
Íåñêií÷åííîâèìiðíi òðàíñïîðòíi çàäà÷i

Êèñåëåâà Å.Ì., Êîðÿøêèíà Ë.Ñ. Íåïðåðûâíûå çàäà÷è
îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ è r-àëãîðèòìû.
� Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà, 2015.

... Ó ìîíîãðàôi¨ ðîçãëÿäàþòüñÿ ðiçíi êëàñè íåïåðåðâíèõ çàäà÷
îïòèìàëüíîãî ðîçáèòòÿ ìíîæèí òà ñïîðiäíåíèõ äî íèõ çà
ïîñòàíîâêîþ íåïåðåðâíèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êóëüîâîãî
ïîêðèòòÿ. Ïîêàçó¹òüñÿ, ÿêèì ÷èíîì â êîæíîìó âèïàäêó çàäà÷à
íåñêií÷åííîâèìiðíî¨ îïòèìiçàöi¨ ìîæå áóòè çâåäåíà äî çàäà÷i
îïòèìiçàöi¨ íåãëàäêî¨ ôóíêöi¨ ñêií÷åííîãî ÷èñëà çìiííèõ.
Âåëèêà óâàãà ïðèäiëÿ¹òüñÿ ïðàêòè÷íèì çàñòîñóâàííÿì òåîði¨
îïòèìàëüíîãî ðîçáèòòÿ ìíîæèí i r-àëãîðèòìiâ Øîðà.
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Ñóáãðàäi¹íòíèé ìåòîä (Øîð, òðàíñïîðòíà çàäà÷à)
Äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à òà ¨¨ ìîäèôiêàöi¨

Ñóáãðàäi¹íòíi ìåòîäè äîçâîëÿþòü ñòâîðþâàòè ñïåöiàëiçîâàíi
àëãîðèòìè ðîçâ'ÿçàííÿ ìîäèôiêàöié äâîåòàïíî¨ òðàíñïîðòíî¨
çàäà÷i, ÿêi ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi àãðîïiäïðè¹ìñòâàìè ïðè
ðîçïîäiëi òà äîñòàâöi âèðîùåíî¨ ïðîäóêöi¨ äëÿ ïðîäàæó àáî
ïåðåðîáêè íà âëàñíèõ ïîòóæíîñòÿõ; äëÿ ïîøóêó ðàöiîíàëüíîãî
ðîçòàøóâàííÿ ñêëàäiâ ç óðàõóâàííÿì âèçíà÷åíîãî ïîëîæåííÿ
ïîñòà÷àëüíèêiâ òà îòðèìóâà÷iâ ìàòåðiàëüíî-òåõíi÷íèõ çàñîáiâ;
äëÿ îïòèìàëüíîãî ïëàíóâàííÿ ðiçíîìàíiòíèõ ïðîöåñiâ
òðàíñïîðòóâàííÿ òà çáåðiãàííÿ áóäü-ÿêèõ âàíòàæiâ.

Ñòåöþê Ï.I., Ëÿøêî Â.I., Ìàçþòèíåöü Ã.Â. Äâîåòàïíà
òðàíñïîðòíà çàäà÷à òà ¨¨ AMPL-ðåàëiçàöiÿ // Íàóêîâi
çàïèñêè ÍàÓÊÌÀ. Êîìï'þòåðíi íàóêè. � 2018. � Ò. 1.
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Ùî òàêå äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à (ÄÒÇ)?
Çìiñò

1 Òðàíñïîðòíà çàäà÷à (çàäà÷à Ìîíæà-Êàíòîðîâè÷à)

2 Ñóáãðàäi¹íòíèé ìåòîä (Øîð, òðàíñïîðòíà çàäà÷à)

3 Ùî òàêå äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à (ÄÒÇ)?
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Ùî òàêå äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à (ÄÒÇ)?
Ñèñòåìà çâ'ÿçêiâ ¾A -> D �> B¿
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Ùî òàêå äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à (ÄÒÇ)?
Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Íåõàé â m ïóíêòàõ ïîñòà÷àííÿ A1, . . . , Am ¹ a1, . . . , am

îäèíèöü ïðîäóêöi¨, ÿêó ïîòðiáíî ïåðåâåçòè äî n ñïîæèâà÷iâ
B1, . . . , Bn, çàäîâîëüíèâøè ¨õ ïîòðåáè b1, . . . , bn.
Äëÿ òðàíñïîðòóâàííÿ ïðîäóêöi¨ âiä ïîñòà÷àëüíèêiâ äî
ñïîæèâà÷iâ ìîæíà çàäiÿòè l ïðîìiæíèõ ïóíêòiâ D1, . . . , Dl.

Ïîòðiáíî çíàéòè îïòèìàëüíèé ïëàí òðàíñïîðòóâàííÿ
ïðîäóêöi¨, äå cik - âèòðàòè íà ïåðåâåçåííÿ îäèíèöi
ïðîäóêöi¨ âiä ïîñòà÷àëüíèêà Ai äî ïðîìiæíîãî ïóíêòó Dk,
à ckj - âèòðàòè íà ïåðåâåçåííÿ îäèíèöi ïðîäóêöi¨ âiä
ïðîìiæíîãî ïóíêòó Dk äî ñïîæèâà÷à Bj.
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Ùî òàêå äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à (ÄÒÇ)?
Íåâiäîìi ó çàäà÷i

Íåõàé
xik � êiëüêiñòü ïðîäóêöi¨, ÿêà ïåðåâîçèòüñÿ âiä
ïîñòà÷àëüíèêà Ai äî ïðîìiæíîãî ïóíêòó Dk;
ykj � êiëüêiñòü ïðîäóêöi¨, ÿêà ïåðåâîçèòüñÿ âiä
ïðîìiæíîãî ïóíêòó Dk äî ñïîæèâà÷à Bj;
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Ùî òàêå äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à (ÄÒÇ)?
Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i

f ∗= min
x≥0,y≥0

{
f(x, y) =

m∑
i=1

l∑
k=1

cikxik +
l∑

k=1

n∑
j=1

ckjykj

}
(1)

l∑
k=1

xik = ai, i = 1, . . . ,m, (2)

l∑
k=1

ykj = bj, j = 1, . . . , n, (3)

m∑
i=1

xik =
n∑

j=1

ykj, k = 1, . . . , l. (4)

Çàäà÷à (1)�(4) ¹ çàäà÷åþ ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ,
ìiñòèòü (m + n)×l çìiííèõ òà m + n + l îáìåæåíü.
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Ùî òàêå äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à (ÄÒÇ)?
Öiëüîâà ôóíêöiÿ òà îáìåæåííÿ

Öiëüîâà ôóíêöiÿ (1) çàäà¹ ñóìàðíi âèòðàòè íà
òðàíñïîðòóâàííÿ ïðîäóêöi¨ âiä ïîñòà÷àëüíèêiâ äî
ñïîæèâà÷iâ ÷åðåç ïðîìiæíi ïóíêòè.

Îáìåæåííÿ (2) îçíà÷àþòü íåîáõiäíiñòü òðàíñïîðòóâàííÿ
óñi¹¨ ïðîäóêöi¨ a1, . . . , am iç ïóíêòiâ ïîñòà÷àííÿ äî
ïðîìiæíèõ ïóíêòiâ, à îáìåæåííÿ (3) - ùî ñïîæèâà÷àì
ïîòðiáíî äîñòàâèòè íåîáõiäíó ïðîäóêöiþ b1, . . . , bn ç
ïðîìiæíèõ ïóíêòiâ.

Îáìåæåííÿ (4) çàäàþòü óìîâè íà òå, ùîá âñÿ ïðîäóêöiÿ,
ÿêà ïðèõîäèòü âiä ïîñòà÷àëüíèêiâ äî êîæíîãî ïðîìiæíîãî
ïóíêòó, áóëà îáîâ'ÿçêîâî âiäïðàâëåíà ñïîæèâà÷àì.
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Ùî òàêå äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à (ÄÒÇ)?
ÄÒÇ ç îáìåæåííÿìè íà ïðîïóñêíi ñïðîìîæíîñòi

f ∗= min
x≥0,y≥0

{
f(x, y) =

m∑
i=1

l∑
k=1

cikxik +
l∑

k=1

n∑
j=1

ckjykj

}
(1)

çà îáìåæåíü (2)�(4) òà äîäàòêîâèõ îáìåæåíü

dlow
k ≤

m∑
i=1

xik ≤ dup
k , k = 1, . . . , l, (5)

Òóò dlow
1 , . . . , dlow

l � ìiíiìàëüíi, à dup
1 , . . . , dup

l � ìàêñèìàëüíi
ïðîïóñêíi ñïðîìîæíîñòi ïðîìiæíèõ ïóíêòiâ D1, . . . , Dl.

Çàäà÷à (1)�(5) ¹ çàäà÷åþ ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ,
ìiñòèòü (m + n)×l çìiííèõ òà m + n + 3l îáìåæåíü.
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Ùî òàêå äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à (ÄÒÇ)?
Äîäàòêîâi îáìåæåííÿ

Îáìåæåííÿ (5) çàäàþòü íèæíi òà âåðõíi ìåæi
íà ïðîïóñêíi ñïðîìîæíîñòi ïðîìiæíèõ ïóíêòiâ.

�õ òàêîæ ìîæíà çàïèñàòè â òàêîìó âèãëÿäi

dlow
k ≤

n∑
j=1

ykj ≤ dup
k , k = 1, . . . , l. (5a)
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Ùî òàêå äâîåòàïíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à (ÄÒÇ)?
Óìîâè ñóìiñíîñòi

Ëåìà 1
Îáìåæåííÿ (2)�(4) ¹ ñóìiñíèìè, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

m∑
i=1

ai =
n∑

j=1

bj. (6)

Ëåìà 2
Îáìåæåííÿ (2)�(5) ¹ ñóìiñíèìè, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

l∑
k=1

dlow
k ≤

m∑
i=1

ai =
n∑

j=1

bj ≤
l∑

k=1

dup
k . (7)
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Âèñíîâîê

Ïðî ìåòîäè Øîðà äëÿ ëîãiñòèêè (supply chain)
ìîæíî çíàéòè â êíèãàõ:

Ìèõàëåâè÷Â.Ñ., ÒðóáèíÂ.À., ØîðÍ.Ç. Îïòèìèçàöèîííûå
çàäà÷è ïðîèçâîäñòâåííî-òðàíñïîðòíîãî ïëàíèðîâàíèÿ. �
Ì.: Íàóêà, 1986.
Êèñåëåâà Å.Ì., Êîðÿøêèíà Ë.Ñ. Íåïðåðûâíûå çàäà÷è
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Çàïèòàííÿ?

ÄßÊÓÞ ÇÀ ÓÂÀÃÓ!
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