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1.5  Субградієнтні методи оптимізації негладких 
опуклих функцій в екстремальних квадратичних задачах 

 
До мінімізації опуклих функцій з розривним градієнтом 

зводиться велике число проблем, що виникають при розв’язу-
ванні складних задач математичного програмування. Методи 
розв’язання задач розміщення, покриття та розбиття, як описано 
вище, на певному етапі використовують фундаментальні ре-
зультати теорії негладкої оптимізації. Володіння методами не-
диференційовної оптимізації дає можливість гнучко використо-
вувати схеми декомпозиції (за змінними, обмеженнями, ресурсами 
тощо), які враховують специфіку задач великої розмірності, 
дозволяє ефективно одержувати двоїсті оцінки в задачах дискрет-
ного і неперервно-дискретного програмування та для деяких 
класів багатоекстремальних задач. З’являється можливість ви-
користовувати негладкі функції штрафу, що дозволяють при 
скінченних значеннях штрафних параметрів одержувати задачу 
безумовної мінімізації, еквівалентну початковій задачі опуклого 
програмування. Техніко-економічні характеристики об’єктів, 
що підлягають оптимізації, зазвичай добре апроксимуються 
кусково-гладкими функціями від невідомих параметрів, і це також 
породжує задачі оптимізації з негладкими функціями. Відсутність 
ефективних методів негладкої оптимізації ускладнювало роз-
в’язування вказаних класів задач та змушувало або змінювати 
формулювання задачі, що погіршувало відповідність моделі 
реальності, або використовувати різні прийоми згладжування. 
Останнє не завжди приводить до успіху, тому що застосування 
згладжування погіршує обумовленість функції, яку мінімізу-
ють, та знижує обчислювальну стійкість навіть таких ефективних 
методів гладкої мінімізації, як квазіньютонівські та методи 
спряжених градієнтів. Таким чином, область застосувань ме-
тодів негладкої оптимізації є досить широкою, і розробці об-
числювальних методів негладкої оптимізації слід приділяти 
велику увагу.  

 
1.5.1  Субградієнтні методи з перетворенням простору. 

Головним здобутком цього підрозділу є розробка нових суб-
градієнтних методів із перетворенням простору, які побудовані 
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на апроксимації множини екстремумів еліпсоїдами з монотонним 
зменшенням їх об’єму. Наведено нові сімейства субградієнтних 
методів з перетворенням простору для знаходження точки міні-
муму опуклої функції при апріорному знанні оптимального 
значення функції, які мають прискорену збіжність при розв’я-
зуванні задач з яружними особливостями. Методи базуються на 
використанні оператора розтягу простору та нових класів ліній-
них неортогональних операторів перетворення n-вимірного ев-
клідового простору для зовнішньої апроксимації еліпсоїдами 
опуклих тіл, отриманих в результаті перетину кулі та напів-
просторів. Методи адаптовано для знаходження допустимої точки 
системи опуклих нерівностей. 

Операція розтягу простору змінних вперше була введена 
Н.З. Шором в 1969 році як евристична процедура для покращення 
обумовленості задачі. Для n -вимірного евклідового простору 

nE  вона реалізується за допомогою оператора розтягу, що у 
векторній формі можна записати так:  

( ) = ( 1) , , = 1, > 1,T n
nR I Eα ξ α ξξ ξ ξ α+ − ∈ & &  

де ( )T⋅  означає транспонування, nI  – одинична матриця 
розміру n n× , α  – коефіцієнт розтягу простору, ξ  – напрямок 
розтягу. При описі алгоритмів використовується оператор ( )Rβ ξ , 
обернений до оператора розтягу простору ( )Rα ξ . Він має такий 
вигляд:  

1 1( ) = ( ) = ( 1) , = < 1,T
nR R Iβ αξ ξ β ξξ β

α
− + −  

і в методах з розтягом простору змінних використовується для 
«стискування» простору субградієнтів. Оператор ( )Rα ξ  покла-
дено в основу двох сімейств субградієнтних методів з розтягом 
простору, які дозволили ефективно розв’язувати задачі мінімізації 
негладких функцій з яружними особливостями. 

Перше сімейство – субградієнтні методи з розтягом простору 
в напрямку субградієнта. Світове визнання одержав частковий 
випадок цих методів – метод еліпсоїдів, швидкість збіжності якого 
залежить лише від розмірності простору змінних. Використання 
методу еліпсоїдів дозволило вирішити ряд важливих питань у 
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теорії складності задач математичного програмування. Домови-
мось метод еліпсоїдів називати класичним методом еліпсоїдів, 
або методом еліпсоїдів Юдіна-Немировського-Шора. Московські 
математики Д.Б. Юдін та А.С. Немировський отримали цей ме-
тод у 1976 році із схеми послідовних відсічень (методи від-
сікаючих гіперплощин), а Н.З. Шор отримав його у 1977 році із 
сімейства методів із розтягом простору в напрямі субградієнта, 
встановивши зв’язок між величиною кроку та коефіцієнта роз-
тягу простору. 

Друге сімейство – субградієнтні методи з розтягом простору 
в напрямку різниці двох послідовних субградієнтів, вони отри-
мали назву r -алгоритмів. На поточний момент r -алгоритми є 
могутнім практичним засобом розв’язування задач недиферен-
ційовної оптимізації. Зусиллями Н.З. Шора та його учнів розроб-
лено кілька модифікацій r-алгоритму для розв’язання різноманіт-
них задач оптимізації. Незважаючи на те, що r -алгоритмам уже 
майже 40 років (вони запропоновані Н.З. Шором і М.Г. Журбенко 
у 1971 році), проблема їх обґрунтування залишається актуальною 
й донині. У роботі [65] побудовано приклад опуклої кусково-
лiнiйної функцiї, при мiнiмiзацiї якої можливе «зациклювання» 

( )rμ α -алгоритму (один із варiантів r -алгоритмiв) в неоптималь-
нiй точцi. Він демонструє, що для негладких функцiй точки з 
лiнiйно-залежною множиною субградiєнтiв можуть служити 
«уловлювачами» для мiнiмiзуючої послiдовностi ( )rμ α -алго-
ритму, і показує, що обґрунтувати збiжнiсть ( )rμ α -алгоритму для 
всього класу опуклих функцiй неможливо. 

Головна проблема полягає в тому, що r -алгоритми не 
мають конструктивного критерію зупинки для негладких опуклих 
функцій. Однак його легко забезпечити, якщо орієнтуватися на 
використання аналогічного критерію, що і в класичному методі 
еліпсоїдів. У зв’язку з цим пiдхiд, заснований на зовнiшнiй ап-
роксимацiї множини екстремумiв елiпсоїдом з монотонним змен-
шенням його об’єму, є перспективним та дає змогу обґрунтовувати 
нові субградієнтні методи. Певний спосiб побудови таких елiпсо-
їдiв визначає конкретний алгоритм. Для методiв з розтягом просто-
ру така iнтерпретацiя є наочною i дозволяє зв’язати для них кроко-
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вий множник у напрямi руху i коефiцiєнт розтягу простору з 
такими характеристиками опуклих функцiй, як геометрiя лiнiй 
рiвня ( )f x  i геометрiя судиференцiала в екстремумi. При цьому 
можна забезпечити і антияружні прийоми, які близькі до тих, 
що використані в r -алгоритмах. Вони пов’язані з перетворенням 
спеціального елiпсоїда в кулю за рахунок розтягу простору в на-
прямі різниці двох нормованих субградієнтів. У роботах [151, 153] 
запропонована та обґрунтована модифікація методу еліпсоїдів з 
такою ж асимптотичною швидкістю збіжності по об’єму, як і в 
методі еліпсоїдів Юдіна-Немировського-Шора. Вона може бути 
застосована і до одновимірних задач, для яких гарантує на кожній 
ітерації коефіцієнт зменшення об’єму, рівний 2 2 0.5858− ≈ . 
У роботі [88] дана геометрична інтерпретація процесів описаних 
еліпсоїдів, що включають перетин кулі та гіперплощини. Вони 
дозволяють реалізовувати монотонні по об’єму методи для зна-
ходження стаціонарних точок спеціальних задач на основі опера-
тора розтягу простору. Ці методи гарантують збіжність за скінченну 
кількість ітерацій, але вони мають обмежену область застосування 
та не можуть бути використані для всього класу опуклих функцій. 
Для цього підходить модифікація методу еліпсоїдів [133], яка при-
скорена за рахунок використання еліпсоїда мінімального об’єму 
для кульового шару на основі відсікаючої гіперплощини з 
попередньої ітерації. При мінімізації яружних функцій швидкість 
збіжності модифікації в десятки разів краща, ніж швидкість 
збіжності методу еліпсоїдів Юдіна-Немировського-Шора. 

Однак антияружний прийом, що використано в [133], не 
дає можливості пояснити та обґрунтувати антияружний прийом, 
який в монотонних варіантах r -алгоритмів визначає напрямок 
спадання функції. Розтяг простору в напрямку різниці двох 
субградієнтів з достатнім коефіцієнтом розтягу перетворює тупий 
кут між субградієнтами на гострий, тобто відповідні образи цих 
антисубградієнтів у розтягнутому просторі стають напрямками 
спадання функції.  

Розглянемо нові способи обґрунтування субградієнтних 
методів, що базуються на апроксимації множини екстремумів 
еліпсоїдами з монотонним зменшенням їх об’єму та використову-
ють антияружні прийоми, які близькі до тих, що використані в 
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r -алгоритмах. Це забезпечує знайдений у роботі [67] мінімаль-
ного об’єму еліпсоїд з центром в точці 0x , який мiстить опукле 
тiло в ,nE  одержане внаслiдок перерiзу кулi 0( , )S x r  0= { : }x x x r− ≤& &  
i двох пiвпросторiв 0( , )P x ξ 0= { : ( , ) 0}x x x ξ− ≤  i 0 0( , )={ :( , ) 0}P x x x xη η− ≤ , 
таких, що 1 < ( , ) < 0ξ η− , = 1ξ& & , = 1η& &  (рис. 1.5.1). 

 

 
Рисунок 1.5.1 – Еліпсоїд 0( , , , )ell x a b r  

Умовимось такий еліпсоїд називати 0( , , , )ell x a b r . Його 

об’єм менший, нiж об’єм кулi 0( , )S x r  в 21 ( , )ξ η−  раз, довжина 

півосі в напрямку ξ η−  дорівнює = ,
1 ( , )

ra
ξ η+

 в напрямку 

ξ η+  – =
1 ( , )

rb
ξ η−

, а у всіх ортогональних до ξ  та η  на-

прямках довжини півосей дорівнюють r . 
Перетворення еліпсоїда 0( , , , )ell x a b r  в кулю радіуса r  

реалізується за допомогою оператора  

 2 1 2
( , ) =T R Rα α

ξ η ξ ηξ η
ξ η ξ η

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠& & & &

 (1.5.1) 

та відповідає послідовному використанню двох операторів роз-
тягу простору в ортогональних напрямах – розтяг простору в 
напрямі різниці векторів ξ  та η  з коефіцієнтом 2 =α  

1= > 1
1 ( , )ξ η+

 та стиснення простору в напрямі суми векторів 

ξ  та η  з коефіцієнтом 1
1= < 1

1 ( , )
α

ξ η−
. 
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Лема 1.5.1. Нехай kB  – невироджена матриця розміром 
n n× , 1g , 2g  – n -вимiрнi вектори, такi, що ib , i нехай  

 1 1 2
= ,k kB B R Rβ β

ξ η ξ η
ξ η ξ η+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠& & & &

 (1.5.2) 

де 1

1

=
T
k
T
k

B g
B g

ξ
& &

; 2

2

=
T
k
T
k

B g
B g

η
& &

; 1 = 1 ( , )β ξ η− ; 2 = 1 ( , )β ξ η+ . 

Тодi матриця 1kB +  – невироджена та має такі властивості:  

а) 2
1det( ) = det( ) 1 ( , )k kB B ξ η+ − , б) 1 1 1 2( , ) = 0.T T

k kB g B g+ +  
Лема 1.5.1 має наступну інтерпретацiю. Властивість а) вi-

дображає зменшення об’єму елiпсоїда виду 0( , , , )ell x a b r  по від-
ношенню до об’єму кулi 0( , )S x r  і зменшення об’єму буде тим 
більшим, чим тупішим буде кут між векторами ξ  та η . Вла-
стивість б) означає наступне. Нехай 1g  та 2g  – субградiєнти 
опуклої негладкої функції ( )f x  в точці kx . Тоді 1

T
kB g  та 2

T
kB g  

є субградiєнтами опуклої негладкої функцiї ( ) = ( )k ky f B yφ  в 
точці =k k ky A x  перетвореного за допомогою лiнiйного опера-
тора 1=k kA B−  просторi = kY A X . Кут між субградієнтами тупий, 
а значить, в перетвореному просторі змінних жоден з цих двох 
антисубградієнтів в точці ky  не може бути напрямом спадання 
функції ( )k yφ . Перетворення простору 1= kY A X+ , 1

1 1=k kA B−
+ + , 

де 1kB +  обчислена згiдно з (1.5.2), ортогоналiзує субградієнти 

1 1
T
kB g+  i 1 2

T
kB g+  для функцiї 1 1( ) = ( )k ky f B yφ + +  у перетвореному 

просторі змінних 1= kY A X+ . Умова 1 2

1 2

, > 1
T T
k k
T T
k k

B p B p
B p B p

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠& & & &
 

потрiбна, щоб така ортогоналізація була можливою. 
Іншими словами, властивість б) гарантує антияружний 

прийом по типу того, що використовується в r -алгоритмах. 
Субградієнти з тупим кутом в поточному просторі змінних в 
черговому просторі змінних стають ортогональними, що дає 
змогу покращити поверхні рівня яружної функції. При цьому 
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коефіцієнти розтягу простору в напрямі різниці нормованих 
субградієнтів та в напрямі суми нормованих субградієнтів 
визначаються на основі кута між субградієнтами. Чим тупішим 
буде кут між ними, тим більшим буде коефіцієнт розтягу 
простору в напрямі різниці двох нормованих субградієнтів. 

Використання оператора (1.5.1) на кожній ітерації мето-
ду вимагає в два рази бiльше арифметичних операцiй, ніж в  
r -алгоритмах. Для того щоб зберегти ціну ітерації такою ж, як 
і в r -алгоритмах, оператору (1.5.1) у роботі [69] знайдено 
заміну у формі лiнiйного оператора з nE  в nE . Цей оператор 
названо одноранговим елiпсоїдальним оператором і в матрич-
ній формі для векторів ξ  та η  він має вигляд  

 ( )( )2
1 2

1( , ) = 1 1 ( , ) ( , ) .
1 ( , )

T
nT Iξ η ξ η η ξ η ξ η

ξ η
− − − −

−
 (1.5.3) 

Обернений до (1.5.3) оператор 1
1 ( , )T ξ η−  (для перетворення 

простору субградiєнтiв) має вигляд  

 ( )( )1 2
1 2

1( , ) = 1 1 ( , ) ( , ) .
1 ( , )

T
nT Iξ η ξ η η ξ η ξ η

ξ η
− + − − −

−
 (1.5.4) 

Лема 1.5.2. Нехай kB  – невироджена матриця розмiром n n× , 

1 2,g g  – n -вимiрнi вектори, такi, що 1 2

1 2

1< , < 0
T T
k k
T T
k k

B g B g
B g B p

⎛ ⎞
− ⎜ ⎟

⎝ ⎠& & & &
. 

I нехай  

 1
1 1= ( , )k kB B T ξ η−
+ , де 1 2

1 2

= , =
T T
k k
T T
k k

B g B g
B g B g

ξ η
& & & &

. 

Тодi матриця 1kB +  – невироджена та має такі властивості:  

 а) 2
1det( ) = det( ) 1 ( , )k kB B ξ η+ − , б) 1 1 1 2( , ) = 0.T T

k kB g B g+ +  
Лема 1.5.2 має точно таку ж інтерпретацію, як і лема 

1.5.1. Одноранговий елiпсоїдальний оператор (1.5.3) дозволяє 
обґрунтовувати методи за тим же принципом, що й оператор 
(1.5.1), тобто використовуючи на ітерації методу зменшення в 

iK  об’єму елiпсоїда, який локалiзує множину екстремумiв. Однак 
для B -форми таких методiв оператор (1.5.3) бiльш економний, 
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так як його використання вимагає в два рази менше арифме-
тичних операцiй на кожній ітерації. 

Покращити поверхні рівня яружних функцій можна за 
допомогою лiнiйного оператора з nE  в nE , який запропоно-
вано в роботі [70]. Цей оператор названо «доортогоналiзуючий 
одноранговий оператор» (для перетворення простору досить 
однорангової корекції матриці kB ). Нехай задано набiр векто-
рiв 1 2= { , ,..., }, , = 1, = 1, , , n

m i iP p p p p E p i m m n∈ ≤& & … , що за-
довольняє таким умовам:  
 ( , ) = 0, , = 1,2, , 1, = 1,2, , 1,i jp p i j i m j m≠ − −… …  

 
1 1

2 2

=1 =1

( , ) = 1 ( , ) > 0.
m m

m m i i m i
i i

p p p p p p
− −

− −∑ ∑& &  

Доортогоналiзуючий одноранговий оператор є таким:  

 
1

2
=1

1( , ) = , = ( , ) ,
T m

m
m n m m i i

im

p p
T p p I p p p p p p

p pλ λ

−− ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟− ⎝ ⎠
∑& &

 (1.5.5) 

де λ  – скаляр, такий, що ( 1) 0λ λ + ≠ . 
Його зміст є наступним. Набiр m  векторiв в nE , з яких 

першi 1m −  векторiв взаємно ортогональнi, а останнiй не орто-
гональний попереднiм, переводиться за допомогою оператора 
(1.5.5) в набiр взаємно ортогональних векторiв (фактично доорто-
гоналiзовується m -й вектор, чим зумовлена назва оператора). 
Оператор (1.5.5) забезпечує досить простий механiзм роботи зі 
спецiальним конусом для локалізації множини екстремумів та 
дозволяє будувати конструктивнi методи з наглядною геометрич-
ною iнтерпретацiєю в перетвореному просторi змінних. При 

= 1 / 2λ −  оператор (1.5.5) дозволяє обґрунтувувати методи по 
монотонному зменшенню об’єму еліпсоїда для апроксимації 
множини екстремумів. 

Оператори 1 ( , )T ξ η  та ( , )mT p pλ  дозволяють будувати 
прискорені по збіжності субградієнтні методи з перетворенням 
простору, орієнтовані на ефективну роботу з яружними функ-
ціями. Їх використання в рамках методу центрiв тяжiння простих 
тiл (МЦТПТ) дає змогу будувати конструктивні алгоритми для 
задачі опуклого програмування. МЦТПТ запропонований в 
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роботі [68] та базується на зовнiшнiй апроксимації множини 
екстремумiв простими опуклими тілами (еліпсоїд, паралелепіпед, 
симплекс) з достатнім зменшенням їх об’єму i регуляризацiєю 
цих тiл (перетворення еліпсоїда в кулю, паралелепіпеда – в куб, 
неправильного симплекса – в правильний) за допомогою лi-
нiйних перетворень простору. Для задач опуклого програмування 
МЦТПТ дозволяє обґрунтовувати алгоритми, збiжнi зі швидкiстю 
геометричної прогресії за послiдовнiстю рекордiв функцiї, яка 
мiнiмiзується. Для МЦТПТ легко розв’язуються такі проблеми 
для методів опуклого програмування, як «вiдсiв» несуттєвих 
вiдсiкаючих гіперплощин; перевірка несумiсностi системи обме-
жень задачi опуклого програмування; проблема вибору крокового 
множника в напрямi руху для субградiєнтних методiв; простота 
розпаралелювання процесу на рiвнi змiстовних пiдзадач; проблема 
«рестарта» для методiв з лiнiйними перетвореннями простору та iн. 

На основі операторів 1 ( , )T ξ η  та ( , )mT p pλ  розроблено ряд 
субградієнтних методів, які призначені для знаходження ε -роз-
в’язку за функцією в задачі  

 min ( ),f x  (1.5.6) 
де ( )f x  – опукла функцiя векторного аргументу nx E∈ . 

Припускається, що множина екстремумiв задачi (1.5.6) – *X  
непуста, i вiдоме значення мiнiмуму ( )f x : * *= ( )f f x , * *x X∈ . 
ε -розв’язком задачi (1.5.6) вважається точка kx , для якої вико-
нується *( )kf x f ε− ≤ . 

Наведемо опис двох таких методів, які вимагають незначної 
кількості векторів для відсікаючих гіперплощин. Перший метод 
умовимось називати методом FEG2P1, а другий – методом 
FORTGN. Обидва методи базуються на використанні фейєрів-
ського кроку в напрямі антисубградієнта в перетвореному прос-
торі змінних. Такий крок відомий як крок Агмона-Моцкіна, або 
як крок Поляка (Б.Т. Поляк). Вхідними параметрами обох методів 
є стартова точка 0x  та параметр ε . Усі інші параметри методів 
визначаються автоматично на основі геометрiї лiнiй рiвня функ-
ції ( )f x  в перетвореному просторі змінних та геометрiї субди-
ференцiала в точці мінімуму. 
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Для першого методу FEG2P1 перетворення простору реа-
лізується на основі оператора 1 ( , )T ξ η , який використовує два 
послiдовних субградiєнти та вектор агрегатного типу (опукла 
комбінація обчислених на попередніх ітераціях субградієнтів). 
При цьому проблема поновлення агрегатного вектора розв’язу-
ється автоматично. Якщо кути мiж двома останнiми субградi-
єнтами та агрегатним вектором такі, що перетворення простору 
непотрібне, то агрегатний вектор установлюється нульовим. 
Формально це означає відсутність яружності поверхні рівня 
функції в перетвореному просторі змінних, тому перетворення 
простору на поточній ітерації непотрібно. Якщо в перетворенні 
простору не задіяно вектор агрегатного типу, то тоді перетворення 
простору використовує два послідовних субградієнти, кут між 
якими є тупим, та подібне до того, що в r -алгоритмах. 

Метод FEG2P1( 0 ,x ε ) реалізується таким алгоритмом. 
Перед початком процесу маємо 0

nx E∈ , > 0ε . Якщо 
*

0( )f x f ε− ≤ , то 0x  – ε -розв’язок i кiнець роботи алгоритму. 

Iнакше приймемо 
*

0
0

0

( )
=

( )
f x f

h
f x
−

∂& &
, 0

0
0

( )
=

( )
nf x

E
f x

ξ
∂

∈
∂& &

, 0 = 0 np E∈ , 

0 = nB I  – одинична матриця розмiром n n× . 
Нехай на k -й iтерацiї одержано n

kx E∈ , kh , n
k Eξ ∈ , 

n
kp E∈ , kB  – матриця n n× . 

1. Обчислимо чергове наближення  
 1 = .k k k k kx x h B ξ+ −  
2. Обчислимо 1( )kf x + , 1( )kf x +∂ . Якщо *

1( )kf x f ε+ − ≤ , то 

1kx +  – ε -розв’язок i кiнець роботи алгоритму. В протилежному 
випадку приймемо  

*
1 1

1 1
1 1

( ) ( )
= , = .

( ) ( )

T
k k k

k kT T
k k k k

B f x f x f
h

B f x B f x
ξ + +

+ +
+ +

∂ −
∂ ∂& & & &

 

3. Обчислимо  
1 1

1 22 2 2 2
1 1 1 1

( , ) ( , )
= , =

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
k k k k

k k k k k k k k

p

p p

ξ ξ ξ
λ λ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ
+ +

+ + + +

− −
+ +
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i приймемо 

 

1 2 1 2

1 2
1

1 2

1 2

, > 0 > 0,
> 0 0,,

=
0 > 0,,
0 0.0,

k k

k
k

k

p if and
if andp

p
if and
if and

λ λ ξ λ λ
λ λ
λ λξ
λ λ

+

+⎧
⎪ ≤⎪
⎨ ≤⎪
⎪ ≤ ≤⎩

 

4. Якщо 1 1( , ) 0k kp ξ+ + ≥ , або 1 1( , ) 1k kp ξ+ + ≤ − , то приймемо 

1 =k kB B+  i перейдемо до п. 5. Iнакше обчислимо  

 1 1
1 12 2

1 1 1 1

( , )1= 1 ,
1 ( , ) 1 ( , )

k k
k k

k k k k

p
p

p p

ξ
η ξ

ξ ξ
+ +

+ +

+ + + +

⎛ ⎞
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

 ( ) 1
1 1 1 2

1 1

= , = ,
1 ( , )

T k
k k k k

k k

h
B B I h

p
ηξ

ξ
+

+ + +

+ +

+
−

 

 ( )1 1 1 1 12
1 1

1= ( , ) .
1 ( , )

k k k k k

k k

p p p
p

ξ ξ
ξ

+ + + + +

+ +

−
−

 

5. Переходимо до наступної iтерацiї з 1,kx +  1,kB +  1,kξ +  1,kh +  

1.kp +  
Як і для методу FEG2P1, повна визначеність в параметрах 

ітераційного процесу має місце і для методу FORTGN. Для нього 
перетворення простору змінних реалізується за допомогою опе-
ратора 1/2 ( , )mT p p− , який використовує інформацію про суб-
градiєнти на попередніх ітераціях. При цьому проблема відсіву 
субградієнтів із попередніх ітерацій вирішується на основі того, 
чи потрібен цей вектор для локалізації множини мінімумів еліпсо-
їдом, чи непотрібен.  

Метод FORTGN( 0 ,x ε ) реалізується таким алгоритмом. 
Перед початком процесу маємо 0

nx E∈ , > 0ε . Якщо 
*

0( ) ,f x f ε− ≤  то 0x  – ε -розв’язок i кінець роботи алгоритму. 
Інакше приймаємо 0 = nB I , 0 =P ∅ . Тут kP  – множина суб-
градієнтів на k -й ітерації методу. 
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Нехай на k -й iтерацiї одержано kx , kB , kP . Обчислимо 
( )kf x  i ( )kf x∂ . Якщо *( )kf x f ε− ≤ , то kx  – ε -розв’язок i 

кiнець роботи методу. Iнакше переходимо до ( 1)k + -ї iтерацiї. 
1. Приймемо  

 
*( ) ( )

= , = .
( ) ( )

T
k k k

k kT T
k k k k

B f x f x f
h

B f x B f x
ξ

∂ −
∂ ∂& & & &

 

2. Сформуємо множину  
 = { : ( , ) < 0}.k i k i kP p P p ξ∈�  

3. Якщо =kP ∅� , то приймемо  
 1 1 1= , = , =k k k k k kB B h hξ ξ+ + +  
i перейдемо до п. 4. Інакше обчислюємо вектори  

 1 22= ( , ) ,  = ,  = 2 ;k k
k i k i k k

k kpi k

p
p p p p

pP

ξ
ξ η η ξ

ξ
−

−
−∈

∑
�� �
�& &�

 

i перераховуємо параметри  

 1 1 2 1 1= ( ),  = ,  = .
) )

T k k k
k k k k

k k k k

p h
B B I h

p p
ξ

ηη ξ
ξ ξ+ + +

−
−

− −
�
� �& & & &

 

4. Обчислимо чергове наближення  
 1 1 1 1= .k k k k kx x h B ξ+ + + +−  
5. Сформуємо чергову множину  
 { }1 1 0 1= : | ( , ) |< ,k i k i k kP p P p ξ ε ξ+ + +∈ � ∪  

де 0ε  – досить малий параметр, щоб уникнути помилок в 
процесі доортогоналізації векторів (рекомендується 6

0 = 10ε − ). 
6. Переходимо до наступної iтерацiї з 1kx + , 1kB + , 1kP + . 
Справедливі наступні теореми. 
Теорема 1.5.1. Послідовність 1 =0{ }k kx ∞

+ , що генерується мето-
дом FEG2P1( 0 ,x ε ) або методом FORTGN( 0 ,x ε ), задовольняє 
нерівності  

* 2
* 2 * 2

1 1 2

( ( ) )
( ) ( ) , = 0,1,2,

( )
k

k k k k T
k k

f x f
A x x A x x k

B f x+ +

−
− ≤ − −

∂
& & & & …

& &
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Тут 1 1
1 1= , =k k k kA B A B− −
+ + . 

Теорема 1.5.2. Нехай на кожній iтерацiї методу FEG2P1( 0 ,x ε ) 
(методу FORTGN( 0 ,x ε )) виконані умови 1,kB c≤& &  2( ) .kf x c∂ ≤& &  
Тоді метод FEG2P1( 0 ,x ε ) (метод FORTGN( 0 ,x ε )) знаходить 
ε -розв’язок задачі (1.5.6) не більше, ніж за K  iтерацiй, де 

2*
1 2 0=] [ 1

c c x x
K

ε
⎛ ⎞−

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

& &
. Тут ] [a  – ціла частина дійсного 

числа a . 
Теорема 1.5.2 гарантує збiжнiсть обох методів до ε -роз-

в’язку задачi (1.5.6) із довільної стартової точки. Прискорену 
швидкість збіжності забезпечують оператори перетворення про-
стору, направлені на вирівнювання поверхонь яружних функцій. 
Це показують експерименти [69], [70], які демонструють стiй-
кiсть методiв по вiдношенню до знаходження ε -розв’язкiв задачi 
(1.5.6) з високою точністю як у випадку гладких яружних 
функцій, так і у випадку негладких яружних функцій. Цьому є 
просте пояснення. Так, наприклад, для негладкої функції двох 
змінних 1 2 1 2( , ) =| | | |f x x x t x+  обидва методи знаходять точку 
мінімуму не більше ніж за дві ітерації, і це не залежить від зна-
чення t . Відмітимо, що швидкість збіжності субградієнтних 
методів без перетворення простору змінних визначається гео-

метричною прогресією із знаменником 2

11
t

− , який є близь-

ким до 1 навіть при порівняно невеликих значеннях t . 
У роботі [98] метод FEG2P1 адаптовано для знаходження 

допустимої точки нерівності ( ) 0F x ≤ , де ( )F x  – опукла не-
гладка функція векторного аргументу nx E∈ . До такої задачі може 
бути зведена проблема пошуку точки довільної системи опуклих 
нерівностей. Задача знаходження допустимої точки нерівності 

( ) 0F x ≤  еквівалентна задачі (1.5.6), де ( ) = max{ ( ),0}f x F x  – 
опукла негладка функція, мінімальне значення якої *f  дорівнює 
нулю. Метод для нерівності ( ) 0F x ≤  або знаходить допустиму 
точку, або дозволяє стверджувати про відсутність допустимої 
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точки у шарі 0( , )S x r . Для цього як критерій зупинки вико-
ристана теорема 1.5.1, із якої для кожної ітерації > 1K  методу 
FEG2P1 маємо нерівність  

 
2*1

1 * 2 * 2
0

=0

( )
( ) .

( )

K
k

K K
k k k

f x f
B x x x x

B f x

−
− ⎛ ⎞−

− ≤ − − ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∑& & & &

& &
 

Із останньої, використовуючи розбіжність ряду, легко прийти 
до протиріччя, що 1 * 2( ) < 0K KB x x− −& &  для деякої ітерації K . 
Враховуючи, що det( )KB  збігається до нуля, розбіжність ряду 
забезпечує досить швидке вияснення несумісності нерівності 

( ) 0F x ≤ . 
Дослідження субградієнтних методів з перетворенням 

простору, орієнтованих на розв’язування яружних задач, продов-
жувались в рамках спільного українсько-російського проекту 
Ф28.1/005 «Субградієнтні методи прискореної збіжності в задачах 
опуклої оптимізації» (2009 – 2010), який виконувався Інститутом 
кібернетики імені В.М. Глушкова НАН України та Інститутом 
автоматики та процесів управління Далекосхідного відділення 
РАН (http://elis.dvo.ru/). У роботі http://elis.dvo.ru/?q=node/27 методи 
для задачі (1.5.6) розширені на випадок, коли субградієнт ( )f x∂  
задовольняє властивості  
 * *( , ( )) ( ( ) )x x f x m f x f− ∂ ≥ − , де 1m ≥  (1.5.7) 

для nx E∀ ∈  и для * *x X∀ ∈ . Довільна опукла функція за-
довольняє (1.5.7) з параметром = 1m , але є класи опуклих 
функцій, для яких параметр m  більше одиниці. Так, наприклад, 
квадратична опукла функція задовольняє (1.5.7) з параметром 

= 2m . Для таких функцій швидкість збіжності фейєрівських 
методів з перетворенням простору залежить від значення m .  

 
1.5.2  Використання субградієнтних методів з перетво-

ренням простору в складних задачах оптимізації. Головним 
здобутком підрозділу є математичні моделі, алгоритми та про-
грамне забезпечення для знаходження пропускних здатностей 
дуг надійної орієнтованої мережі. Центральним тут є використання 
ефективних методів негладкої оптимізації у сполученні зі схе-
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мами декомпозиції. Розроблені методи недиференційованої оп-
тимізації використовуються для розв’язання задач оптимального 
проектування структур надійних мереж. Запропоновані нові мате-
матичні моделі, алгоритми та програмне забезпечення для задач 
знаходження пропускних здатностей дуг надійної орієнтованої 
мережі з передачею потоків довільними шляхами та з передачею 
потоків по заданій множині допустимих шляхів. В обох випадках 
необхідно забезпечити повноцінне функціонування мережі при 
відмовах окремих компонент мереж (ребер, вузлів).  

Пошкодженням мережі будемо називати такий її стан, 
при якому зменшується пропускна здатність однієї або кількох 
її дуг. За допомогою поняття «пошкодження мережі» можна 
описати різноманітні аварійні ситуації, які відбуваються у 
функціонуючих мережах будь-якого типу: автодорожних, за-
лізничних, комунікаційних тощо. 

При формулюванні математичної моделі задачі знаходження 
пропускної спроможності дуг надійної орієнтованої мережі з 
передачею потоків довільними шляхами будемо використовувати 
такі вхідні дані: 

(і) орієнтована мережа ( , )N V A , задана множиною вершин 
V  та множиною дуг A . Для дуги ( , )i j A∈  позначимо ijc  вар-
тість створення одиниці пропускної здатності, а 0

ijy  – наявний 
ресурс пропускної здатності; 

(ii) задано множину вимог { }min 0k k k k k k kd y / D y b A x, y= − ≥  
щодо обсягів потоків між парами вершин з деякої підмножини 

0V V⊂ . Кожен елемент множини D  задається трьома числовими 
значеннями: парою ( , )r s  та відповідним значенням обсягу потоку 

rsd , що слід пропустити через мережу від вершини 0r V∈  (дже-
рело) до вершини 0s V∈  (стік). Для всіх пар ( , )r s  відповідні 
значення обсягів sx  задані в тих же одиницях, що і значення 
пропускної спроможності дуг; 

(iii) задано множину T  можливих пошкоджень мережі 
( , )N V A . Пошкодження t T∈  мережі характеризується набором 

коефіцієнтів 0 1ijtμ≤ ≤  для всіх ( , )i j A∈ , де конкретний коефі-
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цієнт ijtμ  вказує на те, що пропускна здатність дуги ( , )i j  у ме-
режі при пошкодженні t  зменшиться в 1 / ijtμ  раз. Для зруч-
ності опису математичних моделей індекс 0t =  будемо умовно 
вважати «нульовим» пошкодженням мережі ( , )N V A , якому від-
повідає набір коефіцієнтів 0 1ijμ =  для всіх ( , )i j A∈ . Фактично 
це означає, що «нульове» пошкодження мережі рівносильне функ-
ціонуванню мережі ( , )N V A  в режимі, коли пошкоджень немає. 

Зробимо таке припущення щодо вхідних даних за пунк-
тами (і) – (iii). 

Припущення 1. Для орієнтованої мережі ( , )N V A  всі вимоги 
D  щодо передачі обсягів потоків між парами вершин можна 
задовольнити при необмежених значеннях пропускних здатностей 
дуг цієї мережі ( , )N V A . 

Нехай x  – множина невідомих значень пропускної здатності 
дуг ( , )i j A∈ , які потрібно додати до вже існуючих значень про-
пускної здатності дуг 0 0{ , ( , ) }ijY y i j A= ∈  мережі, а rs

ijtx  – невідоме 
значення тієї частини обсягу потоку , ( , )rsd r s D∈ , який при t -му 
пошкодженні мережі буде пропущений по дузі ( , )i j A∈ . Тоді ма-
тематичну модель задачі знаходження «оптимальних за сумарною 
вартістю» значень Y  для надійної орієнтованої мережі ( , )N V A  
можна сформулювати як наступну задачу математичного програ-
мування: потрібно мінімізувати лінійну функцію 

( , )
ij ij

i j A
c y

∈
∑  

за обмежень 
0

( , )

( ), (0 ), ( , ) ,rs
ijt ijt ij ij

r s D

x y y t T i j Aμ
∈

≤ + ∈ ∈∑ ∪  

:( , ) :( , )

, ,
0, , ,

, , (0 ), ( , ) ,

rs
rs rs
ijt jit

j i j A j j i A
rs

d i r
x x i r s

d i s t T r s D∈ ∈

=⎧
⎪− = ≠⎨
⎪− = ∈ ∈⎩

∑ ∑
∪

 

0, (0 ), ( , ) , ( , ) ,rs
ijtx t T i j A r s D≥ ∈ ∈ ∈∪  

0, ( , ) .ijy i j A≥ ∈  
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Цільова функція задачі визначає сумарні витрати з ураху-
ванням вартості збільшення пропускної здатності дуг, які по-
трібно додати до існуючих з метою забезпечення надійності 
мережі ( , )N V A . Обмеження задачі означають: а) обов’язкове 
виконання вимог D  по передачі обсягів потоку в мережі 

( , )N V A  і повинні бути виконані як при відсутності пошкоджень 
мережі ( 0t = ), так і в кожному з випадків, коли відбудеться 
тільки одне (але будь-яке з множини T ) пошкодження мережі, 
б) сумарний потік через дугу ( , )i j A∈  не повинен перевищувати 
пропускної здатності цієї дуги з врахуванням можливих по-
шкоджень мережі. Пропускна здатність дуги ( , )i j A∈  складається 
з уже наявної ( 0

ijy ) та тієї невідомої ( ijy ) пропускної здатності, 

яка додається, в) невід’ємність змінних rs
ijtx  та ijy . 

Якщо необхідно обмежитися передачею потоків по заданій 
множині допустимих шляхів, до умов (і) – (ііі) додається така 
інформація:  

(iv) задано множину допустимих шляхів у мережі P = 

( , )

( , ),
r s D

P r s
∈

= ∪  де ( , )P r s  – підмножина шляхів у мережі ( , )N V A , 

які з’єднують джерело r  зі стоками s , ( , )r s D∈ , по яких (і тіль-
ки по них) можна пересилати потік із вершини r  до вершини s . 
Будемо припускати, що такі набори шляхів задані для всіх пар 
( , ) .r s D∈  Конкретний шлях ( , ) ( , ),kP r s P r s∈  тобто шлях з но-
мером k  для передачі обсягу потоку з вершини r  до вершини ,s  
будемо задавати вектором rs

ka  довжини | |,A  який складається з 
нулів і одиниць, де тим дугам мережі ( , ),N V A  через які про-
ходить цей шлях, відповідають одиниці, а тим дугам, що не 
входять у цей шлях, відповідають нулі.  

Припущення 2. Множина P  містить непорожні підмно-
жини ( , )P r s  для всіх пар ( , ) .r s D∈  

Нову задачу знаходження для орієнтованої мережі ( , )N V A  
мінімальних за сумарною вартістю значень пропускних здатно-
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стей дуг { , ( , ) }ijY y i j A= ∈ , які потрібно додати до вже існую-
чих ( 0Y ), щоб мережа ( , )N V A  стала надійною, можна сформу-
лювати таким чином: мінімізувати лінійну функцію 

( , )
ij ij

i j A

c y
∈
∑  

за обмежень 
0

( , ) ( , )

( ), (0 ), ( , ) ,rs rs
k kt ijt ij ij

r s D k P r s

a x y y t T i j Aμ
∈ ∈

≤ + ∈ ∈∑ ∑ ∪  

( , )

, (0 ), ( , ) ,rs
kt rs

k P r s

x d t T r s D
∈

= ∈ ∈∑ ∪  

0, (0 ), ( , ) , ( , ),rs
ktx t T r s D k P r s≥ ∈ ∈ ∈∪  

0, ( , ) ,ijy i j A≥ ∈  

де rs
ktx  – невідоме значення частини обсягу потоку rsd , який 

буде пропущений шляхом ( , )k P r s∈  при t -му пошкодженні ме-
режі. Система обмежень має зміст, аналогічний тому, що й система 
обмежень у попередній моделі. Відмінність полягає в тому, що 
в мережі ( , )N V A  вимоги D  слід виконувати дещо іншим спо-
собом, при якому обсяг потоку з джерела r  у стік s  може бути 
пересланий тільки тими шляхами з r  в s , які задані множиною 

( , )P r s .  
Для задач знаходження мiнiмальних за сумарною вартістю 

пропускних здатностей дуг для побудови надійної орієнтованої 
мережі реалiзованi такі програми: програма ModelA для першої 
оптимізаційної моделі та програма ModelC для другої моделі 
(мова програмування ФОРТРАН). Алгоритми розв’язування 
обох задач базуються на подвійному використанні двох схем 
декомпозиції (одна в одній):  

− схема декомпозиції за змінними, якими є невідомі зна-
чення пропускних здатностей дуг орієнтованої мережі;  

− схема декомпозиції за обмеженнями (для розв’язання під-
задач, які виникають для кожного пошкодження при фіксованих 
значеннях пропускних здатностей дуг). 

В результаті роботи програм ModelA та MоdelC отри-
муємо такі параметри надiйної орiєнтованої мережi ( , ) :N V A   
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− мiнiмальнi за сумарною вартiстю пропускнi здатностi дуг 
мережi ( , )N V A , що доповнюють вже iснуючi, тобто для кожної 
дуги ( , )i j A∈  знаходиться *

ijy  – ресурс пропускної здатностi дуги 
( , )i j , що доповнює вже iснуюче значення пропускної здатності 
цiєї дуги 0

ijy ;  
− достатня умова того, що неможливо виконати всi вимоги 

на передачу обсягів потокiв, щоб орiєнтована мережа була на-
дiйною. Це може бути з двох причин: a) структура мережi ( , )N V A  
така, що задовольнити вимоги до потокiв неможливо; б) структура 
пошкоджень у мережi ( , )N V A  така, що задовольнити вимоги до 
потокiв неможливо.  

У роботі [170] r-алгоритми застосовувалися для апроксимації 
лінійних і нелінійних функцій, коли результати вимірів задані ко-
роткою вибіркою з порівняно невеликим числом помилкових вимі-
рів. На прикладі лінійної багатовимірної моделі і на одновимірних 
моделях, до яких призводить метод генеральної узагальненої змін-
ної, показано, що використання методу найменших модулів має пе-
реваги.  

У роботі [260] розроблено алгоритм розв’язання задачі 
проекції на політоп, що базується на розв’язанні еквівалентної 
негладкої екстремальної задачі, для якої встановлюється вели-
чина штрафного параметра.  

Методи негладкої оптимізації застосовано в задачах пла-
нування структурно-технологічних змін, для яких розроблено 
сімейство оптимізаційних міжгалузевих моделей зі змінними 
коефіцієнтами прямих витрат [85], [248]. Ці задачі є багатоекс-
тремальными і нелінійними. Цільовими функціями, що потрібно 
максимізувати, виступають сукупний дохід споживачів і мульти-
плікатор «приріст доходів – приріст споживачів». Обидві цільові 
функції – неопуклі і визначені з використанням операції звертання 
матриці, що залежить від невідомих коефіцієнтів прямих витрат. 
Обмеження моделей відображають умови неінфляційного зростан-
ня доходів і обмеженість ресурсів, які використовуються при 
проведенні структурно-технологічних перетворень, а також умови 
невід’ємності нових значень коефіцієнтів. Оптимізаційні моделі та 
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алгоритми розрахунків покладені в основу модельно-орієнтова-
ної системи підтримки прийняття рішень, реалізованої в сере-
довищі DELPHI [248]. Система має розвинутий інтерфейс ко-
ристувача; передбачені можливості поповнення бази математич-
них моделей і оптимізаційних алгоритмів, організації діалогу з 
користувачем у ході рішення задач і формування звітів у html-
форматі. Сервісні можливості системи дозволяють аналізувати 
результати розрахунків, перевіряти допустимість змінених роз-
в’язків і реалізовувати ряд прогнозно-аналітичних функцій. 

 

1.5.3  Лагранжеві оцінки в багатоекстремальних квадра-
тичних задачах. Багато задач поліноміальної та дискретної опти-
мізації зводяться до багатоекстремальних задач нелінійного про-
грамування квадратичного типу. Для розв’язання цих задач мож-
на використовувати лагранжеві оцінки в комбінації з методом гілок 
та границь. Лагранжеві оцінки можна покращувати, додаючи в 
модель так звані функціонально надлишкові квадратичні об-
меження. Задачі знаходження лагранжевих оцінок можуть ус-
пішно розв’язуватися сучасними субградієнтними методами з 
перетворенням простору. У даному підрозділі описано цей підхід і 
наведено приклади його використання для задач поліноміального 
типу та ряду екстремальних задач на графах. 

Розглянемо оптимізаційну задачу квадратичного типу: знайти   
*

0= ( )inf
nx E

q Q x
∈

    (1.5.8) 

при обмеженнях  
}.,{1,=0,=)( mIixQi …∈   (1.5.9) 

Тут )(xQν  – квадратичні функції  
( ) = ( , ) ( , ) ,Q x K x x b x cν ν ν ν+ +  

де Kν  – симетричні матриці розміру n n× , nb Eν ∈ , cν  – 
скаляри, {0 }Iν ∈ ∪ .  

У загальному випадку задача (1.5.8), (1.5.9) є багато-
екстремальною й відноситься до класу NP -складних задач. 
Оцінки знизу для *q  можна одержати шляхом такої лагран-
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жевої релаксації. Нехай m
m Euuu ∈),,(= 1 …  – вектор множ-

ників Лагранжа задачі (1.5.8), (1.5.9). Розглянемо функцію Лагранжа  

0
=1

( , ) = ( ) ( )
m

i i
i

L x u Q x u Q x+∑  

і функцію  
( ) = ( , ) = [( ( ) , ) ( ( ), ) ( )],inf inf

n nx E x E
u L x u K u x x b u x c uψ

∈ ∈

+ +  

де   

0 0 0
=1 =1 =1

( ) = , ( ) = , ( ) = .
m m m

i i i i i i
i i i

K u K u K b u b u b c u c u c+ + +∑ ∑ ∑  

Нехай = { : [ ( )] > 0}nu K uλ+Ω  – підмножина u , для яких 
матриця ( )K u  додатньо визначена; 0Ω  – підмножина u , для 
яких [ ( )] = 0n K uλ  ( ( )n Kλ  – мінімальне власне число симетричної 
матриці K  розміру n n× ). Ефективна множина domψ  функції 

( )uψ  складається з +Ω  та підмножини точок 0u∈Ω , для яких 
має розв’язок система рівнянь 2 ( ) ( ) = 0.K u x b u+  Для інших точок 

( ) =uψ −∞ . Якщо domψ ≠ ∅ , то існує нетривіальна оцінка знизу   
* = ( )sup

u dom
u

ψ
ψ ψ

∈
   (1.5.10) 

для величини *q  (умова * =ψ +∞  означає, що система (1.5.9) не-
сумісна).  

Задача (1.5.10) є задачею максимізації увігнутої функції, 
визначеної на параметричному сімействі невід’ємно визначених 
матриць ( )K u , та може бути розв’язана за допомогою методів 
мінімізації опуклих недиференційованих функцій. Тому оцінку 

*ψ  з будь-якою заданою точністю можна знайти за поліноміальний 
час методом еліпсоїдів або r-алгоритмами. Метод на основі 

( )r α -алгоритму з адаптивним регулюванням кроку розроблено 
у роботі [71] та реалізовано у фортранівській програмі DSQTPR. 
Одна ітерація у програмі DSQTPR потребує 2 3( ) ( )O m O n+  ариф-
метичних операцій. З них 2( )O m  арифметичних операцій не-
обхідно для реалізації однієї ітерації ( )r α -алгоритму, а 3( )O n  
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арифметичних операцій – для обчислення вектора cуперградієнт-
ного поля при фіксованому значенні множників Лагранжа (роз-
в’язання системи лінійних рівностей з симетричною матрицею 
розміром n n× , знаходження мінімального власного числа си-
метричної матриці розміром n n×  та власного вектора, що 
відповідає цьому числу). Програма DSQTPR орієнтована на 
розріджений формат представлення інформації про квадратичну 
задачу (тобто зберігаються тільки ненульові коефіцієнти матриць 

iK , векторів ib  и скалярів ic  для всіх 0, ,i m= … ). Програму 
DSQTPR можна використовувати при роботі з квадратичними 
задачами, в яких число змінних n – порядку кількох сотень, а 
число обмежень m – порядку кількох тисяч.  

У випадку, коли усі квадратичні функції у задачі (1.5.8) – 
(1.5.9) є однорідними (тобто не включають лінійних членів), об-
числення оцінок виду *ψ  значно спрощується. В ряді випадків це 
зводиться до безумовних задач мінімізації негладких опуклих 
функцій. У роботі [240] розроблено рекомендації щодо зведен-
ня квадратичних задач загального виду до однорідних квадра-
тичних задач та встановлення точних штрафних коефіцієнтів 
для негладкої функції штрафу, яка замінює умову на невід’єм-
ну визначеність сімейства параметричних матриць.  

Властивості оцінки *ψ  є такими. Якщо *ψ  досягається на 
*u +∈Ω , то * *= qψ  (тобто оцінка є точною). Інакше *ψ  до-

сягається на границі області +Ω , при цьому може існувати так 
званий «розрив двоїстості»  

* * *= > 0.q ψΔ −  
Один із способів зменшення *Δ  пов’язаний з уведенням 

функціонально надлишкових обмежень (при цьому може збіль-
шитися і кількість змінних). Функціонально надлишковими об-
меженнями є обмеження, додавання яких залишає множину 
допустимих розв’язків початкової задачі незмінною. Однак при 
цьому змінюється функція Лагранжа, що в деяких випадках 
дозволяє зменшити *Δ . Якщо додати до задачі (1.5.8), (1.5.9) 
квадратичні функціонально надлишкові обмеження  

1 ( ) = 0, , ( ) = 0, 1,m m rQ x Q x r+ + ≥…  
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то нова задача матиме вигляд: знайти  
*

0= ( )inf
nx E

q Q x
∈

 

при обмеженнях  
( ) = 0, = 1, , , 1, , .iQ x i m m m r+ +… …  

Їй відповідає довший вектор множників Лагранжа  
{ }1= { }, , , ,m m rU u u u+ +…  

а функція Лагранжа для неї буде мати такий вигляд:  

1 0
=1 = 1

( , ) = ( ) ( ) = ( , ) ( ).
m r m r

i i i i
i i m

L x U Q x u Q x L x u u Q x
+ +

+

+ +∑ ∑  

Оскільки ,0))},0,({,(=),( 1 …uxLuxL , )(=,0)},0,({1 uu ψψ … , 
то  

* *
1 1

1

= ( ) ( ) = ,sup sup
U dom u dom

U u
ψ ψ

ψ ψ ψ ψ
∈ ∈

≥  

тобто функціонально надлишкові обмеження можуть покращити 
лагранжеві оцінки. Додавання функціонально надлишкових об-
межень, що є нетривіальними наслідками умов задачі, у ряді 
випадків приводить до того, що нижня оцінка *

1ψ  навіть може 
стати точною для *q . Це дало можливість встановити ряд нових 
результатів для задач поліноміальної оптимізації та ряду екстре-
мальних задач на графах.   

У роботах [71], [99] функціонально надлишкові обмежен-
ня використано при знаходженні глобального мінімуму поліномі-
альної функції ( )P x  від однієї або декількох змінних. Ця задача 
спеціальним образом зводиться до квадратичних багатоекстре-
мальних задач (на мінімум) з заданим набором функціонально 
надлишкових квадратичних обмежень. Лагранжева двоїста оцінка 
для таких квадратичних задач збігається зі значенням *p  (значення 
полінома ( )P x  в точці глобального мінімуму) тоді й тільки 
тоді, коли поліном *( ) = ( )P x P x p−  може бути представлений 
як сума квадратів інших поліномів. Ці результати мають відно-
шення до класичних робіт Д. Гільберта з розкладу невід’ємних 
поліноміальних форм у суму квадратів. Розроблений метод дає 
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можливість не тільки довести існування такої декомпозиції (якщо 
вона існує), але і знайти одне з можливих представлень полінома 

( )P x  у вигляді суми квадратів інших поліномів. При цьому одер-
жуємо також значення глобального мінімуму полінома ( )P x . 

Лагранжеві оцінки та їх покращення за допомогою фун-
кціонально надлишкових обмежень знайшли застосування для 
ряду екстремальних задач на графах, які можна описати за до-
помогою квадратичних моделей. Умова булевості змінної {0,1}x∈  
представляється квадратичною рівністю 2 = 0x x− . А умова 
бінарності { 1,1}x∈ −  – квадратичною рівністю 2 1 = 0x − . У ро-
боті [134] наведено результати по точності лагранжевих оцінок 
для багатьох класів NP-складних комбінаторних булевих задач. 
Це такі екстремальні задачі на графах, як задача знаходження 
максимальної зваженої незалежної множини вершин графа, за-
дача знаходження максимального розрізу графа, оптимальна бі-
секція графа, мінімальне розбиття графа на k  частин з фіксо-
ваним числом вершин у кожній частині. Для екстремальних задач 
на графах (максимальна стійка множина вершин графа, макси-
мальний розріз графа тощо) досліджені різні сімейства функціо-
нально надлишкових квадратичних обмежень, що враховують 
специфічні особливості кожної конкретної задачі для того або 
іншого сімейства графів.  

Наведемо лагранжеві оцінки для задачі про зважену макси-
мальну незалежну множину вершин графа. Нехай = ( , )G V E  – 
зважений неорієнтований граф з множиною вершин V  і мно-
жиною ребер E , вага кожної вершини i V∈  задається додатнім 
числом iw . Підмножина вершин S V⊆  називається стійкою 
(або незалежною) множиною графа G , якщо для будь-яких 

Sji ∈,  ребро ),( ji  не належить E . Зважене число стійкості 
графа G  визначається як ( , ) = max i

i S

G w wα
∈
∑ , де S V⊆  – стійка 

множина. Множина *S , на якій досягається ( , )G wα , називаєть-
ся максимальною зваженою стійкою (або незалежною) множи-
ною. Задача знаходження ( , )G wα  є NP -складною навіть в 
окремому випадку, коли усі ваги ребер дорівнюють одиниці. 
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Обчислення верхніх оцінок, що досить добре апроксимують 
зверху ( , )G wα , має як практичний, так і теоретичний інтерес. 
Запропоновано три верхніх оцінки для ( , )G wα . 

Першу оцінку умовимося позначати *
1 ( , )G wψ . Вона пов’я-

зана з формулюванням задачі про максимальну зважену стійку 
множину графа у вигляді такої квадратичної булевої задачі: знайти 

( , ) = max i i
i V

G w w xα
∈
∑    (1.5.11) 

при обмеженнях  
= 0 ( , ) ,i jx x i j E∀ ∈    (1.5.12) 

2 = 0 .i ix x i V− ∀ ∈    (1.5.13) 
Тут булева змінна {0,1}ix ∈  дорівнює одиниці, якщо 

вершина i V∈  включається в стійку множину, і нулеві – у проти-
лежному випадку. Булеві змінні для усіх вершин описані квадра-
тичними обмеженнями-рівностями (1.5.13). Квадратичні обмежен-
ня (1.5.12) означають, що якщо дві вершини зв’язані ребром у 
графі ,G  то вони обидві не можуть одночасно належати стійкій 
множині. 

Друга оцінка (умовимося позначати її *
2 ( , )G wψ ) відповідає 

квадратичній задачі, у якій до обмежень (1.5.12) – (1.5.13) 
додано таке сімейство функціонально надлишкових обмежень  

0 ( , ) .i jx x i j E≥ ∀ ∈/    (1.5.14) 
Вони є наслідками нерівностей 2= 0i ix x ≥  для усіх i V∈ .  
Найбільш цікавою виявилася третя оцінка Шора (умовимося 

позначати її *
3 ( , )G wψ ). Вона пов’язана з квадратичною задачею, 

у якій до обмежень (1.12) – (1.14) додано таке сімейство функціо-
нально надлишкових обмежень  

, ( , ) , , .i k j k kx x x x x i j E k i j+ ≤ ∀ ∈ ≠   (1.5.15) 
Наявність обмежень (1.15) додає оцінці *

3 ( , )G wψ  ряд чудо-
вих властивостей, що пов’язані зі спеціальними сімействами графів.  

При дослідженні квадратичних моделей екстремальних 
задач на графах важливу роль відіграли три загальні схеми по-
будови сімейств функціонально надлишкових обмежень, що є 
наслідками булевості або бінарності змінних. Перша схема за-
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пропонована для бінарних змінних у роботі [171] та включає такі 
сімейства квадратичних рівностей: для довільної двійки змін-
них вводяться додаткові змінні ij i jx x x= , 2 1ijx = ; для довільної 
двійки змінних має місце 0ij i jx x x− = , 0ij j ix x x− = ; для всіх 
можливих трійок змінних – 0ij k ik jx x x x− = , 0ij k jk ix x x x− = , 

0ij jk ijx x x− = , 0ij jk ikx x x− = , 0ij ik jkx x x− = ; для всіх можливих 
четвірок змінних 0ij kl ik jlx x x x− = , 0ij kl il jkx x x x− = . 

Друга схема для булевих змінних запропонована у робо-
ті [199] та включає такі сімейства функціонально надлишкових 
обмежень у формі квадратичних рівностей: для довільної двій-
ки змінних вводяться додаткові змінні ij i jx x x= , 2

ij ijx x= ; для до-
вільної двійки змінних має місце 0ij i ijx x x− = , 0ij j ijx x x− = ; для 
всіх можливих трійок змінних – 0,ij k ik jx x x x− =  0ij k jk ix x x x− = , 

0ij jk ij kx x x x− = , 0ij jk ik jx x x x− = , 0ij ik jk ix x x x− = ; для всіх можливих 
четвірок змінних 0ij kl ik jlx x x x− = , 0ij kl il jkx x x x− = . 

Третя схема запропонована у роботі [197] та генерує функ-
ціонально надлишкові обмеження у формі квадратичних нерів-
ностей, які можна використовувати як у бінарних, так і в бу-
левих квадратичних задачах. В її основу покладено просту ідею 
«непарного» числа бінарних змінних: для довільної непарної 
кількості бінарних змінних 1 2 2 1, , , kx x x +…  завжди справедлива 
нерівність 

22 1
2

1 1 2 2 2 1 2 1
1

( ) 1
k

i i k k
i

l x l x l x l x
+

+ +
=

⎛ ⎞ = + + + ≥⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ … , 

де 1 2 2 1, , , kl l l +…  – довільна послідовність бінарних чисел 1± . 
Для фіксованого k  максимально можлива кількість таких 

послідовностей дорівнює 2 12 2 4k k+ = × . Однак послідовність 
1 2 2 1, , , kl l l +…  і послідовність 1 2 2 1, , , kl l l +− − −…  (отримана з першої 
множенням на 1− ) дають одну й ту ж саму нерівність. Отже, для 
фіксованого k  повне сімейство таких функціонально надлиш-
кових обмежень буде включати 4k  квадратичних нерівностей.  
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Завдяки цим трьом схемам для задачі знаходження макси-
мальної зваженої незалежної множини вершин графа та задачі 
знаходження максимального розрізу графа вдалося значно по-
кращити існуючі верхні оцінки, а для деяких класів графів 
отримати точні двоїсті оцінки.  

На основі першої схеми у роботі [198] для задачі 
знаходження максимальної незалежної множини вершин графа 
отримано дві нові верхні лагранжеві двоїсті оцінки * ( )b Gψ  і 

* ( )c Gψ . Доведено, що обидві оцінки є не менш точними для зва-
женого числа стійкості довільного графа, ніж запропонована 
Н.З. Шором найбільш точна верхня оцінка *

3 ( )Gψ . Показано, 
що для графа у формі ікосаедра та комплементарного до нього 
графа вони є більш точними, ніж відомі оцінки Шора та оцінки, 
отримані за допомогою альтернативної техніки Copositive Pro-
gramming. Так, наприклад, оцінка * ( )b Gψ  поліпшує оцінку 

*
3 ( )Gψ , як для графа у формі ікосаедра 12I  (12 вершин і 30 ребер), 

так і для комплементарного до ікосаедра графа 12I  (12 вершин і 
36 ребер). Для обох графів ця оцінка виявляється однаковою 

* *
1212( ) ( ) 3.185116b bI Iψ = ψ = . Вона є більш точною, ніж оцінка  

* *
3 12 3 12( ) ( ) 1 5 3, 236068 .I Iψ = ψ = + ≈  Оцінка * ( )c Gψ  є точною 

для обох графів, тобто *
12 12( ) ( ) 3c I Iψ = α = , *

1 2 1 2( ) ( ) 3 .c I Iψ = α =   
На основі першої та третьої схем у роботі [197] отримано 

нові верхні лагранжеві двоїсті оцінки для задачі про максималь-
ний зважений розріз неорієнтованого графа. Їм відповідають нові 
моделі квадратичного типу, які отримані удосконаленням 
запропонованої Н.З. Шором моделі квадратичного типу. Вста-
новлено, що із запропонованих моделей випливає відома верхня 
оцінка Майджуба та Барахони, що базується на моделі лінійного 
програмування. Показано, що модель на основі третьої схеми 
дає «рецепт» для побудови моделей лінійного програмування, 
за допомогою яких можна одержати більш точні верхні оцінки, 
ніж оцінка Майджуба та Барахони.   

На основі третьої схеми із використанням тільки обмежень 
для всіх трійок булевих змінних у роботах [210], [261] знайдено 
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дві нові верхні оцінки для зваженого числа стійкості графу. 
Вони є оптимальними значеннями цільової функції у відповідних 
задачах лінійного програмування з числом обмежень 3( )O V , де 
V – кількість вершин в графі. Доведено, що отримані верхні оцін-
ки є точними, якщо граф належить сімейству t-перфектних графів. 

Виявлено нові властивості для оцінки *
3 ( , )G wψ . Вони 

пов’язані з тим, що з квадратичних обмежень (1.5.12), (1.5.13) і 
(1.5.15) випливають правильні лінійні нерівності для p -колеса 
в графі (відома підструктура в графі, англійський термін для 
якої – p -wheel). Це дає можливість розширити сімейство гра-
фів, для яких задача знаходження ( , )G wα  не є NP-складною, а 
може бути вирішена за поліноміальний час. Як окремий випадок 
сюди потрапляє і відоме сімейство W -перфектних графів, для 
якого цей факт доведено на основі методу еліпсоїдів. Найбільш 
повно сімейства лінійних нерівностей, які випливають із ква-
дратичних обмежень (1.5.12), (1.5.13) і (1.5.15), наведено у ро-
боті [239]. Ними є сімейства лінійних нерівностей для ряду 
підструктур у графі, що отримані комбінацією клік та непарних 
циклів. Зокрема, ці сімейства містять такі відомі сімейства не-
рівностей: clique constraints, odd-cycle і odd-antihole constraints, 
wheel і p-wheel соnstraints, odd-web і odd-antiweb соnstraints.  

У роботі [241] розроблено ітераційний алгоритм для зна-
ходження ЛП-орієнтованих верхніх оцінок для зваженого числа 
стійкості графа. Такі оцінки базуються на апроксимації багато-
гранника стійких множин за допомогою скінченного числа ліній-
них нерівностей для ребер, непарних циклів і p-коліс у графі та 
розв’язуванні задачі лінійного програмування за допомогою сучас-
них ЛП-програм. Вони є точними, якщо граф належить до сімей-
ства t -перфектних графів. Алгоритм реалізовано у формі програми 
LPWSTAB, де використана відома ЛП-програма SoPlex-1.4.1. 
Це дозволило значно зменшити час знаходження ефективних 
оцінок (по типу оцінок Ловаса та Шора) для ряду графів з 
DIMACS-бібліотеки і графів, зв’язаних зі знаходженням пере-
шкодостійких кодів (потужність графів досягала двох-трьох 
тисяч вершин). За допомогою програми LPWSTAB знайдено ві-
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домі верхні оцінки для максимальної кліки в графах keller6 та 
keller7. Ці графи досліджувались П. Шором (Peter Shor, AT&T 
Bell Labs) та пов’язані зі спробами доведення так званої гіпотези 
Келлера (Keller’s conjecture). Потужність графів: keller6 – 3361 вер-
шин та 4,619,898 ребер; keller7 – 14190 вершин та 87,091,347 ребер. 
Чисельні експерименти проводились на 64-розрядних комп’ютерах 
Інституту автоматики та процесів управління Далекосхідного 
відділення Російської Академії наук з об’ємом оперативної па-
м’яті 32 Гб та 36 Гб. Для графа keller7 на комп’ютері з 36 Гб 
оперативної пам’яті програма LPWSTAB витратила приблизно 
13 годин (виконала 8 ітерацій, кожна з яких була пов’язана з 
розв’язком ЛП-задач розмірністю 14190 змінних та максимально 
13,593,798 обмежень).   

Техніку лагранжевих оцінок можна вважати альтернативою 
використанню методів внутрішніх точок для розв’язання задач 
напіввизначеного програмування (semidefinite programming). 
Дійсно, багато задач напіввизначеного програмування доцільно 
розглядати як окремий випадок задач недиференційовної опти-
мізації та застосовувати для розв’язання ефективні методи мі-
німізації негладких опуклих функцій. Адже умова невід’ємної 
визначеності деякої симетричної ( )n n× -матриці X  еквівалентна 
тому, що мінімальне власне число цієї матриці ( ) 0n Xλ ≥ . Але 

( )n Xλ  – увігнута недиференційовна функція елементів матриці, 
тобто якщо елементи матриці , =1( ) = { }n

ij i jX u x  є лінійними функ-

ціями від вектора невідомих параметрів ,mu R∈  то умова ( ) 0X u &  
еквівалентна опуклому негладкому обмеженню ( )= ( ( )) 0.nu X uφ λ− ≤  

Головним здобутком наведених результатів є нові алгоритми 
негладкої оптимізації для знаходження лагранжевих двоїстих 
оцінок для цільової функції в квадратичних неопуклих задачах. 
Для покращення точності цих оцінок запропоновано та обґрун-
товано нові схеми функціонально надлишкових обмежень. На їх 
основі побудовано нові оптимізаційні моделі для задачі міні-
мізації поліноміальних функцій, задачі про максимальний розріз 
графа та задачі про максимально незалежну множину вершин 
графу. Обґрунтовано нові властивості оцінок Шора для зваженого 
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числа внутрішньої стійкості графа. Це дозволило побудувати 
нові сімейства графів, для яких зважене число стійкості графа 
(в загальному випадку NP-складна задача) може бути знайдено 
за поліноміальний час. Результати використано для розробки 
алгоритму та його програмної реалізації для знаходження ЛП-
орієнтованих верхніх оцінок зваженого числа стійкості неорієнто-
ваних графів з тисячами вершин. 

Програмне забезпечення для субградієнтних методів з пере-
творенням простору використано доктором фізико-математичних 
наук С.П. Шарим (Інститут обчислювальних технологій СВ РАН, 
Новосибірськ) для дослідження розв’язності інтервальної лінійної 
задачі про допуски. Реалізовані ним процедури ТOLSOLVTY(A,b) 
розміщено на сайті «Интервальный анализ и его приложения» 
(http://www.sbras.ru/interval) в розділі «Программное обеспечение»: 
INTLAB-функція доступна при посиланні (http://www.sbras.ru/inter-
val/Programming/MCodes/tolsolvty.m), а Int4Sci-функція доступна при 
посиланні (http://www.sbras.ru/interval/Programming/SciCodes/tolsol
vty.sci). Розроблена С.П. Шарим Octave-функція для обчислення 
значення та суперградієнта увігнутої функції для розпізнавального 
функціонала доступна при посиланні http://elis.dvo.ru/sites/default/ 
files/OptimiZone/software/tests/Shary/Octave/ та може бути вико-
ристана для тестування довільних чисельних методів оптимізації 
негладких функцій.  
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19. Батюк А.Е., Грицык В.В., Луцык А.Ю., Паленичка Р.М. Двумерный 
цифровой фильтр/ А.С. СССР № 1320876. 

20. Грицык В.В., Луцык А.Ю., Паленичка Р.М. Цифровой фильтр / 
А.С. СССР № 1327281. 

21. Батюк А.Е., Грицык В.В., Луцык А.Ю., Михальчишин В.Я., Пале-
ничка Р.М. Устройство для фильтрации телевизионного сигнала / 
А.С. СССР № 1363534. 

22. Грицык В.В., Мыхальчишин В.Я., Паленичка Р.М. Цифровой 
фильтр / А.С. СССР № 1385263. 

23. Грицык В.В., Паленичка М.А., Паленичка Р.М. Устройство для 
вычисления порядковых статистик / А.С. СССР № 1444822. 

24. Ахмадиев И.Ф., Батюк А.Е., Брыкин С.Г., Грицык В.В., Кар-
пенко Н.Ю., Левицкая В.В., Луцык А.Ю., Любецкая И.Г., Паленичка 
Р.М., Черчык Г.Т. Устройство для передачи и приема телеметри-
ческой информации / А.С. СССР № 1481828. 

25. Грицык В.В., Кисиль Б.В., Стрямец С.П., Паленичка Р.М. Матричное 
вычислительное устройство / А.С. СССР № 1509920. 

26. Батюк А.Е., Грицык В.В., Мыхальчишин В.Я., Мыхальчишин И.В. 
Устройство для решения систем линейных алгебраических урав-
нений / А.С. СССР № 1566366. 

27. Грицык В.В., Луцык А.Ю., Паленичка Р.В., Семашко А.Н. Конве-
йерное вычислительное устройство / А.С. СССР № 1571613. 

28. Грицык В.В. и др. Устройство для распознавания образов / А.С. 
СССР № 650087. 

29. Грицык В.В., Черчык Г.Т., Михайловский В.Н. Способ распо-
знавания изображений / А.С. СССР № 746610. 

30. Грицык В.В., Киселев В.М., Черчык Г.Т., Михайловский В.Н. 
Устройство для распознавания изображений / А.С. СССР № 805365. 

31. Грицык В.В., Черчык Г.Т., Луцык А.Ю. Способ распознавания 
изображений / А.С. СССР № 935985. 

32. Ажогин В.В., Романенко В.Д., Згуровский М.З., Бидюк П.И., 
Руденко С.С., Ренгач А.П., Шапиро И.Я., Лукьянова Г.Ю. Система 
автоматического управления процессом промывки барабанного 
вакуумного фильтра / А.С. СССР № 1107887.  

33. Ажогин В.В., Демченко А.М., Бидюк П.И., Згуровский М.З., Рома-
ненко В.Д., Ренгач А.П., Шапиро И.Я., Никифорова Е.Н. Система 
автоматического управления тепловым режимом блока регенера-
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тивных кристаллизаторов производства парафинов / А.С. СССР 
№ 1181675.  

34. Ажогин В.В., Згуровский М.З., Бидюк П.И., Демченко А.М., Рома-
ненко В.Д., Власенко Ю.Н., Шапиро И.Я., Никифорова Е.Н. 
Система автоматического управления блоком регенеративных кри-
сталлизаторов в производстве парафинов / А.С. СССР № 1189474.  

35. Ажогин В.В., Згуровский М.З., Бидюк П.И., Демченко А.М., Рома-
ненко В.Д., Корбич Ю.С. Якимчук Н.К., Катюшин А.И. Адаптивная 
система управления объектами с запаздыванием / А.С. СССР № 
1297009.  

36. Бидюк П.И., Никифорова Е.Н., Демченко А.М., Юркова Т.О., 
Евтюхова О.А., Дудина В.К. Система автоматического управ-
ления блоком кристаллизаторов в производстве парафинов / 
А.С. СССР № 1346179.  

37. Романенко В.Д., Згуровский М.З., Бидюк П.И. Самонастраива-
ющаяся система автоматического цифрового управления ректифи-
кационной колонной / А.С. СССР № 1316689.  

38. Ажогин В.В., Демченко А.М., Бидюк П.И., Руденко С.С., 
Фурсова Н.К., Швачко Г.Г., Тифенбах Р.А. Устройство для 
автоматического управления процессом жидкостной экстракции в 
аппарате с перемешиванием / А.С. СССР № 1338871.  

39. Руденко С.С., Згуровский М.З., Романенко В.Д., Бидюк П.И. 
Устройство для автоматического управления тепловым режимом 
установки каталитического риформинга бензинов / А.С. СССР 
№ 1357423.  

40. Руденко С.С., Бидюк П.И., Романенко В.Д. Устройство для авто-
матического управления тепловым режимом установки каталити-
ческого риформинга / А.С. СССР № 1447839.   

41. Згуровский М.З., Бидюк П.И., Якимчук Н.К., Лещенко Е.И., 
Корбич Ю.С. Устройство для автоматического управления про-
цессом обессоливания нефти / А.С. СССР № 1473795.   

42. Никифорова Е.Н., Бидюк П.И., Гусакова Л.В., Дудина В.К., 
Демченко А.М., Ренгач А.П., Трифонов Г.М. Устройство для авто-
матического управления технологическими процессами нефте-
переработки / А.С. СССР № 1392544. 

43. Бидюк П.И., Жолнарский А.А., Згуровская Л.П. Система авто-
матического управления процессом окисления кремния / А.С. СССР 
№ 1602859. 

44. Стоян Ю.Г., Деревцов В.К., Мазур В.В., Гиль Н.И. Устройство для 
определения опорной функции двумерной геометрической фигуры / 
А.С. СССР № 561187. 
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45. Стоян Ю.Г., Попов В.Л., Мазур В.В., Гиль Н.И. Устройство для 
построения годографа функции плотного размещения двумерных 
геометрических фигур /  А.С. СССР № 613642. 

46. Гіль М. І., Софронова М.С. Комп’ютерна програма «Packing of n-
parallelepipeds» / Свідоцтво про реєстрацію авторського права на 
твір № 14099. Державний департамент інтелектуальної власності 
МОН України. 

47. Гіль М.І., Панкратов О.В., Софронова М.С. Комп’ютерна програма 
«Packing of n-polytopes» / Свідоцтво про реєстрацію авторського 
права на твір № 18166. Державний департамент інтелектуальної 
власності МОН України. 

48. Стоян Ю.Г., Гіль М.І., Романова Т.Є., Придатко Д.І. Комп’ютерна 
програма «Дослідницька система SC Ф-function 2D» / Свідоцтво про 
реєстрацію авторського права на твір № 7450. Державний депар-
тамент інтелектуальної власності МОН України. 

49. Стоян Ю.Г., Гіль М.І., Романова Т.Є., Придатко Д.І. Комп’ютерна 
програма «Дослідницька система SC Ф-function 3D» / Свідоцтво про 
реєстрацію авторського права на твір № 7451. Державний депар-
тамент інтелектуальної власності МОН України.  

50. Романова Т.Є., Ступак К.А., Злотник М.В. Комп’ютерна про-
грама «Packing of circles, rotating circular segments and polygons» / 
Свідоцтво про реєстрацію авторського права на твір № 24575. 
Державний департамент інтелектуальної власності МОН України. 

51. Стоян Ю.Г., Романова Т.Є., Кривуля Г.В., Злотник М.В. Ком-
п’ютерна програма «Translational polygonal containment» / Свідоцтво 
про реєстрацію авторського права на твір № 24580. Державний 
департамент інтелектуальної власності МОН України. 

52. Стоян Ю.Г., Романова Т.Є., Кривуля Г.В., Злотник М.В. Ком-
п’ютерна програма «Translational polygonal covering» / Свідоцтво про 
реєстрацію авторського права на твір № 24581. Державний 
департамент інтелектуальної власності МОН України. 

 


