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¶ìË×ÕÎËìÒ ÓìØÙÏÙã ÕÊÒæË ÕØÔÕÉÔÏÜ ×ÌÎÚÒãÙÇÙìÉ ßÑÕÒÏ ÔÌËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔÕí

�ÔÌÊÒÇËÑÕí� ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí �ÔØÙÏÙÚÙÚ ÑìÈÌ×ÔÌÙÏÑÏ ìÓ� ©�³�ªÒÚßÑÕÉÇ ´§´ ºÑ×ÇíÔÏ�

®ÇØÔÕÉÔÏÑÕÓ ÝãÕÊÕ ÔÇÚÑÕÉÕÊÕ ÔÇÖ×æÓÑÚ ÙÇ ÐÕÊÕ ÒìËÌ×ÕÓ ÎÇØÒÚÍÌÔÕ ÉÉÇÍÇêÙãØæ

ÇÑÇËÌÓìÑ ´ÇÚÓ ®ÚØÌÒÌÉÏÞ ¿Õ× �����ÿ������

«Õ ÓìÔìÓìÎÇÝìí ÕÖÚÑÒÏÜ ÛÚÔÑÝìÐ Î ×ÕÎ×ÏÉÔÏÓ Ê×ÇËìêÔÙÕÓ ÎÉÕËÏÙãØæ ÉÌÒÏÑÌ

ÞÏØÒÕ Ö×ÕÈÒÌÓ� àÕ ÉÏÔÏÑÇåÙã Ö×Ï ×ÕÎÉ’æÎÚÉÇÔÔì ØÑÒÇËÔÏÜ ÎÇËÇÞ ÓÇÙÌÓÇÙÏÞÔÕÊÕ

Ö×ÕÊ×ÇÓÚÉÇÔÔæ� ©ÕÒÕËìÔÔæ ÓÌÙÕËÇÓÏ ÔÌËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí ËÇê

ÓÕÍÒÏÉìØÙã ÊÔÚÞÑÕ ÉÏÑÕ×ÏØÙÕÉÚÉÇÙÏ ØÜÌÓÏ ËÌÑÕÓÖÕÎÏÝìí �ÎÇ ÎÓìÔÔÏÓÏ�

ÕÈÓÌÍÌÔÔæÓÏ� ×ÌØÚ×ØÇÓÏ ÙÕàÕ�� æÑì É×ÇÜÕÉÚåÙã ØÖÌÝÏÛìÑÚ ÎÇËÇÞ ÉÌÒÏÑÕí

×ÕÎÓì×ÔÕØÙì� ËÕÎÉÕÒæê ÌÛÌÑÙÏÉÔÕ ÕËÌ×ÍÚÉÇÙÏ ËÉÕíØÙì ÕÝìÔÑÏ É ÎÇËÇÞÇÜ ËÏØÑ×ÌÙÔÕÊÕ

Ð ÔÌÖÌ×Ì×ÉÔÕ�ËÏØÑ×ÌÙÔÕÊÕ Ö×ÕÊ×ÇÓÚÉÇÔÔæ ÙÇ ËÒæ ËÌæÑÏÜ ÑÒÇØìÉ

ÈÇÊÇÙÕÌÑØÙ×ÌÓÇÒãÔÏÜ ÎÇËÇÞ� ®
æÉÒæêÙãØæ ÓÕÍÒÏÉìØÙã ÉÏÑÕ×ÏØÙÕÉÚÉÇÙÏ ÔÌÊÒÇËÑì

ÛÚÔÑÝìí ßÙ×ÇÛÚ� àÕ ËÕÎÉÕÒæåÙã Ö×Ï ØÑìÔÞÌÔÔÏÜ ÎÔÇÞÌÔÔæÜ ßÙ×ÇÛÔÏÜ ÖÇ×ÇÓÌÙ×ìÉ

ÕËÌ×ÍÚÉÇÙÏ ÎÇËÇÞÚ ÈÌÎÚÓÕÉÔÕí ÓìÔìÓìÎÇÝìí� ÌÑÉìÉÇÒÌÔÙÔÚ ÖÕÞÇÙÑÕÉìÐ ÎÇËÇÞì ÕÖÚÑÒÕÊÕ

Ö×ÕÊ×ÇÓÚÉÇÔÔæ� ¹ÌÜÔìÑÕ�ÌÑÕÔÕÓìÞÔì ÜÇ×ÇÑÙÌ×ÏØÙÏÑÏ ÕÈ
êÑÙìÉ� àÕ ÖìËÒæÊÇåÙã

ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí� ÎÇÎÉÏÞÇÐ ËÕÈ×Ì ÇÖ×ÕÑØÏÓÚåÙãØæ ÑÚØÕÞÔÕ�ÊÒÇËÑÏÓÏ ÛÚÔÑÝìæÓÏ ÉìË

ÔÌÉìËÕÓÏÜ ÖÇ×ÇÓÌÙ×ìÉ� ì ÝÌ ÙÇÑÕÍ ÖÕ×ÕËÍÚê ÎÇËÇÞì ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí Î ÔÌÊÒÇËÑÏÓÏ

ÛÚÔÑÝìæÓÏ� ©ìËØÚÙÔìØÙã ÌÛÌÑÙÏÉÔÏÜ ÓÌÙÕËìÉ ÔÌÊÒÇËÑÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí ÚØÑÒÇËÔåÉÇÒÕ

×ÕÎÉ�æÎÚÉÇÔÔæ ÉÑÇÎÇÔÏÜ ÑÒÇØìÉ ÎÇËÇÞ ÙÇ ÎÓÚßÚÉÇÒÕ ÇÈÕ ÎÓìÔåÉÇÙÏ ÛÕ×ÓÚÒåÉÇÔÔæ

ÎÇËÇÞì� àÕ ÖÕÊì×ßÚÉÇÒÕ ÉìËÖÕÉìËÔìØÙã ÓÕËÌÒì ×ÌÇÒãÔÕØÙì� ÇÈÕ ÉÏÑÕ×ÏØÙÕÉÚÉÇÙÏ ×ìÎÔì

Ö×ÏÐÕÓÏ ÎÊÒÇËÍÚÉÇÔÔæ� µØÙÇÔÔê ÔÌ ÎÇÉÍËÏ Ö×ÏÉÕËÏÙã ËÕ ÚØÖìÜÚ� ÙÕÓÚ àÕ

ÎÇØÙÕØÚÉÇÔÔæ ÎÊÒÇËÍÌÔÔæ ÖÕÊì×ßÚê ÕÈÚÓÕÉÒÌÔìØÙã ÛÚÔÑÝìí� æÑÚ ÓìÔìÓìÎÚåÙã� ÙÇ

ÎÔÏÍÚê ÕÈÞÏØÒåÉÇÒãÔÚ ØÙìÐÑìØÙã ÔÇÉìÙã ÙÇÑÏÜ ÌÛÌÑÙÏÉÔÏÜ ÓÌÙÕËìÉ ÊÒÇËÑÕí

ÓìÔìÓìÎÇÝìí� æÑ ÑÉÇÎÏÔãåÙÕÔìÉØãÑì ÙÇ ÓÌÙÕËÏ ØÖ×æÍÌÔÏÜ Ê×ÇËìêÔÙìÉ�

¹ÇÑÏÓ ÞÏÔÕÓ� ÕÈÒÇØÙã ÎÇØÙÕØÚÉÇÔã ÓÌÙÕËìÉ ÔÌÊÒÇËÑÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí ê ËÕØÏÙã

ßÏ×ÕÑÕå� Ð ×ÕÎ×ÕÈÝì ÕÈÞÏØÒåÉÇÒãÔÏÜ ÓÌÙÕËìÉ ÔÌÊÒÇËÑÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí ØÒìË ÔÇËÇÉÇÙÏ

ÉÌÒÏÑÚ ÚÉÇÊÚ� ÆÑ ÎÇ ÔÇËìÐÔìØÙå� ÙÇÑ ì ÎÇ ÞÇØÕÓ ×ÕÎ×ÇÜÚÔÑìÉ Ð ÙÕÞÔÕØÙì ×ÌÎÚÒãÙÇÙìÉ�

ÓÌÙÕËÏ ÔÌÊÒÇËÑÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí ÉÏæÉÏÒÏØæ ÑÕÔÑÚ×ÌÔÙÔÕÎËÇÙÔÏÓÏ Î ÔÇÐÈìÒãß

ÌÛÌÑÙÏÉÔÏÓÏ ÓÌÙÕËÇÓÏ ×ìßÌÔÔæ ÊÒÇËÑÏÜ� ÇÒÌ ÖÕÊÇÔÕ ÕÈÚÓÕÉÒÌÔÏÜ ÎÇËÇÞ� ´ÏÍÞÌ

ÈÚËÌ ÔÇÉÌËÌÔÕ ÑÕ×ÕÙÑÏÐ ÕÊÒæË ×ÕÎ×ÕÈÒÌÔÏÜ É �ÔØÙÏÙÚÙì ÑìÈÌ×ÔÌÙÏÑÏ ÖìË

ÑÌ×ìÉÔÏÝÙÉÕÓ ÇÑÇËÌÓìÑÇ ´�®� ¿Õ×Ç ØìÓÌÐØÙÉ ÇÒÊÕ×ÏÙÓìÉ ÔÌËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔÕí

ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí ÙÇ íÜ ÞÏØÒÌÔÔÏÜ ÎÇØÙÕØÚÉÇÔã� «ÇÓÕ ÑÕ×ÕÙÑÚ ÜÇ×ÇÑÙÌ×ÏØÙÏÑÚ ÕÖÏØÇÔÏÜ

ÓÌÙÕËìÉ ÔÌËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí�

�� ³ÌÙÕËÏ ÚÎÇÊÇÒãÔÌÔÕÊÕ Ê×ÇËìêÔÙÔÕÊÕ ØÖÚØÑÚ �ºª¸� �×ÕÎËìÒ ������� ³ÌÙÕËÏ

ºª¸ ÖÕØÒÚÍÏÒÏ ÕØÔÕÉÕå ÔÕÉÕÊÕ ÔÇÖ×æÓÑÚ ÓÇÙÌÓÇÙÏÞÔÕÊÕ Ö×ÕÊ×ÇÓÚÉÇÔÔæ ÿ

ÞÏØÌÒãÔÏÓ ÓÌÙÕËÇÓ ÔÌÊÒÇËÑÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí� ìØÙÕ×ìæ ×ÕÎ×ÕÈÑÏ æÑÏÜ ÕÖÏØÇÔÇ É

ÞÏØÒÌÔÔÏÜ ÔÇÚÑÕÉÏÜ ØÙÇÙÙæÜ ÙÇ ÓÕÔÕÊ×ÇÛìæÜ� ´ÇÐÈìÒãß ìÔÙÌÔØÏÉÔÕ ËÕØÒìËÍÌÔÔæ Î

ÓÌÙÕËìÉ ºª¸ ÉÌÒÏØæ É ����ÿ���� ×�

�� ¸ÚÈÊ×ÇËìêÔÙÔì ÓÌÙÕËÏ Î ×ÕÎÙæÊÕÓ Ö×ÕØÙÕ×Ú É ÔÇÖ×æÓÑÚ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙÇ �×ÕÎËìÒ

������� àÕ Ú ÖÕ×ìÉÔæÔÔì Î ÓÌÙÕËÇÓÏ ºª¸ ÓÇåÙã Ö×ÏØÑÕ×ÌÔÚ ÎÈìÍÔìØÙã� ½ì ÓÌÙÕËÏ

ËÇÒÏ ÙÌÕ×ìí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí ÚÔìÑÇÒãÔÏÐ ÇÒÊÕ×ÏÙÓ ÿ ÓÌÙÕË ÌÒìÖØÕíËìÉ� ßÉÏËÑìØÙã

ÎÈìÍÔÕØÙì æÑÕÊÕ ÎÇÒÌÍÏÙã ÒÏßÌ ÉìË ×ÕÎÓì×ÔÕØÙì Ö×ÕØÙÕ×Ú� ©ÏÑÕ×ÏØÙÇÔÔæ ÓÌÙÕËÚ

ÌÒìÖØÕíËìÉ ËÕÎÉÕÒÏÒÕ ÉÏ×ìßÏÙÏ ×æË ÉÇÍÒÏÉÏÜ ÖÏÙÇÔã Ú ÙÌÕ×ìí ØÑÒÇËÔÕØÙì ÎÇËÇÞ

ÓÇÙÌÓÇÙÏÞÔÕÊÕ Ö×ÕÊ×ÇÓÚÉÇÔÔæ� ´ÇÐÈìÒãß ×ÌÎÚÒãÙÇÙÏÉÔÏÓÏ Ýì ËÕØÒìËÍÌÔÔæ

ÉÏæÉÏÒÏØæ É ÖÌ×ìÕË Î ���� ÖÕ ���� ×�
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�� ¸ÚÈÊ×ÇËìêÔÙÔì ÓÌÙÕËÏ Î ×ÕÎÙæÊÕÓ Ö×ÕØÙÕ×Ú É ÔÇÖ×æÓÑÚ ×ìÎÔÏÝì ËÉÕÜ

ÖÕØÒìËÕÉÔÏÜ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙìÉ ÿ r �ÇÒÊÕ×ÏÙÓÏ �×ÕÎËìÒ ������� ´Ç ÖÕÙÕÞÔÏÐ ÓÕÓÌÔÙ r -
ÇÒÊÕ×ÏÙÓÏ ê ÓÕÊÚÙÔìÓ Ö×ÇÑÙÏÞÔÏÓ ÎÇØÕÈÕÓ ×ÕÎÉ’æÎÚÉÇÔÔæ ÎÇËÇÞ ÔÌËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔÕí
ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí� ¶×Ï ÓìÔìÓìÎÇÝìí ÊÒÇËÑÏÜ ÛÚÔÑÝìÐ ÉÕÔÏ ÉÏæÉÏÒÏØæ ÑÕÔÑÚ×ÌÔÙÔÕÎËÇÙÔÏÓÏ

Î ÔÇÐÈìÒãß ÉËÇÒÏÓÏ ×ÌÇÒìÎÇÝìæÓÏ ÓÌÙÕËìÉ ØÖ×æÍÌÔÏÜ ÔÇÖ×æÓÑìÉ ÙÇ ÓÌÙÕËìÉ

ÑÉÇÎÏÔãåÙÕÔÕÉØãÑÕÊÕ ÙÏÖÚ� ¶ÕÞÇÙÕÑ ËÕØÒìËÍÌÔã Î r �ÇÒÊÕ×ÏÙÓìÉ Ö×ÏÖÇÉ ÔÇ ����ÿ

���� ××� ¶ÕÙìÓ ÉÕÔÏ ÇÑÙÏÉÔÕ Ö×ÕËÕÉÍÚÉÇÒÏØæ ÇÍ ËÕÔÏÔì�

�� ¸ÚÈÊ×ÇËìêÔÙÔì ÓÌÙÕËÏ ÉÏÑÕ×ÏØÙÕÉÚÉÇÒÏØæ É ÎÇËÇÞÇÜ ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí ÉÌÒÏÑÕí

×ÕÎÓì×ÔÕØÙì ÙÇ É ÈÒÕÞÔÏÜ ÎÇËÇÞÇÜ ìÎ ×ìÎÔÏÓÏ ØÜÌÓÇÓÏ ËÌÑÕÓÖÕÎÏÝìí� ËÒæ

×ÕÎÉ�æÎÚÉÇÔÔæ ÓìÔìÓÇÑØÔÏÜ ÙÇ ÓÇÙ×ÏÞÔÏÜ ÎÇËÇÞ ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí� ËÒæ ÕÈÞÏØÒÌÔÔæ

ÒÇÊ×ÇÔÍÌÉÏÜ �ËÉÕíØÙÏÜ� ÕÝìÔÕÑ Ú ÈÇÊÇÙÕÌÑØÙ×ÌÓÇÒãÔÏÜ ÎÇËÇÞÇÜ ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí� ©ÕÔÏ

ÎÇØÙÕØÕÉÚÉÇÒÏØæ ËÒæ ×ÕÎÉ�æÎÚÉÇÔÔæ ÎÇËÇÞ ÕÖÙÏÓÇÒãÔÕÊÕ ÖÒÇÔÚÉÇÔÔæ Ð

Ö×ÕÌÑÙÚÉÇÔÔæ� ØÏÔÙÌÎÚ ÓÌ×ÌÍ� ÉìËÔÕÉÒÌÔÔæ ÎÕÈ×ÇÍÌÔã� ÌÒìÖØÕíËÇÒãÔìÐ ÇÖ×ÕÑØÏÓÇÝìí

ì ÒÕÑÇÒìÎÇÝìí Ð ìÔ� µØÔÕÉÔì ËÍÌ×ÌÒÇ� àÕ ÖÕ×ÕËÍÚåÙã ÎÇËÇÞì ÔÌÊÒÇËÑÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí� ÙÇ

ÖÏÙÇÔÔæ ÎÇØÙÕØÚÉÇÔÔæ ËÕ ÔÏÜ ÓÌÙÕËìÉ ÔÌËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí ÕÖÏØÇÔì É

×ÕÎËìÒì ������

�� µØÕÈÒÏÉÏÓ ËÍÌ×ÌÒÕÓ ÎÇËÇÞ ÔÌËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí ê ÖìËÜìË�

ÖÕÉ
æÎÇÔÏÐ ìÎ ÎÔÇÜÕËÍÌÔÔæÓ ÒÇÊ×ÇÔÍÌÉÏÜ �ËÉÕíØÙÏÜ� ÕÝìÔÕÑ Ú ÔÌÕÖÚÑÒÏÜ

ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÏÜ ÓÕËÌÒæÜ� ¹ÇÑì ÓÕËÌÒì ÎÚØÙ×ìÞÇåÙãØæ É ÈÇÊÇÙãÕÜ Ö×ÇÑÙÏÞÔÏÜ ÎÇËÇÞÇÜ� ì

ÒÇÊ×ÇÔÍÌÉì ÕÝìÔÑÏ ÙÚÙ ÉìËìÊ×ÇåÙã ÉÇÍÒÏÉÚ ×ÕÒã� ÙÕÓÚ àÕ ËÇåÙã ÓÕÍÒÏÉìØÙã

ÉÏËìÒÏÙÏ ÙÇÑì ÖìËÑÒÇØÏ Î 13�ØÑÒÇËÔÏÜ ÎÇËÇÞ� æÑì ÓÕÍÔÇ ×ÕÎÉ
æÎÇÙÏ ÎÇ

ÖÕÒìÔÕÓìÇÒãÔÏÐ ÞÇØ� ²ÇÊ×ÇÔÍÌÉì ÕÝìÔÑÏ ÓÕÍÔÇ ÖÕÒìÖßÚÉÇÙÏ� ËÕËÇåÞÏ É ÓÕËÌÒã ÙÇÑ

ÎÉÇÔì ÛÚÔÑÝìÕÔÇÒãÔÕ ÔÇËÒÏßÑÕÉì ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔì ÕÈÓÌÍÌÔÔæ� º ×ÕÎËìÒì ������ ÕÖÏØÇÔÕ

ÙÌÜÔìÑÚ ÒÇÊ×ÇÔÍÌÉÏÜ ÕÝìÔÕÑ ËÒæ ÈÇÊÇÙÕÌÑØÙ×ÌÓÇÒãÔÏÜ ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÏÜ ÎÇËÇÞ ÙÇ

ÖÕËÇÔÕ Ö×ÏÑÒÇËÏ íí ÉÏÑÕ×ÏØÙÇÔÔæ ËÒæ ÎÇËÇÞ ÖÕÒìÔÕÓìÇÒãÔÕÊÕ ÙÏÖÚ Ð ÌÑØÙ×ÌÓÇÒãÔÏÜ

ÎÇËÇÞ ÔÇ Ê×ÇÛÇÜ�

������MaZ]Zevg_gbc�]jZ^�}glgbc�kimkd

³ÌÙÕËÏ ÚÎÇÊÇÒãÔÌÔÕÊÕ Ê×ÇËìêÔÙÔÕÊÕ ØÖÚØÑÚ �ºª¸� ÖÕÑÒÇÒÏ ÖÕÞÇÙÕÑ ÔÕÉÕÓÚ

ÔÇÖ×æÓÑÕÉì ÓÇÙÌÓÇÙÏÞÔÕÊÕ Ö×ÕÊ×ÇÓÚÉÇÔÔæ ÿ ÞÏØÌÒãÔÏÓ ÓÌÙÕËÇÓ ÔÌÊÒÇËÑÕí

ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí� ®ÔÇÞÔÚ ÞÇØÙÏÔÚ ÙÉÕ×ÞÕí ØÖÇËàÏÔÏ ´�®� ¿Õ×Ç ÎÇÐÓÇê ÙÌÕ×ÌÙÏÞÔÌ

ËÕØÒìËÍÌÔÔæ ÝÏÜ ÓÌÙÕËìÉ� ¶×Õ ØÚÙã Ö×ÕÈÒÌÓ� ÖÕÉ
æÎÇÔÏÜ Î ÔÌËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔìØÙå ÙÇ

Ö×Õ ÉÔÌØÕÑ ´�®� ¿Õ×Ç É íÜÔê ×ìßÌÔÔæ ÞÚËÕÉÕ ÔÇÖÏØÇÉ ¨�¹� ¶ÕÒæÑ >�@� �µØÔÕÉÔâÌ

ÇÒÊÕ×ÏÙÓâ ÓÏÔÏÓÏÎÇÝÏÏ ÊÒÇËÑÏÜ ÛÚÔÑÝÏÐ ÿ Ê×ÇËÏÌÔÙÔâÐ Ï ´ãåÙÕÔÇ ÿ ÈâÒÏ

ÖÕØÙ×ÕÌÔâ ÔÇ ÏØÖÕÒãÎÕÉÇÔÏÏ ÒÏÔÌÐÔÕÐ Ï ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÕÐ ÇÖÖ×ÕÑØÏÓÇÝÏÏ ÛÚÔÑÝÏÏ�

ÎÇËÇÉÇÌÓÕÐ ÖÌ×ÉâÓÏ ÞÒÌÔÇÓÏ ×æËÇ ¹ÌÐÒÕ×Ç� µËÔÇÑÕ� ËÒæ ÔÌËÏÛÌ×ÌÔÝÏ×ÚÌÓÕÐ

ÛÚÔÑÝÏÏ äÙÇ ÏËÌæ ÔÌÖ×ÏÓÌÔÏÓÇ ÿ ÙÇÑÇæ ÛÚÔÑÝÏæ ÔÌ ÓÕÍÌÙ ÈâÙã ÜÕ×ÕßÕ

ÇÖÖ×ÕÑØÏÓÏ×ÕÉÇÔÇ ÔÏ ÒÏÔÌÐÔÕÐ� ÔÏ ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÕÐ ÛÚÔÑÝÏæÓÏ� ��� ¶ÕäÙÕÓÚ

×ÇÎ×ÇÈÕÙÑÇ ÓÌÙÕËÕÉ ÓÏÔÏÓÏÎÇÝÏÏ ÔÌÊÒÇËÑÏÜ ÛÚÔÑÝÏÐ Ù×ÌÈÚÌÙ Ö×ÏÉÒÌÞÌÔÏæ ÔÕÉâÜ

ÏËÌÐ� µËÔÇ ÏÎ ÔÏÜ� Ö×ÏÔÇËÒÌÍÇàÇæ ´�®� ¿Õ×Ú� ÉâÊÒæËÏÙ ÔÌØÑÕÒãÑÕ ÔÌÕÍÏËÇÔÔÕ�

¶ÏßÌÙØæ Ö×æÓÕÐ ÇÔÇÒÕÊ Ê×ÇËÏÌÔÙÔÕÊÕ ÓÌÙÕËÇ Ø ÎÇÓÌÔÕÐ Ê×ÇËÏÌÔÙÇ ÔÇ

Ö×ÕÏÎÉÕÒãÔâÐ ØÚÈÊ×ÇËÏÌÔÙ )(xg f ÛÚÔÑÝÏÏ )(xf :

).(=1 kfkkk xgxx γ−+ (1)

��� ®ÔÇÞÌÔÏæ ÛÚÔÑÝÏÏ É ÓÌÙÕËÌ ��� ÔÌ ÓÕÊÚÙ ÚÈâÉÇÙã ÓÕÔÕÙÕÔÔÕ� µÑÇÎâÉÇÌÙØæ�

ÕËÔÇÑÕ� ÞÙÕ Ö×Ï äÙÕÓ ÓÕÔÕÙÕÔÔÕ ÚÈâÉÇÌÙ Ë×ÚÊÇæ ÛÚÔÑÝÏæ ÿ ×ÇØØÙÕæÔÏÌ ËÕ ÙÕÞÑÏ

ÓÏÔÏÓÚÓÇ� Ï É äÙÕÓ ÙÕ ÎÇÑÒåÞÇÌÙØæ ÕØÔÕÉÔÇæ ÏËÌæ ØÚÈÊ×ÇËÏÌÔÙÔÕÊÕ ÓÌÙÕËÇ �����

´ÇÉÌËÌÓÕ ×æË ×ÌÎÚÒãÙÇÙìÉ ÖÕ ÓÌÙÕËÚ ÚÎÇÊÇÒãÔÌÔÕÊÕ Ê×ÇËìêÔÙÔÕÊÕ ØÖÚØÑÇ Î
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ÑÔÏÊÏ ´�®� ¿Õ×Ç >�@� ½æ ÑÔÏÊÇ Ö×ÇÑÙÏÞÔÕ ÉìË×ÇÎÚ Í ÈÚÒÇ ÖÌ×ÌÉÌËÌÔÇ ÔÇ ÇÔÊÒìÐØãÑÚ

ÓÕÉÚ ÉÏËÇÉÔÏÝÙÉÕÓ �¿Ö×ìÔÊÌ×� �������

´ÌÜÇÐ )(xf ÿ ÕÖÚÑÒÇ ÛÚÔÑÝìæ� ÉÏÎÔÇÞÌÔÇ ÔÇ ÌÉÑÒìËÕÉÕÓÚ Ö×ÕØÙÕ×ì
nE , *X  –

ÓÔÕÍÏÔÇ ÓìÔìÓÚÓìÉ �ÉÕÔÇ ÓÕÍÌ ÈÚÙÏ ì ÖÚØÙÕå��
** Xx ∈ ÿ ÙÕÞÑÇ ÓìÔìÓÚÓÚ�

*=)(inf fxf ; )(xg f ÿ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙ �ËÕÉìÒãÔÏÐ� ÛÚÔÑÝìí )(xf É ÙÕÞÝì x .

¸ÚÈÊ×ÇËìêÔÙ )(xg f ÛÚÔÑÝìí f É ÙÕÞÝì x ê ÉÌÑÙÕ× )(xg f ÙÇÑÏÐ� àÕ

)),(()()( xxxgxfxf f −≥− ËÒæ ÉØìÜ
nEx∈ .

® ÉÏÎÔÇÞÌÔÔæ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙÇ ÉÏÖÒÏÉÇê� àÕ Ö×Ï )(<)( xfxf � ÉÏÑÕÔÚêÙãØæ

0.>)),(( xxxg f −− (2)

ªÌÕÓÌÙ×ÏÞÔÕ ÛÕ×ÓÚÒÇ ��� ÕÎÔÇÞÇê� àÕ ÇÔÙÏØÚÈÊ×ÇËìêÔÙ Ú ÙÕÞÝì x ÚÙÉÕ×åê ÊÕØÙ×ÏÐ

ÑÚÙ Î ÈÚËã�æÑÕå Ö×æÓÕå� Ö×ÕÉÌËÌÔÕå Î ÙÕÞÑÏ x É ÔÇÖ×æÓÑÚ ÙÕÞÑÏ x Î ÓÌÔßÏÓ

ÎÔÇÞÌÔÔæÓ )(xf � ®ÉìËØÏ� æÑàÕ ÓÔÕÍÏÔÇ
*X ê ÔÌÖÚØÙÕå ÙÇ

*Xx∈/ � ÙÕ Ö×Ï ÎÓìàÌÔÔì

Î ÙÕÞÑÏ x Ú ÔÇÖ×æÓÑÚ )(xg f− Î ËÕØÏÙã ÓÇÒÏÓ Ñ×ÕÑÕÓ ÉìËØÙÇÔã ËÕ
*X ÈÚËÌ

ÎÓÌÔßÚÉÇÙÏØã� ½ÌÐ Ö×ÕØÙÏÐ ÛÇÑÙ ÒÌÍÏÙã É ÕØÔÕÉì ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙÔÕÊÕ ÓÌÙÕËÚ ÇÈÕ

ÓÌÙÕËÚ ÚÎÇÊÇÒãÔÌÔÕÊÕ Ê×ÇËìêÔÙÔÕÊÕ ØÖÚØÑÇ �ºª¸�� ÚÖÌ×ßÌ ÎÇÖ×ÕÖÕÔÕÉÇÔÕÊÕ É >�@

ËÒæ ×ÕÎÉ’æÎÇÔÔæ Ù×ÇÔØÖÕ×ÙÔÕí ÎÇËÇÞì ÔÇ ÓÌ×ÌÍì� ¸ÇÓÌ ÔÇ ÝãÕÓÚ Ö×ÕØÙÕÓÚ ÛÇÑÙì

×ÕÈÏÙãØæ ÔÇÊÕÒÕØ Ú ÔÇÉÌËÌÔìÐ ÉÏàÌ ÝÏÙÇÙì Î ÑÔÏÊÏ ¨�¹� ¶ÕÒæÑÇ�

³ÌÙÕËÕÓ ÚÎÇÊÇÒãÔÌÔÕÊÕ Ê×ÇËìêÔÙÔÕÊÕ ØÖÚØÑÚ �ºª¸� ÔÇÎÏÉÇêÙãØæ Ö×ÕÝÌËÚ×Ç

ÖÕÈÚËÕÉÏ ÖÕØÒìËÕÉÔÕØÙì { }∞
0=kkx � ËÌ 0x ÿ� ÖÕÞÇÙÑÕÉÌ ÔÇÈÒÏÍÌÔÔæ� Ç kx

ÕÈÞÏØÒååÙãØæ ÎÇ ÙÇÑÕå ×ÌÑÚ×ÌÔÙÔÕå ÛÕ×ÓÚÒÕå� �

;0,1,2,=,
)(

)(
= 11 !k

xg

xg
hxx

kf

kf
kkk

&&
++ − (3)

ÙÚÙ )( kf xg ÿ ËÕÉìÒãÔÏÐ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙ ÛÚÔÑÝìí )(xf É ÙÕÞÝì kx , 1+kh ÿ Ñ×ÕÑÕÉÏÐ

ÓÔÕÍÔÏÑ� ÆÑàÕ 0=)( kf xg � ÙÕ kx ê ÙÕÞÑÕå ÓìÔìÓÚÓÚ ÛÚÔÑÝìí )(xf � ì Ö×ÕÝÌØ

ÎÚÖÏÔæêÙãØæ�

¶ÕÞÏÔÇåÞÏ Î ���� ×ÕÑÚ ´�®� ¿Õ× ×ÕÎ×ÕÈÏÉ ÑìÒãÑÇ ÉÇ×ìÇÔÙìÉ ºª¸� É æÑÏÜ

ÉÏÑÕ×ÏØÙÕÉÚåÙãØæ ØÖìÉÉìËÔÕßÌÔÔæ ���� ¾ÇØÙÏÔÇ Î ÔÏÜ ÖÕØÒÚÍÏÒÇ ÕØÔÕÉÕå ÐÕÊÕ

ÑÇÔËÏËÇÙØãÑÕí ËÏØÌ×ÙÇÝìí �¶×Õ ØÙ×ÚÑÙÚ×Ú ÇÒÊÕ×ÏÙÓìÉ ÞÏØÌÒãÔÕÊÕ ×ìßÌÔÔæ ÎÇËÇÞ

ÕÖÙÏÓÇÒãÔÕÊÕ ÖÒÇÔÚÉÇÔÔæ Ð Ö×ÕÌÑÙÚÉÇÔÔæ� �����×��� ´ÇÐÈìÒãß ÖÕÉÔÕ ×ÌÎÚÒãÙÇÙÏ Î

Ýìêí ÙÌÓÇÙÏÑÏ� ÕÙ×ÏÓÇÔì É ÖÌ×ìÕË Î ���� ÖÕ ���� ×ìÑ� ÉìËÕÈ×ÇÍÌÔì É ÓÕÔÕÊ×ÇÛìí >�@�

«Õ ÔÌí� ÎÕÑ×ÌÓÇ� ÈÚÒÕ ÉÑÒåÞÌÔÕ ÙÇÑÕÍ ×æË ÓÇÙÌ×ìÇÒìÉ ËÕÑÙÕ×ØãÑÕí ËÏØÌ×ÙÇÝìí

´�®�¿Õ×Ç �³ÌÙÕËâ ÓÏÔÏÓÏÎÇÝÏÏ ÔÌËÏÛÌ×ÌÔÝÏ×ÚÌÓâÜ ÛÚÔÑÝÏÐ Ï ÏÜ Ö×ÏÒÕÍÌÔÏæ�

����� ×��� ´ÇÐÈìÒãß ÎÇÊÇÒãÔÏÐ ×ÌÎÚÒãÙÇÙ Ö×Õ ÎÈìÍÔìØÙã ºª¸ ÓìØÙÏÙãØæ É ÔÇØÙÚÖÔìÐ

ÙÌÕ×ÌÓì >�@�

L_hj_fZ 1 G_oZc )(xf ± himdeZ nmgdp�y� \bagZq_gZ gZ
nE a h[f_`_ghx

h[eZklx f�g�fmf�\
*X , { }kh  )1,2,=( !k ± ihke�^h\g�klv qbk_e� sh fZ} lZd�

\eZklb\hkl��

.=0;=lim0;>
1=

+∞∑
∞

∞→
k

k
k

k
k hhh
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Lh^� ^ey ihke�^h\ghkl� { }kx  )1,2,=( !k � ih[m^h\Zgh� a]�^gh a nhjfmehx (3) � ^ey

^h\�evgh]h
nEx ∈0 �kgm} ^\� fh`eb\hkl�� Z[h agZc^_lvky lZd_ kk = � sh

*Xxk ∈ ,

Z[h .=)(min=)(lim0,=minlim
*

*
fxfxfyx

nEy
k

k
k

Xyk ∈∞→∈∞→
− &&

¶×Ï ÖÌÉÔÏÜ ËÕËÇÙÑÕÉÏÜ Ö×ÏÖÚàÌÔÔæÜ ´�®� ¿Õ×ÕÓ ì ¶�·� ªÇÓÈÚ×ËÕÓ >�@ ÈÚÒÏ

ÕÙ×ÏÓÇÔì ÉÇ×ìÇÔÙÏ ºª¸� àÕ ØÜÕËæÙãØæ Îì ßÉÏËÑìØÙå ÊÌÕÓÌÙ×ÏÞÔÕí Ö×ÕÊ×ÌØìí�

L_hj_fZ 2 G_oZc )(xf ± himdeZ nmgdp�y� \bagZq_gZ gZ
nE � � ^ey \k�o

nEx∈
ijb ydhfmkv /2)<(0 πϕ≤ϕ \bdhgm}lvky g_j�\g�klv

,)()(cos))(),(( ** &&&& xxxxgxxxxg ff −⋅ϕ≥− (4)

^_ )(* xx ± lhqdZ� sh gZe_`blv fgh`bg� f�g�fmf�\ nmgdp�� )(xf � e_`blv gZ

gZcf_gr�c \�^klZg� \�^ x � Lh^�� ydsh ijb aZ^Zghfm 0x \b[jZlb \_ebqbgm 1h � sh

aZ^h\hevgy} g_j�\ghkl�







πϕ≤ϕ−
πϕ≤πϕ−≥

/4,<0),cos/(2)(

/2,</4,cos)(

00
*

00
*

1
&&

&&

xxx

xxx
h

\bagZqblb { }∞
1=kkh a]�^gh a j_dmj_glghx nhjfmehx

,1,2,=),(=1 !krhh kk ϕ+
^_





πϕ≤ϕ
πϕ≤πϕ

ϕ
/4,<0),cos1/(2

/2,</4,sin
=)(r

lZ h[qbkeblb { }∞
1=kkx ih nhjfme� (3) � lh Z[h ijb ^_ydhfm

*k  )( *kf xg � *k
x

gZe_`Zlv h[eZkl� f�g�fmf�\� Z[h ijb mk�o !1,2,=k \bdhgm}lvky g_j�\g�klv





πϕ≤⋅ϕ
πϕ≤πϕ

≤−
+

+

/4.<0,cos2

/2,</4,cos/
)(

1

1*

k

k
kk h

h
xxx &&

¹ÇÑÏÓ ÞÏÔÕÓ� æÑàÕ ÑÚÙ ϕ ÎÇÎËÇÒÌÊìËã ÉìËÕÓÏÐ� ÙÕ� ×ÌÊÚÒååÞÏ Ñ×ÕÑ ÎÊìËÔÕ Î

ÛÕ×ÓÚÒÇÓÏ ÙÌÕ×ÌÓÏ 2� ÓÕÍÔÇ ÕËÌ×ÍÇÙÏ ÎÈìÍÔìØÙã ËÕ ÓìÔìÓÚÓÚ Îì ßÉÏËÑìØÙå

ÊÌÕÓÌÙ×ÏÞÔÕí Ö×ÕÊ×ÌØìí Îì ÎÔÇÓÌÔÔÏÑÕÓ )(= ϕrq .
º ÛÕ×ÓÚÒì ��� ÉÌÒÏÞÏÔÇ ϕcos ÜÇ×ÇÑÙÌ×ÏÎÚê ØÙÚÖìÔã ÉÏÙæÊÔÚÙÕØÙì ÖÕÉÌ×ÜÕÔã

×ìÉÔæ ÛÚÔÑÝìí )(xf � ÆÑàÕ É ËÌæÑÕÓÚ ÕÑÕÒì ÓìÔìÓÚÓÚ ÛÚÔÑÝìí )(xf ÔÌ ìØÔÚê ÙÇÑÕÊÕ

ÑÚÙÇ /2< πϕ � àÕ ËÒæ ÑÕÍÔÕÊÕ x ìÎ ÝãÕÊÕ ÕÑÕÒÚ ÉÏÑÕÔÚêÙãØæ ���� ÙÕ ÙÇÑÚ ÛÚÔÑÝìå

ÔÇÎÏÉÇåÙã kmll}\h yjm`ghx� ¶×Ï ÓìÔìÓìÎÇÝìí ØÚÙÙêÉÕ æ×ÚÍÔÏÜ ÛÚÔÑÝìÐ ÔÇÉÌËÌÔÏÐ

Ú ÙÌÕ×ÌÓì 2 ØÖÕØìÈ ×ÌÊÚÒåÉÇÔÔæ Ñ×ÕÑÕÉÏÜ ÓÔÕÍÔÏÑìÉ ÎÇØÙÕØÚÉÇÙÏ ÔÌÓÕÍÒÏÉÕ� º

ÝãÕÓÚ ÉÏÖÇËÑÚ ÉÇ×ÙÕ ÉÏÑÕ×ÏØÙÕÉÚÉÇÙÏ ÚÔìÉÌ×ØÇÒãÔÏÐ ØÖÕØìÈ ÉÏÈÕ×Ú Ñ×ÕÑÕÉÏÜ

ÓÔÕÍÔÏÑìÉ� ÉÑÇÎÇÔÏÐ Ú ÙÌÕ×ÌÓì ��

´ÇØÙÚÖÔÇ ÙÌÕ×ÌÓÇ� ÇÔÇÒÕÊìÞÔÇ ÙÌÕ×ÌÓì 2� ØÛÕ×ÓÚÒãÕÉÇÔÇ ÈÌÎÖÕØÌ×ÌËÔãÕ É

ÙÌ×ÓìÔÇÜ� àÕ ÜÇ×ÇÑÙÌ×ÏÎÚåÙã ØÙÚÖìÔã �ÉÏÙæÊÔÚÙÕØÙì� ÖÕÉÌ×ÜÕÔã ×ìÉÔæ�

 L_hj_fZ 3 G_oZc himdeZ nmgdp�y )(xf \bagZq_gZ gZ
nE , *x ±� }^bgZ lhqdZ

f�g�fmfm )(xf � aZ^Zg� ihqZldh\_ gZ[eb`_ggy 0x lZ qbkeZ σ � 1h � ijbqhfm

2≥σ , σ−≥ /*
01 && xxh � Jha]eyg_fh fgh`bgm
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{ }. : = 1
* hxyyY σ≤− &&

Ydsh ^ey [m^v�ydh� iZjb lhqhd x , Yz∈ lZdbo� sh )()(=)( *xfzfxf ≠ ,
\bdhgm}lvky mfh\Z

,** &&&& xzxx −σ≤−

lh ihke�^h\g�klv { }∞
0=kkx � ml\hj_gZ aZ ^hihfh]hx j_dmj_glgbo nhjfme (3) � ^_

σ−σ+ /1= 2
1 kk hh � a[�]Z}lvky ^h

*x a� r\b^d�klx ]_hf_ljbqgh� ijh]j_k���

,1
* σ≤− +kk hxx &&

aZ \bgyldhf \biZ^dm� dheb ^ey ^_ydh]h kk =  0=)( kf xg � lh[lh
*= xxk .

º ÔÇØÙÚÖÔÕÓÚ ÉÇ×ìÇÔÙì ÓÌÙÕËÚ ÚÎÇÊÇÒãÔÌÔÕÊÕ Ê×ÇËìêÔÙÔÕÊÕ ØÖÚØÑÇ Ñ×ÕÑÕÉÏÐ

ÓÔÕÍÔÏÑ ÎÇÒÏßÇêÙãØæ Ö×ÕÙæÊÕÓ ÉÏÎÔÇÞÌÔÕÊÕ ÞÏØÒÇ Ñ×ÕÑìÉ ÖÕØÙìÐÔÏÓ� Ç ÖÕÙìÓ

ÎÓÌÔßÚêÙãØæ É ËÉÇ ×ÇÎÏ >�@�

L_hj_fZ 4 G_oZc ^ey himdeh� nmgdp�� )(xf \bdhgmxlvky mfh\b l_hj_fb 1,

2≥σ � Jha]eyg_fh ijb aZ^Zghfm x �l_jZlb\gbc ijhp_k (3) � ^_

+−
+ ⋅ Nk

k hh 1)/(
01 2= � Lml a ± p�eZ qZklbgZ qbkeZ a � Ijb ^hklZlgvh \_ebdhfm 0h

lZ 13 2 +σ≥N \bdhgm}lvky g_j�\g�klv

.0,1,2,=,2 1
*

!khxx kk +σ≤− &&

·ÌÊÚÒåÉÇÔÔæ Ñ×ÕÑÚ ÉìËÖÕÉìËÔÕ Î ÙÌÕ×ÌÓÕå 4 ÈÚÒÕ ÕÈö×ÚÔÙÕÉÇÔÕ É ×ÕÈÕÙì

´�®�¿Õ×Ç ì ³�¨�ÀÌÖÇÑìÔÇ ������� ËÌ ÈÚÉ ×ÕÎÊÒæÔÚÙÏÐ ÇÒÊÕ×ÏÙÓ ×ÕÎÉ’æÎÇÔÔæ
ËÉÕÜÌÙÇÖÔÕí ÎÇËÇÞì ØÙÕÜÇØÙÏÞÔÕÊÕ Ö×ÕÊ×ÇÓÚÉÇÔÔæ� ÕØÔÕÉÇÔÏÐ ÔÇ ÎÇØÙÕØÚÉÇÔÔì

ÓÌÙÕËÚ ÚÎÇÊÇÒãÔÌÔÕÊÕ Ê×ÇËìêÔÙÔÕÊÕ ØÖÚØÑÇ� µËÔÇÑ� ÚÖÌ×ßÌ ÝÌ ×ÌÊÚÒåÉÇÔÔæ Ñ×ÕÑÚ

ÈÚÒÕ ÉÏÑÕ×ÏØÙÇÔÕ É ÓÌÙÕËì ºª¸� àÕ ÈÚÉ ÎÇÖ×ÕÖÕÔÕÉÇÔÏÐ Ú ���� ×ÕÝì ËÒæ

×ÕÎÉ’æÎÇÔÔæ Ù×ÇÔØÖÕ×ÙÔÕí ÎÇËÇÞì É ÓÌ×ÌÍÌÉìÐ ÛÕ×Óì >�@� ·ÕÈÕÙÇ >�@ ÈÚÒÇ ÖÌ×ßÏÓ

Ö×ÏÑÒÇËÕÓ ÉÏÑÕ×ÏØÙÇÔÔæ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙÔÕÊÕ Ö×ÕÝÌØÚ ËÒæ ÓìÔìÓìÎÇÝìí ÕÖÚÑÒÏÜ

ÔÌËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔÏÜ ÛÚÔÑÝìÐ�

³ÌÙÕËÏ ºª¸ ËÇÒÏ ÓÕÍÒÏÉìØÙã ×ÕÎÉ�æÎÇÙÏ ÉÌÒÏÑÚ ÑìÒãÑìØÙã ÎÇËÇÞ ÉÏ×ÕÈÔÏÞÕ�

Ù×ÇÔØÖÕ×ÙÔÕÊÕ ÖÒÇÔÚÉÇÔÔæ ìÎ ÎÇØÙÕØÚÉÇÔÔæÓ ØÜÌÓ ËÌÑÕÓÖÕÎÏÝìí ËÒæ ÎÇËÇÞ ÉÌÒÏÑÕí

×ÕÎÓì×ÔÕØÙì� «ÕÑÒÇËÔÚ ìÔÛÕ×ÓÇÝìå Ö×Õ Ýì ÎÇËÇÞì ÓÕÍÔÇ ÎÔÇÐÙÏ É >�� �@� ³ÌÙÕË ºª¸

ÙÇÑÕÍ ÖÕØÒÚÍÏÉ ÕØÔÕÉÕå ËÒæ ØÙÉÕ×ÌÔÔæ ØÙÕÜÇØÙÏÞÔÕÊÕ ÇÔÇÒÕÊÇ ÚÎÇÊÇÒãÔÌÔÕÊÕ

Ê×ÇËìêÔÙÔÕÊÕ ØÖÚØÑÇ >�@� àÕ ÓÇê ÉÌÒÏÑÌ Ö×ÇÑÙÏÞÔÌ ÎÔÇÞÌÔÔæ� ÎÕÑ×ÌÓÇ� Ö×Ï

×ÕÎÉ’æÎÇÔÔì ÈÇÊÇÙÕÌÙÇÖÔÏÜ ÎÇËÇÞ ØÙÕÜÇØÙÏÞÔÕÊÕ Ö×ÕÊ×ÇÓÚÉÇÔÔæ� © >�@ ÕÖÏØÇÔÌ

ÎÇØÙÕØÚÉÇÔÔæ ÓÌÙÕËÚ ÚÎÇÊÇÒãÔÌÔÕÊÕ ØÙÕÜÇØÙÏÞÔÕÊÕ Ê×ÇËìêÔÙÇ ËÒæ ×ÕÎÉ�æÎÇÔÔæ

ËÉÕÜÌÙÇÖÔÕí ØÙÕÜÇØÙÏÞÔÕí Ù×ÇÔØÖÕ×ÙÔÕí ÎÇËÇÞì� ÖÕÉ
æÎÇÔÕí Î ÉÏÎÔÇÞÌÔÔæÓ ÕÈØæÊìÉ

ØÑÒÇËìÉ ÕËÔÕ×ìËÔÕí Ö×ÕËÚÑÝìí Ö×Ï ÉÏÖÇËÑÕÉÕÓÚ ÖÕÖÏÙì�

³ÌÙÕËÏ ºª¸� ÕÙ×ÏÓÇÔì É �ÔØÙÏÙÚÙì ÑìÈÌ×ÔÌÙÏÑÏ� ÕËÌ×ÍÇÒÏ ×ÕÎÉÏÙÕÑ Ú ×ÕÈÕÙÇÜ

���� �×ãÕÓìÔÇ >�@ ì ¨�¹� ¶ÕÒæÑÇ >�@ ËÒæ ×ÕÎÉ’æÎÇÔÔæ ÎÇËÇÞ ÕÖÚÑÒÕÊÕ Ö×ÕÊ×ÇÓÚÉÇÔÔæ Î
ÕÈÓÌÍÌÔÔæÓÏ� «Õ ���� ×ÕÑÚ ×ÕÈÕÙÏ Î ÓÌÙÕËìÉ ºª¸ ÈÚÒÏ ÓÇÒÕ ÉìËÕÓì ÎÇ ÑÕ×ËÕÔÕÓ�

ÙÕÓÚ àÕ ÈÚÒÏ ÕÖÚÈÒìÑÕÉÇÔì ×ÕØìÐØãÑÕå ÓÕÉÕå É ÓÇÒÕËÕØÙÚÖÔÏÜ ÉÏËÇÔÔæÜ� ©ÕÔÏ

ÕËÌ×ÍÇÒÏ ÖÕÖÚÒæ×ÔìØÙã ÖìØÒæ ÖÚÈÒìÑÇÝìí É >�@ ËÕÑÒÇËÔÕÊÕ ÕÊÒæËÚ ×ÌÎÚÒãÙÇÙìÉ ì

ÈìÈÒìÕÊ×ÇÛìí ×ÕÈìÙ Î ÔÌËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí� ÉÏÑÕÔÇÔÏÜ Ú ¸·¸·�

������ Km[]jZ^�}glg�� f_lh^b� a� jhaly]hf� ijhklhjm� \� gZijyfdm

km[]jZ^�}glZ
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¶×Ï ÇÔÇÒìÎì ÇÒÊÕ×ÏÙÓìÉ ºª¸� àÕ ØÜÕËæÙãØæ Îì ßÉÏËÑìØÙå ÊÌÕÓÌÙ×ÏÞÔÕí

Ö×ÕÊ×ÌØìí� ØÚÙÙêÉÚ ×ÕÒã Ê×ÇÒÏ ÉÌ×ÜÔì Ê×ÇÔÏÝì ÑÚÙìÉ ÓìÍ ÔÇÖ×æÓÑÕÓ ÇÔÙÏÊ×ÇËìêÔÙÇ É

ËÇÔìÐ ÙÕÞÝì Ð ÔÇÖ×æÓÑÕÓ Ö×æÓÕí� Ö×ÕÉÌËÌÔÕí Î Ýìêí ÙÕÞÑÏ É ÙÕÞÑÚ ÓìÔìÓÚÓÚ� ÆÑàÕ

ÉÌ×ÜÔæ Ê×ÇÔÏÝæ ÎÇÎÔÇÞÌÔÏÜ ÑÚÙìÉ ËÕ×ìÉÔåê /2π � ÖÕÉìÒãÔÚ ÎÈìÍÔìØÙã ºª¸ É ×ÇÓÑÇÜ

ÝãÕÊÕ ÓÌÙÕËÚ É æ×ÚÍÔÏÜ ÎÇËÇÞÇÜ ÖÕÑ×ÇàÏÙÏ ÔÌÓÕÍÒÏÉÕ� ¸ÏÙÚÇÝìå ÓÕÍÔÇ ÎÓìÔÏÙÏ�

ÉÏÑÕ×ÏØÙÕÉÚåÞÏ ÒìÔìÐÔì ÔÌÕ×ÙÕÊÕÔÇÒãÔì ÖÌ×ÌÙÉÕ×ÌÔÔæ Ö×ÕØÙÕ×Ú ÎÓìÔÔÏÜ ËÒæ

ÖÕÑ×ÇàÌÔÔæ ÕÈÚÓÕÉÒÌÔÕØÙì ÎÇËÇÞì� º ÉÏÖÇËÑÚ ÑÕÒÏ ÇÔÙÏÊ×ÇËìêÔÙÏ ÚÙÉÕ×æÙã Î

ÔÇÖ×æÓÑÕÓ ÔÇ ÙÕÞÑÚ ÓìÔìÓÚÓÚ ÑÚÙ� ÈÒÏÎãÑÏÐ ËÕ /2π � ËÕÝìÒãÔÕ ÎÇØÙÕØÚÉÇÙÏ ÕÖÌ×ÇÝìå

×ÕÎÙæÊÚ Ö×ÕØÙÕ×Ú É ÔÇÖ×æÓÑÚ Ê×ÇËìêÔÙÇ ËÒæ ÎÓÌÔßÌÔÔæ ÐÕÊÕ �ÖÕÖÌ×ÌÞÔÕí�

ØÑÒÇËÕÉÕí� ½ì ÌÉ×ÏØÙÏÞÔì Óì×ÑÚÉÇÔÔæ ÖÕØÒÚÍÏÒÏ ÕØÔÕÉÕå ØÙÉÕ×ÌÔÔæ ØìÓÌÐØÙÉÇ

ÓÌÙÕËìÉ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙÔÕÊÕ ÙÏÖÚ Î ×ÕÎÙæÊÕÓ Ö×ÕØÙÕ×Ú�

µÖÌ×ÇÝìæ ×ÕÎÙæÊÚ Ö×ÕØÙÕ×Ú É ÔÇÖ×æÓÑÚ Ê×ÇËìêÔÙÇ ÉÖÌ×ßÌ ÈÚÒÇ ÉÉÌËÌÔÇ Ú

×ÕÈÕÙì ´���¿Õ×Ç Ð ©��� ¨ìÒÌÝãÑÕÊÕ >��@ æÑ ÌÉ×ÏØÙÏÞÔÇ Ö×ÕÝÌËÚ×Ç ËÒæ ÖÕÑ×ÇàÌÔÔæ

ÕÈÚÓÕÉÒÌÔÕØÙì ÎÇËÇÞì� ¶ÕÙìÓ Ú ×ÕÈÕÙì >��@ ´�®�¿Õ× ÕÈö×ÚÔÙÚÉÇÉ ÝÌÐ ÖìËÜìË ÙÇ

ÕËÌ×ÍÇÉ ×æË ÙÌÕ×ÌÙÏÞÔÏÜ ×ÌÎÚÒãÙÇÙìÉ ËÒæ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙÔÕÊÕ Ö×ÕÝÌØÚ Î ×ÕÎÙæÊÕÓ

Ö×ÕØÙÕ×Ú É ÔÇÖ×æÓÑÚ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙÇ �ËÏÉ� ÙÌÕ×ÌÓÚ ��� µÖÌ×ÇÝìæ ×ÕÎÙæÊÚ Ö×ÕØÙÕ×Ú

ÎÓìÔÔÏÜ ×ÌÇÒìÎÚêÙãØæ ÎÇ ËÕÖÕÓÕÊÕå ÕÖÌ×ÇÙÕ×Ç ×ÕÎÙæÊÚ Ö×ÕØÙÕ×Ú� àÕ Ú ÉÌÑÙÕ×ÔìÐ

ÛÕ×Óì ÓÕÍÔÇ ÎÇÖÏØÇÙÏ ÙÇÑ�

1,>1,=,,1)(=)( αξ∈ξξξ−α+ξα &&nT
n EIR

ËÌ
T)(⋅ ÕÎÔÇÞÇê Ù×ÇÔØÖÕÔÚÉÇÔÔæ� nI ÿ ÕËÏÔÏÞÔÇ ÓÇÙ×ÏÝæ ×ÕÎÓì×Ú nn× , α  –

ÑÕÌÛìÝìêÔÙ ×ÕÎÙæÊÚ Ö×ÕØÙÕ×Ú� ξ ÿ ÔÇÖ×æÓÕÑ ×ÕÎÙæÊÚ� «ÕÑÒÇËÔÕ ÉÒÇØÙÏÉÕØÙì

ÕÖÌ×ÇÙÕ×Ç )(ξαR ÉÏÑÒÇËÌÔì É ÓÕÔÕÊ×ÇÛìí >�@� ¶×Ï ÕÖÏØì ÇÒÊÕ×ÏÙÓìÉ

ÉÏÑÕ×ÏØÙÕÉÚêÙãØæ ÕÖÌ×ÇÙÕ× )(ξβR � ÕÈÌ×ÔÌÔÏÐ ËÕ ÕÖÌ×ÇÙÕ×Ç ×ÕÎÙæÊÚ Ö×ÕØÙÕ×Ú

)(ξαR � ©ìÔ ÓÇê ÙÇÑÏÐ ÉÏÊÒæË�

1<
1

=,1)(=)(=)( 1

α
βξξ−β+ξξ −

αβ
T

nIRR

ì É ÓÌÙÕËÇÜ Î ×ÕÎÙæÊÕÓ Ö×ÕØÙÕ×Ú ÎÓìÔÔÏÜ ÉÏÑÕ×ÏØÙÕÉÚêÙãØæ ËÒæ �ØÙÏØÑÚÉÇÔÔæ�

Ö×ÕØÙÕ×Ú ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙìÉ�

µÖÏßÌÓÕ ÎÇÊÇÒãÔÚ ØÜÌÓÚ ÇÒÊÕ×ÏÙÓìÉ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙÔÕÊÕ ÙÏÖÚ Î ×ÕÎÙæÊÕÓ

Ö×ÕØÙÕ×Ú É ÔÇÖ×æÓÑÚ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙÇ ËÒæ ÓìÔìÓìÎÇÝìí ÛÚÔÑÝìí )(xf .

®ÇËÇÔÕ
nEx ∈0 , nIAB == 1

00
−

�ÕËÏÔÏÞÔÚ ÓÇÙ×ÏÝå ×ÕÎÓì×Ú nn× �� ¶ìØÒæ k

Ñ×ÕÑìÉ ÓÇêÓÕ
n

k Ex ∈ , 1= −
kk AB , kA ÿ ÓÇÙ×ÏÝæ ×ÕÎÓì×Ú nn× ÖÌ×ÌÙÉÕ×ÌÔÔæ

Ö×ÕØÙÕ×Ú ÖìØÒæ k Ñ×ÕÑìÉ� ´Ç 1+k �Ó Ñ×ÕÝì ÉÏÑÕÔÚåÙãØæ ÙÇÑì ÕÖÌ×ÇÝìí�

�� µÈÞÏØÒåêÓÕ )( kf xg �æÑàÕ 0=)( kf xg � Ö×ÕÝÌØ ÎÚÖÏÔæêÙãØæ��

�� ©ÏÎÔÇÞÇêÓÕ )(=)(=~ *
kfkkkk xgBygg ϕ � ËÌ )(=)( yBfy kkϕ ; kkk xAy = ; kg~  –

ÚÎÇÊÇÒãÔÌÔÏÐ Ê×ÇËìêÔÙ ËÒæ ÛÚÔÑÝìí )( ykϕ � ÉÏÎÔÇÞÌÔÕí É �×ÕÎÙæÊÔÚÙÕÓÚ� Ö×ÕØÙÕ×ì�

�� ®ÔÇÜÕËÏÓÕ

.=;~/~= 11 kkkkkkkk Bhxxgg ξ−ξ ++&& (5)
»Õ×ÓÚÒì ��� ÉìËÖÕÉìËÇê ÎÓìàÌÔÔæ ÖÕ ÇÔÙÏØÚÈÊ×ÇËìêÔÙÚ É �×ÕÎÙæÊÔÚÙÕÓÚ�

Ö×ÕØÙÕ×ì� kkkkk hyxA ξ− ++ 11 = .
�� µÈÞÏØÒåêÓÕ

.1/=),(== 111

1
11 +++β

−
++ αβξ kkkkkkk RBAB (6)
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»Õ×ÓÚÒì ��� ÉìËÖÕÉìËÇê ×ÕÎÙæÊ ÖÌ×ÌÙÉÕ×ÌÔÕÊÕ Ö×ÕØÙÕ×Ú É ÔÇÖ×æÓÑÚ kξ :

kkkk ARA )(=
11 ξ

+α+ , 1>1+αk .

�� ¶Ì×ÌÜÕËÏÓÕ ËÕ ÔÇØÙÚÖÔÕÊÕ Ñ×ÕÑÚ� 21 +→+ kk .
µØÔÕÉÔÇ ØÑÒÇËÔìØÙã Ö×Ï ÑÕÔØÙ×ÚåÉÇÔÔì Ö×ÇÝÌÎËÇÙÔÕÊÕ ÇÒÊÕ×ÏÙÓÚ ÖÕÒæÊÇÒÇ Ú

ÉÏÈÕ×ì ÑÕÌÛìÝìêÔÙìÉ ×ÕÎÙæÊÚ Ö×ÕØÙÕ×Ú kα ÙÇ ØÙ×ÇÙÌÊìí ÎÓìÔÏ Ñ×ÕÑÕÉÏÜ ÓÔÕÍÔÏÑìÉ

kh � ¬ÑØÖÌ×ÏÓÌÔÙÏ ÖÕÑÇÎÇÒÏ� àÕ� ÉÏÈÏ×ÇåÞÏ 2=α ì consthk = � ËÒæ ÈÇÊÇÙãÕÜ

Ö×ÏÑÒÇËìÉ ÕÖÚÑÒÏÜ æ×ÚÍÔÏÜ ÛÚÔÑÝìÐ ÓÕÍÔÇ ÕËÌ×ÍÇÙÏ ÞÚËÕÉì ×ÌÎÚÒãÙÇÙÏ >��@�

§ÉÙÕ×ÇÓÏ Ö×ÕÊ×ÇÓ ÈÚÒÏ ´�®� ¿Õ× ì ©��� ¨ìÒÌÝãÑÏÐ� ´Ç ÍÇÒã� ÙÇÑÏÐ Ö×ÕØÙÏÐ ØÖÕØìÈ

ÔÌ ÎÇÉÍËÏ Ö×ÏÉÕËÏÙã ËÕ ÓÌÙÏ� ¶×Ï ÖÕÈÚËÕÉì ìÔßÏÜ ÉÇ×ìÇÔÙìÉ ÇÒÊÕ×ÏÙÓìÉ� àÕ

ÚËÇÒÕØæ ÙÌÕ×ÌÙÏÞÔÕ ÕÈö×ÚÔÙÚÉÇÙÏ� Ñ×ÕÑÕÉÏÐ ÓÔÕÍÔÏÑ ì ÑÕÌÛìÝìêÔÙÏ ×ÕÎÙæÊÚ

Ö×ÕØÙÕ×Ú ÉÏÈÏ×ÇÒÏØæ ÙÇÑÏÓ ÞÏÔÕÓ� àÕÈ ÖÕØÒìËÕÉÔìØÙã ÉìËØÙÇÔÌÐ ËÕ ÙÕÞÑÏ ÓìÔìÓÚÓÚ

Ú ÉìËÖÕÉìËÔÏÜ ÖÌ×ÌÙÉÕ×ÌÔÏÜ Ö×ÕØÙÕ×ÇÜ ÔÌ Î×ÕØÙÇÒÇ� ½ÌÐ Ö×ÏÔÝÏÖ ÊÇ×ÇÔÙÚê

ÎÈìÍÔìØÙã Îì ßÉÏËÑìØÙå ÊÌÕÓÌÙ×ÏÞÔÕí Ö×ÕÊ×ÌØìí ÎÇ ÎÔÇÞÌÔÔæÓ ÛÚÔÑÝìí� «Òæ ×ÌÇÒìÎÇÝìí

ÝãÕÊÕ Ö×ÏÔÝÏÖÚ ÔÌÕÈÜìËÔÇ ËÕËÇÙÑÕÉÇ ìÔÛÕ×ÓÇÝìæ Ö×Õ ÛÚÔÑÝìå )(xf ÿ ÎÔÇÞÌÔÔæ

ÛÚÔÑÝìí É ÙÕÞÝì ÓìÔìÓÚÓÚ
*f ì ÙÇÑ ÎÉÇÔì �ÑÕÔØÙÇÔÙÏ ×ÕØÙÚ� M ÙÇ N .

L_hj_fZ 5 G_oZc )(xf ± himdeZ nmgdp�y� \bagZq_gZ gZ
nE � \ ^_ydhfm

kn_jbqghfm hdhe� dS lhqdb f�g�fmfm
*x : }:{= * dxxxSd ≤− && km[]jZ^�}gl

aZ^h\hevgy} ^\hklhjhggx g_j�\ghklv

)),()(()),(())()(( *** xfxfMxxxgxfxfN f −≤−≤− (7)

^_ NM ≥ ± g_\�^’}fg� dhgklZglb� Lh^� ydsh \ Ze]hjblf� ijbcgylb�
    dSx ∈0 ,

    
&& k

k
k g

xfxf

NM

MN
h ~

)()(2
=

*

1
−

++ ,

    !0,1,2,=,
)(
)(

<1 1 k
NM

NM
k −

+≤α + ,

lh ^ey \k�o !0,1,=k \bdhgm}lvky g_j�\g�klv

.)( * dxxA kk ≤− && (8)

® ÔÌ×ìÉÔÕØÙì ��� ÉÏÖÒÏÉÇê ÒÕÑÇÒìÎÇÝìæ
*x É ÌÒìÖØÕíËì kΦ Î ÝÌÔÙ×ÕÓ Ú ÙÕÞÝì kx .

©ìËÔÕßÌÔÔæ ÕÈ�êÓìÉ ÌÒìÖØÕíËìÉ 1+Φk ÙÇ kΦ ÎÇËÇêÙãØæ ÙÇÑÏÓ ×ìÉÔæÔÔæÓ

.==
)(
)( 1

NM

NM

vol

vol
k

k

k

+
−β

Φ
Φ +

º ÉÏÖÇËÑÚ ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÕí ËÕËÇÙÔãÕ ÉÏÎÔÇÞÌÔÕí ÛÚÔÑÝìí É ÔÌ×ìÉÔÕØÙì ��� ÓÕÍÔÇ

ÉÏÈÏ×ÇÙÏ 2== NM � «Òæ ÑÚØÕÞÔÕ�ÒìÔìÐÔÕí ÛÚÔÑÝìí� ÔÇËÊ×ÇÛìÑ æÑÕí æÉÒæê ØÕÈÕå

ÑÕÔÚØ Î ÉÌ×ßÏÔÕå É ÙÕÞÝì ),( ** fx � ÓÕÍÔÇ ÉÏÈÏ×ÇÙÏ 1== NM � «Òæ ÝÏÜ ÉÏÖÇËÑìÉ

0==1 ββ +k � ì ÇÒÊÕ×ÏÙÓ ÎÈìÊÇêÙãØæ ÎÇ ÞÏØÒÕ Ñ×ÕÑìÉ� àÕ ÔÌ ÖÌ×ÌÉÏàÚê n � ·ÕÎÉ�æÎÕÑ

ÔÌÉÏ×ÕËÍÌÔÕí ØÏØÙÌÓÏ n ÒìÔìÐÔÏÜ ×ìÉÔæÔã Î n ÔÌÉìËÕÓÏÓÏ ,1,...=0,=),( nibxa ii +
ÓÕÍÔÇ ÎÇÓìÔÏÙÏ ÔÇ ÎÔÇÜÕËÍÌÔÔæ ÓìÔìÓÚÓÚ |),(|max=)(

1
ii

ni
bxaxf +

≤≤
� ÆÑàÕ ÉÎæÙÏ

0=*f , 0=kβ ì ÎÇØÙÕØÚÉÇÙÏ ÓÌÙÕË ���ÿ���� ÕËÌ×ÍÏÓÕ ÇÒÊÕ×ÏÙÓ� æÑÏÐ ÉìËÖÕÉìËÇê

ÉìËÕÓìÐ ØÑìÔÞÌÔÔìÐ Ö×ÕÝÌËÚ×ì ×ÕÎÉ�æÎÇÔÔæ ÒìÔìÐÔÏÜ ÇÒÊÌÈ×ÇíÞÔÏÜ ØÏØÙÌÓ ÿ ÓÌÙÕËÕÉì
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Õ×ÙÕÊÕÔÇÒìÎÇÝìí Ê×ÇËìêÔÙìÉ�

ºÎÇÊÇÒãÔÌÔÔæ ÙÌÕ×ÌÓÏ � ÈÚÒÏ ÕÙ×ÏÓÇÔì ´�®�¿Õ×ÕÓ ì ËÒæ ËÌæÑÏÜ ÑÒÇØìÉ

ÔÌÕÖÚÑÒÏÜ ÛÚÔÑÝìÐ� àÕ ÉÏÔÏÑÇåÙã Ö×Ï ×ÕÎÉ�æÎÇÔÔì ØÏØÙÌÓ ÔÌÒìÔìÐÔÏÜ ×ìÉÔæÔã

0=)(xfi , ni ,1,= ! � «Òæ |)(|max=)( xfxf i ÓÕÍÔÇ ÖÕÑÇÎÇÙÏ� àÕ ËÒæ ×ÌÊÚÒæ×ÔÕí

ÙÕÞÑÏ
*x �×ÕÎÉ�æÎÑÚ ØÏØÙÌÓÏ� �ÙÕÈÙÕ ÙÕÞÑÏ� ËÌ ÛÚÔÑÝìí )(xfi ÔÌÖÌ×Ì×ÉÔÕ

ËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔì É ÝìÐ ÙÕÞÝì� Ç æÑÕÈìÇÔ ØÏØÙÌÓÏ )( *xI ê ÉìËÓìÔÔÏÓ ÉìË ÔÚÒæ�� ËÒæ

ÈÚËã�æÑÕÊÕ 0>δ ÎÔÇÐËÌÙãØæ ËÕØÙÇÙÔãÕ ÓÇÒÏÐ ÕÑìÒ )( *xSd � ÙÇÑÏÐ� àÕ ÑÕÔØÙÇÔÙÏ F

ÙÇ N Ú ��� ÓÕÍÔÇ ÉÎæÙÏ ×ìÉÔÏÓÏ ÉìËÖÕÉìËÔÕ δ
+
−βδ−δ+ ==;1=;1=

NM
NM

NM � ÆÑ

ÖÕÑÇÎÇÔÕ É ×ÕÈÕÙì >�@� Ö×Ï ÎÇØÙÕØÚÉÇÔÔì Ê×ÇÔÏÞÔÕÊÕ ÉÇ×ìÇÔÙÚ ÇÒÊÕ×ÏÙÓÚ Î 0=β ì

ÉìËÔÕÉÒÌÔÔæÓ ÖìØÒæ ÑÕÍÔÏÜ n ìÙÌ×ÇÝìÐ �ÉÌÒÏÑÏÐ ÝÏÑÒ� Ö×Ï ÎÉÏÞÇÐÔÏÜ Ö×ÏÖÚàÌÔÔæÜ

àÕËÕ ËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔÕØÙì Ð ×ÌÊÚÒæ×ÔÕØÙì ËÒæ ×ÕÎÉ�æÎÇÔÔæ ØÏØÙÌÓ ÔÌÒìÔìÐÔÏÜ ×ìÉÔæÔã

ÓÕÍÔÇ ÕËÌ×ÍÇÙÏ ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÚ ßÉÏËÑìØÙã ÎÈìÍÔÕØÙì �ËÒæ ÉÌÒÏÑÏÜ ÝÏÑÒìÉ��

¸ìÓÌÐØÙÉÕ ÇÒÊÕ×ÏÙÓìÉ Î ×ÕÎÙæÊÕÓ Ö×ÕØÙÕ×Ú É ÔÇÖ×æÓÑÚ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙÇ ÓìØÙÏÙã

æÑ ÕÑ×ÌÓÏÐ ÉÏÖÇËÕÑ ÙÇÑ ÎÉÇÔÏÐ ÓÌÙÕË ÌÒìÖØÕíËìÉ� ³ÌÙÕË ÌÒìÖØÕíËìÉ ÈÚÉ

ÎÇÖ×ÕÖÕÔÕÉÇÔÏÐ «�¨�ÅËìÔÏÓ ÙÇ §�¸� ´ÌÓÏ×ÕÉØãÑÏÓ >��@ ÔÇ ÕØÔÕÉì ÓÌÙÕËìÉ

ÖÕØÒìËÕÉÔÏÜ ÉìËØìÑÇÔã� Ç ÙÇÑÕÍ� ÔÌÎÇÒÌÍÔÕ� ´�®�¿Õ×ÕÓ >��@� æÑ ÕÑ×ÌÓÏÐ ÉÏÖÇËÕÑ

ÇÒÊÕ×ÏÙÓÚ Î ×ÕÎÙæÊÕÓ Ö×ÕØÙÕ×Ú É ÔÇÖ×æÓÑÚ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙÇ� © ÇÒÊÕ×ÏÙÓì

ÉÏÑÕ×ÏØÙÕÉÚåÙãØæ ÙÇÑì ÖÇ×ÇÓÌÙ×Ï� ÑÕÌÛìÝìêÔÙ ×ÕÎÙæÊÚ Ö×ÕØÙÕ×Ú ÉÏÈÏ×ÇêÙãØæ

ÖÕØÙìÐÔÏÓ ì ×ìÉÔÏÓ

,
1
1

==1 −
+αα + n

n
k

Ç ×ÌÊÚÒåÉÇÔÔæ Ñ×ÕÑÚ ÎËìÐØÔåêÙãØæ ÎÇ Ö×ÇÉÏÒÕÓ�

,1,2,=;
1

=;
1

=
211 !k

n

n
hh

n
r

h kk
−+ +

ËÌ n ÿ ×ÕÎÓì×ÔìØÙã Ö×ÕØÙÕ×Ú� r ÿ ×ÇËìÚØ ÑÚÒì Î ÝÌÔÙ×ÕÓ Ú ÙÕÞÝì 0x � àÕ ÓìØÙÏÙã

ÙÕÞÑÚ
*x � ³ÌÙÕË ÌÒìÖØÕíËìÉ ÎÈìÊÇêÙãØæ Îì ßÉÏËÑìØÙå ÊÌÕÓÌÙ×ÏÞÔÕí Ö×ÕÊ×ÌØìí ÖÕ

ÉìËÜÏÒÌÔÔå ÔÇÐÑ×ÇàÕÊÕ ËÕØæÊÔÚÙÕÊÕ ÎÔÇÞÌÔÔæ )(xf ÉìË ÕÖÙÏÓÇÒãÔÕÊÕ� Ö×Ï ÝãÕÓÚ

ÎÔÇÓÌÔÔÏÑ ÊÌÕÓÌÙ×ÏÞÔÕí Ö×ÕÊ×ÌØìí ÇØÏÓÖÙÕÙÏÞÔÕ ÎÇÒÌÍÏÙã ÙìÒãÑÏ ÉìË ×ÕÎÓì×ÔÕØÙì

Ö×ÕØÙÕ×Ú n

.
2

1
1

2n
qn −≈

·ÕÈÕÙÏ Î ÓÌÙÕËìÉ ÌÒìÖØÕíËìÉ ÈÚÒÏ Ö×ÕËÕÉÍÌÔì Ð ÉÏÑÕÔÚÉÇÒÏØæ ´�®�¿Õ×ÕÓ ÙÇ

©��� ªÌ×ßÕÉÏÞÌÓ� ¸ìÓÌÐØÙÉÕ ÝÏÜ ÇÒÊÕ×ÏÙÓìÉ ÕËÌ×ÍÇÒÕ ÔÇÎÉÚ �ÓÌÙÕËÏ ÌÒìÖØÕíËìÉ Î

ÊÒÏÈÕÑÏÓÏ ÉìËØìÑÇÔÔæÓÏ�� «ÕØÏÙã ÖÕÉÔÏÐ ÕÊÒæË ×ÌÎÚÒãÙÇÙìÉ Ö×Õ ÝÌÐ ÔÇÖ×æÓÕÑ

ÓìØÙÏÙãØæ É ÓÕÔÕÊ×ÇÛìí >�@�

³ÌÙÕË ÌÒìÖØÕíËìÉ ÉÏÑÕ×ÏØÙÇÔÏÐ ²�ª� ¼ÇÞìæÔÕÓ >��@ ËÒæ ÖÕÈÚËÕÉÏ Ð

ÕÈö×ÚÔÙÚÉÇÔÔæ ÖÌ×ßÕÊÕ ÖÕÒìÔÕÓìÇÒãÔÕÊÕ ÇÒÊÕ×ÏÙÓÚ ×ÕÎÉ�æÎÇÔÔæ ÎÇËÇÞì ÒìÔìÐÔÕÊÕ

Ö×ÕÊ×ÇÓÚÉÇÔÔæ Î ×ÇÝìÕÔÇÒãÔÏÓÏ ÑÕÌÛìÝìêÔÙÇÓÏ� ±×ìÓ ÙÕÊÕ� ÓÌÙÕË ÌÒìÖØÕíËìÉ ÔÇÈÚÉ

ÉÇÍÒÏÉÕÊÕ ÎÇØÙÕØÚÉÇÔÔæ É ÙÌÕ×ìí ØÑÒÇËÔÕØÙì ÇÒÊÕ×ÏÙÓìÉ ËÏØÑ×ÌÙÔÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí >��@�

±ÕÔÊ×ÌØ Î ÓÇÙÌÓÇÙÏÞÔÕÊÕ Ö×ÕÊ×ÇÓÚÉÇÔÔæ� àÕ Ö×ÕÉÕËÏÉØæ É ¨ÕÔÔì É ���� ×ÕÝì ÎÇ

ÚÞÇØÙå ´�®�¿Õ×Ç� ÈÚÉ ÎÕÑ×ÌÓÇ Ö×ÏØÉæÞÌÔÏÐ ÓÌÙÕËÕÉì ÌÒìÖØÕíËìÉ ÙÇ ÐÕÊÕ

ÎÇØÙÕØÚÉÇÔã� º ÉÏÈ×ÇÔÏÜ Ö×ÇÝæÜ ÑÕÔÊ×ÌØÚ >��@ ÈÚÒÇ ÕÖÚÈÒìÑÕÉÇÔÇ ���ÓÏ ØÙÕ×ìÔÑÕÉÇ

ËÕÖÕÉìËã ´�®�¿Õ×Ç �*HQHUDOL]HG JUDGLHQW PHWKRGV RI QRQGLIIHUHQWLDEOH RSWLPL]DWLRQ
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HPSOR\LQJ VSDFH GLODWDWLRQ RSHUDWLRQV� Î ÕÊÒæËÕÓ ÖÕ ÓÌÙÕËìÉ ÔÌÊÒÇËÑÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí�

×ÕÎ×ÕÈÒÌÔÏÜ É �ÔØÙÏÙÚÙì ÑìÈÌ×ÔÌÙÏÑÏ�

«ÕØÉìË ÎÇØÙÕØÚÉÇÔÔæ ÇÒÊÕ×ÏÙÓìÉ Î ×ÕÎÙæÊÕÓ Ö×ÕØÙÕ×Ú É ÔÇÖ×æÓÑÚ Ê×ÇËìêÔÙÇ

ÖÕÑÇÎÇÉ ØÚÙÙêÉÌ Ö×ÏØÑÕ×ÌÔÔæ ÎÈìÍÔÕØÙì ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙÔÏÜ Ö×ÕÝÌØìÉ Ö×Ï ÉÏÑÕ×ÏØÙÇÔÔì

ÕÖÌ×ÇÙÕ×ìÉ� àÕ ÎÓìÔååÙã ÓÌÙ×ÏÑÚ Ö×ÕØÙÕ×Ú� º ÙÕÐ ÍÌ ÞÇØ Ù×ÚËÔÕàì ÉÏÈÕ×Ú

Ñ×ÕÑÕÉÏÜ ÓÔÕÍÔÏÑìÉ ØÙÏÓÚÒåÉÇÒÏ ÖÕßÚÑ ÔÕÉÏÜ ÓÌÙÕËìÉ ÔÌÊÒÇËÑÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí Îì

ÎÓìÔÔÕå ÓÌÙ×ÏÑÕå� Ú æÑÏÜ ÉÏÈì× Ñ×ÕÑÕÉÕÊÕ ÓÔÕÍÔÏÑÇ ÖÕÉ
æÎÇÔÏÐ ìÎ ÖÕßÚÑÕÓ

ÓìÔìÓÚÓÚ ÚÎËÕÉÍ ÔÇÖ×æÓÑÚ� ½ÌÐ ÑÒÇØ ÇÒÊÕ×ÏÙÓìÉ ÕÖÏØÇÔÏÐ Ú ÔÇØÙÚÖÔÕÓÚ ×ÕÎËìÒì�

������Km[]jZ^�}glg��f_lh^b�a�jhaly]hf�ijhklhjm�\�gZijyfdm�j�agbp�

^\ho�ihke�^h\gbo�km[]jZ^�}gl�\

¶×Ï ×ÕÎÉ�æÎÇÔÔì ØÑÒÇËÔÏÜ ÎÇËÇÞ ÔÌËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí ØÌ×ÌËÔãÕÊÕ

×ÕÎÓì×Ú �ËÕ ÑìÒãÑÕÜ ØÕÙÌÔã ÎÓìÔÔÏÜ� ÕØÕÈÒÏÉÕ ÌÛÌÑÙÏÉÔÏÓÏ ÉÏæÉÏÒÏØæ ÇÒÊÕ×ÏÙÓÏ

ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙÔÕÊÕ ÙÏÖÚ Î ×ÕÎÙæÊÕÓ Ö×ÕØÙÕ×Ú É ÔÇÖ×æÓÑÚ ×ìÎÔÏÝì ËÉÕÜ ÖÕØÒìËÕÉÔÏÜ

ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙÕÉ � r �ÇÒÊÕ×ÏÙÓÏ�� ©ÕÔÏ ÈÚÒÏ ÎÇÖ×ÕÖÕÔÕÉÇÔì É ���� ×ÕÝì ´�®�¿Õ×ÕÓ ì

³�ª�­Ú×ÈÌÔÑÕÓ É ×ÕÈÕÙì >��@� ¶Õ ØÉÕíÐ ØÙ×ÚÑÙÚ×ì ÙÇ Ù×ÚËÕÓìØÙÑÕØÙì ìÙÌ×ÇÝìí r -
ÇÒÊÕ×ÏÙÓÏ ÈÒÏÎãÑì ËÕ ÓÌÙÕËìÉ Î ×ÕÎÙæÊÕÓ Ö×ÕØÙÕ×Ú É ÔÇÖ×æÓÑÚ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙÇ� §ÒÌ

ÓìÍ ÔÏÓÏ ìØÔÚê ÉÇÍÒÏÉÇ ×ìÎÔÏÝæ� ÓÌÙÕËÏ ºª¸ ìÎ ×ÕÎÙæÊÕÓ Ö×ÕØÙÕ×Ú É ÔÇÖ×æÓÑÚ

ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙÇ É Ö×ÏÔÝÏÖì ÔÌ ÓÕÍÚÙã ÈÚÙÏ ÓÕÔÕÙÕÔÔÏÓÏ� Ç r �ÇÒÊÕ×ÏÙÓÏ Ö×Ï ÖÌÉÔÕÓÚ

×ÌÊÚÒåÉÇÔÔì Ñ×ÕÑÕÉÏÜ ÓÔÕÍÔÏÑìÉ ÙÇ ÑÕÌÛìÝìêÔÙìÉ ×ÕÎÙæÊÚ Ö×ÕØÙÕ×Ú ÓÕÍÚÙã ØÙÇÙÏ

ÙÇÑÏÓÏ� ½Ì ÖÕÉ
æÎÇÔÕ Î ÙÇÑÏÓ ÊÌÕÓÌÙ×ÏÞÔÏÓ ÛÇÑÙÕÓ� æÑàÕ ÓÏ ÎÔÇÜÕËÏÓÕØæ ÔÇ

Ê×ÇÔÏÝì ËÉÕÜ ÞÇØÙÏÔ ÑÚØÕÞÔÕ�ÊÒÇËÑÕí ÖÕÉÌ×ÜÔì ×ìÉÔæ� Ç Ê×ÇËìêÔÙÏ ËÕ ÝÏÜ ÊÒÇËÑÏÜ

ÞÇØÙÏÔ� ÕÈÞÏØÒÌÔì É ËÇÔìÐ ÙÕÞÝì� ÚÙÉÕ×ååÙã ÙÚÖÏÐ ÑÚÙ� ÙÕ ÔìæÑÏÐ ×ÕÎÙæÊ Ö×ÕØÙÕ×Ú É

ÔÇÖ×æÓÑÚ Ê×ÇËìêÔÙìÉ ÔÌ ÓÕÍÌ ÖÌ×ÌÙÉÕ×ÏÙÏ ÝÌÐ ÑÚÙ Ú ÊÕØÙ×ÏÐ� ÿ ÉìÔ ÓÕÍÌ ÒÏßÌ

ÔÇÈÒÏÍÇÙÏØæ ËÕ /2π � ÎÇÒÏßÇåÞÏØã ÙÚÖÏÓ� ®ÇØÙÕØÕÉÚåÞÏ ÓÌÙÕË ìÎ ×ÕÎÙæÊÕÓ

Ö×ÕØÙÕ×Ú É ÔÇÖ×æÓÑÚ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙÇ� ÔÌÓÕÍÒÏÉÕ ÕËÌ×ÍÇÙÏ ÔÇÖ×æÓÕÑ ØÖÇËÇÔÔæ

ÛÚÔÑÝìí Ú ÉÏÊÒæËì ÇÔÙÏÊ×ÇËìêÔÙÇ ËÕ ÕËÔÕí Î ÞÇØÙÏÔ Ú ×ÕÎÙæÊÔÚÙÕÓÚ Ö×ÕØÙÕ×ì� º ÙÕÐ

ÍÌ ÞÇØ ×ÕÎÙæÊ Ö×ÕØÙÕ×Ú É ÔÇÖ×æÓÑÚ ×ìÎÔÏÝì ËÉÕÜ ÎÇÎÔÇÞÌÔÏÜ Ê×ÇËìêÔÙìÉ Î ËÕØÙÇÙÔìÓ

ÑÕÌÛìÝìêÔÙÕÓ ×ÕÎÙæÊÚ ÖÌ×ÌÙÉÕ×åê ÙÚÖÏÐ ÑÚÙ ÓìÍ Ê×ÇËìêÔÙÇÓÏ ÔÇ ÊÕØÙ×ÏÐ� ÙÕÈÙÕ

ÉìËÖÕÉìËÔì ÕÈ×ÇÎÏ ÝÏÜ ÇÔÙÏÊ×ÇËìêÔÙìÉ Ú ×ÕÎÙæÊÔÚÙÕÓÚ Ö×ÕØÙÕ×ì ØÙÇåÙã ÔÇÖ×æÓÑÇÓÏ

ØÖÇËÇÔÔæ ÛÚÔÑÝìí�

¶×ÏÉÌËÌÓÕ ÎÇÊÇÒãÔÚ ØÜÌÓÚ r �ÇÒÊÕ×ÏÙÓìÉ ËÒæ ÓìÔìÓìÎÇÝìí ÕÖÚÑÒÕí ÛÚÔÑÝìí

)(xf � ÉÏÎÔÇÞÌÔÕí ÔÇ
nE � ¨ÚËÌÓÕ Ö×ÏÖÚØÑÇÙÏ� àÕ )(xf ÓÇê ÕÈÓÌÍÌÔÚ ÕÈÒÇØÙã

ÓìÔìÓÚÓìÉ
*X � ÙÇÑ àÕ ÉÏÑÕÔÚêÙãØæ +∞

∞→
=)(lim xf

x&&
.

©ÏÈÏ×ÇêÓÕ ÖÕÞÇÙÑÕÉÌ ÔÇÈÒÏÍÌÔÔæ
nEx ∈0 ì ÔÌÕØÕÈÒÏÉÚ ÓÇÙ×ÏÝå 0B

�ÔÇÐÞÇØÙìßÌ É æÑÕØÙì 0B ÉÏÈÏ×ÇåÙã ÕËÏÔÏÞÔÚ ÓÇÙ×ÏÝå nI ÇÈÕ ËìÇÊÕÔÇÒãÔÚ

ÓÇÙ×ÏÝå nD ìÎ ÔÌÉìË�êÓÔÏÓÏ ÌÒÌÓÌÔÙÇÓÏ ÔÇ ËìÇÊÕÔÇÒì� ÎÇ ËÕÖÕÓÕÊÕå æÑÕí

ÎËìÐØÔåêÙãØæ ÓÇØßÙÇÈÚÉÇÔÔæ ÎÓìÔÔÏÜ��

¶Ì×ßÏÐ Ñ×ÕÑ ÇÒÊÕ×ÏÙÓÚ ×ÕÈÏÓÕ ÖÕ ÛÕ×ÓÚÒì 0001 = η− hxx � ËÌ

)(= 0000 xgBB f
Tη , 0h ÿ ËÌæÑÏÐ Ñ×ÕÑÕÉÏÐ ÓÔÕÍÔÏÑ� ÕÈ×ÇÔÏÐ Î ÚÓÕÉÏ ìØÔÚÉÇÔÔæ É

ÙÕÞÝì 1x ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙÇ )( 1xg f � ÙÇÑÕÊÕ� àÕ 0)),(( 01 ≤ηxg f � ¶×Ï nIB =0 ÓÇêÓÕ

)(= 00 xg fη � ì ÖÌ×ßÏÐ Ñ×ÕÑ ÎÈìÊÇêÙãØæ Î ìÙÌ×ÇÝìêå ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙÔÕÊÕ Ö×ÕÝÌØÚ�

´ÌÜÇÐ Ú ×ÌÎÚÒãÙÇÙì ÕÈÞÏØÒÌÔã ÖìØÒæ k  ( 1,2,...=k � Ñ×ÕÑìÉ Ö×ÕÝÌØÚ ÕÙ×ÏÓÇÔì
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ÕÈÞÏØÒÌÔì ÎÔÇÞÌÔÔæ
n

k Ex ∈ Ð ÓÇÙ×ÏÝì kB ×ÕÎÓì×Ú nn× � µÖÏßÌÓÕ 1)( +k �Ð Ñ×ÕÑ

Ö×ÕÝÌØÚ�

�� µÈÞÏØÒåêÓÕ ÔÇØÙÚÖÔì ÉÌÒÏÞÏÔÏ� )( kf xg ÿ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙ ÛÚÔÑÝìí )(xf É

ÙÕÞÝì kx ; ))()((= 1−− kfkf
T
kk xgxgBr ÿ ÉÌÑÙÕ× ×ìÎÔÏÝì ËÉÕÜ ÖÕØÒìËÕÉÔÏÜ

ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙìÉ Ú ÖÌ×ÌÙÉÕ×ÌÔÕÓÚ Ö×ÕØÙÕ×ì�

¶Ì×ÌÜìË ÉìË ÖÕÞÇÙÑÕÉÕÊÕ Ö×ÕØÙÕ×Ú ËÕ ÖÌ×ÌÙÉÕ×ÌÔÕÊÕ ÎÇËÇêÙãØæ ÛÕ×ÓÚÒÕå

xAy k= � ËÌ
1= −

kk BA � ©ÏÎÔÇÞÏÓÕ ÛÚÔÑÝìå )(=)( yBfy kkϕ � ÙÕËì

)(=)( xgByg f
T
kkϕ � ¹ÇÑÏÓ ÞÏÔÕÓ� kr ê ×ìÎÔÏÝæ ËÉÕÜ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙìÉ ÛÚÔÑÝìí )( ykϕ ,

ÕÈÞÏØÒÌÔÏÜ Ú ÙÕÞÑÇÜ kkk xAy = ì 1=~
−kkk xAy .

�� µÈÞÏØÒåêÓÕ && kkk rr /=ξ .

�� ®ÇËÇêÓÕ ÉÌÒÏÞÏÔÚ kβ � ÕÈÌ×ÔÌÔÚ ÑÕÌÛìÝìêÔÙÕÉì ×ÕÎÙæÊÚ Ö×ÕØÙÕ×Ú kα ÖÌ×ÌË

1)( +k �Ó Ñ×ÕÑÕÓ�

�� µÈÞÏØÒåêÓÕ )(=1 kkkk RBB ξβ+ � ËÌ )( kk
R ξβ ÿ ÕÖÌ×ÇÙÕ× ×ÕÎÙæÊÚ Ö×ÕØÙÕ×Ú ÔÇ

1)( +k �ÓÚ Ñ×ÕÝì� ©ìËÓìÙÏÓÕ� àÕ
1
11 = −

++ kk AB .

�� ®ÔÇÜÕËÏÓÕ )(=~
1 kf

T
kk xgBg + ÿ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙ ÛÚÔÑÝìí )(= 11 yBf kk ++ϕ É ÙÕÞÝì

kkk xAy 11 = ++ .
�� ©ÏÎÔÇÞÇêÓÕ

.~/~= 11 && kkkkkk ggBhxx ++ − (9)
±×ÕÑ ÇÒÊÕ×ÏÙÓÚ ��� ÉìËÖÕÉìËÇê Ñ×ÕÑÚ ÚÎÇÊÇÒãÔÌÔÕÊÕ Ê×ÇËìêÔÙÔÕÊÕ ØÖÚØÑÚ É

ÖÌ×ÌÙÉÕ×ÌÔÕÓÚ ÖìË Ëìêå ÕÖÌ×ÇÙÕ×Ç 1+kA Ö×ÕØÙÕ×ì� «ìÐØÔÕ� ÎÇØÙÕØÚÉÇÉßÏ ËÕ ÕÈÕÜ

ÞÇØÙÏÔ ÛÕ×ÓÚÒÏ ��� ÕÖÌ×ÇÙÕ× 1+kA � ÕËÌ×ÍÏÓÕ

,~/~== 111 && kkkkkkk gghyxAy −+++ (10)

ËÌ kkk xAy 1= + .

�� ¶Ì×ÌÜÕËÏÓÕ ËÕ ÔÇØÙÚÖÔÕÊÕ Ñ×ÕÑÚ ÇÈÕ ÎÇÑìÔÞÚêÓÕ ×ÕÈÕÙÚ ÇÒÊÕ×ÏÙÓÚ Ö×Ï

ÉÏÑÕÔÇÔÔì ËÌæÑÏÜ ÚÓÕÉ ÎÇÉÌ×ßÌÔÔæ�

¶×ÇÑÙÏÞÔÇ ÌÛÌÑÙÏÉÔìØÙã ÇÒÊÕ×ÏÙÓÚ ÈÇÊÇÙÕ É ÞÕÓÚ ÎÇÒÌÍÏÙã ÉìË ÉÏÈÕ×Ú

Ñ×ÕÑÕÉÕÊÕ ÓÔÕÍÔÏÑÇ kh � © r �ÇÒÊÕ×ÏÙÓì kh ÉÏÈÏ×ÇêÙãØæ Î ÚÓÕÉÏ ÔÇÈÒÏÍÌÔÕÊÕ

ÖÕßÚÑÚ ÓìÔìÓÚÓÚ )(xf ÚÎËÕÉÍ ÔÇÖ×æÓÑÚ� Ö×Ï ÝãÕÓÚ ÖìË ÞÇØ ÓìÔìÓìÎÇÝìí ÕÖÚÑÒÏÜ

ÛÚÔÑÝìÐ ØÒìË ËÕÙ×ÏÓÚÉÇÙÏØæ ÚÓÕÉÏ
*
kk hh ≥ � ËÌ

*
kh ÿ ÎÔÇÞÌÔÔæ Ñ×ÕÑÕÉÕÊÕ ÓÔÕÍÔÏÑÇ�

àÕ ÉìËÖÕÉìËÇê ÓìÔìÓÚÓÚ ÚÎËÕÉÍ ÔÇÖ×æÓÑÚ� ¹ÕÈÙÕ ÔÌÕÈÜìËÔÕ� àÕÈ ÔÇÖ×æÓÕÑ

ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙÇ É ÙÕÞÝì 1+kx ÚÙÉÕ×åÉÇÉ ÔÌÙÚÖÏÐ ÑÚÙ ìÎ ÔÇÖ×æÓÑÕÓ ØÖÚØÑÚ Î ÙÕÞÑÏ kx .
¶×Ï ÓìÔìÓìÎÇÝìí ÔÌÊÒÇËÑÏÜ ÕÖÚÑÒÏÜ ÛÚÔÑÝìÐ ÔÇÐÈìÒãß ÉËÇÒÏÓÏ ÉÏæÉÏÒÏØæ ÙÇÑì

ÉÇ×ìÇÔÙÏ ÇÒÊÕ×ÏÙÓÚ� ±ÕÌÛìÝìêÔÙÏ ×ÕÎÙæÊÚ Ö×ÕØÙÕ×Ï kα ÉÏÈÏ×ÇåÙãØæ É ÓÌÍÇÜ �ÿ��

ËÒæ Ñ×ÕÑÕÉÕÊÕ ÓÔÕÍÔÏÑÇ kh ÎÇØÙÕØÕÉÚêÙãØæ ÇËÇÖÙÏÉÔÏÐ ØÖÕØìÈ ×ÌÊÚÒåÉÇÔÔæ�

®ÇËÇêÙãØæ ËÌæÑÌ ÔÇÙÚ×ÇÒãÔÌ ÞÏØÒÕ m � ÖÕØÙìÐÔì 1>q ì 0>0
0t �ÖìØÒæ k Ñ×ÕÑìÉ Ýæ

ÉÌÒÏÞÏÔÇ ÈÚËÌ ÖÕÎÔÇÞÇÙÏØæ ÉìËÖÕÉìËÔÕ
0
kt �� ·ÚÜÇêÓÕØæ Î ÙÕÞÑÏ kx É ÔÇÖ×æÓÑÚ

ØÖÚØÑÚ Î Ñ×ÕÑÕÓ
0
kt ËÕÙÏ� ÖÕÑÏ ÔÌ ÈÚËÌ ÉÏÑÕÔÇÔÇ ÚÓÕÉÇ ÎÇÉÌ×ßÌÔÔæ ØÖÚØÑÚ ÚÎËÕÉÍ

ÔÇÖ×æÓÑÚ ÇÈÕ ÞÏØÒÕ Ñ×ÕÑìÉ ÔÌ ØÙÇÔÌ ×ìÉÔÏÓ m � ºÓÕÉÇ ÎÇÉÌ×ßÌÔÔæ ØÖÚØÑÚ ÓÕÍÌ
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ÖÕÒæÊÇÙÏ É ÙÕÓÚ� àÕ ÎÔÇÞÌÔÔæ ÛÚÔÑÝìí É ÞÌ×ÊÕÉìÐ ÙÕÞÝì ÔÌ ÓÌÔßÌ� ÔìÍ ÎÔÇÞÌÔÔæ

ÛÚÔÑÝìí É ÖÕÖÌ×ÌËÔìÐ ÙÕÞÝì� ìÔßÏÐ ÉÇ×ìÇÔÙ ÙÇÑÕí ÚÓÕÉÏ ÿ ÖÕÜìËÔÇ ÎÇ ÔÇÖ×æÓÑÕÓ

ØÖÚØÑÚ É ËÇÔìÐ ÙÕÞÝì ê ÉìË’êÓÔÕå� ÆÑàÕ Ö×ÕÐßÒÕ m Ñ×ÕÑìÉ� Ç ÚÓÕÉÚ ÎÇÉÌ×ßÌÔÔæ

ØÖÚØÑÚ ÔÌ ÉÏÑÕÔÇÔÕ� ÙÕ ÎÇÓìØÙã
0
kt ÎÇÖÇÓ
æÙÕÉÚêÓÕ

01 = kk qtt � ËÌ 1>q � ì Ö×ÕËÕÉÍÚêÓÕ

ØÖÚØÑ Ú ÙÕÓÚ Í ÔÇÖ×æÓÑÚ Î ÉÌÒÏÑÏÓ Ñ×ÕÑÕÓ� ÆÑàÕ ÖìØÒæ ÞÌ×ÊÕÉÏÜ m Ñ×ÕÑìÉ ÚÓÕÉÚ

ÎÇÉÌ×ßÌÔÔæ ØÖÚØÑÚ ÔÌ ÉÏÑÕÔÇÔÕ� ÙÕ ÎÇÓìØÙã
1
kt ÈÌ×ÌÓÕ

12 = kk qtt ì Ù�Ë� © ØÏÒÚ

Ö×ÏÖÚàÌÔÔæ +∞
∞→

=)(lim xf
x&&

ÖìØÒæ ØÑìÔÞÌÔÔÕí ÑìÒãÑÕØÙì Ñ×ÕÑìÉ Ú ÉÏÎÔÇÞÌÔÕÓÚ

ÔÇÖ×æÓÑÚ ÕÈÕÉ
æÎÑÕÉÕ ÉÏÑÕÔÇêÙãØæ ÚÓÕÉÇ ÎÇÉÌ×ßÌÔÔæ ØÖÚØÑÚ� ¶ÕØÙìÐÔÇ Ñ×ÕÑÚ

0= k
kpkp

k tqt  }){0,1,2,( !∈p � àÕ ÉÏÑÕ×ÏØÙÕÉÚÉÇÒÇØæ ÔÇ ÕØÙÇÔÔãÕÓÚ Ñ×ÕÝì�

ÉÉÇÍÇêÙãØæ ÖÕÞÇÙÑÕÉÕå Ö×Ï ØÖÚØÑÚ É ÔÕÉÕÓÚ ÔÇÖ×æÓÑÚ Î ÙÕÞÑÏ 1+kx � ÙÕÈÙÕ

kp
kk tt =0

1+ .

ÆÑ ÖÕÑÇÎÇÒÏ ÞÏØÒÌÔÔì ÕÈÞÏØÒåÉÇÒãÔì ÌÑØÖÌ×ÏÓÌÔÙÏ Ð Ö×ÇÑÙÏÞÔì ×ÕÎ×ÇÜÚÔÑÏ�

Ú ÈìÒãßÕØÙì ÉÏÖÇËÑìÉ Ö×Ï [2,3]∈α , 3=m ÙÇ ÎÇÎÔÇÞÌÔÕÓÚ ÉÏàÌ ØÖÕØÕÈì

×ÌÊÚÒåÉÇÔÔæ h ÞÏØÒÕ Ñ×ÕÑìÉ ÚÎËÕÉÍ ÔÇÖ×æÓÑÚ É ØÌ×ÌËÔãÕÓÚ ×ìËÑÕ ÖÌ×ÌÉÌ×ßÚê ��

Ö×Ï ÝãÕÓÚ ÎÇ n Ñ×ÕÑìÉ r �ÇÒÊÕ×ÏÙÓÚ ÙÕÞÔìØÙã ÖÕ ÛÚÔÑÝìí� æÑ Ö×ÇÉÏÒÕ� ÖÕÒìÖßÚêÙãØæ

É �ÿ� ×ÇÎìÉ�

º ÉÏÖÇËÑÚ ÓìÔìÓìÎÇÝìí ÊÒÇËÑÕí ÛÚÔÑÝìí ËÒæ Ö×ÏØÑÕ×ÌÔÔæ ÎÈìÍÔÕØÙì ÓÕÍÔÇ

ÎÇØÙÕØÕÉÚÉÇÙÏ ÈìÒãß ÙÕÔÑì ØÖÕØÕÈÏ ÖÕßÚÑÚ ÓìÔìÓÚÓÚ ÚÎËÕÉÍ ÔÇÖ×æÓÑÚ ×ÚÜÚ�

ÔÇÖ×ÏÑÒÇË� ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÚ ÇÖ×ÕÑØÏÓÇÝìå ÖÕ Ù×ãÕÜ ÙÕÞÑÇÜ� Ö×ÕÝÌØ �ÎÕÒÕÙÕÊÕ ØÌÞÌÔÏæ�

ÙÕàÕ� º ÊÒÇËÑÕÓÚ ÉÏÖÇËÑÚ ËÕÈ×Ì ÎÇ×ÌÑÕÓÌÔËÚÉÇÉ ØÌÈÌ ÇËÇÖÙÏÉÔÏÐ ØÖÕØìÈ

×ÌÊÚÒåÉÇÔÔæ Ñ×ÕÑÚ ÚÎËÕÉÍ ÔÇÖ×æÓÑÚ� ÖÕËìÈÔÏÐ Ö×ÏÉÌËÌÔÕÓÚ ÉÏàÌ� Î ÔÌÉÌÒÏÑÕå

ÓÕËÏÛìÑÇÝìêå� æÑàÕ ÔÇ ËÇÔìÐ ìÙÌ×ÇÝìí ÛÚÔÑÝìæ ÉÍÌ ÖìØÒæ ÖÌ×ßÕÊÕ Ñ×ÕÑÚ Ö×ÏÐÔæÒÇ

ÈìÒãßÌ ÎÔÇÞÌÔÔæ� ÙÕ Ñ×ÕÑÕÉÏÐ ÓÔÕÍÔÏÑ ËÕÓÔÕÍÚêÙãØæ ÔÇ ÎÇËÇÔÌ ÞÏØÒÕ� àÕ ÓÌÔßÌ

ÕËÏÔÏÝì �ÔÇÖ×ÏÑÒÇË� É ÓÌÍÇÜ ��� ÿ ������ ½Ì ÖÕÉ
æÎÇÔÕ Î ÙÏÓ� àÕ É ÊÒÇËÑÕÓÚ ÉÏÖÇËÑÚ

ßÉÏËÑìØÙã ÎÈìÍÔÕØÙì ÓÕÍÌ ÉÏæÉÏÙÏØæ ÈìÒãßÕå Ö×Ï ÙÕÞÔìßÕÓÚ ÎÔÇÜÕËÍÌÔÔì

ÓìÔìÓÚÓÚ ÚÎËÕÉÍ ÔÇÖ×æÓÑÚ� Ç ËÕËÇÙÑÕÉÌ ÖÕË×ìÈÔÌÔÔæ Ñ×ÕÑÚ ØÖ×Ïæê ÎÈìÒãßÌÔÔå

ÙÕÞÔÕØÙì ÖÕßÚÑÚ ÓìÔìÓÚÓÚ ÚÎËÕÉÍ ÔÇÖ×æÓÑÚ�

«Òæ ÎÇËÇÞ ÊÒÇËÑÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí r �ÇÒÊÕ×ÏÙÓ ÖÕ ØÉÕíÐ ÛÕ×ÓÇÒãÔìÐ ØÙ×ÚÑÙÚ×ì

ÈÒÏÎãÑÏÐ ËÕ ÇÒÊÕ×ÏÙÓìÉ ÑÉÇÎÏÔãåÙÕÔìÉØãÑÕÊÕ ÙÏÖÚ Îì ÎÓìÔÔÕå ÓÌÙ×ÏÑÕå� ¹ÇÑ

Ê×ÇÔÏÞÔÏÐ ÉÇ×ìÇÔÙ r �ÇÒÊÕ×ÏÙÓÚ Î ÔÌØÑìÔÞÌÔÔÏÓ ÑÕÌÛìÝìêÔÙÕÓ ×ÕÎÙæÊÚ �ÙÕÈÙÕ 0=β )
ê Ö×ÕÌÑÙÏÉÔÏÓ ÉÇ×ìÇÔÙÕÓ ÓÌÙÕËÚ ØÖ×æÍÌÔÏÜ Ê×ÇËìêÔÙìÉ� º ×ÕÈÕÙì >��@ ÖÕÑÇÎÇÔÕ� àÕ

Ê×ÇÔÏÞÔÏÐ ÉÇ×ìÇÔÙ r �ÇÒÊÕ×ÏÙÓÚ ÓÇê ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÚ ßÉÏËÑìØÙã ÎÈìÍÔÕØÙì Ö×Ï

ÎÉÏÞÇÐÔÏÜ ÚÓÕÉÇÜ ÊÒÇËÑÕØÙì Ð ×ÌÊÚÒæ×ÔÕØÙì� ©ìËÓìÙÏÓÕ� àÕ ÔÇ ÕØÔÕÉì ÉÏÑÕ×ÏØÙÇÔÔæ

ÕÖÌ×ÇÙÕ×ìÉ ×ÕÎÙæÊÚ Ö×ÕØÙÕ×Ú ÓÕÍÔÇ ÖÕÈÚËÚÉÇÙÏ ØìÓÌÐØÙÉÕ ÑÉÇÎÏÔãåÙÕÔìÉØãÑÏÜ

ÓÌÙÕËìÉ ì Ö×Ï ÑìÔÝÌÉÏÜ ÎÔÇÞÌÔÔæÜ ÑÕÌÛìÝìêÔÙìÉ ×ÕÎÙæÊÚ >��� ��@� ½ì ÇÒÊÕ×ÏÙÓÏ

ÜÇ×ÇÑÙÌ×ÏÎÚåÙãØæ ÞÏØÌÒãÔÕå ØÙìÐÑìØÙå ÖÕ ÉìËÔÕßÌÔÔå ËÕ ÙÕÞÔÕØÙì ÖÕßÚÑÚ

ÓìÔìÓÚÓÚ ÚÎËÕÉÍ ÔÇÖ×æÓÑÚ�

º ���� ×� ´�®�¿Õ×ÕÓ ÈÚÒÇ ×ÕÎ×ÕÈÒÌÔÇ ÓÕÔÕÙÕÔÔÇ ÓÕËÏÛìÑÇÝìæ r �ÇÒÊÕ×ÏÙÓÚ

>��@� ©ìË r �ÇÒÊÕ×ÏÙÓÚ Î ÇËÇÖÙÏÉÔÏÓ ×ÌÊÚÒåÉÇÔÔæÓ Ñ×ÕÑÚ ÉÕÔÇ ÉìË×ìÎÔæêÙãØæ ÙÏÓ�

àÕ�

• Ñ×ÕÑ Ú ÔÇÖ×æÓÑÚ ØÖÚØÑÚ ÉÏÎÔÇÞÇêÙãØæ Î ÚÓÕÉÏ

));((minarg=min
k

T
kkkk

h
k xgBBhxfh

k

−
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• æÑàÕ ÉÏæÉÏÒÕØæ� àÕ 0=min
kh � ÙÕ kk xx =1+ � º ÝãÕÓÚ ÉÏÖÇËÑÚ ÎÓìÔåêÙãØæ

ÒÏßÌ ÕÈÌ×ÔÌÔÇ ÓÇÙ×ÏÝì 1+kB � ±×ìÓ ÙÕÊÕ� æÑàÕ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙ 1+kg ÓÕÍÔÇ

ÉÏÈ×ÇÙÏ ÔÌÕËÔÕÎÔÇÞÔÕ� ÙÕ ÉÏÈÏ×ÇêÙãØæ ÙÕÐ� Ö×ÕÌÑÝìæ æÑÕÊÕ ÔÇ ÔÇÖ×æÓÕÑ

ØÖÚØÑÚ ÓìÔìÓÇÒãÔÇ� ½Ì ËÕÎÉÕÒæê ÚÔÏÑÔÚÙÏ �ÖÇØÙÕÑ� Ú ÙÕÞÑÇÜ ÔÌÊÒÇËÑÕØÙì�

àÕ ÎÉ
æÎÇÔì Î Ê×ÇÔÏÝæÓÏ ÞÇØÙÏÔ ÊÒÇËÑÏÜ ÛÚÔÑÝìÐ�

• ÉÏÑÕ×ÏØÙÕÉÚêÙãØæ ËÕÖÕÓìÍÔÇ ØÖÌÝìÇÒãÔÇ ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÇ ÎÇËÇÞÇ ËÒæ

ÕËÌ×ÍÇÔÔæ *f ÿ ÕÝìÔÑÏ ÎÔÏÎÚ ËÒæ ÛÚÔÑÝìí� àÕ ÓìÔìÓìÎÚêÙãØæ�

º ×ÕÈÕÙì >��@ ÖÕÑÇÎÇÔÕ� àÕ ÓÕÔÕÙÕÔÔÇ ÓÕËÏÛìÑÇÝìæ r �ÇÒÊÕ×ÏÙÓÚ ËÕÎÉÕÒæê Î

ÉÏØÕÑÕå ÙÕÞÔìØÙå ÉÏ×ìßÚÉÇÙÏ ßÏ×ÕÑÏÐ ÑÒÇØ ÕÖÙÏÓìÎÇÝìÐÔÏÜ ÎÇËÇÞ� ÎÕÑ×ÌÓÇ

ÓìÔìÓÇÑØÔì ÎÇËÇÞì� ØÖÌÝìÇÒãÔì ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔì ÎÇËÇÞì� ÎÇËÇÞì ÓÇÑØÏÓÇÒãÔÕÊÕ ×ÕÎ×ìÎÚ

Ê×ÇÛÇ� ÎÇËÇÞì ÕÖÙÏÓÇÒãÔÕÊÕ ÑÌ×ÚÉÇÔÔæ Î ËÏØÑ×ÌÙÔÏÓ ÞÇØÕÓ� ÖÕÒìÔÕÓìÇÒãÔì

ÈÇÊÇÙÕÌÑØÙ×ÌÓÇÒãÔì ÎÇËÇÞì�

®Ç ÕØÙÇÔÔì �� ×ÕÑìÉ Ú �± ìÓ� ©�³� ªÒÚßÑÕÉÇ ´§´ ºÑ×ÇíÔÏ ÔÇÑÕÖÏÞÌÔÕ ÎÔÇÞÔÏÐ

ËÕØÉìË ×ÕÎÉ’æÎÇÔÔæ ÕÖÙÏÓìÎÇÝìÐÔÏÜ ÎÇËÇÞ ÎÇ ËÕÖÕÓÕÊÕå r �ÇÒÊÕ×ÏÙÓÚ� ®ÚØÏÒÒæÓÏ

´�®�¿Õ×Ç ÙÇ ÐÕÊÕ ÚÞÔìÉ ³�ª�­Ú×ÈÌÔÑÇ� ²�¶�¿ÇÈÇßÕÉÕí� ©��� ªÌ×ßÕÉÏÞÇ�

¶��� ¸ÙÌÝåÑÇ� µ�¶� ²ÏÜÕÉÏËÇ� µ�©� ±ÚÔÝÌÉÏÞÇ ÙÇ ìÔßÏÜ ×ÕÎ×ÕÈÒÌÔÕ ÑìÒãÑÇ

ÓÕËÏÛìÑÇÝìÐ r �ÇÒÊÕ×ÏÙÓÚ ËÒæ ËÕ ×ÕÎÉ�æÎÇÔÔæ ×ìÎÔÕÓÇÔìÙÔÏÜ ÎÇËÇÞ ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí� r -
ÇÒÊÕ×ÏÙÓ ÉÏÑÕ×ÏØÙÕÉÚÉÇÉØæ É ÎÇËÇÞÇÜ ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí ÉÌÒÏÑÕí ×ÕÎÓì×ÔÕØÙì� Ú ÈÒÕÑÕÉÏÜ

ÎÇËÇÞÇÜ Î ×ìÎÔÏÓÏ ØÜÌÓÇÓÏ ËÌÑÕÓÖÕÎÏÝìí� Ö×Ï ×ÕÎÉ�æÎÇÔÔì ÓìÔìÓÇÑØÔÏÜ ÙÇ ÓÇÙ×ÏÞÔÏÜ

ÎÇËÇÞ ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí� ËÒæ ÕÈÞÏØÒÌÔÔæ ËÉÕíØÙÏÜ ÒÇÊ×ÇÔÍÌÉÏÜ ÕÝìÔÕÑ Ú

ÈÇÊÇÙÕÌÑØÙ×ÌÓÇÒãÔÏÜ ì ÑÕÓÈìÔÇÙÕ×ÔÏÜ ÎÇËÇÞÇÜ ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí� ´Ç Ö×ÇÑÙÏÝì ÉìÔ

ÎÇØÙÕØÕÉÚÉÇÉØæ ËÒæ ×ÕÎÉ�æÎÇÔÔæ ÎÇËÇÞ ÕÖÙÏÓÇÒãÔÕÊÕ ÖÒÇÔÚÉÇÔÔæ� ÕÖÙÏÓÇÒãÔÕÊÕ

Ö×ÕÌÑÙÚÉÇÔÔæ� ØÏÔÙÌÎÚ Ð ÇÔÇÒìÎÚ ÓÌ×ÌÍ� ÉìËÔÕÉÒÌÔÔæ ÎÕÈ×ÇÍÌÔã� ÌÒìÖØÕíËÇÒãÔìÐ

ÇÖ×ÕÑØÏÓÇÝìí ÙÇ ÒÕÑÇÒìÎÇÝìí ÙÕàÕ >�� ��� ��@�

������AZklhkm\Zggy�Ze]hjblf�\�g_^bn_j_gp�ch\gh� �hilbf�aZp��

¶×ÏÉÌËÌÓÕ ÊÕÒÕÉÔì ËÍÌ×ÌÒÇ ÎÇËÇÞ ÔÌÊÒÇËÑÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí ÙÇ ËÇÓÕ ÑÕ×ÕÙÑÚ

ÜÇ×ÇÑÙÌ×ÏØÙÏÑÚ ÎÇØÙÕØÚÉÇÔã ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙÔÏÜ ÓÌÙÕËìÉ ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí ËÕ ×ÕÎÉ�æÎÇÔÔæ ÝÏÜ

ÑÒÇØìÉ ÎÇËÇÞ�

¶Õ�ÖÌ×ßÌ� ÝÌ ÎÇËÇÞì ÓÇÙÌÓÇÙÏÞÔÕÊÕ Ö×ÕÊ×ÇÓÚÉÇÔÔæ ÉÌÒÏÑÕí ×ÕÎÓì×ÔÕØÙì Î

ÈÒÕÑÕÉÕå ØÙ×ÚÑÙÚ×Õå ÙÇ ÖÕ×ìÉÔæÔÕ ÔÌÉÌÒÏÑÏÓ ÞÏØÒÕÓ ÎÉ
æÎÑìÉ ÓìÍ ÈÒÕÑÇÓÏ�

©ÏÑÕ×ÏØÙÇÔÔæ ØÜÌÓ ËÌÑÕÓÖÕÎÏÝìí ËÒæ ×ÕÎÉ�æÎÇÔÔæ ÙÇÑÏÜ ÎÇËÇÞ Ö×ÏÉÕËÏÙã ËÕ ÎÇËÇÞ

ÓìÔìÓìÎÇÝìí� æÑ Ö×ÇÉÏÒÕ� ÔÌÊÒÇËÑÏÜ ÛÚÔÑÝìÐ ÉìË Î�êËÔÚåÞÏÜ ÎÓìÔÔÏÜ ÇÈÕ ÉìË

ÓÔÕÍÔÏÑìÉ ²ÇÊ×ÇÔÍÇ� ¨ÒÕÑÕÉì ÎÇËÇÞì ×ÕÎÊÒæÔÚÙì É ÓÕÔÕÊ×ÇÛìæÜ >�� �� ��� ��@� ¹ÇÑ Ú

ÓÕÔÕÊ×ÇÛìæÜ >�� �@ ×ÕÎÊÒæÔÚÙÕ ×ìÎÔÕÓÇÔìÙÔì ÎÇËÇÞì ÕÖÙÏÓÇÒãÔÕÊÕ ÖÒÇÔÚÉÇÔÔæ ì

Ö×ÕÌÑÙÚÉÇÔÔæ� ÎÇËÇÞì ËÕÉÊÕØÙ×ÕÑÕÉÕÊÕ ÙÇ ÖÕÙÕÞÔÕÊÕ ÉÏ×ÕÈÔÏÞÕ�Ù×ÇÔØÖÕ×ÙÔÕÊÕ

ÖÒÇÔÚÉÇÔÔæ� ÈÇÊÇÙÕìÔËÌÑØÔì ×ÕÎÖÕËìÒãÞì �×ÕØ�: ×ÇØÖ×ÌËÌÒÏÙÌÒãÔâÌ� ÎÇËÇÞì É ÒìÔìÐÔìÐ�
ÔÌÒìÔìÐÔìÐ ì ËÏÔÇÓìÞÔìÐ ÖÕØÙÇÔÕÉÑÇÜ ÙÕàÕ� §ÑÙÏÉÔÚ ÚÞÇØÙã Ú ×ÕÎ×ÕÈÝì ÇÒÊÕ×ÏÙÓìÉ

×ÕÎÉ’æÎÇÔÔæ ÝÏÜ ÎÇËÇÞ ÉÎæÒÏ ØÖìÉ×ÕÈìÙÔÏÑÏ �ÔØÙÏÙÚÙÚ ÑìÈÌ×ÔÌÙÏÑÏ ³�ª�­Ú×ÈÌÔÑÕ�

©��� ªÌ×ßÕÉÏÞ� ¹�©� ¨êÒÏÜ� ²�©� ¨êÒæêÉÇ� ª��� ªÕ×ÈÇÞ ÙÇ ìÔ�³ÕÔÕÊ×ÇÛìæ ´�®�¿Õ×Ç ÙÇ

«��� ¸ÕÒÕÓÕÔÇ >��@ Ö×ÏØÉæÞÌÔÇ ÓÌÙÕËÇÓ ×ìßÌÔÔæ ÈÒÕÑÕÉÏÜ ÎÇËÇÞ Ë×ÕÈÔÕ�ÒìÔìÐÔÕÊÕ

Ö×ÕÊ×ÇÓÚÉÇÔÔæ ÉÌÒÏÑÕí ×ÕÎÓì×ÔÕØÙì� ¹ÚÙ ×ÕÎÊÒæÔÚÙÕ ÙÇÑì Ö×ÇÑÙÏÞÔì ÎÇËÇÞì

ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí� ÉÏÎÔÇÞÌÔÔæ ÑÒìêÔÙÚ×ÔÕÊÕ ÖÒÇÔÚ ÙÇ ØÙ×ÚÑÙÚ×Ï ×ÚÜÕÓÕÊÕ ØÑÒÇËÚ

ÇÉÙÕÙ×ÇÔØÖÕ×ÙÔÏÜ ÖìËÖ×ÏêÓØÙÉ� ÓÇ×ß×ÚÙÏÎÇÝìæ ÇÉÙÕÓÕÈìÒãÔÏÜ ÉÇÔÙÇÍÔÏÜ

ÖÌ×ÌÉÌÎÌÔã� ³ÕÔÕÊ×ÇÛìæ >��@ ÓìØÙÏÙã ÎÇØÙÕØÚÉÇÔÔæ ØÜÌÓ ËÌÑÕÓÖÕÎÏÝìí Ö×Ï

×ÕÎÉ�æÎÇÔÔì ×æËÚ ÎÇËÇÞ ÕÖÙÏÓÇÒãÔÕÊÕ Ö×ÕÌÑÙÚÉÇÔÔæ Ð ÓÇ×ß×ÚÙÏÎÇÝìí É ÓÌ×ÌÍÇÜ Î

Ú×ÇÜÚÉÇÔÔæÓ ÉìËÓÕÉ ÕÑ×ÌÓÏÜ ÑÕÓÖÕÔÌÔÙìÉ ÓÌ×ÌÍì ÙÇ ÎÓìÔÏ ÉÏÓÕÊ ËÕ ÖÕÙÕÑìÉ� ½Ì ÈÚÉ
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ÕØÙÇÔÔìÐ ÉÌÒÏÑÏÐ Ö×ÕÌÑÙ

1
ÖìË ÑÌ×ìÉÔÏÝÙÉÕÓ ´�®�¿Õ×Ç� ºÞÇØÙã Ú ÝÏÜ ×ÕÈÕÙÇÜ

Ö×ÏÐÓÇÒÏ ØÖìÉ×ÕÈìÙÔÏÑÏ ÐÕÊÕ ÉìËËìÒÚ ¶��� ¸ÙÌÝåÑ� Å�¶� ²ÇÖÙìÔ� ³�ª�­Ú×ÈÌÔÑÕ�

¹�µ� ¨Ç×ËÇËÏÓ� µ�¶� ²ÏÜÕÉÏË� µ�§� ¨Ì×ÌÎÕÉØãÑÏÐ�

¶Õ�Ë×ÚÊÌ� ÝÌ ÎÇËÇÞì ÓìÔìÓìÎÇÝìí ÛÚÔÑÝìí ÓÇÑØÏÓÚÓÚ� ´ÌÜÇÐ ÎÇËÇÔÌ

ÖÇ×ÇÓÌÙ×ÏÞÔÌ ØìÓÌÐØÙÉÕ ÕÖÚÑÒÏÜ ÛÚÔÑÝìÐ� ÉÏÎÔÇÞÌÔÏÜ ÔÇ
nE , Axf ∈αα )}({ � »ÚÔÑÝìæ

ÓÇÑØÏÓÚÓÚ )(xF ê ×ÌÎÚÒãÙÇÙÕÓ ÕÖÌ×ÇÝìí ÓÇÑØÏÓÚÓÚ ÖÕ ÖÇ×ÇÓÌÙ×Ú α :

).(sup=)( xfxF
A

α
∈α

µÈÒÇØÙã ÉÏÎÔÇÞÌÔÔæ Fdom ÛÚÔÑÝìí )(xF ÎÈìÊÇêÙãØæ Î ÙÇÑÏÓÏ ÎÔÇÞÌÔÔæÓÏ
nEx∈ ,

Ö×Ï æÑÏÜ )}({ xfα ÕÈÓÌÍÌÔÇ ÎÉÌ×ÜÚ ÖÕ α � «Òæ ÑÕÍÔÕÊÕ Fdomx∈ ÉÏÎÔÇÞÏÓÕ

ÖìËÓÔÕÍÏÔÚ ìÔËÌÑØìÉ

)}.(=)(:{=)( xFxfAxI α∈α
¸ÚÈÊ×ÇËìêÔÙÔÇ ÓÔÕÍÏÔÇ )(xGF ÛÚÔÑÝìí F É ÙÕÞÝì x ÉÏÎÔÇÞÇêÙãØæ ÎÇ ÛÕ×ÓÚÒÕå

)},({=)( )( xGconvxG fxIF α∈α∪ (11)

ËÌ }{ Mconv ÖÕÎÔÇÞÇê ÕÖÌ×ÇÝìå ÎÔÇÜÕËÍÌÔÔæ ÓìÔìÓÇÒãÔÕí ÕÖÚÑÒÕí ÎÇÓÑÔÚÙÕí

ÓÔÕÍÏÔÏ� àÕ ÓìØÙÏÙã M , )(xGfα
ÿ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙÔì ÖìËÓÔÕÍÏÔÏ ÛÚÔÑÝìÐ αf Ú ÙÕÞÝì

x , )(xI∈α � ÆÑàÕ ÉØì ÛÚÔÑÝìí ))(( xIf ∈αα ê ËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔÏÓÏ É ÙÕÞÝì x � ÙÕ

ÓÔÕÍÏÔÇ )(xGfα
ØÑÒÇËÇêÙãØæ Î êËÏÔÕí ÙÕÞÑÏ� àÕ ÎÈìÊÇêÙãØæ Î Ê×ÇËìêÔÙÕÓ )(xg fα

� ì

ÛÕ×ÓÚÒÇ ���� Ö×ÏÐÓÇê ÙÇÑÏÐ ÉÏÊÒæË�

)}.({=)( )( xgconvxG fxIF α∈α∪

º ÉÏÖÇËÑÚ� ÑÕÒÏ )(xI ÿ ØÑìÔÞÌÔÔÇ ÓÔÕÍÏÔÇ� ÚØì Ñ×ÇÐÔì ÙÕÞÑÏ ÓÔÕÍÏÔÏ )(xGF ê

Ê×ÇËìêÔÙÇÓÏ ËÌæÑÏÜ ÛÚÔÑÝìÐ αf , )(xI∈α � Ú ÙÕÞÝì x � ì )(xGf æÉÒæê ØÕÈÕå ÕÖÚÑÒÏÐ

ÈÇÊÇÙÕÊ×ÇÔÔÏÑ�

«Õ ÝãÕÊÕ ÑÒÇØÚ ÎÇËÇÞ ÉìËÔÕØæÙãØæ ÎÇËÇÞì ÓìÔìÓìÎÇÝìí ÛÚÔÑÝìí ÓÇÑØÏÓÚÓÚ�

ÜÇ×ÇÑÙÌ×Ôì ËÒæ ÓÕËÌÒÌÐ ìÊ×ÕÉÕÊÕ ÜÇ×ÇÑÙÌ×Ú ÙÇ ÈÇÊÇÙÕÑ×ÏÙÌ×ìÇÒãÔÏÜ ÓÕËÌÒÌÐ

ÕÖÙÏÓÇÒãÔÕÊÕ ÖÒÇÔÚÉÇÔÔæ Ð ËÕØÒìËÍÌÔÔæ ÕÖÌ×ÇÝìÐ� «Õ ÙÇÑÕÊÕ ×ÕËÚ ÎÇËÇÞ ÎÉÕËæÙãØæ

ÎÇËÇÞì ×ÕÎÉ�æÎÇÔÔæ ØÏØÙÌÓ ×ìÉÔæÔã ì ÔÌ×ìÉÔÕØÙÌÐ� ÉÏÎÔÇÞÌÔÔæ ÑÕÌÛìÝìêÔÙìÉ ÔÌÒìÔìÐÔÕí

×ÌÊ×ÌØìí Î ÞÌÈÏßÌÉØãÑÏÓ Ñ×ÏÙÌ×ìêÓ ÓìÔìÓìÎÇÝìí ÓÇÑØÏÓÚÓÚ ÔÌÉ
æÎÑÏ� �ÔÛÕ×ÓÇÝìå Ö×Õ

ÙÇÑì ÎÇËÇÞì ÓÕÍÔÇ ÎÔÇÐÙÏ É ÓÕÔÕÊ×ÇÛìí >�@� ËÌ� ÔÇÖ×ÏÑÒÇË� ÕÖÏØÇÔì ËÉì ÓÕËÏÛìÑÇÝìí

ÓÌÙÕËÚ ÚÎÇÊÇÒãÔÌÔÕÊÕ Ê×ÇËìêÔÙÔÕÊÕ ØÖÚØÑÚ Î ×ÕÎÙæÊÕÓ Ö×ÕØÙÕ×Ú� ×ÕÎ×ÕÈÒÌÔì

´�®�¿Õ×ÕÓ ì ²�¶�¿ÇÈÇßÕÉÕå ËÒæ ×ÕÎÉ�æÎÇÔÔæ ÓìÔìÓÇÑØÔÏÜ ÎÇËÇÞ� ½ì ÓÕËÏÛìÑÇÝìí

ÎÇØÙÕØÕÉÚÉÇÒÏØæ ËÕ ×ÕÎÉ’æÎÇÔÔæ Ö×ÇÑÙÏÞÔÏÜ ÎÇËÇÞ� ÖÕÉ
æÎÇÔÏÜ ìÎ Ö×ÕÈÒÌÓÕå

ÖÕÈÚËÕÉÏ ÕÖÙÏÓÇÒãÔÏÜ ÌÙÇÒÕÔìÉ� ´ÇÉÌËÌÔÕ ×ÌÎÚÒãÙÇÙÏ ËÒæ ØÑÒÇËÔÕí ÓÇÑØÏÓìÔÔÕí

ÎÇËÇÞì� ËÌ ÞÏØÒÕ ÎÓìÔÔÏÜ ËÕ×ìÉÔåÉÇÒÕ ����� Ç ÛÚÔÑÝìÐ� àÕ ÉÏÑÕ×ÏØÙÕÉÚåÙãØæ É

ÕÖÌ×ÇÝìí ÉÎæÙÙæ ÓìÔìÓÚÓÚ� ÈÚÒÕ ����� «×ÚÊÏÐ Ö×ÏÑÒÇË ÖÕÉ
æÎÇÔÏÐ ìÎ ×ÕÎÉ�æÎÇÔÔæÓ

ÎÇËÇÞ ìÔÙÌ×Ö×ÌÙÇÝìí Ê×ÇÉìÓÌÙ×ÏÞÔÏÜ ØÖÕØÙÌ×ÌÍÌÔã �´�®�¿Õ×� ��ª� µÉ×ÚÝãÑÏÐ��

¹×ÌÙê ËÍÌ×ÌÒÕ ÔÌÊÒÇËÑÏÜ ÎÇËÇÞ ÿ ÝÌ ÒÇÊ×ÇÔÍÌÉì ÕÝìÔÑÏ É ÎÇËÇÞÇÜ

ÓÇÙÌÓÇÙÏÞÔÕÊÕ Ö×ÕÊ×ÇÓÚÉÇÔÔæ� ·ÕÎÊÒæÔÌÓÕ ËÕØÏÙã ÎÇÊÇÒãÔÚ ÎÇËÇÞÚ ÓÇÙÌÓÇÙÏÞÔÕÊÕ

Ö×ÕÊ×ÇÓÚÉÇÔÔæ� ÕÈÓÌÍÌÔÔæ æÑÕí ØÑÒÇËÇåÙãØæ Î ËÉÕÜ ÞÇØÙÏÔ� ÕËÔÇ ÓÇê ÎÇÊÇÒãÔÏÐ

ÉÏÊÒæË ÚÓÕÉÏ Ö×ÏÔÇÒÌÍÔÕØÙì
nEXx ⊆∈ � Ç Ë×ÚÊÇ ÉÏÎÔÇÞÇêÙãØæ ØÏØÙÌÓÕå

                                                
1
Ö×ÕÌÑÙ ´ÇÚÑÕÉÕ�ÙÌÜÔÕÒÕÊìÞÔÕÊÕ ÝÌÔÙ×Ú É ºÑ×ÇíÔì �³ÇÙÌÓÇÙÏÞÔì ÙÇ Ö×ÕÊ×ÇÓÔì ÎÇØÕÈÏ

ÕÖÙÏÓÇÒãÔÕÊÕ Ö×ÕÌÑÙÚÉÇÔÔæ ØÙ×ÚÑÙÚ× ÔÇËìÐÔÏÜ ÓÌ×ÌÍ� �� �����
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×ìÉÔÕØÙÌÐ� ÎÔÇÐÙÏ

,),(inf= 0
*
0

n

Xx
EXxff ⊆

∈
(12)

Ö×Ï ÕÈÓÌÍÌÔÔæÜ

.,1,=0,=)( mixfi ! (13)
¶×ÏÖÚØÙÏÓÕ� àÕ X ÿ ÎÇÓÑÔÚÙÇ ÖìËÓÔÕÍÏÔÇ n �Óì×ÔÕÊÕ ÌÉÑÒìËÕÉÕÊÕ Ö×ÕØÙÕ×Ú�

)(xfi ÿ ÔÌÖÌ×Ì×ÉÔì ÛÚÔÑÝìí� ÉÏÎÔÇÞÌÔì ÔÇ X � «Òæ ÕÝìÔÑÏ
*
0f ÚÉÌËÌÓÕ ÛÚÔÑÝìå

²ÇÊ×ÇÔÍÇ

),()(=),(
1=

0 xfuxfuxL ii

m

i
∑+

ËÌ },,{= 1 muuu ! ÿ ÉÌÑÙÕ× ÓÔÕÍÔÏÑìÉ ²ÇÊ×ÇÔÍÇ� ·ÕÎÊÒæÔÌÓÕ ÕÝìÔÑÚ

).,(inf=)( uxLu
Xx∈

ψ

¶×Ï ÈÚËã�æÑÕÓÚ ËÕÖÚØÙÏÓÕÓÚ x ÙÇ ËÕÉìÒãÔÕÓÚ u ÓÇêÓÕ )()( 0 xfu ≤ψ � ÎÉìËÑÏ

ÉÏÖÒÏÉÇê� àÕ
*
0)( fu ≤ψ .

®ÇËÇÞÇ ÎÔÇÜÕËÍÌÔÔæ ÔÇÐÑ×ÇàÕí ÕÝìÔÑÏ ËÒæ ÕÖÙÏÓÇÒãÔÕÊÕ ÎÔÇÞÌÔÔæ ÎÇËÇÞì

����ÿ���� Ú ËÇÔÕÓÚ ÑÒÇØì ÒÇÊ×ÇÔÍÌÉÏÜ ÕÝìÔÕÑ ÎÉÕËÏÙãØæ ËÕ ×ÕÎÉ�æÎÇÔÔæ ÙÇÑÕí ÎÇËÇÞì

ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí�

).(sup=* u
mEu

ψψ
∈

»ÚÔÑÝìæ )(uψ ê ÚÉìÊÔÚÙÕå æÑ ×ÌÎÚÒãÙÇÙ ÕÖÌ×ÇÝìí ÓìÔìÓìÎÇÝìí ÖÕ Xx∈
ÖÇ×ÇÓÌÙ×ÏÞÔÕÊÕ ØìÓÌÐØÙÉÇ ÒìÔìÐÔÏÜ ÖÕ u ÛÚÔÑÝìÐ� ¶×ÏÖÚØÙÏÓÕ� àÕ )(uψ ÿ ÉÒÇØÔÇ

ÚÉìÊÔÚÙÇ ÛÚÔÑÝìæ Î ÔÌÖÕ×ÕÍÔãÕå ÕÈÒÇØÙå ψdom � àÕ ÓÇê ÉÔÚÙ×ìßÔì ÙÕÞÑÏ� ´ÌÜÇÐ

x ÿ ËÌæÑÇ ÉÔÚÙ×ìßÔæ ÙÕÞÑÇ ψdom � ÙÕÈÙÕ ψ∈ domintx � ¹ÕËì ÎÇ Ö×ÇÉÏÒÇÓÏ

ÕÈÞÏØÒÌÔÔæ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙÇ ÉìË ÛÚÔÑÝìí ÓÇÑØÏÓÚÓÚ )(=)( uu ψ−ϕ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙÔÇ

ÓÔÕÍÏÔÇ )(xGϕ ÉÏÎÔÇÞÇêÙãØæ É ÙÇÑÏÓ ÞÏÔÕÓ�

))},(({=)(
)(

uxFconvuG
uXx

*
∈

ϕ

ËÌ )(uX ÿ ÓÔÕÍÏÔÇ ÉØìÜ ×ÕÎÉ�æÎÑìÉ ÒÕÑÇÒãÔÕí ÎÇËÇÞì ),(inf uxLXx∈ ; ))(( uxF  –

ÉÌÑÙÕ× �ÔÌÉ
æÎÕÑ�� àÕ ÉìËÖÕÉìËÇê ×ÕÎÉ�æÎÑÚ )(ux ,

))}.((,)),(({=))(( 1 uxfuxfuxF m!

ÆÑàÕ É ÙÕÞÝì x ÒÕÑÇÒãÔÇ ÎÇËÇÞÇ ÓÇê ÕËÏÔ ×ÕÎÉ�æÎÕÑ� ÙÕ ÛÚÔÑÝìæ )(uϕ Ú ÉìËÖÕÉìËÔìÐ

ÙÕÞÝì ê ËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔÕå� Ç íí Ê×ÇËìêÔÙ ÎÈìÊÇêÙãØæ Î ÉÌÑÙÕ×ÕÓ ÔÌÉ
æÎÕÑ
m
ii uxf 1=))}(({ − .

�ÔÇÑßÌ Ê×ÇËìêÔÙ ÛÚÔÑÝìí )(uϕ Ú ÉìËÖÕÉìËÔìÐ ÙÕÞÝì ÙÌ×ÖÏÙã ×ÕÎ×ÏÉ�

µÈÞÏØÒÌÔÔæ ÕÝìÔÕÑ ÉÏËÚ
*ψ � ÑÕÒÏ ÛÚÔÑÝìí mxf ,0,1,=),( !νν É ÎÇËÇÞì ����ÿ

���� ê ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÏÓÏ �ÓÕÍÒÏÉÕ ÔÌÕÖÚÑÒÏÓÏ�� Ç
nEX ≡ � ÈÚËÌ ËÕÑÒÇËÔÕ ×ÕÎÊÒæÔÚÙÕ

É ×ÕÎËìÒì ������ ´ÌÕÖÚÑÒì ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔì ÓÕËÌÒì ÎÚØÙ×ìÞÇåÙãØæ É ÈÇÊÇÙãÕÜ ÉÏÖÇËÑÇÜ�

ÔÇÖ×ÏÑÒÇË Ú ÖÕÒìÔÕÓìÇÒãÔÏÜ ÎÇËÇÞÇÜ ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí ÙÇ 13�ØÑÒÇËÔÏÜ ÌÑØÙ×ÌÓÇÒãÔÏÜ

ÎÇËÇÞÇÜ ÔÇ Ê×ÇÛÇÜ� µÝìÔÑÇ ÉÏËÚ
*ψ ËÒæ ÝÏÜ ÎÇËÇÞ ÉìËìÊ×Çê ÉÇÍÒÏÉÚ ×ÕÒã� ÙÕÓÚ àÕ

ËÇê ÓÕÍÒÏÉìØÙã Ú ×ÇÓÑÇÜ 13�ØÑÒÇËÔÏÜ ÔÌÕÖÚÑÒÏÜ ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÏÜ ÎÇËÇÞ� ÉÏËìÒÏÙÏ ÙÇÑì

ÖìËÑÒÇØÏ� ËÒæ æÑÏÜ ÎÇËÇÞÚ ÎÔÇÜÕËÍÌÔÔæ ÎÔÇÞÌÔÔæ ÊÒÕÈÇÒãÔÕÊÕ ÓìÔìÓÚÓÚ ÝìÒãÕÉÕí
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ÛÚÔÑÝìí ÓÕÍÔÇ ×ÕÎÉ
æÎÇÙÏ ÎÇ ÖÕÒìÔÕÓìÇÒãÔÏÐ ÞÇØ�

¾ÌÙÉÌ×ÙÌ ËÍÌ×ÌÒÕ ÿ ÝÌ ÎÇËÇÞì ÓÇÙ×ÏÞÔÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí� ©ÕÔÏ ÙìØÔÕ ÖÕÉ
æÎÇÔì Îì

ÎÔÇÜÕËÍÌÔÔæÓ ÕÝìÔÕÑ ÉÏËÚ
*ψ ËÒæ ÔÌÕÖÚÑÒÏÜ ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÏÜ ÎÇËÇÞ� ´ÇÐÈìÒãß

ÙÏÖÕÉÏÓÏ Ö×ÏÑÒÇËÇÓÏ ÔÌÊÒÇËÑÏÜ ÛÚÔÑÝìÐ ê ÓÇÑØÏÓÇÒãÔÌ �ÓìÔìÓÇÒãÔÌ� ÉÒÇØÔÌ ÞÏØÒÕ

ØÏÓÌÙ×ÏÞÔÕí ÓÇÙ×ÏÝì� Ç ÙÇÑÕÍ ØÚÓÇ �ÎÉÇÍÌÔÇ ØÚÓÇ� k ÔÇÐÈìÒãßÏÜ ÉÒÇØÔÏÜ ÞÏØÌÒ

ØÏÓÌÙ×ÏÞÔÕí ÓÇÙ×ÏÝì�

´ÌÜÇÐ nS ÿ ÑÒÇØ ËìÐØÔÏÜ ØÏÓÌÙ×ÏÞÔÏÜ nn× �ÓÇÙ×ÏÝã� ´ÌÜÇÐ
n

jiijxX 1=,}{=  –

ËÕÉìÒãÔÇ ÓÇÙ×ÏÝæ Î nS ì

),()()( 21 XXX nλ≥≥λ≥λ !

ÉÒÇØÔì ÞÏØÒÇ ÓÇÙ×ÏÝì X � ÉÖÕ×æËÑÕÉÇÔì ÎÇ ÔÌÎ×ÕØÙÇÔÔæÓ�

«Òæ ÎÔÇÜÕËÍÌÔÔæ ÓÇÑØÏÓÇÒãÔÕÊÕ ÉÒÇØÔÕÊÕ ÞÏØÒÇ )(1 Xλ ÉìËÕÓÇ ÛÕ×ÓÚÒÇ

·ÌÒêæ�·ìÙÝÇ

,max=),(max=)(
1=,1=1=

1 jiij

n

jiyy
yyxyXyX ∑λ

&&&&
(14)

ËÌ
n

n Eyyy ∈),,(= 1! . )(1 Xλ ÿ ÕÖÚÑÒÇ ÛÚÔÑÝìæ� ÉÏÎÔÇÞÌÔÇ ÔÇ nS � ÙÕÓÚ àÕ

ÛÕ×ÓÚÒÇ ���� ËÇê Ö×ÌËØÙÇÉÒÌÔÔæ Ýìêí ÛÚÔÑÝìí æÑ ÓÇÑØÏÓÚÓÇ ØìÓÌÐØÙÉÇ ÒìÔìÐÔÏÜ

ÛÚÔÑÝìÐ Ö×Ï
n

jiijx 1=,}{ � ¶ÕÎÔÇÞÏÓÕ )(* XY ÔÇÈì× ÔÕ×ÓÕÉÇÔÏÜ ÉÌÑÙÕ×ìÉ y � Ö×Ï æÑÏÜ

ËÕØæÊÇêÙãØæ ÓÇÑØÏÓÚÓ Ú ����� ÙÕÈÙÕ ),(=)( **
1 yXyXλ ËÒæ ÚØìÜ )(** XYy ∈ � ® ����

ÓÕÍÔÇ ÕËÌ×ÍÇÙÏ ÓÔÕÍÏÔÚ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙìÉ )(
1

XGλ ÛÚÔÑÝìí )(1 ⋅λ É ÙÕÞÝì X :

.
)(

=)( *1 



∪

∈λ
T

Yy
yy

X
convXG

µÈÞÏØÒÌÔÔæ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙÇ )()(
11

XGXg λλ ∈ ÓÕÍÌ ÈÚÙÏ ÎÉÌËÌÔÌ ËÕ ÎÔÇÜÕËÍÌÔÔæ

ËÕÉìÒãÔÕÊÕ )()( ** XYXy ∈ ì ÉÏÎÔÇÞÌÔÕ ÖÕ ÛÕ×ÓÚÒì�

{ }.)]()[(=)( **

1

TXyXyXGλ

ÆÑàÕ )(1 Xλ ÓÇê ÑÕÌÛìÝìêÔÙ Ñ×ÇÙÔÕØÙì� ×ìÉÔÏÐ ÕËÏÔÏÝì� ÙÕ )(
1

Xgλ êËÏÔÏÐ� ì

ÛÚÔÑÝìæ )(1 Xλ ÿ ËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔÇ É ÙÕÞÝì X � ÆÑàÕ Í ÑÕÌÛìÝìêÔÙ Ñ×ÇÙÔÕØÙì )(1 Xλ
ÈìÒãßÌ ÕËÏÔÏÝì� ÙÕ ÛÚÔÑÝìæ )(1 Xλ ÿ ê ÔÌËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔÕå É X .

§ÔÇÒÕÊìÞÔì ÉÒÇØÙÏÉÕØÙì ÓÇåÙã ì ÝìÑÇÉì ÑÒÇØÏ ÕÖÚÑÒÏÜ ÓÇÙ×ÏÞÔÏÜ ÛÚÔÑÝìÐ�

ÉÏÎÔÇÞÌÔÏÜ ÔÇ ØÏÓÌÙ×ÏÞÔÏÜ ÓÇÙ×ÏÝæÜ nSX ∈ � ÔÇÖ×ÏÑÒÇË� ØÚÓÇ k ÔÇÐÈìÒãßÏÜ

ÉÒÇØÔÏÜ ÞÏØÌÒ�

,1),(=)(
1=

, nkXXS r

k

r
kn ≤≤λ∑

ÙÇ ÎÉÇÍÌÔÇ ØÚÓÇ k ÔÇÐÈìÒãßÏÜ ÉÒÇØÔÏÜ ÞÏØÌÒ�

),(=)(
1=

, XwXS ii

k

i

w
kn λ∑ ËÌ 0.),,(= 1 ≥kwww !

ÆÑàÕ kwww ≥≥≥ !21 � ÙÕ )(, XSw
kn ê ÕÖÚÑÒÕå ÛÚÔÑÝìêå� ÉÏÎÔÇÞÌÔÕå ÔÇ nS � «Òæ
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ÕÖÚÑÒÏÜ ÛÚÔÑÝìÐ )(, XS kn ì )(, XSw
kn ÓÔÕÍÏÔÚ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙìÉ ÓÕÍÔÇ Ö×ÌËØÙÇÉÏÙÏ

ÙÇÑÏÓ ØÖÕØÕÈÕÓ�

}{=)(
1=

,
T
ii

k

i
knS yyconvXG ∑ ÙÇ },{=)(

1=,

T
iii

k

i
w

knS
yywconvXG ∑

ËÌ
k
iiy 1=}{ ÿ ËÕÉìÒãÔÇ Õ×ÙÕÊÕÔÇÒãÔÇ ØÏØÙÌÓÇ ÉÒÇØÔÏÜ ÉÌÑÙÕ×ìÉ ÓÇÙ×ÏÝì X � ±ÕÍÔÕÓÚ

ÉÌÑÙÕ×Ú iy ÉìËÖÕÉìËÇê )(Xiλ � º ÎÇÊÇÒãÔÕÓÚ ÉÏÖÇËÑÚ� æÑàÕ ËÒæ ØÏÓÌÙ×ÏÞÔÕí

ÓÇÙ×ÏÝì X ÉÏÑÕÔÚêÙãØæ )(>)( 1 XX kk +λλ � ÙÕ knS , ËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔÇ É ÙÕÞÝì X � Ú

Ö×ÕÙÏÉÔÕÓÚ ÉÏÖÇËÑÚ ÛÚÔÑÝìæ knS , ÔÌËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔÇ É ÙÕÞÝì X � ÆÑàÕ

)(=)( 1 XX kk +λλ � ÙÕ ì ÛÚÔÑÝìæ
w

knS , ê ÔÌËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔÕå Ú ÙÕÞÝì X � ±×ìÓ ÙÕÊÕ�

ÉÕÔÇ ÈÚËÌ ÔÌËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔÕå Ú ÙÕÞÝì X ì ÙÕËì� ÑÕÒÏ ìØÔÚê ÙÇÑÏÐ ìÔËÌÑØ

1,1,= −ki ! � ËÒæ æÑÕÊÕ 1> +ii ww ì )(=)( 1 XX ii +λλ .
³ÇÙ×ÏÞÔì ÎÇËÇÞì ÓÇåÙã Ö×ÇÑÙÏÞÔÌ ÎÇØÙÕØÚÉÇÔÔæ É ÙÌÕ×ìí ØÙìÐÑÕØÙì Ð

ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí ËÏÔÇÓìÞÔÏÜ ØÏØÙÌÓ� ´ÇÖ×ÏÑÒÇË� ËÕ ÔÏÜ ÉìËÔÕØæÙãØæ ËÌæÑì ÎÇËÇÞì ÙÌÕ×ìí

ØÙìÐÑÕØÙì ËÏÔÇÓìÞÔÏÜ ØÏØÙÌÓ� àÕ ÕÖÏØÚåÙãØæ ØÏØÙÌÓÇÓÏ ËÏÛÌ×ÌÔÝìÇÒãÔÏÜ ×ìÉÔæÔã�

¶ÕÑÇÎÔÏÑÇÓÏ ÛÚÔÑÝìÕÔÚÉÇÔÔæ ÙÇÑÏÜ ØÏØÙÌÓ ê ×ìÎÔì ÜÇ×ÇÑÙÌ×ÏØÙÏÑÏ� ÞÇØ ÖÌ×ÌÜìËÔÕÊÕ

Ö×ÕÝÌØÚ� ×ÕÎÈìÍÔìØÙã Ù×ÇêÑÙÕ×ìÐ ÞÌ×ÌÎ ÎÈÚ×åÉÇÔÔæ� ÕÈÒÇØÙã ØÙìÐÑÕØÙì ÙÕàÕ� ¶×æÓÏÐ

ÓÌÙÕË ²æÖÚÔÕÉÇ ÙÌÕ×ÌÙÏÞÔÕ ËÇê ÓÕÍÒÏÉìØÙã ÕËÌ×ÍÚÉÇÙÏ ËÕØÏÙã ÙÕÞÔì ÕÝìÔÑÏ ÙÇÑÏÜ

ÜÇ×ÇÑÙÌ×ÏØÙÏÑ� µËÔÇÑ ÔÌ ìØÔÚê ÎÇÊÇÒãÔÕÊÕ ÑÕÔØÙ×ÚÑÙÏÉÔÕÊÕ ÖìËÜÕËÚ ËÕ ÖÕÈÚËÕÉÏ

ÛÚÔÑÝìÐ ²æÖÚÔÕÉÇ� ¹ÕÓÚ ÕÖÙÏÓìÎÇÝìæ ÎÇ ÉÏÎÔÇÞÌÔÏÓÏ Ñ×ÏÙÌ×ìæÓÏ ÛÚÔÑÝìÐ ²æÖÚÔÕÉÇ

ØÙÇÔÕÉÏÙã ÎÔÇÞÔÏÐ ìÔÙÌ×ÌØ� º ÓÕÔÕÊ×ÇÛìæÜ >��� ��@ ËÇÔì Ö×ÏÑÒÇËÏ ÓÇÙ×ÏÞÔÏÜ ÎÇËÇÞ�

ÖÕÉ
æÎÇÔÏÜ Î ÕËÌ×ÍÇÔÔæÓ ÕÖÙÏÓÇÒãÔÕí ÛÚÔÑÝìí ²æÖÚÔÕÉÇ ì ÓÌÙÕËÏ íÜÔãÕÊÕ

×ÕÎÉ�æÎÇÔÔæ ÎÇ ËÕÖÕÓÕÊÕå ÇÒÊÕ×ÏÙÓìÉ ÔÌËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí� «Õ

ÓÇÙ×ÏÞÔÏÜ ÎÇËÇÞ ÉìËÔÕØæÙãØæ Ð ÎÇËÇÞì ÖÕÈÚËÕÉÏ ÕÖÙÏÓÇÒãÔÏÜ ÎÇ ÕÈ�êÓÕÓ ÉÖÏØÇÔÏÜ Ú

ÈÇÊÇÙÕÊ×ÇÔÔÏÑ ÙÇ ÕÖÏØÇÔÏÜ ÔÇÉÑÕÒÕ ÈÇÊÇÙÕÊ×ÇÔÔÏÑÇ ÌÒìÖØÕíËìÉ� µ×ÏÊìÔÇÒãÔì

ÇÒÊÕ×ÏÙÓÏ ËÒæ ×ÕÎÉ�æÎÇÔÔæ ÝÏÜ ÎÇËÇÞ ×ÕÎ×ÕÈÒÌÔì ´�®�¿Õ×ÕÓ ×ÇÎÕÓ Î ÚÞÔæÓÏ

¸��� ¸ÙÌÝÌÔÑÕÓ ÙÇ µ�§� ¨Ì×ÌÎÕÉØãÑÏÓ� ½ì ×ÌÎÚÒãÙÇÙÏ ÉÉìÐßÒÏ É ÓÕÔÕÊ×ÇÛìå >��@�

¶
æÙÌ ËÍÌ×ÌÒÕ ØÑÒÇËÇåÙã ÎÇËÇÞì ÔÌÒìÔìÐÔÕÊÕ Ö×ÕÊ×ÇÓÚÉÇÔÔæ� ËÒæ ×ÕÎÉ�æÎÇÔÔæ

æÑÏÜ ÉÏÑÕ×ÏØÙÕÉÚêÙãØæ ÓÌÙÕË ÔÌÊÒÇËÑÏÜ ßÙ×ÇÛÔÏÜ ÛÚÔÑÝìÐ� ´ÌÊÒÇËÑì ßÙ×ÇÛÔì

ÛÚÔÑÝìí ÓÇåÙã ÈÌÎØÚÓÔìÉÔÚ ÖÌ×ÌÉÇÊÚ É ÖÕ×ìÉÔæÔÔì Îì ÎÉÏÞÇÐÔÏÓÏ ÊÒÇËÑÏÓÏ

ÛÚÔÑÝìæÓÏ ßÙ×ÇÛÚ� Ö×Ï ÉÏÑÕ×ÏØÙÇÔÔì ÔÌÊÒÇËÑÏÜ ßÙ×ÇÛÔÏÜ ÛÚÔÑÝìÐ ÔÌÓÇê

ÔÌÕÈÜìËÔÕØÙì ØÖ×æÓÕÉÚÉÇÙÏ ßÙ×ÇÛÔì ÑÕÌÛìÝìêÔÙÏ ËÕ ∞+ .
¿ÕØÙÌ ËÍÌ×ÌÒÕ ÿ ÝÌ ÎÇËÇÞì ÕÖÙÏÓÇÒãÔÕÊÕ ÑÌ×ÚÉÇÔÔæ Î ÔÌÖÌ×Ì×ÉÔÏÓ ÙÇ

ËÏØÑ×ÌÙÔÏÓ ÞÇØÕÓ� ©ÏÑÕ×ÏØÙÇÔÔæ Ö×ÏÔÝÏÖÚ ÓÇÑØÏÓÚÓÚ ÇÈÕ ËÏØÑ×ÌÙÔÕÊÕ Ö×ÏÔÝÏÖÚ

ÓÇÑØÏÓÚÓÚ É ÈÇÊÇÙãÕÜ ÉÏÖÇËÑÇÜ Ö×ÏÉÕËÏÙã ËÕ ÎÇËÇÞ ÓìÔìÓìÎÇÝìí ÛÚÔÑÝìÐ Î

×ÕÎ×ÏÉÔÏÓ Ê×ÇËìêÔÙÕÓ� ½ì ÎÇËÇÞì ÓÕÍÔÇ ×ÕÎÊÒæËÇÙÏ æÑ ØÖÌÝìÇÒãÔì ÎÇËÇÞì ÔÌÒìÔìÐÔÕÊÕ

Ö×ÕÊ×ÇÓÚÉÇÔÔæ� ËÒæ ×ÕÎÉ’æÎÇÔÔæ æÑÏÜ ÓÕÍÔÇ ÎÇØÙÕØÚÉÇÙÏ ØÜÌÓÏ ËÌÑÕÓÖÕÎÏÝìí ÙÇ

ÓÌÙÕË ÔÌÊÒÇËÑÏÜ ßÙ×ÇÛÔÏÜ ÛÚÔÑÝìÐ�

¸ãÕÓÌ ËÍÌ×ÌÒÕ ÎÇËÇÞ ÿ ÝÌ ÎÇËÇÞì ËÏØÑ×ÌÙÔÕÊÕ Ö×ÕÊ×ÇÓÚÉÇÔÔæ ÇÈÕ ÎÇËÇÞì

ÎÓìßÇÔÕÊÕ ËÏØÑ×ÌÙÔÕ�ÔÌÖÌ×Ì×ÉÔÕÊÕ ÙÏÖÚ� ¨ÇÊÇÙÕ ÎÇËÇÞ ÙÇÑÕÊÕ ×ÕËÚ ËÕØÏÙã ÚØÖìßÔÕ

ÓÕÍÔÇ ×ÕÎÉ�æÎÚÉÇÙÏ ÓÌÙÕËÕÓ ÊìÒÕÑ ÙÇ Ê×ÇÔÏÝã Î ÕËÌ×ÍÇÔÔæÓ ÕÝìÔÕÑ ßÒæÜÕÓ

×ÕÎÉ�æÎÇÔÔæ ËÉÕíØÙÕí ÎÇËÇÞì� «ÉÕíØÙÇ ÎÇËÇÞÇ ÎÉÏÞÇÐÔÕ ÉÏæÉÒæêÙãØæ ÎÇËÇÞÌå

ÓìÔìÓìÎÇÝìí ÕÖÚÑÒÕí ÑÚØÕÞÔÕ�ÒìÔìÐÔÕí ÛÚÔÑÝìí Î ÉÌÒÏÞÌÎÔÏÓ ÞÏØÒÕÓ �ÑÚØÑìÉ� Ö×Ï

Ö×ÕØÙÏÜ ÕÈÓÌÍÌÔÔæÜ� ÙÕÈÙÕ ÎÇËÇÞÌå ÔÌÊÒÇËÑÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí�

� ÔÇ×ÌßÙì� ÛÚÔÑÝìí Î ×ÕÎ×ÏÉÔÏÓ Ê×ÇËìêÔÙÕÓ ÓÕÍÚÙã ÈÌÎÖÕØÌ×ÌËÔãÕ ÉÜÕËÏÙÏ É
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ÓÕËÌÒã ÎÇËÇÞì ÕÖÙÏÓÇÒãÔÕÊÕ ÖÒÇÔÚÉÇÔÔæ� Ö×ÕÌÑÙÚÉÇÔÔæ ÇÈÕ ËÕØÒìËÍÌÔÔæ ÕÖÌ×ÇÝìÐ

æÑ ×ÌÎÚÒãÙÇÙ ÑÚØÕÞÔÕ�ÊÒÇËÑÕí ÇÖ×ÕÑØÏÓÇÝìí ÙÌÜÔìÑÕ�ÌÑÕÔÕÓìÞÔÏÜ ÜÇ×ÇÑÙÌ×ÏØÙÏÑ

×ÌÇÒãÔÏÜ ÕÈ
êÑÙìÉ�

¸ÒìË ÎÇÎÔÇÞÏÙÏ� àÕ Î Ö×ÏÑÒÇËÔÕí ÙÕÞÑÏ ÎÕ×Ú ×ìÎÑÕí Ê×ÇÔÏÝì ÓìÍ ÔÌÊÒÇËÑÏÓÏ Ð

ÊÒÇËÑÏÓÏ ÛÚÔÑÝìæÓÏ ÔÌÓÇê� ® ÖÕÎÏÝìÐ Ö×ÏÑÒÇËÔÕí ÓÇÙÌÓÇÙÏÑÏ ÙÇ ÕÈÞÏØÒåÉÇÒãÔÕí

Ö×ÇÑÙÏÑÏ ÛÚÔÑÝìæ Î ËÚÍÌ ßÉÏËÑÕ ÎÓìÔåÉÇÔÏÓ Ê×ÇËìêÔÙÕÓ ÈÒÏÎãÑÇ ÎÇ ØÉÕíÓÏ

ÉÒÇØÙÏÉÕØÙæÓÏ ËÕ ÔÌÊÒÇËÑÕí ÛÚÔÑÝìí� ¹ÕÓÚ ÕÈÞÏØÒåÉÇÒãÔì ÓÌÙÕËÏ� ×ÕÎ×ÕÈÒÌÔì ËÒæ

×ÕÎÉ�æÎÇÔÔæ ÎÇËÇÞ ÔÌÊÒÇËÑÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí� ÉÏæÉÒæåÙãØæ ÌÛÌÑÙÏÉÔÏÓÏ ì ËÒæ

ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí æ×ÚÍÔÏÜ ÊÒÇËÑÏÜ ÛÚÔÑÝìÐ�

¾ÏØÒÌÔÔì ÎÇØÙÕØÚÉÇÔÔæ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙÔÏÜ ÇÒÊÕ×ÏÙÓìÉ ÔÌÊÒÇËÑÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí ËÒæ

ÎÇÎÔÇÞÌÔÏÜ ÑÒÇØìÉ ÎÇËÇÞ ÓÕÍÔÇ ÎÔÇÐÙÏ É ÓÕÔÕÊ×ÇÛìæÜ >�� �� ��� ��@� ´Ç íÜÔìÐ ÕØÔÕÉì

×ÕÎ×ÕÈÒÌÔÌ Ö×ÕÊ×ÇÓÔÌ ÎÇÈÌÎÖÌÞÌÔÔæ ËÒæ ÉÇÍÒÏÉÏÜ ÑÒÇØìÉ ÎÇËÇÞ ÕÖÙÏÓÇÒãÔÕÊÕ

ÖÒÇÔÚÉÇÔÔæ� Ö×ÕÌÑÙÚÉÇÔÔæ ì ÑÌ×ÚÉÇÔÔæ� ¹ÇÑ� ÔÇÖ×ÏÑÒÇË� ÎÇËÇÞì Ù×ÇØÖÕ×ÙÔÕÊÕ ÙÏÖÚ

ÉÌÒÏÑÕí ×ÕÎÓì×ÔÕØÙì ×ÕÎÉ�æÎÚÉÇÒÏØæ ËÒæ ×ÕÎÖÕËìÒÚ ØÚËìÉ ÖÕ ÒìÔìæÜ ×ìÞÑÕÉÏÜ

ÖÌ×ÌÉÌÎÌÔã� ÎÇËÇÞì ×ÕÎÖÕËìÒãÔÕÊÕ ÙÏÖÚ ÕØÕÈÒÏÉÕ ÉÌÒÏÑÕí ×ÕÎÓì×ÔÕØÙì ×ÕÎÉ�æÎÚÉÇÒÏØæ

Ö×Ï ÖÒÇÔÚÉÇÔÔì ÎÇÉÇÔÙÇÍÌÔÔæ Ö×ÕÑÇÙÔÏÜ ØÙÇÔìÉ �´�®�¿Õ×� ª��� ªÕ×ÈÇÞ�� º ÝÏÜ

ÎÇËÇÞÇÜ ÑìÒãÑìØÙã ÎÇÓÕÉÒÌÔã ËÕØæÊÇÒÇ �� ���� ÞÏØÒÕ ØÙÇÔìÉ ÖÌ×ÌÉÏàÚÉÇÒÕ ���

ÔÕÓÌÔÑÒÇÙÚ×Ç ØÑÒÇËÇÒÇ ÈÒÏÎãÑÕ ���� ÔÇÐÓÌÔÚÉÇÔã ÉÏËìÉ Ö×ÕËÚÑÝìí� ®ÇÖ×ÕÖÕÔÕÉÇÔì

ÇÒÊÕ×ÏÙÓÏ ÈÚÒÏ ÉÏÑÕ×ÏØÙÇÔì Ö×Ï ÖÒÇÔÚÉÇÔÔì ÎÇÉÇÔÙÇÍÌÔÔæ Ö×ÕÑÇÙÔÏÜ ØÙÇÔìÉ Ú

�¸ÕåÎÊÒÇÉÓÌÙÇÒì� «Ì×ÍÖÕÞØÙÇÞÚ ¸·¸· Îì ÎÔÇÞÔÏÓ ÌÑÕÔÕÓìÞÔÏÓ ÌÛÌÑÙÕÓ� ¶×ÕÊ×ÇÓÏ

ÉÏÑÕ×ÏØÙÕÉÚÉÇÒÏØæ Ö×Ï ØÙÉÕ×ÌÔÔì ØÏØÙÌÓÏ ÇÉÙÕÓÇÙÏÎÕÉÇÔÕÊÕ ÖÒÇÔÚÉÇÔÔæ

ÉÏ×ÕÈÔÏÝÙÉÇ ÙÇ ×ÕÎÖÕËìÒÚ ÎÇÓÕÉÒÌÔã Ú ÞÕ×ÔìÐ ÓÌÙÇÒÚ×Êìí� ËÒæ ÎÇËÇÞì ×ÕÎÖÕËìÒÚ

ÑÕÑØìÉÔÕÊÕ ÉÚÊìÒÒæ ÓìÍ ÑÕÑØÕÜìÓìÞÔÏÓÏ ÎÇÉÕËÇÓÏ �´�®�¿Õ× ì ©��� ªÌ×ßÕÉÏÞ�� ·ÇÎÕÓ

Î «Ì×Í´«�½§ ³ìÔ½§ ¸·¸· ×ÕÎ×ÕÈÒÌÔÕ ÑÕÓÖÒÌÑØ ÌÑÕÔÕÓìÑÕ�ÓÇÙÌÓÇÙÏÞÔÏÜ

ÓÕËÌÒÌÐ ÙÇ ÇÒÊÕ×ÏÙÓìÉ ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí ËÒæ ØÏØÙÌÓ ÖÕÙÕÞÔÕÊÕ ì ÖÌ×ØÖÌÑÙÏÉÔÕÊÕ

ÖÒÇÔÚÉÇÔÔæ ÝÏÉìÒãÔÕí ÇÉìÇÝìí� ½ì ÇÒÊÕ×ÏÙÓÏ ÈÚÒÏ Ö×ÕÊ×ÇÓÔÕ ×ÌÇÒìÎÕÉÇÔì� ÈÚÒÏ

Ö×ÕÉÌËÌÔì ×ÕÎ×ÇÜÚÔÑÏ ÖÕ ÖÌ×ØÖÌÑÙÏÉÇÜ ×ÕÎÉÏÙÑÚ ÖÇ×ÑÚ ÝÏÉìÒãÔÕí ÇÉìÇÝìí �´�®�¿Õ×�

ª�³�ÅÔ�³�ª�­Ú×ÈÌÔÑÕ� ¸�±� §ÔË×ÚØÌÔÑÕ��

³ÌÙÕËÏ ÔÌËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí ÎìÊ×ÇÒÏ ÉÌÒÏÑÚ ×ÕÒã Ö×Ï ØÙÉÕ×ÌÔÔì

ÖÇÑÌÙìÉ Ö×ÏÑÒÇËÔÏÜ Ö×ÕÊ×ÇÓ �¶¶¶�� ¹ÌÕ×ÌÙÏÞÔì ËÕØÒìËÍÌÔÔæ É ÕÈÒÇØÙì ÖÕÈÚËÕÉÏ

ÇÉÙÕÓÇÙÏÎÕÉÇÔÏÜ Ö×ÕÊ×ÇÓÔÏÜ ÎÇØÕÈìÉ ÖÕÞÇÒÏØæ àÌ É ���Ü ×ÕÑÇÜ Î ×ÕÈìÙ

©�³� ªÒÚßÑÕÉÇ ì Ö×ÏÉÌÒÏ ËÕ ×ÕÎ×ÕÈÑÏ ØÑÒÇËÔÏÜ ËìÇÒÕÊÕÉÏÜ ÖÇÑÌÙìÉ� Ö×ÏÎÔÇÞÌÔÏÜ

ËÒæ ×ÕÎÉ�æÎÇÔÔæ ×ìÎÔÏÜ ÑÒÇØìÉ ÎÇËÇÞ ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí� ¶×ÕÊ×ÇÓÏ Î ÉÏÑÕ×ÏØÙÇÔÔæÓ

ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙÔÏÜ ÓÌÙÕËìÉ ÉÑÒåÞÌÔì É ¶¶¶ ¶²§´¬·� «¯¸¶·µ ÙÇ «¯¸´¬²�

×ÕÎ×ÕÈÒÌÔì É �ÔØÙÏÙÚÙì ÑìÈÌ×ÔÌÙÏÑÏ Ú ���ì ×ÕÑÏ ËÒæ ÓÇßÏÔ ØÌ×ìí �¸ ¬µ³� º ÝÏÜ

ÖÇÑÌÙÇÜ ÈÚÉ ×ÌÇÒìÎÕÉÇÔÏÐ ßÏ×ÕÑÏÐ ØÖÌÑÙ× ÓÌÙÕËìÉ ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí ËÒæ ×ÕÎÉ�æÎÇÔÔæ ì

ËÕØÒìËÍÌÔÔæ ßÏ×ÕÑÕÊÕ ÑÕÒÇ ÖÏÙÇÔã ÕÖÙÏÓÇÒãÔÕÊÕ ÖÒÇÔÚÉÇÔÔæ� Ö×ÕÌÑÙÚÉÇÔÔæ Ð

ÑÌ×ÚÉÇÔÔæ� ×ÕÎÓìàÌÔÔæ ÙÇ ×ÌÑÕÔØÙ×ÚÑÝìí ÉÏ×ÕÈÔÏÝÙÉÇ� Ö×ÕÌÑÙÚÉÇÔÔæ ÙÌÜÔìÞÔÏÜ

Ö×ÏØÙ×ÕíÉ ì ÓÇßÏÔ� ØÑÒÇËÇÔÔæ ×ÕÎÑÒÇËìÉ ÉÏÑÕÔÇÔÔæ ×ÕÈìÙ É ÚÓÕÉÇÜ ÕÈÓÌÍÌÔÕØÙì

×ÌØÚ×ØìÉ� º [25] ÖÕËÇÔÕ ÕÊÒæË ×ÕÎ×ÕÈÒÌÔÏÜ É �ÔØÙÏÙÚÙì ÑìÈÌ×ÔÌÙÏÑÏ ÓÌÙÕËìÉ

ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí� àÕ ØÙÇÒÏ ÝÌÔÙ×ÇÒãÔÏÓÏ Ö×Ï ×ÌÇÒìÎÇÝìí ÎÇÎÔÇÞÌÔÏÜ ÖÇÑÌÙìÉ Ö×ÏÑÒÇËÔÏÜ

Ö×ÕÊ×ÇÓ� º [26] ÕÖÏØÇÔì ÓÇÙÌÓÇÙÏÞÔì ÓÕËÌÒì Ö×ÏÑÒÇËÔÏÜ ÎÇËÇÞ ì ØÏØÙÌÓÔÌ

ÓÇÙÌÓÇÙÏÞÔÌ ÎÇÈÌÎÖÌÞÌÔÔæ ¶¶¶ ¶²§´¬·� ¨ìÒãßìØÙã Î ÝÏÜ ÎÇËÇÞ É ÚËÕØÑÕÔÇÒÌÔìÐ

ÛÕ×Óì ÈÚÒÏ ÉÑÒåÞÌÔì É ¶¶¶ «¯¸´¬²� º [27] ÕÖÏØÇÔÕ Ö×ÏÎÔÇÞÌÔÔæ� ÑÒÇØÏ

×ÕÎÉ
æÎÚÉÇÔÏÜ ÎÇËÇÞ� ØÏØÙÌÓÔÌ Ð ÇÒÊÕ×ÏÙÓìÞÔÌ ÎÇÈÌÎÖÌÞÌÔÔæ ËÒæ ¶¶¶ «¯¸¶·µ���

¹ÚÙ ÓÌÙÕËÏ ÔÌÊÒÇËÑÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí ÎÇØÙÕØÕÉÚÉÇÒÏØæ ÊÕÒÕÉÔÏÓ ÞÏÔÕÓ Ö×Ï ×ÕÎÉ�æÎÇÔÔì

�ÕÝìÔÕÞÔÏÜ� ÎÇËÇÞ É ÓÌÙÕËì ÊìÒÕÑ ÙÇ Ê×ÇÔÏÝã ËÒæ ØÖÌÝìÇÒãÔÏÜ ÑÒÇØìÉ ËÏØÑ×ÌÙÔÏÜ

ÎÇËÇÞ�
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© ÕØÙÇÔÔì ËÌØæÙã ×ÕÑìÉ ÓÌÙÕËÏ ÔÌËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí ÙÇÑÕÍ ÎÔÇÐßÒÏ

×æË ÉÇÍÒÏÉÏÜ Ö×ÇÑÙÏÞÔÏÜ ÎÇØÙÕØÚÉÇÔã� «Òæ ×ÕÎÉ�æÎÇÔÔæ ØÖÌÝìÇÒãÔÏÜ ÑÒÇØìÉ ÎÇËÇÞ

ËÉÕÜÌÙÇÖÔÕÊÕ ØÙÕÜÇØÙÏÞÔÕÊÕ Ö×ÕÊ×ÇÓÚÉÇÔÔæ Î Ö×ÕØÙÕå ÙÇ ÛìÑØÕÉÇÔÕå ×ÌÑÚ×Øìêå

ÈÚÒÕ ×ÕÎ×ÕÈÒÌÔÕ Ö×ÕÊ×ÇÓÏ 6KRU� �ÇÉÙÕ×Ï ÿ ´�®�¿Õ× ì µ�¶� ²ÏÜÕÉÏË� ÙÇ 6KRU�

�ÇÉÙÕ×Ï ÿ ´�®�¿Õ× ì ³�ª�­Ú×ÈÌÔÑÕ�� ©ÕÔÏ ÈÇÎÚåÙãØæ ÔÇ ÉÏÑÕ×ÏØÙÇÔÔì ØÜÌÓÏ

ËÌÑÕÓÖÕÎÏÝìí ÎÇ ÎÓìÔÔÏÓÏ ÙÇ ×ÕÎÉ�æÎÇÔÔì ÑÕÕ×ËÏÔÚåÞÕí ÔÌÊÒÇËÑÕí ÎÇËÇÞì ÎÇ

ËÕÖÕÓÕÊÕå r �ÇÒÊÕ×ÏÙÓÚ Î ÇËÇÖÙÏÉÔÏÓ ×ÌÊÚÒåÉÇÔÔæÓ Ñ×ÕÑÚ� ¶×ÕÊ×ÇÓÏ 6KRU� ì

6KRU� ÉÑÒåÞÌÔì ËÕ ØÑÒÇËÚ ØÏØÙÌÓÏ ÓÕËÌÒåÉÇÔÔæ ËÒæ ÎÇËÇÞ ØÙÕÜÇØÙÏÞÔÕÊÕ ÒìÔìÐÔÕÊÕ

Ö×ÕÊ×ÇÓÚÉÇÔÔæ 6/3ÿ,25
2
� ×ÕÎ×ÕÈÒÌÔÕí É �ÔØÙÏÙÚÙì ËÕØÒìËÍÌÔÔæ ÕÖÌ×ÇÝìÐ� ½å×ìÜ�

¿ÉÌÐÝÇ×ìæ� ¨ÚÒÕ ×ÕÎ×ÕÈÒÌÔÕ ÙÇÑÕÍ Ö×ÕÊ×ÇÓÔÌ ÎÇÈÌÎÖÌÞÌÔÔæ ËÒæ ×æËÚ ÎÇËÇÞ

ÕÖÙÏÓÇÒãÔÕÊÕ Ö×ÕÌÑÙÚÉÇÔÔæ Ð ÓÇ×ß×ÚÙÏÎÇÝìí É ÓÌ×ÌÍÇÜ Î Ú×ÇÜÚÉÇÔÔæÓ ÓÕÍÒÏÉÕÊÕ

ÉÏÜÕËÚ Î ÒÇËÚ ÕÑ×ÌÓÏÜ ÑÕÓÖÕÔÌÔÙìÉ ÓÌ×ÌÍì ÙÇ ÎÓìÔÏ ÉÏÓÕÊ ËÕ ÖÕÙÕÑìÉ� °ÕÊÕ ÕÖÏØ

ÉÑÒåÞÌÔÏÐ Ú ÓÕÔÕÊ×ÇÛìå >��@� ³ÌÙÕËÏ ÔÌÊÒÇËÑÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí ÉÏÑÕ×ÏØÙÕÉÚÉÇÒÏØæ

ËÒæ ×ÕÎÉ�æÎÇÔÔæ ×æËÚ ÎÇËÇÞ Ö×ÕÌÑÙÚÉÇÔÔæ ÌÔÌ×ÊÌÙÏÞÔÏÜ ÚØÙÇÔÕÉÕÑ >��@� ½ì ×ÕÈÕÙÏ

ÈÚÒÏ ÉÏÑÕÔÇÔì Å�¶� ²ÇÖÙìÔÏÓ ÙÇ ³�ª�­Ú×ÈÌÔÑÕÓ� Ç ×ÌÎÚÒãÙÇÙÏ ÈÚÒÏ ÉÖ×ÕÉÇËÍÌÔì É

¼Ç×ÑìÉØãÑÕÓÚ ½±¨ �¬ÔÌ×ÊÕÖ×ÕÊ×ÌØ�� r�ÇÒÊÕ×ÏÙÓÏ ÙÇ ÐÕÊÕ ÓÕËÏÛìÑÇÝìí ÉÏÑÕ×ÏØÙÇÔì
µ�³� ±ÏØÌÒãÕÉÕå Ö×Ï ×ÕÎÉ�æÎÇÔÔì ÔÌÖÌ×Ì×ÉÔÏÜ ÎÇËÇÞ ÕÖÙÏÓÇÒãÔÕí ×ÕÎÈÏÉÑÏ

ÓÔÕÍÏÔ n�Óì×ÔÕÊÕ ÌÉÑÒìËÕÉÇ Ö×ÕØÙÕ×Ú� àÕ ÎÉÕËæÙãØæ ËÕ ÔÌØÑìÔÞÌÔÔÕÉÏÓì×ÔÏÜ ÎÇËÇÞ
ÓÇÙÌÓÇÙÏÞÔÕÊÕ Ö×ÕÊ×ÇÓÚÉÇÔÔæ Î ÈÚÒÌÉÏÓÏ ÎÓìÔÔÏÓÏ >��@ �

������ EZ]jZg`_\�� hp�gdb� \� [Z]Zlh_dklj_fZevgbo� d\Z^jZlbqgbo

aZ^ZqZo

¨ÇÊÇÙÕ ÎÇËÇÞ ÖÕÒìÔÕÓìÇÒãÔÕí ÙÇ ËÏØÑ×ÌÙÔÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí ÎÉÕËæÙãØæ ËÕ

ÈÇÊÇÙÕÌÑØÙ×ÌÓÇÒãÔÏÜ ÎÇËÇÞ ÔÌÒìÔìÐÔÕÊÕ Ö×ÕÊ×ÇÓÚÉÇÔÔæ ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÕÊÕ ÙÏÖÚ� «Òæ

×ÕÎÉ�æÎÇÔÔæ ÝÏÜ ÎÇËÇÞ ÓÕÍÔÇ ÉÏÑÕ×ÏØÙÕÉÚÉÇÙÏ ÒÇÊ×ÇÔÍÌÉì ÕÝìÔÑÏ É ÑÕÓÈìÔÇÝìí Î

ÓÌÙÕËÕÓ ÊìÒÕÑ ÙÇ Ê×ÇÔÏÝã� ²ÇÊ×ÇÔÍÌÉì ÕÝìÔÑÏ ÓÕÍÔÇ ÖÕÑ×ÇàÚÉÇÙÏ� ËÕËÇåÞÏ É

ÓÕËÌÒã ÙÇÑ ÎÉÇÔì ÛÚÔÑÝìÕÔÇÒãÔÕ ÔÇËÒÏßÑÕÉì ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔì ÕÈÓÌÍÌÔÔæ� ®ÇËÇÞì

ÎÔÇÜÕËÍÌÔÔæ ÒÇÊ×ÇÔÍÌÉÏÜ ÕÝìÔÕÑ� æÑ Ö×ÇÉÏÒÕ� ÎÉÕËæÙãØæ ËÕ ÓìÔìÓìÎÇÝìí ÔÌÊÒÇËÑÏÜ

ÕÖÚÑÒÏÜ ÛÚÔÑÝìÐ ì ÓÕÍÚÙã ÚØÖìßÔÕ ×ÕÎÉ�æÎÚÉÇÙÏØæ ØÚÞÇØÔÏÓÏ ÓÌÙÕËÇÓÏ

ÔÌËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí� º ËÇÔÕÓÚ ×ÕÎËìÒì ÕÖÏØÇÔÕ ÝÌÐ ÖìËÜìË ì ÔÇÉÌËÌÔÕ

Ö×ÏÑÒÇËÏ ÐÕÊÕ ÉÏÑÕ×ÏØÙÇÔÔæ ËÒæ ÎÇËÇÞ ÖÕÒìÔÕÓìÇÒãÔÕÊÕ ÙÏÖÚ ÙÇ ËÌæÑÏÜ

ÌÑØÙ×ÌÓÇÒãÔÏÜ ÎÇËÇÞ ÔÇ Ê×ÇÛÇÜ�

·ÕÎÊÒæÔÌÓÕ ÕÖÙÏÓìÎÇÝìÐÔÚ ÎÇËÇÞÚ ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÕÊÕ ÙÏÖÚ É ÙÇÑÕÓÚ

ÛÕ×ÓÚÒåÉÇÔÔì� ÖÕÙ×ìÈÔÕ ÎÔÇÐÙÏ

)(inf= 0
* xQq

nEx∈
(15)

Ö×Ï ÕÈÓÌÍÌÔÔæÜ

}.,{1,=0,=)( mIixQi !∈ (16)

¹ÚÙ )(xQν ÿ ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔì ÛÚÔÑÝìí

,),(),(=)( νννν ++ cxbxxKxQ

ËÌ νK ÿ ØÏÓÌÙ×ÏÞÔì ÓÇÙ×ÏÝì ×ÕÎÓì×Ú nn× , nEb ∈ν , νc ÿ ØÑÇÒæ×Ï� }{0 I*∈ν .

®ÇËÇÞÇ ����� ���� ê ÕÑ×ÌÓÏÓ ÉÏÖÇËÑÕÓ ÎÇËÇÞì ����ÿ����� ÑÕÒÏ nEX ≡ � Ç ÉØì ÛÚÔÑÝìí

mxf ,0,1,=),( !νν ê ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÏÓÏ �ÞÇØÙÏÔÇ Î ÔÏÜ ÓÕÍÌ ÈÚÙÏ ì ÒìÔìÐÔÏÓÏ��

º ÎÇÊÇÒãÔÕÓÚ ÉÏÖÇËÑÚ ÎÇËÇÞÇ ����� ���� ê ÈÇÊÇÙÕÌÑØÙ×ÌÓÇÒãÔÕå Ð ÉìËÔÕØÏÙãØæ

                                                
2 http://www.ior.uzh.ch/Pages/English/Research/StochOpt/SLP_Users_Guide.pdf
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ËÕ ÑÒÇØÚ NP �ØÑÒÇËÔÏÜ ÎÇËÇÞ� µÝìÔÑÏ ÎÔÏÎÚ ËÒæ
*q ÓÕÍÔÇ ÕËÌ×ÍÇÙÏ ßÒæÜÕÓ ÙÇÑÕí

ÒÇÊ×ÇÔÍÌÉÕí ×ÌÒÇÑØÇÝìí� ´ÌÜÇÐ
m

m Euuu ∈),,(= 1! ÿ ÉÌÑÙÕ× ÓÔÕÍÔÏÑìÉ ²ÇÊ×ÇÔÍÇ

ÎÇËÇÞì ����� ����� ·ÕÎÊÒæÔÌÓÕ ÛÚÔÑÝìå ²ÇÊ×ÇÔÍÇ

)()(=),(
1=

0 xQuxQuxL ii

m

i
∑+

ì ÛÚÔÑÝìå

)],()),((),)([(inf=),(inf=)( ucxubxxuKuxLu
nExnEx

++ψ
∈∈

ËÌ

.=)(,=)(),()(=)(
1=

0
1=

0
1=

0 ii

m

i
ii

m

i
ii

m

i

cucucbububxKuxKuK ∑∑∑ +++

´ÌÜÇÐ 0}>)]([:{= uKu nλΩ+
ÿ ÖìËÓÔÕÍÏÔÇ u � ËÒæ æÑÏÜ ÓÇÙ×ÏÝæ )(uK

ËÕËÇÙÔãÕ ÉÏÎÔÇÞÌÔÇ�
0Ω ÿ ÖìËÓÔÕÍÏÔÇ u � ËÒæ æÑÏÜ 0=)]([ uKnλ � ÙÚÙ

)()()( 21 KKK nλ≥≥λ≥λ ! ÿ ÉÒÇØÔì ÞÏØÒÇ ØÏÓÌÙ×ÏÞÔÕí ÓÇÙ×ÏÝì K ×ÕÎÓì×Ú nn× ,
ÚÖÕ×æËÑÕÉÇÔì É ÖÕ×æËÑÚ ÔÌÎ×ÕØÙÇÔÔæ� µÈÒÇØÙã ÉÏÎÔÇÞÌÔÔæ ψdom ÛÚÔÑÝìí )(uψ

ØÑÒÇËÇêÙãØæ Î
+Ω ÙÇ ÖìËÓÔÕÍÏÔÏ ÙÕÞÕÑ

0Ω∈u � ËÒæ æÑÏÜ ÓÇê ×ÕÎÉ
æÎÕÑ ØÏØÙÌÓÇ

×ìÉÔæÔã

0.=)()(2 ubxuK + (17)
«Òæ ìÔßÏÜ ÙÕÞÕÑ −∞ψ =)(u � ÆÑàÕ ∅≠ψdom � ÙÕ ìØÔÚê ÔÌÙ×ÏÉìÇÒãÔÇ ÕÝìÔÑÇ ÎÔÏÎÚ

)(sup=* u
domu

ψψ
ψ∈

ËÒæ ÉÌÒÏÞÏÔÏ
*q �ÚÓÕÉÇ +∞ψ =*

ÕÎÔÇÞÇê� àÕ ØÏØÙÌÓÇ ���� ÔÌØÚÓìØÔÇ�� µÝìÔÑÚ
*ψ Î

ÈÚËã�æÑÕå ÎÇËÇÔÕå ÙÕÞÔìØÙå ÓÕÍÔÇ ÎÔÇÐÙÏ ÎÇ ÖÕÒìÔÕÓìÇÒãÔÏÐ ÞÇØ ÎÇ ËÕÖÕÓÕÊÕå

ÓÌÙÕËìÉ ÓìÔìÓìÎÇÝìí ÕÖÚÑÒÏÜ ÔÌËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔÏÜ ÛÚÔÑÝìÐ� ÔÇÖ×ÏÑÒÇË� ÓÌÙÕËÚ

ÌÒìÖØÕíËìÉ ÇÈÕ r �ÇÒÊÕ×ÏÙÓìÉ >��@� ¸ÜÌÓÇ ÉÏÑÕ×ÏØÙÇÔÔæ )(αr �ÇÒÊÕ×ÏÙÓÚ Î

ÇËÇÖÙÏÉÔÏÓ ×ÌÊÚÒåÉÇÔÔæÓ Ñ×ÕÑÚ ËÕÑÒÇËÔÕ ÕÖÏØÇÔÇ Ú ×ÕÈÕÙì >��@�

ÆÑàÕ
*ψ ËÕØæÊÇêÙãØæ ÔÇ

+Ω∈*u � ÙÕ

)),((==)(= *
0

*** uxQquψψ

ËÌ )( *ux ÿ� ×ÕÎÉ�æÎÕÑ ØÏØÙÌÓÏ ���� Ö×Ï
*= uu � �ÔÇÑßÌ

*ψ ËÕØæÊÇêÙãØæ ÔÇ Ê×ÇÔÏÝì

ÕÈÒÇØÙì
+Ω � Ö×Ï ÝãÕÓÚ ÓÕÍÌ ìØÔÚÉÇÙÏ ÙÇÑ ÎÉÇÔÏÐ �×ÕÎ×ÏÉ ËÉÕíØÙÕØÙì�

0.>= *** ψ−∆ q

µËÏÔ ìÎ ØÖÕØÕÈìÉ ÎÓÌÔßÌÔÔæ ×ÕÎ×ÏÉÚ
*∆ ÖÕÉ
æÎÇÔÏÐ Î ÚÉÌËÌÔÔæÓ ÛÚÔÑÝìÕÔÇÒãÔÕ

ÔÇËÒÏßÑÕÉÏÜ ÕÈÓÌÍÌÔã �Ö×Ï ÝãÕÓÚ ÓÕÍÌ ÎÈìÒãßÏÙÏØæ ì ÑìÒãÑìØÙã ÎÓìÔÔÏÜ��

»ÚÔÑÝìÕÔÇÒãÔÕ ÔÇËÒÏßÑÕÉÏÓÏ ÕÈÓÌÍÌÔÔæÓÏ ÔÇÎÉÌÓÕ ÕÈÓÌÍÌÔÔæ� ËÕËÇÉÇÔÔæ æÑÏÜ

ÎÇÒÏßÇê ÓÔÕÍÏÔÚ ÕÖÙÏÓÇÒãÔÏÜ ×ÕÎÉ�æÎÑìÉ ÖÕÞÇÙÑÕÉÕí ÎÇËÇÞì ÔÌÎÓìÔÔÕå� µËÔÇÑ Ö×Ï

ÝãÕÓÚ ÎÓìÔåêÙãØæ ÛÚÔÑÝìæ ²ÇÊ×ÇÔÍÇ� àÕ ÓÕÍÌ É ËÌæÑÏÜ ÉÏÖÇËÑÇÜ ÎÓÌÔßÏÙÏ ×ÕÎ×ÏÉ

ÓìÍ ÕÖÙÏÓÇÒãÔÏÓ ÎÔÇÞÌÔÔæÓ
*q ÝìÒãÕÉÕí ÛÚÔÑÝìí ÙÇ ÒÇÊ×ÇÔÍÌÉÕå �ËÉÕíØÙÕå�

ÕÝìÔÑÕå
*ψ � ÆÑàÕ ËÕËÇÙÏ Ú ÎÇËÇÞÚ ����� ���� ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔì ÛÚÔÑÝìÕÔÇÒãÔÕ

ÔÇËÒÏßÑÕÉì ÕÈÓÌÍÌÔÔæ
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1,0,=)(,0,=)(1 ≥++ rxQxQ rmm !

ÙÕ ÔÕÉÇ ÎÇËÇÞÇ ÓÇÙÏÓÌ ÉÏÊÒæË� ÎÔÇÐÙÏ

)(inf= 0
* xQq

nEx∈

Ö×Ï ÕÈÓÌÍÌÔÔæÜ

.,1,,,1,=0,=)( rmmmixQi ++ !!

�Ð ÉìËÖÕÉìËÇê ËÕÉßÏÐ ÉÌÑÙÕ× ÓÔÕÍÔÏÑìÉ ²ÇÊ×ÇÔÍÇ

{ },,,},{= 1 rmm uuuU ++ !

Ç ÛÚÔÑÝìæ ²ÇÊ×ÇÔÍÇ ËÒæ ÔÌí ÈÚËÌ ÓÇÙÏ ÙÇÑÏÐ ÉÏÊÒæË�

).(),(=)()(=),(
1=1=

01 xQuuxLxQuxQUxL ii

rm

mi
ii

rm

i
∑∑

+

+

+
++

µØÑìÒãÑÏ ,0))},0,({,(=),( 1 !uxLuxL , )(=,0)},0,({1 uu ψψ ! � ÙÕ

,=)(sup)(sup= *
1

1

*
1 ψψ≥ψψ

ψ∈ψ∈
uU

domudomU

ÙÕÈÙÕ ÛÚÔÑÝìÕÔÇÒãÔÕ ÔÇËÒÏßÑÕÉì ÕÈÓÌÍÌÔÔæ ÓÕÍÚÙã ÖÕÑ×ÇàÏÙÏ ÒÇÊ×ÇÔÍÌÉì

ÕÝìÔÑÏ�

µÈÓÌÍÌÔÔæ� àÕ ê ÒìÔìÐÔÏÓÏ ÑÕÓÈìÔÇÝìæÓÏ ÉÍÌ ìØÔÚåÞÏÜ ÕÈÓÌÍÌÔã� ÔÌ

ÉÖÒÏÉÇåÙã ÔÇ ÙÕÞÔìØÙã ÕÝìÔÑÏ
*
1ψ � ©ÔÌØÕÑ ÙÇÑÏÜ ÕÈÓÌÍÌÔã Ú ÛÚÔÑÝìå ²ÇÊ×ÇÔÍÇ

ÌÑÉìÉÇÒÌÔÙÔÏÐ ÒÏßÌ ÖÌÉÔìÐ ÎÓìÔì ÓÔÕÍÔÏÑìÉ ²ÇÊ×ÇÔÍÇ Ö×Ï ìØÔÚåÞÏÜ ÕÈÓÌÍÌÔÔæÜ�

µËÔÇÑ� ËÕËÇÉÇÔÔæ ÛÚÔÑÝìÕÔÇÒãÔÕ ÔÇËÒÏßÑÕÉÏÜ ÕÈÓÌÍÌÔã� àÕ ê ÔÌÙ×ÏÉìÇÒãÔÏÓÏ

ÔÇØÒìËÑÇÓÏ ÚÓÕÉ ÎÇËÇÞì� Ú ×æËì ÉÏÖÇËÑìÉ Ö×ÏÉÕËÏÙã ËÕ ÙÕÊÕ� àÕ ÔÏÍÔæ ÕÝìÔÑÇ
*
1ψ

ÔÇÉìÙã ÓÕÍÌ ØÙÇÙÏ ÙÕÞÔÕå ËÒæ
*q � ¶×ÏÑÒÇËÇÓÏ ÛÚÔÑÝìÕÔÇÒãÔÕ ÔÇËÒÏßÑÕÉÏÜ

ÕÈÓÌÍÌÔã ÓÕÍÚÙã ØÒÚÍÏÙÏ ÙÇÑì�

a) ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔì ÔÇØÒìËÑÏ ÒìÔìÐÔÏÜ ÕÈÓÌÍÌÔã� ÔÇÖ×ÏÑÒÇË� ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÌ

ÕÈÓÌÍÌÔÔæ Ú ÛÕ×Óì 0))(( ≥++ j
T
ji

T
i cxbcxb ê ÔÇØÒìËÑÕÓ ìÎ ËÉÕÜ ÒìÔìÐÔÏÜ

ÕÈÓÌÍÌÔã�ÔÌ×ìÉÔÕØÙÌÐ� 0≥+ i
T
i cxb ì 0≥+ j

T
j cxb ;

b) ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔì ÕÈÓÌÍÌÔÔæ� àÕ ÜÇ×ÇÑÙÌ×ÏÎÚåÙã ÔÌÕËÔÕÎÔÇÞÔìØÙã

Ö×ÌËØÙÇÉÒÌÔÔæ ËÕÈÚÙÑÚ Ù×ãÕÜ� ÞÕÙÏ×ãÕÜ� ÇÈÕ ÈìÒãßÕÊÕ ÞÏØÒÇ ÎÓìÔÔÏÜ

ÎÇËÇÞì� ÆÑ Ö×ÇÉÏÒÕ� ÉÕÔÏ ÓÇåÙã ÓìØÝÌ Ö×Ï ÎÉÌËÌÔÔì ÖÕÒìÔÕÓìÇÒãÔÕí ÎÇËÇÞì

ËÕ ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÕí� ´ÇÖ×ÏÑÒÇË� ÔÌÜÇÐ ÓÇêÓÕ ÎÓìÔÔì 1x , 2
12 = xx ÙÇ

3
13 = xx .

¹ÕËì ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÌ ÕÈÓÌÍÌÔÔæ Ú ÛÕ×Óì ×ìÉÔÕØÙì 0=31
2
2 xxx − ê ÔÇØÒìËÑÕÓ

ÔÌÕËÔÕÎÔÇÞÔÕÊÕ Ö×ÌËØÙÇÉÒÌÔÔæ
4
1x � Ç ØÇÓÌ ))((=)(= 1

3
1

22
1

4
1 xxxx ;

c) ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔì ÕÈÓÌÍÌÔÔæ� àÕ ê ÔÇØÒìËÑÇÓÏ ÈÚÒÌÉÕØÙì ÇÈÕ ÈìÔÇ×ÔÕØÙì

ÎÓìÔÔÏÜ ÎÇËÇÞì� ´ÇÖ×ÏÑÒÇË� ËÒæ ÈìÔÇ×ÔÏÜ ÎÓìÔÔÏÜ 1=2
ix , 1=2

jx ÙÇ 1=2
kx

ÎÇÉÍËÏ ÉÏÑÕÔÚêÙãØæ ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÇ ÔÌ×ìÉÔìØÙã� 1−≥++ kjkiji xxxxxx .

«ÕÑÒÇËÔÚ ìÔÛÕ×ÓÇÝìå Ö×Õ ÎÇÎÔÇÞÌÔì ØìÓÌÐØÙÉÇ ÛÚÔÑÝìÕÔÇÒãÔÕ ÔÇËÒÏßÑÕÉÏÜ

ÕÈÓÌÍÌÔã ÓÕÍÔÇ ÎÔÇÐÙÏ É ÓÕÔÕÊ×ÇÛìæÜ >��� ��@� Ç ÙÇÑÕÍ Ú ×ÕÈÕÙÇÜ >�1, 32, 33, 34,
35@� ³ÕÔÕÊ×ÇÛìí >��� ��@ ÓìØÙæÙã ìÔÛÕ×ÓÇÝìå Ö×Õ ÕÈÓÌÍÌÔÔæ D� ÙÇ E) ÙÇ Ö×ÏÑÒÇËÏ íÜ
ÉÏÑÕ×ÏØÙÇÔÔæ É ÖÕÒìÔÕÓìÇÒãÔÏÜ ì ËÏØÑ×ÌÙÔÏÜ ÎÇËÇÞÇÜ� º ×ÕÈÕÙÇÜ >��� ��@ ËÒæ

ÌÑØÙ×ÌÓÇÒãÔÏÜ ÎÇËÇÞ ÔÇ Ê×ÇÛÇÜ �ÓÇÑØÏÓÇÒãÔÇ ØÙìÐÑÇ ÓÔÕÍÏÔÇ ÉÌ×ßÏÔ Ê×ÇÛÇ�
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ÓÇÑØÏÓÇÒãÔÏÐ ×ÕÎ×ìÎ Ê×ÇÛÇ ÙÕàÕ� ËÕØÒìËÍÌÔì ×ìÎÔì ØìÓÌÐØÙÉÇ ÛÚÔÑÝìÕÔÇÒãÔÕ

ÔÇËÒÏßÑÕÉÏÜ ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÏÜ ÕÈÓÌÍÌÔã� àÕ É×ÇÜÕÉÚåÙã ØÖÌÝÏÛìÞÔì ÕØÕÈÒÏÉÕØÙì

ÑÕÍÔÕí ÑÕÔÑ×ÌÙÔÕí ÎÇËÇÞì ËÒæ ÙÕÊÕ ÇÈÕ ìÔßÕÊÕ ØìÓÌÐØÙÉÇ Ê×ÇÛìÉ� º ×ÕÈÕÙÇÜ >��� ��@

ËÒæ ÈìÔÇ×ÔÏÜ ì ÈÚÒÌÉÏÜ ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÏÜ ÎÇËÇÞ ×ÕÎÊÒæËÇåÙãØæ ÎÇÊÇÒãÔì ØÜÌÓÏ ÊÌÔÌ×ÇÝìí

ÛÚÔÑÝìÕÔÇÒãÔÕ ÔÇËÒÏßÑÕÉÏÜ ÕÈÓÌÍÌÔã Ú ÛÕ×Óì ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÏÜ ×ìÉÔÕØÙÌÐ� àÕ ê

ÔÇØÒìËÑÇÓÏ ÈÚÒÌÉÕØÙì ÇÈÕ ÈìÔÇ×ÔÕØÙì ÎÓìÔÔÏÜ� º ×ÕÈÕÙì >��@ ×ÕÎÊÒæÔÚÙì Ö×ÇÉÏÒÇ ËÒæ

ÊÌÔÌ×ÇÝìí ØìÓÌÐØÙÉ ÛÚÔÑÝìÕÔÇÒãÔÕ ÔÇËÒÏßÑÕÉÏÜ ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÏÜ ÕÈÓÌÍÌÔã Ú ÛÕ×Óì

ÔÌ×ìÉÔÕØÙÌÐ� àÕ ê ÔÇØÒìËÑÕÓ ÉÏÑÕ×ÏØÙÇÔÔæ ÔÌÖÇ×ÔÕí ÑìÒãÑÕØÙì ÈìÔÇ×ÔÏÜ ÎÓìÔÔÏÜ� �Ü

ÓÕÍÔÇ ÉÏÑÕ×ÏØÙÕÉÚÉÇÙÏ æÑ Ú ÈìÔÇ×ÔÏÜ� ÙÇÑ ì É ÈÚÒÌÉÏÜ ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÏÜ ÎÇËÇÞÇÜ�

�ØÙÕ×ÏÞÔÕ ìËÌæ ÛÚÔÑÝìÕÔÇÒãÔÕ ÔÇËÒÏßÑÕÉÏÜ ÕÈÓÌÍÌÔã ÖÕÜÕËÏÙã Î ×ÕÈìÙ

´�®�¿Õ×Ç >�6, 37@� ËÌ ÕÖÏØÇÔÕ ØÖÕØìÈ ÕËÌ×ÍÇÔÔæ ÕÝìÔÕÑ ÎÔÏÎÚ ËÒæ ÝìÒãÕÉÕí ÛÚÔÑÝìí
É ÖÕÒìÔÕÓìÇÒãÔÏÜ ÎÇËÇÞÇÜ ÓÇÙÌÓÇÙÏÞÔÕÊÕ Ö×ÕÊ×ÇÓÚÉÇÔÔæ� ®ÇËÇÞÇ ÓìÔìÓìÎÇÝìí

ÖÕÒìÔÕÓìÇÒãÔÕí ÛÚÔÑÝìí ÎÉÕËÏÙãØæ ËÕ ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìÐÔÕí ÎÇËÇÞì� ËÒæ æÑÕí

ÈÚËÚåÙãØæ ÒÇÊ×ÇÔÍÌÉì ÕÝìÔÑÏ� ¶×Ï ÖÕÈÚËÕÉì ÔÌÕÈÜìËÔÏÜ ì ËÕØÙÇÙÔìÜ ÚÓÕÉ ÙÕÞÔÕØÙì

ÒÇÊ×ÇÔÍÌÉÏÜ ÕÝìÔÕÑ ËÒæ ÕÑ×ÌÓÏÜ ÖÕÒìÔÕÓìÇÒãÔÏÜ ÎÇËÇÞ ÉÏÑÕ×ÏØÙÕÉÚÉÇÒÏØæ

ÛÚÔÑÝìÕÔÇÒãÔÕ ÔÇËÒÏßÑÕÉì ÕÈÓÌÍÌÔÔæ�

µËÔìêå Î ÙÇÑÏÜ ê ÎÇËÇÞÇ ÎÔÇÜÕËÍÌÔÔæ ÊÒÕÈÇÒãÔÕÊÕ ÓìÔìÓÚÓÚ ÖÕÒìÔÕÓìÇÒãÔÕí

ÛÚÔÑÝìí )(xP ÉìË ÕËÔìêí ÇÈÕ ËÌÑìÒãÑÕÜ ÖÌ×ÌÓìÔÔÏÜ� ½æ ÎÇËÇÞÇ ØÖÌÝìÇÒãÔÏÓ ÕÈ×ÇÎÕÓ

ÎÉÕËÏÙãØæ ËÕ ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÏÜ ÈÇÊÇÙÕÌÑØÙ×ÌÓÇÒãÔÏÜ ÎÇËÇÞ �ÔÇ ÓìÔìÓÚÓ� Î ÈÇÊÇÙãÓÇ

ÛÚÔÑÝìÕÔÇÒãÔÕ ÔÇËÒÏßÑÕÉÏÓÏ ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÏÓÏ ÕÈÓÌÍÌÔÔæÓÏ� º ×ÕÈÕÙì >��@

ËÕÉÌËÌÔÕ� àÕ ÒÇÊ×ÇÔÍÌÉÇ ÕÝìÔÑÇ ËÒæ ÙÇÑÏÜ ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÏÜ ÎÇËÇÞ ÎÈìÊÇêÙãØæ Îì

ÎÔÇÞÌÔÔæÓ
*p �ÎÔÇÞÌÔÔæ ÖÕÒìÔÕÓÇ )(xP É ÙÕÞÝì ÊÒÕÈÇÒãÔÕÊÕ ÓìÔìÓÚÓÚ� ÙÕËì Ð

ÙìÒãÑÏ ÙÕËì� ÑÕÒÏ ÖÕÒìÔÕÓ
*)(=)( pxPxP − ÓÕÍÌ ÈÚÙÏ Ö×ÌËØÙÇÉÒÌÔÏÐ æÑ ØÚÓÇ

ÑÉÇË×ÇÙìÉ ìÔßÏÜ ÖÕÒìÔÕÓìÉ� ½ì ×ÌÎÚÒãÙÇÙÏ ÓÇåÙã ÉìËÔÕßÌÔÔæ ËÕ ÑÒÇØÏÞÔÏÜ ×ÕÈìÙ

«� ªìÒãÈÌ×ÙÇ Î ×ÕÎÑÒÇËÚ ÔÌÉìË�êÓÔÏÜ ÖÕÒìÔÕÓìÇÒãÔÏÜ ÛÕ×Ó Ú ØÚÓÚ ÑÉÇË×ÇÙìÉ�

·ÕÎ×ÕÈÒÌÔÏÐ ÓÌÙÕË ËÇê ÓÕÍÒÏÉìØÙã ÔÌ ÙìÒãÑÏ ËÕÉÌØÙÏ ìØÔÚÉÇÔÔæ ÙÇÑÕí ËÌÑÕÓÖÕÎÏÝìí

�æÑàÕ ÉÕÔÇ ìØÔÚê�� ÇÒÌ ì ÎÔÇÐÙÏ ÕËÔÌ Î ÓÕÍÒÏÉÏÜ Ö×ÌËØÙÇÉÒÌÔã ÖÕÒìÔÕÓÇ )(xP Ú

ÉÏÊÒæËì ØÚÓÏ ÑÉÇË×ÇÙìÉ ìÔßÏÜ ÖÕÒìÔÕÓìÉ� ¶×Ï ÝãÕÓÚ ÕËÌ×ÍÚêÓÕ ÙÇÑÕÍ ÎÔÇÞÌÔÔæ

ÊÒÕÈÇÒãÔÕÊÕ ÓìÔìÓÚÓÚ ÖÕÒìÔÕÓÇ )(xP .
²ÇÊ×ÇÔÍÌÉì ÕÝìÔÑÏ ÙÇ ÖÕÑ×ÇàÌÔÔæ ÝÏÜ ÕÝìÔÕÑ ÎÇ ËÕÖÕÓÕÊÕå ÛÚÔÑÝìÕÔÇÒãÔÕ

ÔÇËÒÏßÑÕÉÏÜ ÕÈÓÌÍÌÔã ÎÔÇÐßÒÏ ÎÇØÙÕØÚÉÇÔÔæ Ð ËÒæ ×æËÚ ÌÑØÙ×ÌÓÇÒãÔÏÜ ÎÇËÇÞ ÔÇ

Ê×ÇÛÇÜ� æÑì ÓÕÍÔÇ ÕÖÏØÇÙÏ ÎÇ ËÕÖÕÓÕÊÕå ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÏÜ ÓÕËÌÒÌÐ >��� ��� �1, 32].
¨ÇÊÇÙÕ ÑÕÓÈìÔÇÙÕ×ÔÏÜ ÕÖÙÏÓìÎÇÝìÐÔÏÜ ÎÇËÇÞ ÛÕ×ÓÚÒååÙãØæ Ú ÉÏÊÒæËì ÈÚÒÌÉÏÜ

ÎÇËÇÞ ÒìÔìÐÔÕÊÕ Ö×ÕÊ×ÇÓÚÉÇÔÔæ� Ç ÉìËÖÕÉìËÔì ËÉÕíØÙì ÕÝìÔÑÏ ÓÕÍÚÙã ÈÚÙÏ ÕÙ×ÏÓÇÔì

ÒÇÊ×ÇÔÍÌÉÕå ×ÌÒÇÑØÇÝìêå ÝÏÜ ²¶�ÎÇËÇÞ� §ÒÌ É ×æËì ÉÏÖÇËÑìÉ ÛÕ×ÓÚÒåÉÇÔÔæ ÙÇÑÏÜ

ÑÕÓÈìÔÇÙÕ×ÔÏÜ ÎÇËÇÞ Ú ÉÏÊÒæËì ÔÌÒìÔìÐÔÏÜ ÎÇËÇÞ ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÕÊÕ ÙÏÖÚ ËÇê ÙÕÞÔßì

ËÉÕíØÙì ÕÝìÔÑÏ� ©ÌÒÏÑÇ ÑìÒãÑìØÙã Ö×ÏÑÒÇËìÉ ÙÇÑÕÊÕ ×ÕËÚ ÓìØÙÏÙãØæ É ÓÕÔÕÊ×ÇÛìí >��@�

º >��� ��� ��@ ÔÇÉÌËÌÔÕ ×ÌÎÚÒãÙÇÙÏ ÎÇØÙÕØÚÉÇÔÔæ ÙÌÜÔìÑÏ ÛÚÔÑÝìÕÔÇÒãÔÕ

ÔÇËÒÏßÑÕÉÏÜ ÕÈÓÌÍÌÔã ËÒæ ËÕØÒìËÍÌÔÔæ ×ìÎÔÏÜ ÑÒÇØìÉ 13�ØÑÒÇËÔÏÜ ÑÕÓÈìÔÇÙÕ×ÔÏÜ

ÈÚÒÌÉÏÜ ÎÇËÇÞ� ØÛÕ×ÓÚÒãÕÉÇÔÏÜ Ú ÛÕ×Óì ÔÌÕÖÚÑÒÏÜ ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÏÜ ÎÇËÇÞ ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí�

ºÓÕÉÇ ÈÚÒÌÉÕØÙì ÎÓìÔÔÕí {0,1}∈x Ö×ÌËØÙÇÉÒæêÙãØæ ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÕå ×ìÉÔìØÙå

0=2 xx − � ½Ì ÙÇÑì ÌÑØÙ×ÌÓÇÒãÔì ÎÇËÇÞì ÔÇ Ê×ÇÛÇÜ� æÑ ÎÇËÇÞÇ ÎÔÇÜÕËÍÌÔÔæ

ÓÇÑØÏÓÇÒãÔÕí ÎÉÇÍÌÔÕí ÔÌÎÇÒÌÍÔÕí ÓÔÕÍÏÔÏ ÉÌ×ßÏÔ Ê×ÇÛÇ� ÎÇËÇÞÇ ÎÔÇÜÕËÍÌÔÔæ

ÓÇÑØÏÓÇÒãÔÕÊÕ ×ÕÎ×ìÎÚ Ê×ÇÛÇ� ÕÖÙÏÓÇÒãÔÇ ÈìØÌÑÝìæ Ê×ÇÛÇ� ÓìÔìÓÇÒãÔÌ ×ÕÎÈÏÙÙæ

Ê×ÇÛÇ ÔÇ k ÞÇØÙÏÔ Î ÛìÑØÕÉÇÔÏÓ ÞÏØÒÕÓ ÉÌ×ßÏÔ Ú ÑÕÍÔìÐ ÞÇØÙÏÔì ÙÕàÕ� «ÚÍÌ

ÝìÑÇÉÏÓÏ ÉÏæÉÏÒÏØæ ×ÌÎÚÒãÙÇÙÏ� ÖÕÉ
æÎÇÔì Î ÎÇËÇÞÌå ÎÔÇÜÕËÍÌÔÔæ ÎÉÇÍÌÔÕí
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ÓÇÑØÏÓÇÒãÔÕí ÔÌÎÇÒÌÍÔÕí ÓÔÕÍÏÔÏ ÉÌ×ßÏÔ Ê×ÇÛÇ� ¹ÚÙ ÒÇÊ×ÇÔÍÌÉì ÕÝìÔÑÏ ÙìØÔÕ

ÖÕÉ
æÎÇÔì Î ÉìËÕÓÏÓÏ ÞÏØÒÇÓÏ ²ÕÉÇØÇ ),( wGϑ ÙÇ ),( wG'ϑ >��@� ½ì ×ÌÎÚÒãÙÇÙÏ

ÓìØÙæÙãØæ É ÓÕÔÕÊ×ÇÛìí ´�®�¿Õ×Ç >��@�

´ÌÜÇÐ ),(= EVG ÿ ÎÉÇÍÌÔÏÐ ÔÌÕ×ìêÔÙÕÉÇÔÏÐ Ê×ÇÛ Î ÓÔÕÍÏÔÕå ÉÌ×ßÏÔ V ì

ÓÔÕÍÏÔÕå ×ÌÈÌ×E � ÉÇÊÇ ÑÕÍÔÕí ÉÌ×ßÏÔÏ Vi ∈ ÎÇËÇêÙãØæ ËÕËÇÙÔìÓ ÞÏØÒÕÓ iw .
¶ìËÓÔÕÍÏÔÇ ÉÌ×ßÏÔ VS⊆ ÔÇÎÏÉÇêÙãØæ ØÙìÐÑÕå �ÇÈÕ ÔÌÎÇÒÌÍÔÕå� ÓÔÕÍÏÔÕå

Ê×ÇÛÇ G � æÑàÕ ËÒæ ÈÚËã�æÑÏÜ Sji ∈, ×ÌÈ×Õ ),( ji ÔÌ ÔÇÒÌÍÏÙã E � ®ÉÇÍÌÔÌ ÞÏØÒÕ

ØÙìÐÑÕØÙì Ê×ÇÛÇ G ÉÏÎÔÇÞÇêÙãØæ æÑ i
Si

wwG ∑
∈

α max=),( � ËÌ VS⊆ ÿ ØÙìÐÑÇ ÓÔÕÍÏÔÇ�

³ÔÕÍÏÔÇ
*S � ÔÇ æÑìÐ ËÕØæÊÇêÙãØæ ),( wGα � ÔÇÎÏÉÇêÙãØæ ÓÇÑØÏÓÇÒãÔÕå ÎÉÇÍÌÔÕå

ØÙìÐÑÕå �ÇÈÕ ÔÌÎÇÒÌÍÔÕå� ÓÔÕÍÏÔÕå� ®ÇËÇÞÇ ÎÔÇÜÕËÍÌÔÔæ ),( wGα ê NP -
ØÑÒÇËÔÕå ÔÇÉìÙã É ÕÑ×ÌÓÕÓÚ ÉÏÖÇËÑÚ� ÑÕÒÏ ÚØì ÉÇÊÏ ×ÌÈÌ× ËÕ×ìÉÔååÙã ÕËÏÔÏÝì >��@�

µÈÞÏØÒÌÔÔæ ÉÌ×ÜÔìÜ ÕÝìÔÕÑ� àÕ ËÕØÏÙã ËÕÈ×Ì ÇÖ×ÕÑØÏÓÚåÙã ÎÉÌ×ÜÚ ),( wGα � ÓÇê æÑ

Ö×ÇÑÙÏÞÔÏÐ� ÙÇÑ ì ÙÌÕ×ÌÙÏÞÔÏÐ ìÔÙÌ×ÌØ� ´�®�¿Õ× ÎÇÖ×ÕÖÕÔÚÉÇÉ Ù×Ï ÉÌ×ÜÔìÜ ÕÝìÔÑÏ

ËÒæ ),( wGα .

¶Ì×ßÚ ÕÝìÔÑÚ ÚÓÕÉÏÓÕØæ ÖÕÎÔÇÞÇÙÏ ),(*
1 wGψ � ©ÕÔÇ ÖÕÉ
æÎÇÔÇ Î

ÛÕ×ÓÚÒåÉÇÔÔæÓ ÎÇËÇÞì Ö×Õ ÓÇÑØÏÓÇÒãÔÚ ÎÉÇÍÌÔÚ ØÙìÐÑÚ ÓÔÕÍÏÔÚ Ê×ÇÛÇ Ú ÉÏÊÒæËì

ÙÇÑÕí ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÕí ÈÚÒÌÉÕí ÎÇËÇÞì� ÎÔÇÐÙÏ

ii
Vi

xwwG ∑
∈

α max=),( (18)

Ö×Ï ÕÈÓÌÍÌÔÔæÜ

,),(0= Ejixx ji ∈∀ (19)

.0=2 Vixx ii ∈∀− (20)

¹ÚÙ ÈÚÒÌÉÇ ÎÓìÔÔÇ {0,1}∈ix ËÕ×ìÉÔåê ÕËÏÔÏÝì� æÑàÕ ÉÌ×ßÏÔÇ Vi ∈ ÉÑÒåÞÇêÙãØæ É

ØÙìÐÑÚ ÓÔÕÍÏÔÚ� ì ÔÚÒÌÉì Ú Ö×ÕÙÏÉÔÕÓÚ ÉÏÖÇËÑÚ� ¨ÚÒÌÉì ÎÓìÔÔì ËÒæ ÚØìÜ ÉÌ×ßÏÔ

ÕÖÏØÇÔì ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÏÓÏ ÕÈÓÌÍÌÔÔæÓÏ�×ìÉÔÕØÙæÓÏ ����� ±ÉÇË×ÇÙÏÞÔì ÕÈÓÌÍÌÔÔæ ����

ÕÎÔÇÞÇåÙã� àÕ æÑàÕ ËÉì ÉÌ×ßÏÔÏ ÎÉ
æÎÇÔì ×ÌÈ×ÕÓ Ú Ê×ÇÛì G � ÙÕ ÉÕÔÏ ÕÈÏËÉì ÔÌ

ÓÕÍÚÙã ÕËÔÕÞÇØÔÕ ÔÇÒÌÍÇÙÏ ØÙìÐÑìÐ ÓÔÕÍÏÔì�

«×ÚÊÇ ÕÝìÔÑÇ �ÚÓÕÉÏÓÕØæ ÖÕÎÔÇÞÇÙÏ íí ),(*
2 wGψ � ÉìËÖÕÉìËÇê ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔìÐ

ÎÇËÇÞì� Ú æÑìÐ ËÕ ÕÈÓÌÍÌÔã ����ÿ���� ËÕËÇÔÕ ÙÇÑÌ ØìÓÌÐØÙÉÕ ÛÚÔÑÝìÕÔÇÒãÔÕ

ÔÇËÒÏßÑÕÉÏÜ ÕÈÓÌÍÌÔã

.),(0 Ejixx ji ∈/∀≥ (21)

©ÕÔÏ ê ÔÇØÒìËÑÇÓÏ ÔÌ×ìÉÔÕØÙÌÐ 0= 2 ≥ii xx ËÒæ ÚØìÜ Vi ∈ � º >��@ ËÕÉÌËÌÔÕ� àÕ

),(=),(*
1 wGwG ϑψ ì ),(=),(*

2 wGwG 'ϑψ � ËÌ ),( wGϑ ì ),( wG'ϑ ÿ ÉìËÕÓì ÞÏØÒÇ

²ÕÉÇØÇ >��@� ¹ÕÈÙÕ ÕÝìÔÑÏ ¿Õ×Ç ÓÇåÙã ÙÇÑì Í ÉÒÇØÙÏÉÕØÙì æÑ ì ÞÏØÒÇ ²ÕÉÇØÇ�

´ÇÖ×ÏÑÒÇË� ),(=),(*
1 wGwG αψ � æÑàÕ Ê×ÇÛ G ÔÇÒÌÍÏÙã ØìÓÌÐØÙÉÚ ÖÌ×ÛÌÑÙÔÏÜ

Ê×ÇÛìÉ�

´ÇÐÈìÒãß ÝìÑÇÉÕå ÉÏæÉÏÒÇØæ Ù×ÌÙæ ÕÝìÔÑÇ ¿Õ×Ç �ÚÓÕÉÏÓÕØæ ÖÕÎÔÇÞÇÙÏ íí

),(*
3 wGψ �� ©ÕÔÇ ÖÕÉ
æÎÇÔÇ Î ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÕå ÎÇËÇÞÌå� Ú æÑìÐ ËÕ ÕÈÓÌÍÌÔã ����ÿ����

ËÕËÇÔÕ ÙÇÑÌ ØìÓÌÐØÙÉÕ ÛÚÔÑÝìÕÔÇÒãÔÕ ÔÇËÒÏßÑÕÉÏÜ ÕÈÓÌÍÌÔã

.,,),(, jikEjixxxxx kkjki ≠∈∀≤+ (22)
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´ÇæÉÔìØÙã ÕÈÓÌÍÌÔã ���� ËÕËÇê ÕÝìÔÝì ),(*
3 wGψ ×æË ÞÚËÕÉÏÜ ÉÒÇØÙÏÉÕØÙÌÐ� àÕ

ÖÕÉ
æÎÇÔì Îì ØÖÌÝìÇÒãÔÏÓÏ ØìÓÌÐØÙÉÇÓÏ Ê×ÇÛìÉ� ¹ÇÑ� ÔÇÖ×ÏÑÒÇË� Ú ×ÕÈÕÙì >��@

ÖÕÑÇÎÇÔÕ� àÕ ÉÌ×ÜÔæ ÕÝìÔÑÇ ),(*
3 wGψ ê ÙÕÞÔÕå ËÒæ )(Gα � ÑÕÒÏ Ê×ÇÛ G ê t -

ÖÌ×ÛÌÑÙÔÏÓ� ÇÈÕ h �ÖÌ×ÛÌÑÙÔÏÓ� ´ÌËÇÉÔÕ ÉÏæÉÒÌÔì ÔÕÉì ÉÒÇØÙÏÉÕØÙì ËÒæ ÕÝìÔÑÏ

),(*
3 wGψ >��@� ©ÕÔÏ ÖÕÉ
æÎÇÔì Î ÙÏÓ� àÕ Î ÑÉÇË×ÇÙÏÞÔÏÜ ÕÈÓÌÍÌÔã ����� ���� ì ����

ÉÏÖÒÏÉÇåÙã Ö×ÇÉÏÒãÔì ÒìÔìÐÔì ÔÌ×ìÉÔÕØÙì ËÒæ p �ÑÕÒÌØÇ É Ê×ÇÛì �ÉìËÕÓÇ

ÖìËØÙ×ÚÑÙÚ×Ç É Ê×ÇÛì� ÇÔÊÒìÐØãÑÏÐ ÙÌ×ÓìÔ ËÒæ æÑÕí p �ZKHHO�� ½Ì ËÇê ÓÕÍÒÏÉìØÙã

×ÕÎßÏ×ÏÙÏ ØìÓÌÐØÙÉÕ Ê×ÇÛìÉ� ËÒæ æÑÏÜ ÎÇËÇÞÇ ÎÔÇÜÕËÍÌÔÔæ ),( wGα ÔÌ ê 13�

ØÑÒÇËÔÕå� Ç ÓÕÍÌ ÈÚÙÏ ÉÏ×ìßÌÔÇ ÎÇ ÖÕÒìÔÕÓìÇÒãÔÏÐ ÞÇØ� ÆÑ ÕÑ×ÌÓÏÐ ÉÏÖÇËÕÑ� ØåËÏ

ÖÕÖÇËÇê ì ÉìËÕÓÌ ØìÓÌÐØÙÉÕ W �ÖÌ×ÛÌÑÙÔÏÜ Ê×ÇÛìÉ� ËÒæ æÑÕÊÕ ÝÌÐ ÛÇÑÙ ËÕÉÌËÌÔÕ ÔÇ

ÕØÔÕÉì ÓÌÙÕËÚ ÌÒìÖØÕíËìÉ >��@�

¹ÌÜÔìÑÇ ÒÇÊ×ÇÔÍÌÉÏÜ ÕÝìÔÕÑ ÎÔÇÐßÒÇ ÎÇØÙÕØÚÉÇÔÔæ ì É ËÌæÑÏÜ ìÔßÏÜ ÎÇËÇÞÇÜ

ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí� �í ÓÕÍÔÇ ÉÉÇÍÇÙÏ ÇÒãÙÌ×ÔÇÙÏÉÕå ÉÏÑÕ×ÏØÙÇÔÔå ÓÌÙÕËìÉ ÉÔÚÙ×ìßÔìÜ

ÙÕÞÕÑ ËÒæ ×ÕÎÉ�æÎÇÔÔæ ÎÇËÇÞ ÔÇÖìÉÉÏÎÔÇÞÌÔÕÊÕ Ö×ÕÊ×ÇÓÚÉÇÔÔæ �VHPLGHILQLWH

SURJUDPPLQJ�� «ìÐØÔÕ� ÈÇÊÇÙÕ ÎÇËÇÞ ÔÇÖìÉÉÏÎÔÇÞÌÔÕÊÕ Ö×ÕÊ×ÇÓÚÉÇÔÔæ ËÕÝìÒãÔÕ

×ÕÎÊÒæËÇÙÏ� æÑ ÕÑ×ÌÓÏÐ ÉÏÖÇËÕÑ ÎÇËÇÞ ÔÌËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí ÙÇ

ÎÇØÙÕØÕÉÚÉÇÙÏ ËÒæ ×ÕÎÉ�æÎÇÔÔæ ÌÛÌÑÙÏÉÔì ÓÌÙÕËÏ ÓìÔìÓìÎÇÝìí ÔÌÊÒÇËÑÏÜ ÕÖÚÑÒÏÜ

ÛÚÔÑÝìÐ� §ËÍÌ ÚÓÕÉÇ ÔÌÉìË�êÓÔÕí ÉÏÎÔÇÞÌÔÕØÙì ËÌæÑÕí ØÏÓÌÙ×ÏÞÔÕí )( nn× �ÓÇÙ×ÏÝì

X ÌÑÉìÉÇÒÌÔÙÔÇ ÙÕÓÚ� àÕ ÓìÔìÓÇÒãÔÌ ÉÒÇØÔÌ ÞÏØÒÕ Ýìêí ÓÇÙ×ÏÝì 0)( ≥λ Xn � §ÒÌ

)(Xnλ ÿ ÚÉìÊÔÚÙÇ ÔÌËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔÇ ÛÚÔÑÝìæ ÌÒÌÓÌÔÙìÉ ÓÇÙ×ÏÝì� ÙÕÈÙÕ æÑàÕ

ÌÒÌÓÌÔÙÏ ÓÇÙ×ÏÝì
n

jiijxuX 1=,}{=)( ê ÒìÔìÐÔÏÓÏ ÛÚÔÑÝìæÓÏ ÉìË ÉÌÑÙÕ×Ç ÔÌÉìËÕÓÏÜ

ÖÇ×ÇÓÌÙ×ìÉ
mRu∈ � ÙÕ ÚÓÕÉÇ 0)( VuX ÌÑÉìÉÇÒÌÔÙÔÇ ÕÖÚÑÒÕÓÚ ÔÌÊÒÇËÑÕÓÚ

ÕÈÓÌÍÌÔÔå 0))((=)( ≤λ−ϕ uXu n .
¹ÌØÙÕÉì ÌÑØÖÌ×ÏÓÌÔÙÏ� ÖÕÉ
æÎÇÔì Î ×ÕÎÉ�æÎÇÔÔæÓ ÎÇËÇÞ ÔÇÖìÉÉÏÎÔÇÞÌÔÕÊÕ

Ö×ÕÊ×ÇÓÚÉÇÔÔæ� àÕ ÉÏÔÏÑÇåÙã Ö×Ï ÎÔÇÜÕËÍÌÔÔì ÒÇÊ×ÇÔÍÌÉÏÜ ÕÝìÔÕÑ Ú ×æËì

ÌÑØÙ×ÌÓÇÒãÔÏÜ ÎÇËÇÞ ÔÇ Ê×ÇÛÇÜ� ÿ ÙÇÑÏÜ æÑ ÓÇÑØÏÓÇÒãÔÏÐ ×ÕÎ×ìÎ Ê×ÇÛÇ� ÕÖÙÏÓÇÒãÔÇ

ÈìØÌÑÝìæ Ê×ÇÛÇ ÙÇ ÓìÔìÓÇÒãÔÇ ÎÉÇÍÌÔÇ ÖÕ ×ÌÈ×ÇÜ ×ÕÎ×ìÎÚ ×ÕÎÈÏÉÑÇ ÉÌ×ßÏÔ Ê×ÇÛÇ ÔÇ

k ÞÇØÙÏÔ ìÎ ÎÇËÇÔÏÓ ÞÏØÒÕÓ ÉÌ×ßÏÔ Ú ÑÕÍÔìÐ ÞÇØÙÏÔì� ÓÕÍÔÇ ÎÔÇÐÙÏ É >��� �2].
¬ÑØÖÌ×ÏÓÌÔÙÏ Ö×ÕÉÕËÏÒÏØæ Î ÉÏÑÕ×ÏØÙÇÔÔæÓ ÕËÔìêí Î ÉÌ×ØìÐ )(αr �ÇÒÊÕ×ÏÙÓÚ >��@�

·ÌÎÚÒãÙÇÙÏ ÖÕÑÇÎÇÒÏ ËÕØÏÙã ÉÏØÕÑÚ ßÉÏËÑìØÙã ÎÈìÍÔÕØÙì� ØÙìÐÑìØÙã ÕÈÞÏØÒÌÔã

ÖÕÈÒÏÎÚ Ê×ÇÔÏÝì ÕÈÒÇØÙì ÉÏÎÔÇÞÌÔÔæ ÛÚÔÑÝìí� àÕ ÓìÔìÓìÎÚêÙãØæ� ½Ì ÕÎÔÇÞÇê

ÓÕÍÒÏÉìØÙã ÕËÌ×ÍÇÔÔæ ÒÇÊ×ÇÔÍÌÉÏÜ ÕÝìÔÕÑ Î ÉÏØÕÑÕå ÙÕÞÔìØÙå ÎÇ ËÕÖÕÓÕÊÕå

ÓÌÙÕËìÉ ÔÌËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí�

´Ç ÎÇÑìÔÞÌÔÔæ ÉìËÓìÙÏÓÕ� àÕ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙÔì ÓÌÙÕËÏ ÔÌËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔÕí

ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí� ×ÕÎ×ÕÈÒÌÔì É �ÔØÙÏÙÚÙì ÑìÈÌ×ÔÌÙÏÑÏ ÖìË ÑÌ×ìÉÔÏÝÙÉÕÓ ÇÑÇËÌÓìÑÇ ´ÇÚÓÇ

®ÚØÌÒÌÉÏÞÇ ¿Õ×Ç� ÉÖÒÏÔÚÒÏ ÔÇ ×ÕÎÉÏÙÕÑ ÙÌÕ×ìí ì Ö×ÇÑÙÏÑÏ ËÒæ ÈÇÊÇÙãÕÜ ÔÇÖ×æÓÑìÉ

ÓÇÙÌÓÇÙÏÞÔÕÊÕ Ö×ÕÊ×ÇÓÚÉÇÔÔæ� ©ÕÔÏ ÉÏÎÔÇÔì Ö×ÕÉìËÔÏÓÏ ØÖÌÝìÇÒìØÙÇÓÏ ØÉìÙÕÉÕÊÕ

ÔÇÚÑÕÉÕÊÕ ØÖìÉÙÕÉÇ×ÏØÙÉÇ É ÕÈÒÇØÙì ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí� ·ÌÎÚÒãÙÇÙÏ ´ÇÚÓÇ ®ÚØÌÒÌÉÏÞÇ

¿Õ×Ç ÙÇ ÐÕÊÕ ÚÞÔìÉ ÈÚÒÏ ÉÏØÕÑÕ ÕÝìÔÌÔì ì É ÑÕÒÏßÔãÕÓÚ ¸·¸·� ì É ºÑ×ÇíÔì� ®Ç

ÖÒìËÔÚ ×ÕÈÕÙÚ Î ×ÕÎ×ÕÈÑÏ ÞÏØÌÒãÔÏÜ ÓÌÙÕËìÉ ÔÌËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìí ÙÇ íÜ
ÎÇØÙÕÉÚÉÇÔã ´�®�¿Õ× ÕÙ×ÏÓÇÉ «Ì×ÍÇÉÔì Ö×ÌÓìí ¸·¸· ������ ì ºÑ×ÇíÔÏ ������ �����

����� É ÕÈÒÇØÙì ÔÇÚÑÏ ì ÙÌÜÔìÑÏ� Ö×ÌÓìå ìÓÌÔì ©�³� ªÒÚßÑÕÉÇ ´ÇÝìÕÔÇÒãÔÕí ÇÑÇËÌÓìí

ÔÇÚÑ ºÑ×ÇíÔÏ ������� Ö×ÌÓìå ìÓÌÔì ©�¸�³ÏÜÇÒÌÉÏÞÇ ´ÇÝìÕÔÇÒãÔÕí ÇÑÇËÌÓìí ÔÇÚÑ

ºÑ×ÇíÔÏ �������
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© ËÇÔÏÐ ÞÇØ ×ÕÎÉÏÙÕÑ ÓÌÙÕËìÉ ÔÌËÏÛÌ×ÌÔÝìÐÕÉÔÕí ÕÖÙÏÓìÎÇÝìíì ÙÇ íÜ

ÎÇØÙÕØÚÉÇÔã ÇÑÙÏÉÔÕ Ö×ÕËÕÉÍÚêÙãØæ. ÀÌ É ËÇÒÌÑÕÓÚ ���� ×ÕÝì É ÕËÔìÐ ìÎ ×ÕÈìÙ

´�®� ¿Õ× ÙÇ ©��. ªÌ×ßÕÉÏÞ ÔÇÖÏØÇÒÏ� 

 ��� ¹ÌÕ×Ïæ ÉØÌÊÕ ÑÒÇØØÇ ÇÒÊÕ×ÏÙÓÕÉ Ø

×ÇØÙæÍÌÔÏÌÓ Ö×ÕØÙ×ÇÔØÙÉÇ ËÇÒÌÑÇ ÕÙ ØÕÉÌ×ßÌÔØÙÉÇ� ´ÇÓ ÑÇÍÌÙØæ ËÕØÙÇÙÕÞÔÕ

×ÌÇÒÏØÙÏÞÔÕÐ ÝÌÒãå ÖÕØÙ×ÕÌÔÏÌ ÙÇÑÕÊÕ ÇÒÊÕ×ÏÙÓÇ� ÑÕÙÕ×âÐ ÖÕ ØÉÕÌÐ

Ö×ÇÑÙÏÞÌØÑÕÐ äÛÛÌÑÙÏÉÔÕØÙÏ ÔÌ ÚØÙÚÖÇÒ Èâ r�ÇÒÊÕ×ÏÙÓÚ Ï ÈâÒ ØÙÕÒã ÍÌ

ÜÕ×ÕßÕ ÕÈÕØÔÕÉÇÔ ÑÇÑ ÓÌÙÕË äÒÒÏÖØÕÏËÕÉ

� ´Ì ËÏÉÒæÞÏØã ÔÇ ÙÌ� àÕ Ö×ÕÐßÒÕ

ÉÍÌ �� ×ÕÑìÉ Î ÙÕÊÕ ÞÇØÚ� Ö×ÕÈÒÌÓÇ ÞìÙÑÕÊÕ ÕÈÊ×ÚÔÙÚÉÇÔÔæ r�ÇÒÊÕ×ÏÙÓìÉ
ÎÇÒÏßÇêÙãØæ ÇÑÙÚÇÒãÔÕå Ð ËÕÔÏÔì� ÆÑ Ñ×ÕÑ É ÝãÕÓÚ ÔÇÖ×æÓì ÓÕÍÔÇ ÉìËÓìÙÏÙÏ

×ÕÈÕÙÚ >��@� ËÌ ËÒæ ÖÌ×ÌÙÉÕ×ÌÔÔæ ØÖÌÝìÇÒãÔÕÊÕ ÌÒLÖØÕíËÇ É ÑÚÒå

ÉÏÑÕ×ÏØÙÕÉÚêÙãØæ ÖÌ×ÌÙÉÕ×ÌÔÔæ Ö×ÕØÙÕ×Ú� ÈÒÏÎãÑÌ ËÕ ÉÏÑÕ×ÏØÙÇÔÕÊÕ É r-
ÇÒÊÕ×ÏÙÓÇÜ� µËÔÇÑ� ×ÕÎÙæÊ Ö×ÕØÙÕ×Ú ÙÚÙ ÉÏÑÕ×ÏØÙÕÉÚêÙãØæ É ÔÇÖ×æÓì ×ìÎÔÏÝì

ËÉÕÜ ÔÕ×ÓÕÉÇÔÏÜ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙìÉ� ¨ÒÏÎãÑÏÓ ËÕ ÔÇÖ×æÓÚ ×ìÎÔÏÝì ËÉÕÜ

ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙìÉ ÉìÔ ÈÚËÌ ÙìÒãÑÏ ÙÕËì� ÑÕÒÏ ÔÕ×ÓÏ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙìÉ ÈÒÏÎãÑì� Ç ÑÕÒÏ

ÔÕ×ÓÏ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙìÉ ØÏÒãÔÕ ÉìË×ìÎÔæåÙãØæ� ÝÌ ÈÚËÌ ØÚÙÙêÉÕ ÉìË×ìÎÔæÙÏØæ ÉìË

×ÕÎÙæÊÚ Ö×ÕØÙÕ×Ú É ÔÇÖ×æÓì ×ìÎÔÏÝì ËÉÕÜ ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙìÉ� ¶ÕËìÈÔÌ ÖÌ×ÌÙÉÕ×ÌÔÔæ
Ö×ÕØÙÕ×Ú ÉÏÑÕ×ÏØÙÕÉÚêÙãØæ ÙÇÑÕÍ É ×ÕÎ×ÕÈÒÌÔÏÜ ³�ª�­Ú×ÈÌÔÑÕÓ ÔÕÉÏÜ

ÓÕËÏÛìÑÇÝìæÜ ε �ØÚÈÊ×ÇËìêÔÙÔÏÜ ÇÒÊÕ×ÏÙÓìÉ Î ×ÕÎÙæÊÕÓ Ö×ÕØÙÕ×Ú >��@�

«ÕØÒìËÍÌÔÔæ É ËÇÔÏÜ ÔÇÖ×æÓÑÇÜ ÇÑÙÏÉÔÕ Ö×ÕËÕÉÍÚåÙãØæ ���
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