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Îòêóäà ïîÿâèëàñü çàäà÷à?
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Îòêóäà ïîÿâèëàñü çàäà÷à?
Çàäà÷à: âèííûé ìàðøðóò Ëüâîâ�Âðîöëàâ

Êàê äîåõàòü èç Ëüâîâà äî Âðîöëàâà ïî êðàò÷àéøåìó ïóòè,
ïîñåòèâ 5 ïóíêòîâ èç 20 ïóíêòîâ âèíîäåëèÿ Ìàëîïîëüñêîé
âèííîé äîðîãè?
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Îòêóäà ïîÿâèëàñü çàäà÷à?
Ïðèìåð: Ïîëíûé ãðàô D6,6 (6 âåðøèí)

Îáîçíà÷åíèÿ: dij � äëèíà äóãè îò âåðøèíû i ê âåðøèíå j
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Îòêóäà ïîÿâèëàñü çàäà÷à?
Ãàìèëüòîíîâ öèêë â ãðàôå D6,6 (äëèíà 258)

Ãàìèëüòîíîâ öèêë � çàìêíóòûé ïóòü, êîòîðûé ïðîõîäèò
÷åðåç âñå âåðøèíû ãðàôà.
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Îòêóäà ïîÿâèëàñü çàäà÷à?
Êðàò÷àéøèé ãàìèëüòîíîâ öèêë (äëèíà 229)

Ãàìèëüòîíîâ öèêë ìèíèìàëüíîé äëèíû ñîâïàäàåò ñ
ðåøåíèåì çàäà÷è êîììèâîÿæåðà
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Îòêóäà ïîÿâèëàñü çàäà÷à?
Ïðèìåð: ïîäöèêë ADEA â D6,6
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Îòêóäà ïîÿâèëàñü çàäà÷à?
Ïðèìåð: ïîäöèêë ADFEA â D6,6
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Îòêóäà ïîÿâèëàñü çàäà÷à?
Ïðèìåð: ïîäöèêë ADFBEA â D6,6
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k-Âåðøèííûé öèêë: ïåðåìåííûå, îãðàíè÷åíèÿ
Ñîäåðæàíèå
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3 Ïåðâàÿ çàäà÷à

4 Âòîðàÿ çàäà÷à

5 Î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷
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k-Âåðøèííûé öèêë: ïåðåìåííûå, îãðàíè÷åíèÿ
×òî òàêîå k-âåðøèííûé öèêë?

Çàäàíû:
Dn,n � ïîëíûé ãðàô, ãäå n � êîëè÷åñòâî âåðøèí
dij > 0 � ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè i òà j, i 6= j
s � âåðøèíà, â êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ è çàâåðøàåòñÿ öèêë

k-âåðøèííûé öèêë (1 ≤ k ≤ n− 1)
ýòî öèêë, êîòîðûé ïðîõîäèò ÷åðåç k âåðøèí ãðàôà Dn,n

(âåðøèíà s íå ñ÷èòàåòñÿ)

(n−1)-âåðøèííûé öèêë åñòü ãàìèëüòîíîâûì öèêëîì
(ïðîõîäèò ÷åðåç âñå âåðøèíû ãðàôà Dn,n)
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k-Âåðøèííûé öèêë: ïåðåìåííûå, îãðàíè÷åíèÿ
Áóëåâû ïåðåìåííûå

Ïåðåìåííûå: n(n− 1) + (n− 1)

xij =

{
1, åñëè äóãà (i, j) âêëþ÷àåòñÿ â öèêë,
0, â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå

yi =

{
1, åñëè öèêë ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó i,
0, â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå
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k-Âåðøèííûé öèêë: ïåðåìåííûå, îãðàíè÷åíèÿ
Îáùèå îãðàíè÷åíèÿ äëÿ k-âåðøèííîãî öèêëà

Îáùèå îãðàíè÷åíèÿ: 2 + 2(n− 1) + 1

n∑
j=1,j 6=s

xsj = 1,
n∑

j=1,j 6=s

xjs = 1, (A1)

n∑
j=1,j 6=i

xij = yi,
n∑

j=1,j 6=i

xji = yi, i = 1, . . . , n, i 6= s, (A2)

n∑
i=1,i6=s

yi = k, (A3)

(A1) îïèñûâàþò îäíîêðàòíûé âõîä (âûõîä) äëÿ âåðøèíû s;
(A3) çàäàåò ðîâíî k âåðøèí, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäèò öèêë;
(A2) îïèñûâàþò îäíîêðàòíûé âõîä (âûõîä) äëÿ âåðøèí yi = 1.
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k-Âåðøèííûé öèêë: ïåðåìåííûå, îãðàíè÷åíèÿ
Îãðàíè÷åíèÿ (A1)-(A3)

äëÿ ãàìèëüòîíîâîãî öèêëà ïåðåõîäÿò â 2n îãðàíè÷åíèé
n∑

j=1,j 6=i

xij = 1,
n∑

j=1,j 6=i

xji = 1, i = 1, . . . , n. (A4)

Îíè åñòü îãðàíè÷åíèÿìè çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ.

Ïðîáëåìà äëÿ îãðàíè÷åíèé (A1)-(A3) è (A4):
äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ äëÿ íèõ ìîãóò ñîäåðæàòü ïîäöèêëû.
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k-Âåðøèííûé öèêë: ïåðåìåííûå, îãðàíè÷åíèÿ
Ïðèìåð: äâà ïîäöèêëà â ãðàôå D6,6

AEBA � ïåðâûé ïîäöèêë, DCFD � âòîðîé ïîäöèêë.
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k-Âåðøèííûé öèêë: ïåðåìåííûå, îãðàíè÷åíèÿ
×òîáû îáåñïå÷èòü ñâÿçíîñòü k-âåðøèííîãî

öèêëà, ò.å. èçáåæàòü ïîäöèêëîâ â ãðàôå Dn,n,

â ïåðâîé ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è áóäåì
èñïîëüçîâàòü èäåþ ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷è î ïîòîêå,

à âî

âòîðîé ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è áóäåì
èñïîëüçîâàòü îãðàíè÷åíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå
ïîñòðîåíû Òàêêåðîì äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà.
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Ïåðâàÿ çàäà÷à
Ñîäåðæàíèå

1 Îòêóäà ïîÿâèëàñü çàäà÷à?

2 k-Âåðøèííûé öèêë: ïåðåìåííûå, îãðàíè÷åíèÿ

3 Ïåðâàÿ çàäà÷à

4 Âòîðàÿ çàäà÷à

5 Î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷
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Ïåðâàÿ çàäà÷à
Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è

íàéòè
d∗k = min

n∑
i=1

n∑
j=1,j 6=i

dijxij (1)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (A1)�(A3) è îãðàíè÷åíèÿõ
zij − kxij ≤ 0, i 6= j, (B1)

n∑
j=1,j 6=s

zsj = k, (B2)

n∑
j=1,j 6=i

zij −
n∑

j=1,j 6=i

zji = −yi, i 6= s, (B3)

yi = 0 ∨ 1, xij = 0 ∨ 1, zij ≥ 0. (1a)
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Ïåðâàÿ çàäà÷à
Õàðàêòåðèñòèêà çàäà÷è (1)�(1a)

Çàäà÷à (1)�(1a)
ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ñìåøàííîãî áóëåâîãî ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ìèíèìèçàöèÿ öåëåâîé ëèíåéíîé ôóíêöèè â (1) îòâå÷àåò
íàõîæäåíèþ k-âåðøèííîãî öèêëà ìèíèìàëüíîé äëèíû d∗k

Îãðàíè÷åíèÿ (A1)�(A3) è (B1)�(B3)
îïèñûâàþò âñå âîçìîæíûå k-âåðøèííûå öèêëû â ãðàôå
Dn,n (âåðøèíà s íå ó÷èòûâàåòñÿ)
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Ïåðâàÿ çàäà÷à
Ïî÷åìó íåò ïîäöèêëîâ â ãðàôå Dn,n?

Çäåñü
ïåðåìåííàÿ zij ≥ 0 çàäàåò âåëè÷èíó ïîòîêà íåêîòîðîãî
ïðîäóêòà îò âåðøèíè i ê âåðøèíå j

à çàäà÷à î ïîòîêå ìîäåëèðóåòñÿ òàê:
Îãðàíè÷åíèÿ (B1) îáåñïå÷èâàþò ïåðåâîçêó ïðîäóêòà
ìåæäó âåðøèíàìè i è j òîëüêî òîãäà, åñëè xij = 1.
Îãðàíè÷åíèÿ (B2) è (B3) îçíà÷àþò, ÷òî èç âåðøèíû s
íåîáõîäèìî âûâåçòè k åäèíèö ïðîäóêòà, îñòàâëÿÿ â
êàæäîé èç âåðøèí öèêëà ëèøü îäíó åäèíèöó ïðîäóêòà.
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Ïåðâàÿ çàäà÷à
×àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è (1)�(1a)

Åñëè k = n− 1,
òî ïîëó÷àåì çàäà÷ó äëÿ êðàò÷àéøåãî ãàìèëüòîíîâîãî
öèêëà, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëèðîâêîé çàäà÷è
êîììèâîÿæåðà â [1], ñòð. 46.

1. Àëåêñååâà Å.Â. Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðèìåðû
è çàäà÷è: Ó÷åá. ïîñîáèå / Å.Â. Àëåêñååâà. � Íîâîñèá. ãîñ.
óí-ò. � Íîâîñèáèðñê, 2012. � 131 ñ.
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Âòîðàÿ çàäà÷à
Ñîäåðæàíèå

1 Îòêóäà ïîÿâèëàñü çàäà÷à?

2 k-Âåðøèííûé öèêë: ïåðåìåííûå, îãðàíè÷åíèÿ

3 Ïåðâàÿ çàäà÷à

4 Âòîðàÿ çàäà÷à

5 Î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷
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Âòîðàÿ çàäà÷à
Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è

íàéòè
d∗k = min

n∑
i=1

n∑
j=1,j 6=i

dijxij (2)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (A1)�(A3) è îãðàíè÷åíèÿõ
ui − uj + kxij ≤ k − 1, i 6= s, j 6= s, i 6= j, (C1)

yi = 0 ∨ 1, xij = 0 ∨ 1, 0 ≤ ui ≤ k − öåëûå. (2a)

Çäåñü
câÿçíîñòü k-âåðøèííîãî öèêëà îáåñïå÷èâàþò öåëî÷èñëåííûå
ïåðåìåííûå ui, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò íîìåðó øàãà,
íà êîòîðîì ïîñåùàåòñÿ âåðøèíà i.
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Âòîðàÿ çàäà÷à
Õàðàêòåðèñòèêà çàäà÷è (2)�(2a)

Çàäà÷à (2)�(2a)
åñòü çàäà÷åé öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàìèðîâàíèÿ.

Ìèíèìèçàöèÿ öåëåâîé ëèíåéíîé ôóíêöèè â (1) îòâå÷àåò
íàõîæäåíèþ k-âåðøèííîãî öèêëà ìèíèìàëüíîé äëèíû d∗k

Îãðàíè÷åíèÿ (A1)�(A3) è (Ñ1)
îïèñûâàþò âñå âîçìîæíûå k-âåðøèííûå öèêëû â ãðàôå
Dn,n (âåðøèíà s íå ó÷èòûâàåòñÿ)
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Âòîðàÿ çàäà÷à
Ïî÷åìó íåò ïîäöèêëîâ â ãðàôå Dn,n?

Äîïóñòèì, ÷òî èìååòñÿ äâà öèêëà. Îäèí èç íèõ íå ïðîõîäèò
÷åðåç âåðøèíó s. Îáîçíà÷èì åãî (i1, . . . , ip, i1). Èç îãðàíè÷åíèé
(C1) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû âåðøèí, èäóùèõ ïî ïîðÿäêó
â ýòîì öèêëå, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

ui1 − ui2 + k ≤ k − 1,

ui2 − ui3 + k ≤ k − 1,

. . .
uip − ui1 + k ≤ k − 1.

Ñëîæèâ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì pk ≤ p(k − 1), ÷òî
íåâîçìîæíî ïðè p 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ïîäöèêëà,
íå ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç âåðøèíó s, îãðàíè÷åíèÿ (C1) íå
âûïîëíÿþòñÿ.
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Âòîðàÿ çàäà÷à
×àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è (2)�(2a)

Åñëè k = n− 1, òî ïîëó÷àåì çàäà÷ó êîììèâîÿæåðà,
îòëè÷íóþ îò ïðèâåäåííûõ â [1, ñòð. 45] è [2, ñòð. 65], ãäå
ñâÿçíîñòü ìàðøðóòà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç ãîðîäîâ (âåðøèí),
îáåñïå÷èâàåòñÿ íà îñíîâå óñëîâèé Òàêêåðà:

ui − uj + nxij ≤ n− 1, i 6= s, j 6= s, i 6= j,

Îíè èñïîëüçóþò íà îäíó âåðøèíó áîëüøå, ÷åì òðåáóåòñÿ
äëÿ öèêëà, êîòîðûé íå ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó s.

2. Ãàìåöêèé À.Ô., Ñîëîìîí Ä.È. Èññëåäîâàíèå îïåðàöèé.
Òîì II. � Êèøèíýó, Ýâðèêà, 2008. � 592 ñ.
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Î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷
Ñîäåðæàíèå

1 Îòêóäà ïîÿâèëàñü çàäà÷à?

2 k-Âåðøèííûé öèêë: ïåðåìåííûå, îãðàíè÷åíèÿ

3 Ïåðâàÿ çàäà÷à

4 Âòîðàÿ çàäà÷à

5 Î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷
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Î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷
Î ñëîæíîñòè çàäà÷ (1)�(1a) è (2)�(2a)

Åñëè k áîëüøîå, òî
çàäà÷à ïîèñêà êðàò÷àéøåãî k-âåðøèííîãî öèêëà ñëîæíåå,
÷åì çàäà÷à ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ãàìèëüòîíîâîãî öèêëà.

Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî íóæíî îïðåäåëèòü ïîäìíîæåñòâî
âåðøèí, äëÿ êîòîðîé áóäå íàéäåí ãàìèëüòîíîâ ïîäöèêë.

Ýòî ïîäòâåðæäàþò ðàñ÷åòû äëÿ ñåìè çàäà÷ êîììèâîÿæåðà
ñ áèáëèîòåêè TSPLIB. Ïðîâîäèëèñü íà NEOS-ñåðâåðå ñ
ïîìîùüþ ïðîãðàììû gurobi 5.5.0.
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Î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷
gurobi 5.5.0 äëÿ çàäà÷ ñ áèáëèîòåêè TSPLIB

Çàäà÷à n d∗ t(sec) k d∗k t(sec)
st70.tsp 70 675 14.33 + 35 268 23.58
eil76.tsp 76 538 11.29 � 38 219 11.55
kroA100.tsp 100 21282 105.80 � 50 9427 1194.46
kroB100.tsp 100 22141 75.27 50 9307 752.97
kroD100.tsp 100 21294 221.15 + 50 8929 1268.61
kroE100.tsp 100 22068 118.21 50 9312 644.35
eil101.tsp 101 629 29.57 � 50 232 133.16

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(1a)
ïðè k=n−1 (çàäà÷à êîììèâîÿæåðà) � â êîëîíêàõ 3, 4 òà 5,
ïðè k = n/2 òà s = 1 � â êîëîíêàõ 6, 7, 8.
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Î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷
×òî âèäèì èç òàáëèöû?

Çàäà÷à n d∗ t(sec) k d∗k t(sec)
st70.tsp 70 675 14.33 + 35 268 23.58
eil76.tsp 76 538 11.29 � 38 219 11.55
kroA100.tsp 100 21282 105.80 � 50 9427 1194.46
kroB100.tsp 100 22141 75.27 50 9307 752.97
kroD100.tsp 100 21294 221.15 + 50 8929 1268.61
kroE100.tsp 100 22068 118.21 50 9312 644.35
eil101.tsp 101 629 29.57 � 50 232 133.16

Ïîèñê k-âåðøèííîãî öèêëà òðåáóåò áîëüøå çàòðàò ïî
âðåìåíè, ÷åì çàäà÷à êîììèâîÿæåðà. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ
ãðàôà kroA100.tsp îíè áîëüøå â äåñÿòü ðàç.
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Î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷
Âûâîäû:

1. Ñôîðìóëèðîâàíû äâå çàäà÷è äëÿ íàõîæäåíèÿ
êðàò÷àéøåãî öèêëà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç çàäàííîå
êîëè÷åñòâî âåðøèí ãðàôà.

2. Èõ ÷àñòíûå ñëó÷àè äàþò èçâåñòíûå ôîðìóëèðîâêè
çàäà÷ êîììèâîÿæåðà.

3. Çàäà÷è ìîãóò áûòü àäàïòèðîâàíû äëÿ îïðåäåëåíèÿ
îïòèìàëüíûõ ìàðøðóòîâ ïðè ïëàíèðîâàíèè
ïàññàæèðñêèõ è ãðóçîâûõ àâòîìîáèëüíûõ ïåðåâîçîê.
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Î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷
Ëèòåðàòóðà:

1. Àëåêñååâà Å.Â. Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Ïðèìåðû è çàäà÷è: Ó÷åá. ïîñîáèå / Å.Â. Àëåêñååâà. �
Íîâîñèá. ãîñ. óí-ò. � Íîâîñèáèðñê, 2012. � 131 ñ.

2. Ãàìåöêèé À.Ô., Ñîëîìîí Ä.È. Èññëåäîâàíèå
îïåðàöèé. Òîì II. � Êèøèíýó, Ýâðèêà, 2008. � 592 ñ.

3. Ñòåöþê Ï.È. Ôîðìóëèðîâêè çàäà÷ äëÿ êðàò÷àéøåãî
k-âåðøèííîãî ïóòè è êðàò÷àéøåãî k-âåðøèííîãî
öèêëà â ïîëíîì ãðàôå // Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé
àíàëèç. � 2015. � � 1. (â ïå÷àòè).

33/35 Ñòåöþê Ï.È. Äâå çàäà÷è î êðàò÷àéøåì k-âåðøèííîì öèêëå



Î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷
Ïîäÿêè

Ðîáîòà âèêîíàíà ïðè ôiíàíñîâié ïiäòðèìöi ÍÀÍ Óêðà¨íè
(ïðîåêò � 0113U003146).
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Î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷
Çàïèòàííÿ?

ÄßÊÓÞ ÇÀ ÓÂÀÃÓ!
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