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Â.Ì. Ãëóøêîâ îá “ýêîíîìè÷åñêèõ ìåõàíèçìàõ“

½Àâòîìàòèçàöèÿ óïðàâëåíèÿ ñòàâèò â ñâîþ
î÷åðåäü íîâûå çàäà÷è ïåðåä îðãàíèçàöèåé è
ðàçâèòèåì ýêîíîìè÷åñêèõ ìåõàíèçìîâ
óïðàâëåíèÿ. Òàê ÷òî ñîçäàíèå äåéñòâèòåëüíî
ýôôåêòèâíîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ
ýêîíîìèêîé âîçìîæíî ëèøü íà îñíîâå
ïðàâèëüíîãî ñî÷åòàíèÿ âñåõ òðåõ êîìïîíåíò
� îðãàíèçàöèè, ýêîíîìè÷åñêèõ
ìåõàíèçìîâ, è àâòîìàòèçàöèè îáðàáîòêè
èíôîðìàöèè.“ [ 1, còð. 4].

1. ÃëóøêîâÂ.Ì.Ìàêðîýêîíîìè÷åñêèåìîäåëè è ïðèíöèïû
ïîñòðîåíèÿ ÎÃÀÑ. � Ì.: Ñòàòèñòèêà, 1975. - 160 c.
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Î ÷åì áóäåò íàø äîêëàä?

Â ýòîé öèòàòå Â.Ì. Ãëóøêîâ ïîä÷åðêèâàåò âàæíóþ ðîëü íîâûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðè ñîçäàíèè èíñòðóìåíòàðèÿ äëÿ
óïðàâëåíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìîé.

Íàøà öåëü ïîêàçàòü, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî
ìàòðèöû ïîçâîëÿåò äîïîëíèòü íîâûìè âîçìîæíîñòÿìè
òðàäèöèîííûé èíñòðóìåíòàðèé äëÿ àíàëèçà áàëàíñîâûõ
ìîäåëåé è ïðîäóêòèâíûõ ìàòðèö [2], êîòîðûé ñâÿçàí ñ ÷èñëîì
Ôðîáåíèóñà.

2. Ïîíîìàðåíêî Î.I., Ïåðåñòþê Ì.Î., Áóðèì Â.Ì.
Ñó÷àñíèé åêîíîìi÷íèé àíàëiç. ×. 2. Ìàêðîåêîíîìiêà. � Êè¨â:
Âèùà øêîëà, 2004. � 208 ñ.
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Ïëàí äîêëàäà

1 ×èñëî Ôðîáåíèóñà λA è ñòàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà

2 Ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî σB è ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à

3 Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòðåïðåòàöèÿ ÷èñëà σB

4 Ñðàâíåíèå ÷èñåë λB è σB (Óêðàèíà, 15 îòðàñëåé)
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×èñëî Ôðîáåíèóñà λA è ñòàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà
Ïëàí äîêëàäà

1 ×èñëî Ôðîáåíèóñà λA è ñòàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà

2 Ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî σB è ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à

3 Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòðåïðåòàöèÿ ÷èñëà σB

4 Ñðàâíåíèå ÷èñåë λB è σB (Óêðàèíà, 15 îòðàñëåé)
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×èñëî Ôðîáåíèóñà λA è ñòàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà
×òî òàêîå ÷èñëî Ôðîáåíèóñà?

×èñëî Ôðîáåíèóñà λA ðàâíî ìàêñèìàëüíîìó ñîáñòâåííîìó
÷èñëó n×n-ìàòðèöû A c íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè.

Â ñòàòè÷åñêîé ìîäåëè çàòðàòû-âûïóñê (ìîäåëü Ëåîíòüåâà)
ñ åãî ïîìîùüþ ôîðìóëèðóåòñÿ êðèòåðèé ïðîäóêòèâíîñòè
ìàòðèöû ïðÿìûõ çàòðàò A (åìó ñîîòâåòñòâóåò λA < 1).

Ïîíÿòèÿ ïðîäóêòèâíîñòè è åå çàïàñà ïîçâîëÿþò îöåíèâàòü
ãðàíèöû ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé ñëîæèâøèõñÿ è
ïëàíèðóåìûõ òåõíîëîãèé.
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×èñëî Ôðîáåíèóñà λA è ñòàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà
×òî òàêîå íîðìèðîâàííûå âåêòîðû Ôðîáåíèóñà?

Ïðàâûé âåêòîð Ôðîáåíèóñà ðàâåí âåêòîðó xA ≥ 0, òàêîìó ÷òî
AxA = λAxA è

n∑
i=1

(xA)2i = 1, (f1)

à ëåâûé âåêòîð Ôðîáåíèóñà ðàâåí âåêòîðó pA ≥ 0, òàêîìó ÷òî
AT pA = λApA è

n∑
i=1

(pA)2i = 1. (f2)

Ïðèìå÷àíèå. Çäåñü λA � ÷èñëî Ôðîáåíèóñà íåîòðèöàòåëüíîé
ìàòðèöû A. Åñëè ìàòðèöà A � ñèììåòðè÷íàÿ, òî xA = pA.
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×èñëî Ôðîáåíèóñà λA è ñòàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà
Ñòàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà

Ïðîäóêòèâíàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà èìååò âèä
y = (I −A)x èëè x = By

è ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü îáúåìû êîíå÷íîãî ïðîäóêòà y
ïî îáüåìàì âàëîâîãî ïðîäóêòà x è íàîáîðîò.
Çäåñü
A � ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ïðÿìûõ çàòðàò � òàêàÿ, ÷òî λA<1,
I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà,B = (I−A)−1 � ìàòðèöà ïîëíûõ çàòðàò.

Ïðèìå÷àíèå. Ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ
äâîéñòâåííîé (öåíîâîé) ìîäåëè Ëåîíòüåâà w = (I −AT )p,
ãäå p � âåêòîð öåí, w � âåêòîð íîðì äîáàâëåííîé ñòîèìîñòè.
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Ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî σB è ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à
Ïëàí äîêëàäà

1 ×èñëî Ôðîáåíèóñà λA è ñòàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà

2 Ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî σB è ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à

3 Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòðåïðåòàöèÿ ÷èñëà σB

4 Ñðàâíåíèå ÷èñåë λB è σB (Óêðàèíà, 15 îòðàñëåé)
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Ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî σB è ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à
Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ÷èñëà σB

Ïóñòü σB � ìàêñèìàëüíîå ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî ìàòðèöû ïîëíûõ
çàòðàòB=(I−A)−1. Åìó ñîîòâåòñòâóåò ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à [3]:

íàéòè
σB = (w∗)T By∗ = max

w≥0,y≥0
wT By (1)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
n∑

i=1

w2
i = 1,

n∑
i=1

y2
i = 1. (2)

3. Ñòåöþê Ï.È., Êîøëàé Ë.Á. Îïòèìàëüíàÿ íîðìèðîâàííàÿ ñòðóêòóðà ñïðîñàè äîáàâëåííîé ñòîèìîñòè â ïðîäóêòèâíîé ìîäåëè Ëåîíòüåâà // Êèáåðíåòèêà èñèñòåìíûé àíàëèç. � 2010. ��5. � Ñ. 51-59.
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Ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî σB è ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à
Ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà è ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû

Çàäà÷à (1)�(2) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå (Âèêèïåäèÿ).
Íåîòðèöàòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî σ íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿð-
íûì ÷èñëîì âåùåñòâåííîé m×n-ìàòðèöû M , åñëè ñóùåñòâóþò
äâà âåêòîðà åäèíè÷íîé äëèíû u ∈ Rm è v ∈ Rn òàêèå, ÷òî:

Mv = σu è MT u = σv.

Òàêèå âåêòîðû u è v íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûì
ñèíãóëÿðíûì âåêòîðîì è ïðàâûì ñèíãóëÿðíûì âåêòîðîì,
ñîîòâåòñòâóþùèì ñèíãóëÿðíîìó ÷èñëó σ.
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Ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî σB è ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à
Îá îïòèìàëüíîì ðåøåíèè çàäà÷è (1)-(2)

Ëåììà 1.
Åñëè êðàòíîñòü σB ðàâíà åäèíèöå, òî çàäà÷à (1)�(2) èìååò
åäèíñòâåííîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå (w∗, y∗), ãäå w∗ è y∗ �
ëåâûé è ïðàâûé ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû ìàòðèöû B,
ñîîòâåòñòâóþùèå ìàêñèìàëüíîìó ñèíãóëÿðíîìó ÷èñëó σB.

Ïðèìå÷àíèå. Âåêòîð w∗ ðàâåí íîðìèðîâàííîìó âåêòîðó
Ôðîáåíèóñà ìàòðèöû BBT , à âåêòîð y∗ � íîðìèðîâàííîìó
âåêòîðó Ôðîáåíèóñà ìàòðèöû BT B.
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Ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî σB è ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à
Ïîëîæèòåëüíîñòü åäèíñòâåííîãî (w∗, y∗)

Ëåììà 2 [3].
Åñëè ìàòðèöà B � íåîòðèöàòåëüíà è íåðàçëîæèìà, òî
çàäà÷à (1)�(2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (w∗, y∗),
âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî ïîëîæèòåëüíû.

Ïðèìå÷àíèå.
Ìàòðèöó B íàçûâàþò íåðàçëîæèìîé, åñëè îäíîâðåìåííîé
ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê è ñòîëáöîâ åå íåëüçÿ ïðèâåñòè ê âèäó

B =
{

B1 B2

0 B3

}
,

ãäå B1 è B3 � êâàäðàòíûå ïîäìàòðèöû.
Íåðàçëîæèìîñòü ìàòðèöû B îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ îòðàñëü
èñïîëüçóåò (õîòÿ áû êîñâåííî) ïðîäóêòû âñåõ äðóãèõ îòðàñëåé.
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Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòðåïðåòàöèÿ ÷èñëà σB

Ïëàí äîêëàäà

1 ×èñëî Ôðîáåíèóñà λA è ñòàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà

2 Ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî σB è ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à

3 Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòðåïðåòàöèÿ ÷èñëà σB

4 Ñðàâíåíèå ÷èñåë λB è σB (Óêðàèíà, 15 îòðàñëåé)
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Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòðåïðåòàöèÿ ÷èñëà σB

Èíòåðïðåòàöèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(2)

Ïàðà âåêòîðîâ (w∗, y∗) îïðåäåëÿåò òàêèå íîðìèðîâàííûå
âåêòîðû êîíå÷íîãî ïðîäóêòà y è äîáàâëåííîé ñòîèìîñòè w,
ïðè êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ ìàêñèìàëüíîå ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî
σB � âåëè÷èíà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ëèáî íàöèîíàëüíîìó
äîõîäó wT x, ëèáî íàöèîíàëüíîìó ïðîäóêòó pT y [3,4].

3. Ñòåöþê Ï.È.,Êîøëàé Ë.Á. Îïòèìàëüíàÿ íîðìèðîâàííàÿ ñòðóêòóðàñïðîñà è äîáàâëåííîé ñòîèìîñòè â ïðîäóêòèâíîé ìîäåëè Ëåîíòüåâà //Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç. � 2010. � � 5. � Ñ. 51-59.
4. ÑòåöþêÏ.È., ÝììåíåããåðÆ.-Ô. Ìàêñèìàëüíîå ñèíãóëÿðíîå ÷èñëîìàòðèöû è åãî ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ // Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûéàíàëèç. � 2014. � � 3. � Ñ. 51-57.
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Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòðåïðåòàöèÿ ÷èñëà σB

×èñëî σB ïðîïîðöèîíàëüíî íàöèîí. äîõîäó

Äëÿ íàöèîíàëüíîãî äîõîäà èìååì wT x = k · σB,
÷òî ëåãêî óâèäåòü, åñëè çàäà÷ó (1)�(2) çàïèñàòü â âèäå:

íàéòè
σB = (w∗)T x∗ = max

w,y,x≥0
wT x (3)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
x = By, (4)

n∑
i=1

w2
i = 1,

n∑
i=1

y2
i = 1. (5)
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Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòðåïðåòàöèÿ ÷èñëà σB

×èñëî σB ïðîïîðöèîíàëüíî íàöèîí. ïðîäóêòó

Äëÿ íàöèîíàëüíîãî ïðîäóêòà èìååì pT y = k · σB,
÷òî ëåãêî óâèäåòü, åñëè çàäà÷ó (1)�(2) çàïèñàòü â âèäå:

íàéòè
σB = (p∗)T y∗ = max

w,y,p≥0
pT y (6)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
p = BT w, (7)

n∑
i=1

w2
i = 1,

n∑
i=1

y2
i = 1. (8)
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Ñðàâíåíèå ÷èñåë λB è σB (Óêðàèíà, 15 îòðàñëåé)
Ïëàí äîêëàäà

1 ×èñëî Ôðîáåíèóñà λA è ñòàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà

2 Ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî σB è ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à

3 Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòðåïðåòàöèÿ ÷èñëà σB

4 Ñðàâíåíèå ÷èñåë λB è σB (Óêðàèíà, 15 îòðàñëåé)
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Î ñðàâíåíèè ÷èñåë σB è λB

σB ≥ λB, ò.å. ìàêñèìàëüíîå ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî σB

âñåãäà íå ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî Ôðîáåíèóñà λB.

À íàñêîëüêî σB ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì λB?
ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå àãðåãèðîâàííîãî 15-òè
îòðàñëåâîãî áàëàíñà Óêðàèíû çà 2003�2009 ãîäû.
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15 ñåêòîðîâ â ìàòðèöå Ëåîíòüåâà (Óêðàèíà)

Ôðàãìåíò ìàòðèöû çà 2009 ãîä (http://www.ukrstat.gov.ua).
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×èñëà Ôðîáåíèóñà è σB (Óêðàèíà, 15 ñåêòîðîâ)

Ãîä λA λB σB

2003 0.58641 2.41787 2.914
2004 0.58476 2.40825 2.937
2005 0.59611 2.47591 3.107
2006 0.58495 2.40936 2.980
2007 0.57231 2.33812 2.865
2008 0.56623 2.30535 2.884
2009 0.56958 2.32332 2.866

Çäåñü λA � ÷èñëî Ôðîáåíèóñà òåõíîëîãè÷åñêîé ìàòðèöû A,
λB � ÷èñëî Ôðîáåíèóñà ìàòðèöû ïîëíûõ çàòðàò B=(I−A)−1.

λB =
1

1− λA
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Cðàâíåíèå λB è σB (Óêðàèíà, 15 ñåêòîðîâ)

Èç ïîñëåäíåãî ñòîëáöà âèäèì, ÷òî ÷èñëî σB ïðåâûøàåò ÷èñëî
Ôðîáåíèóñà λB íå ìåíüøå, ÷åì íà 20%.

Ãîä λB σB
(σB−λB)

λB2003 2.41787 2.914 0.205
2004 2.40825 2.937 0.220
2005 2.47591 3.107 0.255
2006 2.40936 2.980 0.237
2007 2.33812 2.865 0.225
2008 2.30535 2.884 0.251
2009 2.32332 2.866 0.234

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âñå ðåàëüíûå ìàêðîýêîíîìè÷åñêèå ñèñòåìû
îáëàäàþò âïîëíå ïðîäóêòèâíûìè ìàòðèöàìè çàòðàò [1, ñòð. 53],
ïîäîáíàÿ êàðòèíà áóäåò è äëÿ äðóãèõ ìàòðèö ïîëíûõ çàòðàò.
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Çàïèòàííÿ?

ÄßÊÓÞ ÇÀ ÓÂÀÃÓ!

25/25 Ñòåöþê Ï.È. Ìàêñèìàëüíîå ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî â ìîäåëè çàòðàòû-âûïóñê


	Число Фробениуса A и статическая модель Леонтьева
	Сингулярное число B и экстремальная задача
	Экономическая интрепретация числа B
	Сравнение чисел B и B (Украина, 15 отраслей)

