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“Îïòèìàëüíûå Ðåøåíèÿ“ Ãëóøêîâà

½Îäíèì èç âàæíåéøèõ ïðèìåíåíèé
ìàøèííîé (áåçáóìàæíîé) èíôîðìàòèêè
ÿâëÿåòñÿ ìàøèííîå óïðàâëåíèå è
ïðîåêòèðîâàíèå. Ïðèìåíåíèå ÝÂÌ
â ýòèõ îáëàñòÿõ ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò
âûðàáîòêè áîëåå èëè ìåíåå õîðîøèõ
ðåøåíèé ê âûðàáîòêå íàèëó÷øèõ
èëè, êàê îáû÷íî ïðèíÿòî ãîâîðèòü,
îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé" [ 1, còð. 223].

1. ÃëóøêîâÂ.Ì. Îñíîâû áåçáóìàæíîé
èíôîðìàòèêè. � Ì.: Íàóêà, 1982. � 552 c.

2/16 Ñòåöþê Ï. Êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ìàêñèìàëüíîãî ñèíãóëÿðíîãî ÷èñëà



“Ìàêñèìóìû è Ìèíèìóìû“ Ýéëåðà

½Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê çäàíèå
âñåãî ìèðà ñîâåðøåííî è âîçâåäåíî
ïðåìóäðûì òâîðöîì, òî â ìèðå íå
ïðîèñõîäèò íè÷åãî, â ÷åì íå áûë
áû âèäåí ñìûñë êàêîãî-íèáóäü
ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà ...“

Ë.Ýéëåð ½Îá óïðóãèõ êðèâûõ“.
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Ïëàí äîêëàäà

1 ×èñëî è âåêòîðû Ôðîáåíèóñà

2 Êâàäðàòè÷íàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à è σA.
Ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî σA è êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à
Íåîòðèöàòåëüíîñòü è íåðàçëîæèìîñòü ìàòðèö

3 Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòðåïðåòàöèÿ
Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòðåïðåòàöèÿ
Ïðîäóêòèâíàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà
Óêðàèíà (15-îòðàñëåé)

4/16 Ñòåöþê Ï. Êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ìàêñèìàëüíîãî ñèíãóëÿðíîãî ÷èñëà



×èñëî è âåêòîðû Ôðîáåíèóñà
Î ÷èñëå è âåêòîðàõ Ôðîáåíèóñà

Óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû, êàê ïðàâèëî, õàðàêòåðèçóåòñÿ
âåëè÷èíîé ìàêñèìàëüíîãî (ìèíèìàëüíîãî) ñîáñòâåííîãî ÷èñëà
íåêîòîðîé ìàòðèöû, à êîìïîíåíòû ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ,
îòâå÷àþùèõ ýòîìó ÷èñëó, ñâÿçàíû ñî çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ
ñèñòåìû â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ.

Äëÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì ýòó ðîëü âûïîëíÿþò ÷èñëî è
âåêòîðû Ôðîáåíèóñà, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ êâàäðàòíûìè
ìàòðèöàìè ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè [2].

2. ÀøìàíîâÑ.À. Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêóþ
ýêîíîìèêó. � Ì.: Íàóêà, 1984. � 296 ñ.
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×èñëî è âåêòîðû Ôðîáåíèóñà
×òî òàêîå ÷èñëî è âåêòîðû Ôðîáåíèóñà?

×èñëî Ôðîáåíèóñà λA ðàâíî
ìàêñèìàëüíîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó n×n-ìàòðèöû A
ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ïðàâûé âåêòîð Ôðîáåíèóñà ðàâåí âåêòîðó xA, òàêîìó ÷òî
AxA = λAxA è

n∑
i=1

(xA)i = 1. (f1)

Ëåâûé âåêòîð Ôðîáåíèóñà ðàâåí âåêòîðó pA, òàêîìó ÷òî
AT pA = λApA è

n∑
i=1

(pA)i = 1. (f2)
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Êâàäðàòè÷íàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à è σA. Ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî σA è êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à
Ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî σA è êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à

Ëåììà 1.
Ïóñòü A � âåùåñòâåííàÿ n×m-ìàòðèöà. Åå ìàêñèìàëüíîå
ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî σA ðàâíî îïòèìàëüíîìó çíà÷åíèþ
öåëåâîé ôóíêöèè â êâàäðàòè÷íîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å

σA = (u∗)T Ax∗ = max
x∈Rn,u∈Rm

uT Ax (1)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
n∑

i=1

x2
i = 1,

m∑
i=1

u2
i = 1. (2)

Ïðèìå÷àíèå. Åñëè êðàòíîñòü σA ðàâíà åäèíèöå, òî çàäà÷à
(1)�(2) èìååò åäèíñòâåííîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå (x∗, u∗).

7/16 Ñòåöþê Ï. Êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ìàêñèìàëüíîãî ñèíãóëÿðíîãî ÷èñëà



Êâàäðàòè÷íàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à è σA. Íåîòðèöàòåëüíîñòü è íåðàçëîæèìîñòü ìàòðèö
Íåîòðèöàòåëüíîñòü (x∗, u∗)

Ëåììà 2.
Åñëè ìàòðèöà A òàêàÿ, ÷òî ìàòðèöû AAT è AT A � íåîò-
ðèöàòåëüíû, òî çàäà÷à (1)�(2) èìååò ðåøåíèå (x∗, u∗), âñå
êîìïîíåíòû êîòîðîãî íåîòðèöàòåëüíû. Ïðè ýòîì âåêòîð u∗

ðàâåí íîðìèðîâàííîìó ïðàâîìó âåêòîðó Ôðîáåíèóñà
ìàòðèöû AAT , à âåêòîð x∗ ðàâåí íîðìèðîâàííîìó ïðàâîìó
âåêòîðó Ôðîáåíèóñà ìàòðèöû AT A.
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Êâàäðàòè÷íàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à è σA. Íåîòðèöàòåëüíîñòü è íåðàçëîæèìîñòü ìàòðèö
Ïîëîæèòåëüíîñòü åäèíñòâåííîãî (x∗, u∗)

Ëåììà 3.
Åñëè ìàòðèöà A òàêàÿ, ÷òî ìàòðèöû AAT è AT A �
íåîòðèöàòåëüíû è íåðàçëîæèìû, òî çàäà÷à (1)�(2) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (x∗, u∗), âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî
ïîëîæèòåëüíû.

Ïðèìå÷àíèå.
Ìàòðèöó A íàçûâàþò íåðàçëîæèìîé, åñëè îäíîâðåìåííîé
ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê è ñòîëáöîâ åå íåëüçÿ ïðèâåñòè ê âèäó

A =
{
A1 A2

0 A3

}
,

ãäå A1 è A3 � êâàäðàòíûå ïîäìàòðèöû ðàçìåðîâ k×k è
(n−k)×(n−k), ñîîòâåòñòâåííî.

9/16 Ñòåöþê Ï. Êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ìàêñèìàëüíîãî ñèíãóëÿðíîãî ÷èñëà



Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòðåïðåòàöèÿ Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòðåïðåòàöèÿ
Ñîäåðæàòåëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Ïóñòü y = Ax � ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñî âõîäîì x ∈ Rn

è âûõîäîì y ∈ Rm è âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 3.

Åñëè âõîä èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âåêòîð ðåñóðñîâ, âûõîä êàê
âåêòîð èçäåëèé, êîòîðûå ïîëó÷åíû ñîãëàñíî òåõíîëîãè÷åñêîé
ìàòðèöû A, òî èíòåðïðåòèðóÿ âåñà u ∈ Rm êàê öåíû íà
ïðîèçâîäèìûå èçäåëèÿ, ïîëó÷àåì îïòèìàëüíîå ñîîòíîøåíèå
ìåæäó íîðìèðîâàííûì âåêòîðîì ðåñóðñîâ è íîðìèðîâàííûì
âåêòîðîì öåí. Îíî ðåàëèçóåò ìàêñèìóì âçâåøåííîé öåíû íà
ïðîèçâîäèìûå èçäåëèÿ è ýòîò ìàêñèìóì ðàâåí ñèíãóëÿðíîìó
÷èñëó ìàòðèöû A.
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Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòðåïðåòàöèÿ Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòðåïðåòàöèÿ
Êàêàÿ ìîäåëü åé ñîîòâåòñòâóåò?

íàéòè
σA = (u∗)y∗ = max

y∈Rm,u∈Rm
uT y (1′)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
y = Ax, x ∈ Rn, (2′)

n∑
i=1

x2
i = 1,

m∑
i=1

u2
i = 1. (2′)
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Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòðåïðåòàöèÿ Ïðîäóêòèâíàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà
Ïðîäóêòèâíàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà (n = m)

Eñëè ìàòðèöà A ðàâíà ìàòðèöå ïîëíûõ çàòðàò B, òî
ïîëó÷èì íîðìèðîâàííûå âåêòîðû êîíå÷íîãî ïðîäóêòà è
äîáàâëåííîé ñòîèìîñòè, êîòîðûå îòâå÷àþò ìàêñèìèçàöèè
íàöèîíàëüíîãî äîõîäà [3]. Ïðè ýòîì íàöèîíàëüíûé äîõîä
áóäåò ëó÷øå, ÷åì äëÿ íîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ
Ôðîáåíèóñà ìàòðèö B è BT . À íà ñêîëüêî? óâèäèì íèæå.

3. ÑòåöþêÏ.È. Îïòèìàëüíûå íîðìèðîâàííûå âåêòîðû
êîíå÷íîãî ïðîäóêòà è äîáàâëåííîé ñòîèìîñòè â ïðîäóêòèâíîé
ìîäåëè Ëåîíòüåâà // Ñòîõàñòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå è åãî
ïðèëîæåíèÿ � Èðêóòñê: Èíñòèòóò ñèñòåì ýíåðãåòèêè èì.
Ë.À.Ìåëåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, 2012. � Ñ. 483-492.
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Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòðåïðåòàöèÿ Óêðàèíà (15-îòðàñëåé)
15 ñåêòîðîâ â ìàòðèöå Ëåîíòüåâà (Óêðàèíà)

Ôðàãìåíò ìàòðèöû çà 2009 ãîä (http://www.ukrstat.gov.ua).
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Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòðåïðåòàöèÿ Óêðàèíà (15-îòðàñëåé)
×èñëà Ôðîáåíèóñà è σB (Óêðàèíà, 15 ñåêòîðîâ)

Ãîä λA λB σB
(σB−λB)

λB2003 0.58641 2.41787 2.914 0.205
2004 0.58476 2.40825 2.937 0.220
2005 0.59611 2.47591 3.107 0.255
2006 0.58495 2.40936 2.980 0.237
2007 0.57231 2.33812 2.865 0.225
2008 0.56623 2.30535 2.884 0.251
2009 0.56958 2.32332 2.866 0.234

Çäåñü λA � ÷èñëî Ôðîáåíèóñà òåõíîëîãè÷åñêîé ìàòðèöû A,
λB � ÷èñëî Ôðîáåíèóñà ìàòðèöû ïîëíûõ çàòðàò B=(I−A)−1.

λB =
1

1− λA
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Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòðåïðåòàöèÿ Óêðàèíà (15-îòðàñëåé)
Thanks

Supported by SNSF-SCOPES
Project Nr. 127962, Valorisation Grant.
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Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòðåïðåòàöèÿ Óêðàèíà (15-îòðàñëåé)
Çàïèòàííÿ?

ÄßÊÓÞ ÇÀ ÓÂÀÃÓ!
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