
 

 1 

������������ 	�
��� � ����
�������� 
�������������� �� �������� ���
�����	��1 

 
�.�. ����� �, �.�. ����������, 
.�. �������, 

�������� �� !"�!���� �#. �.�.
$�%�&'( ��� ��"(��), 
��!', ��"(��(, 

�������� ('�&#(���� � *"&+!��&' �*"('$!��, 
�� ���, 
�$(-�'&��&�, �&���,, 

��(-!#�, �"(��*&"�(, ��.&"#(���� � �&##����(+�/, 
��%��0�, �&$-&'(, 

stetsyukp@gmail.com, nurmi@dvo.ru, atic@mtc.md 
 

�����������	��
 ����
� ������	��
 ����	�		 
����	����� �� �������� ��
�� �	�	��
 ����	�� 
���	���� �����	��� � ������������� ��������� 
�� �	�	�	���	. �����	� �������	���� �������� 
�	�	��
 ���� ����
� � ������� 	�� ����������
 
�	�������
 �� �����	 r-��������� � ���. ����	-
�	�� �	�������� ��
�����	����� ����	���	���� 
��
 �����
��� ������������ ����
� � ������
	-
��
�� �� � !	�� ��������.  
�������� ��	�
: �����������
 ����
�, ����	�� 
���	���� �����	���, ����
� ��������
���� ����- 
�����������
, r-��������, octave-���������.  

 
�'!-!��!. ���������	 ���
���	��
 � 
�������
��� ����-

��� � ������� 
�������
��-���������
�	����� ���� [1, 2] �����-
���
�
 ���	����� ���
	���� � ��

��
��� ��
������, � ��
���� 
������� �����	 �
������-�	�	�	����, �	� �
���-�������	���. 
���, ������	�, ��
 �������	���� 
�������
��� ������ c m  ���-

�������� � n  ��
�	��
	�
�� ��
���� ������ ��
�	� ������	
 

=M n m+  �
��� � =N mn  �
������. � 	 ��� ���� ��
�
� ���-

������� � ��
�	��
	�	� �����	�
�� �	�	�	���� ���	
 � ��
�� 
��� �����	, �	� �����	�
�� �������	���, � �� �
���	��	 ���	
 
�����
	������
� ������
	�� 

 
1 1

= = < 0.01 <<1.
M

q
N m n

+  

                                                           
1 !���
� ���
���� ����	� ��� ����
��  !""# 13-07-12010 "$������	 � ����-
	�������� 
��
 
�������
���� ���	��������
". 
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%��	�
�	��� �	����� ���	
 
���� ������
	�� ��
 
���������� ���
���	��� � �����
��	���� ��������	����� 

�������
��� �������. ���, ������	�, 	��� �	�	����� ��
���� 
�	 �� ���
�������� � ��
�	��
	�
�� �	�����	
�
 �	�	� k  
����	 �
����� �������, 
� ��
���� ���������� ���
���	���  
� 	 ��� = 30m n ≥  � = 10k  �� �� ������
	������
� ������
	�	� 

 

1 1 1
= = = < 0.01 <<1

M m n k
q

N mnk mn nk mk
+ + + + . 

 

%�	����
	����, � 	 ��� �	�������� �	�

��� ���
�������, 
��
�	��
	�	� � ������� �����	�
�� �	�	�	���� � 
�	����	����� 
�����	 ���	
 � ��
�� ��� �����	, �	� �����	�
�� �������	���. &� 
�	�	 ��	���	��
 ���
�������, ��
�	��
	�	� � ������� 
���	 
���
���	��	 ���	
 �
�	��
	���� ���
� (�� ������
����� 
���������
�).  

������ ���� ������ ����� ��� ��
�����	� ��
 ����	��-
����
 ������
��� ���� �	��
 �����
���� 
��	� ���
	� ���	���� 
�����	��� � ��

��
��� ��
������ (
.	. 
����, � ��
���� 
�����	�
�� �
������ �����
	���� ��	�������
 �����	�
�� �
���) � 
����
�������� �������	��
�� �� �	�	�	���	. '
���� ���	�
 � 
(
�� ��
�������	 ���
��
	
�
 
	�, �
� �� 	 
�������
��
 ������ � 
��
������ ���
�����	 
��
	
�
 ���
�
���� ��� ��� � 
�� �����	, 
����� �� ��)	�� ���
���� ���
���	�� ������� ����� � ��	���. 
*	
�� ��
	������� (�	��	����� �	
��) ��
 ��	
� ������ 
�	��	
 
�����
	����� �����	���, �
� ��	�� ��� �	
 	�� (++	�
�����
� � 
�����	��� � 
��, ��
���� �� �	����
����	
 � �
��
�
��� 
���� 
������. %����	��-�	
�� � ������� ���	����� ���������������
 � 
����
�������� ��������� �� �	�	�	���	 ����
�	
 � �
�� 	����� 
(��� �	�	�	���
���) ���������, �
� ����������	
 ����� ���� � 
�������	��� �������� ��������� �	�	�	����. &�(
���, 	��� � 
��
�������� �	�	��� 
�������
��� ������ ��		
�
 ����� 
��
����� ������, 
� ��
 �	�	��
 ���
�	
�
����	� ������ 
���	����� ���������������
 �� 	
 ��
�	����
��
 ��	�� ����� 
�����	����� �
	�����. 

��������	 ���	 �����	�� ������
	
 ��	����	
� 
���� 	���� �� 	 ��������	�
��� �	
�� ��
 ���� �	��
 
���	�	���� ���	���� 
���� �� ���	���	 �����������	 =Ax b  � 
��

��
�� ��
���	� A  � ����
�������� �������	��
�� �� 
������	�
�  �	���	�
���� �	�
��� x . 
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1. 	�
��� �������� � 
����������� ��
�����  
 

&��
� A  – n m× -��
���� � �	�	�
�	����� (�	�	�
���. ���	� 
���
�
�, �
� ��
���� A  ���
�� ������	�� � >>n m . ��������
��-
���������
�	���	 ��
���� 
��
�
�
 ������ ����	 	����� � 
��������
�
 � ��������	 ��	����� 	��
 � �	��
���� ��

 ���. 
$�����, � *,�-,�-�������� 
����� �	�������
 ��
�����-
�	�
����� ��	����� � �
�	 �����	� 
��
	
�
 ���		 ���	�
�	���� 
��
 ���
��-������	���� ��
���, �	� ��
 ����	 	���� ��
���. 
&�(
��� ����������
 �	�������
 ������
�� ��
 ���	�� �����
, 

.	. ��
 ���
�� ������	���� ��
����, �� 	
 �����
��
 �� 
��	�	���� �����
	���
���� �� 	 ����	, �	� ����������
 
�	�������
 (
���  	 ������
�� ��
 ��	��������� �����
, 
.	. ��
 
����	 	���� ��
����. 

&��
� 0x  – �������� �	�
�� �� nR  (
���� � 	��������� 
����
����
�	 nR ). '��	�	���� 	��������� ���	���� 
���� 0x  �� 
���	���	 �����������	 =Ax b  ���
���� � ���
�	
�
��	 ������ 
������
������ ���������������
: 
���
� 

 * 0 0= ( ) ( )min T

nx R

f x x W x x
∈

− −   (1) 

��� �������	��
�  
 = ,Ax b     (2) 
 .low upx x x≤ ≤     (3) 

.�	�� W  – �����������
 n n× -��
����, � ��
���� ��	 �����-
������	 (�	�	�
� 1, , nw w�  ���� �
	����; b  – m -�	���� 

�	�	�
�	���� �	�
��; lowx  � upx  – n -�	���	 �	�	�
�	���	 
�	�
��� (�� ���	���������	 ������	�
� �����
 ����	��
 �� ��� 
� �	����� ������ �� �	�	�	���	, ���
�	
�
�	���). 

/��� �������	��
 (2)–(3) ����	�
��, 
� ������ (1)–(3) 
��		
 	����
�	���	 �	�	��	 *x , ��
 ��
����� 

* * 0 2 * *

=1

= ( ) , = , , = 1, , .
n

low up
i i i i i i

i

f w x x Ax b x x x i n− ≤ ≤� �    (4) 

#� (4) �����, �
� � 
���	 *x  ���
���	
�
 ����������	 ���	�	���	 
�
����	��	 (� 	��������� ����	) �
 ��� 	�
��, ��������� 
�������	��
�� (2)–(3), �� +������������ 
���� 0x , c �	���� 



 

 4 

������� 1 , , nw w� . ' ���
��� �����	, 	��� 1 = = = 1nw w�  (��	 

�	�� ����� 	�����	), 
� �	�	��	� ������ (1)–(3) ���	
 �	�
�� *x , 
����	�		 ����	���� �
 
���� 0x , � 	��� 	�	 � 0 = 0x , 
� ����	�		 
����	���� �
 ������ ��������
. 

/��� ���
	�� �������	��� (2)–(3) �	����	�
��, 
� ������-
������	 ������ �	
���� ��
 �	�	��
 ������ (1)–(3) ��
����
	
�
 

	�, �
� ����	�

� �� �������
�
 � ��� (
���. 0� �	���� (
��	 
��
��
	
�
 ����	�
���
� ���
	�� (2)–(3), � �� �
���� (
��	 �	-
��	
�
 ������ ������
������ ���������������
 (1)–(3). #��	 �
� 
�	����� (
��� ������
	
 �����
�	���� ������
� [3]. 

1����
�	���� ������
� �	��	
 ���
���� �����
�	���� � 
(1)–(3) ������, ��
���
 ���
��	�� c ������� +������ -����� � 

����� ��
 �������	��� (2) � +���	 ���	��
�. ����
 �����
�	���
 
������ ��
���� � �����������	� �����
�� ��++	�	�����	��� 
+������  

 

{ }0 0( ) = ( ) ( )min T T T

uplow
u x x W x x u Ax u b

x x x
ψ − − + −

≤ ≤
,    (5) 

 

��	 mu R∈  – ��� �
	�� -����� �, �
�	�����	 �������	��
� (2). 
2����	�
 � ����	��	 +������ ( )uψ  � 
���	 u  ������
�
�
 �� 
+�������:  

 

0 0( ) = ( ) � ( ) = ( ( ) ) ( ( ) ) ( ),T Tg u Ax u b u x u x D x u x u g uψ ψψ− − − +  
 

��	 0 1( ) = min(max( , 0.5 ), )low T upx u x x W A u x−− . .�	�� ( )x u  – �����
�-
�	���	 �	�	��	 ������ ����������� �� x  � (5) � �����	�� ��� 
��������
 �	�����	�����
� �	�	��� +������ � �����	 (1)-(3). 

0��� �	��� ��
�������� ��� �
	�	� -����� � * mu R∈  
�
�	��	
 ������ ��
��������  

 * *= ( ) = ( ),max
mu R

u uψ ψ ψ
∈

   (6) 

��
 �	�	��
 ��
���� ����
 ��
� ����	�	�� �����	�
��	 �	
���. 
/��� ��
���� A  ������������
, 
.	. ( ) =rank A m , 
� ��
�������� 

�	�
�� *u  	����
�	����, � 	��� ( ) <rank A m , 
� �	�
�� *u  ���	�	-
�
	
�
 �	����������. '
���� ������ ��
 �����	�
��� �	
���� 
�� 	 ����	, 
�� �� ������
	
 �	
���� �����
��
 � ������ �� 
��
�������� �	�
���� *u . 
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' �	����
�
	 �	�	��
 ������ (6) ����� �� ��� ������. /��� 
���
	�� �������	��� (2)–(3) ����	�
��, 
� * *= fψ  � �	�
��  

* * 0 1 *= ( ) = min(max( , 0.5 ), )low T upx x u x x W A u x−−  (7) 

��
	
�
 ��
�������� �	�	��	� ������ (1)–(3). /��� ���
	�� 
�������	��� (2)–(3) �	����	�
��, 
� * =ψ ∞ . 3
� �� 	
 ��
� 
��
	�� �� ��	
 ��
��� �	
���, 	��� ������	�� ������	 

( ) > = , T
up up upf x Dxψ λ   (8) 

��	 0 0max( ( ), ( )).up low
upx abs x x abs x x= − −  ' ������� (8) ��������-

	
�
 upf  – ����������� ����� ��	 ����	��	 �	�	��� +������ (1), 

��
���	 ���
��	�� ��
 ���	���������� ������	�
 �� ��� � 
�	����� ������ �� �	�	�	���	. #�	��� ��
 (
��� ��� ���
�����	 
������ (1)–(3) �� ���	���� �� �	�	�	���	 ������, ������ +∞ . 

"�������� ��
 �	�	��
 ������ (7) �� �� �����
� ����� 
�� �����	�
��� ������
���. *� ������� r -������
� 4 ��� [4], 
��	���� �����	���� ��������
� ��� ������������ �����
�� (�	 
��
��
	���� �������) +������ � ���� ��� �
���
���� 
���	�����
	� �����
. ,����	�
�� � 	�� ������ ����� ��� 
�, �
� 
�	��
���	 �� 	�� ����+������ ������ ���
���� �	�
 ��� 
�	�	��� �	������� �����
�	���� ����� � �����	�
��� �	�	�	���� 
���
��� �	�������� ��
	�. $��� �� (
�� ����+������ � ���� 	�� 
� ������ ����	�	���� �� 	 ����������� �	�������� 
�����
�	����� ������
��. 

 

2. OCTAVE–���
����� 
����������
� ��
������ 
 

1����
�	���� ������
� �	�������� ��� +�����
 dualr �� 
*,�-,�-�������� �	����	��	���� 
���	 GNU Octave [5]. 
&�������� ���� ������
 ���
�
���� ������	 ������ 	��	 � 
�	�	��� * *= ( )x x u  ������ (1)–(3), ���� ������	
 � �	����	�
-
���
� ���
	�� �������	��� (2)–(3). 5���� ��������� 
��
	
�
 
octave-+�����
 ralgb5, ��
���
 �	�����	
 ������
 r-������
�� � 
���
�
���� �	������� ��(++���	�
� ���

 	��
 ����
����
�� � 
����
����� �	���������� ���� � �������	��� �������������� 
��
���������	�
�. 3
� �	��������� �������	�� �� ��	���	��	 

�����
� ������ �������� +������ �� �������	��� � ����	��	 
��	
� � ��� (
�� �����
���	
, �
� ��	��		 (�� �
	����
�) ����� 
����� �� �������	��� ���	
 �	�������. 
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%  "�����	 �����	���:  
%    w,x0,A,rhs,xlow,xup - �����	 � ����
	 (1)-(3), ��	 rhs=b  
%    alpha - ���##���	�� ����
�	��
 ������������ �	�	�	����  
%    h0, q1 - �����	��� ���������� �	��������� �	��
��� ���� 
%    epsu, epsg, maxitn - �����	��� �������� r-���������  
%  "������	 �����	���: 
%    xr - ����	���	 �	�	��	 ����
� (1)-(3) 
%    fr - ���
	��	 #������ � ��
�	 xr(1:n) 
%    ist - ��� �������� ( ���	�	�
	� ������ �	�	��
:   
%    2,3 - �	�	��	 ����������	; 4,5 - �	�	��	 �	 ����	��;  
%    6 - ����	�� ������
	��� (2)-(3) �	����	����. ) 

6 ������
���� �����	
��� ��������� dualr �
�	�	�� 

����� 
	 �����	
�� r-������
��, ��
���	 ���	�
�	��� ���
�
 �� 
	�� ������
� ��������
� ��� ��
�������� ������� +������. 3
� 
��(++���	�
 ���

 	��
 ����
����
�� α  (alpha, �	���	���	��	 
����	��
 2÷4) � ��� �����	
�� ����
����� �	��������� ����: 0h  – 
�	������ ���������� ���� (h0, �	���	���	
�
 ��
�����
� ������ 
1.0, � ��
	� �
����
� 		 ����	��	 �� �����	�
�� �����	���� 
������� �� �	���� �
	�����) � 1q  – ��(++���	�
 ��	���	��
 ���� 
(q1, �	���	���	��	 ����	��
 0.8÷0.95). ����� ����� ����	��� ��
 

1q  ��
��� � 
	�, �
� �������
	����	 �� �
���	��� � ���

 	��� 
����
����
�� ���	���	��	 ���� �������
��	
 ��	���	��� 

�����
� ������ �������� +������ �� �������	���, �
� ��� 
����������� ������� +������ ��	��	����	
 ���		 ���
��� 
������
� ��������
�. &����	
�� ����
����� �	��������� hn  � 2q  
�	�		 �� �� ��
 ������� +������, �� ����	��
 ��
�����	�� 

�����, ��� �	���	���	
 ����
��� (nh=3, q2=1.1, ���
�� ��� 
��������� �� 	). 

%
�
�� �	�	��
 ist ���	�	�
	
�
 �����	
���� ��
����� � 
r -������
�	: �� ��
��������	
�
 � 
���	 1ku + , 	��� ������	�� 
������	 1k k uu u ε+ − ≤� �  (epsu – ��
���� �� �����	�
�, ist=3) ��� 
������	 1( )k gg uψ ε+ ≤� �  (epsg – ��
���� �� ����	 �����	�
�, ist=2, 

��������	
�
 ��
 ������� +������). ,�������	 ���	��	��	 
��������� ��
���� ���� � 
	�, �
� ��	���	�� �	������ maxitn – 
�����������	 �����	�
�� �
	����� (ist=4), ���� ��������� ��� 0h  
������� ��� � 	�� 
�	��	
�
 ��	����
� (ist=5). /��� � �����-���� 
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���	 ������	�� ������	 (8), 
� (
� ��� �
 �������� � 
�	����	�
���
� ���
	�� �������	��� (2)–(3) (ist=6).  

 

# octave-code for dualr (version 1.0, 16.08.2013) 
function [xr,fr,ist] = dualr(w,x0,A,rhs,xlow,xup, 
                                            alpha,h0,q1,epsu,epsg,maxitn); 
itn=0; hs=h0; m=length(rhs); B=eye(m); u=zeros(m,1); 
xs=max(abs(xlow-x0),abs(xup-x0)); fup=1.1*sum(xs.*xs.*w); 
nfg = 1; xr=min(max(xlow,x0),xup); g0 = A*xr-rhs; 
fr=sum((xr-x0).*(xr-x0).*w)+g0'*u; dgr=dg0=norm(g0); 
printf("itn%4d f%14.6e fr%14.6e dg0%11.3e",itn,fr,fr,dg0); 
printf(" dgr%11.3e ls%2d nfg%4d\n",dgr,0,nfg); 
if (norm(g0) < epsu) ist = 2;  return; endif 
for (itn = 1:maxitn) 
   du = B * (g1 = B' * g0)/norm(g1); 
   d = 1; ls = 0; ddu = 0; 
   while (d > 0) 
      u += hs * du; ddu += hs * norm(du); nfg ++; 
      xs=min(max(xlow,x0-0.5*A'*u./w),xup); g1=A*xs-rhs; 
      dg1=norm(g1); f=sum((xs-x0).*(xs-x0).*w)+g1'*u; 
      if (dg1 < dgr)  fr = f; xr=xs; dgr=dg1; endif 
      if (f > fup) ist=6; return; endif 
      if (dg1 < epsg) ist = 2;  return; endif 
      ls ++; (mod(ls,3)==0) && (hs *= 1.1); 
      if (ls > 500) ist = 5;  return; endif 
      d = du' * g1; 
  endwhile 
  (ls == 1) && (hs *= q1); 
  printf("itn%4d f%14.6e fr%14.6e dg1%11.3e",itn,f,fr,dg1);  
  printf(" dgr%11.3e ls%2d nfg%4d\n",dgr,ls,nfg); 
  if (ddu  < epsu) ist = 3;  return; endif 
  xi = (dg = B' * (g1 - g0) )/norm(dg); 
  B += (1 / alpha - 1) * B * xi * xi'; 
  g0 = g1; 
endfor 
ist = 4; 
endfunction  

 

&�� ����������� ������� �������� +������, � 
�� ����	 
�� ���	�
�	��� ���� ��� �
���
���� ���	�����
	� �����
, 
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�����	
�� ��
����� 8 6, 10 10u gε ε − −÷� ��	��	�����
 ���� �	��	 


����, � ��
���� ����	��	 +������ 
��
	
�
 ���
�
���� ������� � 
��
���������. 6���	 
���, ���������� �������� ������
���� 
�����	
��� �� ��������� ���	 ���������� ��������� �� �� 
���
���
� ��� ���		 ���
��	 �	�	��	 �	�	��
�� ����� ���	����, 
�	� (
� ������
	
 �	���	���	��� �
�����
��� ����� 
������
���� �����	
��� 2α = , 0 1h =  � 1 0.9q = . 

&�������� dualr �� 	
 ��
� ������������ ��
 (++	�
��-
���� �	�	��
 ����� (1)–(3) � 
�� �����	, ����� ��
 ����	��
 
��
���� A  
�	���
�
 �	�����
� ��	��
����� ���

�. ���, �����-
�	�, ��
 ���
�� ������	���� ��
���� � ����	���� = 50m , 

= 1000000n , ����	��	 ��
���� ��
�	������ 400 *	�����
 ��	��-

����� ���

�, ��	�
 ��	
� �	 ��	������ �	�

� ����
 �� 64-���-
�
���� ������
	�	 Intel Core 2 Duo c 
��
���� ���
�
�� 2,66 22� � 
2 2� ��	��
����� ���

� [6]. '�����	��
 ����������� � ��	��-
������� ���
	�	 Windows XP, � ��	�	 GNU Octave �	���� 2.9.15. 

#���������
� �
�����
��	 ����������	 ��	��	�	��	 
�	�	��
 ����� ������
������ ���������������
 ��
 ����� (1)–(3) 
� �	�����
���� ��
������ �	(++	�
����, 
�� ��� �����	 �� (
�� 
�������� 
�	���
 �����
	������ ��)	�� ��	��
����� ���

� ��
 
����	��
 ������ � QMPS-+����
	. 6���	 
���, (
� ��������� 
�	������� ����������
� ��� �	�	��� ����� ��	��������� ����, ��
 
��
���� ��	��������������	 �	
��� ��	��� �� �� ��	��
� ���		 
���
����, �	� ��������� ���	�� ������	��
. ' ��	���������-
������ �	
���� �	��� ���	 �
� 
���� �	���

���
�, ��� �����
 
��������	����
� �����. ' �����	 (1)–(3) ��� ��
���� � ���	���� 
���������
�� �
��� � ��
���	 A , 
.	. ( ) <rank A m . 

'��	��������	 ���
�	� ��	
�
 ���
�� 
	�
�������
 
��������� dualr. &�� 		 ������������� �������	
�
 ��
�������
� 
r-������
�� �� �
���	��� � �������� �����	�
�� �	�	�	����, 
�	����
��
	�����
� � ���� �	����
� ������ ������
������ 
���������������
. &�������� ���	��� ������
	
�
 � �������� 
��
 ���� �	���� ��
���, �����	���� ��	�� ������ ������	��	� 
m  ��(++���	�
�� � ������������ ��
���	 A  ( ( ) = 1rank A ) [6]. 
'��� �	����
� �����
�	��� � ��
������ 
�������
��� �����	. /	 
��
���� ��		
 n m+  �
���, � ���� ���	� 1n m+ − . 0� 	 ���� 	�, 
��� � ������� ��������� dualr �� �� �	��
� ��
������ 

�������
��� ������ c �������	��
�� �� ��)	�� ���
����.  
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3. ��� dualr ��1 ��� ������������  	�
��� 
 

&��
� ic , = 1, ,i n�  – �����������	 �	�	�
�	���	 �����. &���-

 �� 0 =
2

i
i

i

c
x

w
− , ��	 > 0iw , = 1, ,i n� . ����� �	�	��
 +�����
 � 

�����	 (1)–(3) ��		
 ��� 
 

2
0 2 2

=1 =1 =1 =1

( ) = ( ) = .
4

n n n n
i

i i i i i i i
i i i i i

c
f x w x x w x c x

w
− + +� � � �  

 

/��� ������
� �	�� =i iw ε , ��	 iε  – ���
�
���� ����	 
���� �
	����	 �����, = 1, ,i n� , 
� � ������� ������ (1)–(3) 
�� �� ���
� �����-������ 
����	 ������ 	��	 ��
��������� 
�	�	��
 *x  � �����	 ���	����� ���������������
: ���
� 

 *
1

=1

= min
n

i i
nx R i

f c x
∈
�    (9) 

��� �������	��
�  
= ,Ax b    (10) 

 

 .low upx x x≤ ≤     (11) 
 

.����� ���	����� ���������������
 (9)–(11) �� �� 
���	��
� �����	� ���	�	���� (� �	���� 1, , nε ε� ) ���	���� 
���� 

0
1 1= ( / , , / )/2n nx c cε ε− �  �� ���	���	 �����������	 =Ax b  ��� 

����
������� �������	��
� �� �	�	�	���	. $�
�������	 
����	��
 �	�	��� +������ � ��	�� ������� ��
���� ���
���	��	� 

2
* *

1 =1 4
n i
i

i

c
f f

ε
≈ −� . 0	���
�
�� 
���� ���	�� ���
��
 � 
��, �
� 

�	�	��
 +�����
 � �����	 ���	�	���� ���	���� ���	
 c
�	��
��
 � 
������� �	������� ��� ����� ����	��
� �	��� iε . $�����, � 
�����
�	���� ������
�	 (
�
 �	���
�
�� � �����
	����� �	�	 
���	����	
�
 
	�, �
� ���� ����	��	 +������ � ����	
��� 
+������� �	 ��������	
�
, � ����	 ����	��
 iε  �	 ��������
 

����� �������� ���
��
 �� ��� �
	�� -����� �. 

&��
� 1m  � 1n  – �����	�
�� ��
�	��
	�	� � ���
�������, 

iA  – ������ ������
� � i -�� ���
������, 1= 1, ,i n� , jB  – 
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��
�	����
� � ������
	 � j -�� ��
�	��
	�
, 1=1, ,j m� . 

&�	�������	
�
, �
� 1 1
=1 =1

=
n m

i ji j
A B� � . 1�
 �� ���� ���
������ i  � 

��
�	��
	�
 j  ���	�
��: ijc  – 
���+ �� ���
���� 	������ 

������
�, low
ijx  � up

ijx  – �� �

 � �	���

 ������� �� ��)	� 

���
���
	���� ������
�. 
%��������������� ��
������ 
�������
��� �����	 � ����-

���	��
�� �� ��)	�� ���
���� ���
�	
�
��	
 ������ ���� (1)–(3) � 

���� ���
�����	:  

 
2

1 1
*

=1 =1

= min
2

n m
ij

ij
x i jij

c
f xε ε

ε
� �

+� �
� �

��    (12) 

��� �������	��
�   

 
1

1
=1

= , =1, , ,
m

ij i
j

x A i n� �     (13) 

 
1

1
=1

= , = 1, , ,
n

ij j
i

x B j m� �    (14) 

 1 1, =1, , , = 1, , .low up
ij ij ijx x x i n j m≤ ≤ � �   (15) 

.�	��, ��
 �����
��, ��	 ijε , 1= 1, ,i n� , 1=1, ,j m� , ���� 	�� 

������� ������ � 
���  	 > 0ε . &�� ����� ����	��
� ε  
��
�������	 �	�	��	 � �����	 (12)–(15) ���	
 “�������” � 
��
��������� �	�	��� ��
������ 
�������
��� ������ � 
�������	��
�� �� ��)	�� ���
����. /��� ��
 ���	��� ���
���� 
�����
� ������� = 0low

ijx  � = min{ , }up
ij i jx A B , 1= 1, ,i n� , 

1=1, ,j m� , 
� �������� � �������	���� 
�������
��� �����	 � 
��
������ ���
�����	. 

!�����
��� ����	� 
�������
��� ������ � 
�	�
 ���
��-
������ � �	
����
 ��
�	��
	�
��2, ��
���� ��

 �� ���
� 
http://matica.org.ua �� �	�	��� ���
������� ����
 �� ��
	��
��	. 
' ����	�	 matica-3-4 ��
���� ������ ��
�	� A  ��		
 7 = 3+4 
�
��� � 12 = 3*4 �
������. 7	�	��
 +�����
 (���	�	�
	
�
 
��
���	� 
���+��), �	�
�� ������ ���
	� (���	� ������� ������
� 
� ���
������� � ��
�	����

� � ������
	 � ��
�	��
	�	�) � 
��
�������	 �	�	��	 ������ 
��
�
�
 
�����: 
                                                           
2 http://matica.org.ua/primeri/reshenie-transportnoy-zadachi-metodom-potentsialov 



 

 11 

       c = [7 8 1 2 4 5 9 8 9 2 3 6]', 
   b = rhs = [200 180 190 150 130 150 140]', 
   xopt = [0 0 60 140 150 30 0 0 0 100 90 0]'. 
$�
�������	 �	�	��	 	����
�	���, � �� �	� ���
����
�
 ����-
������	 ��
��
� �� 
�������
������ ���������  

 

= 1*60 2*140 4*150 5*30 2*100 3*90 =1560.minZ + + + + +  
 

������� 1. .�
��
� �� 
������
������ ��������� � ����	�	 
matica-3-4 ��� ������ ε  � 1temp  

  .���	��
 ε  � �����	 (12)–(15)   1temp  
 1.00000   0.10000   0.01000   0.00100   0.00010   0.00001  

 150   2989.0   2650.0   1595.0   1560.0   1560.0   1560.0  
 130   2989.0   2650.0   1759.5   1730.0   1730.0   1730.0  
 110   2989.0   2650.0   1922.3   1910.0   1910.0   1910.0  
 90   2989.0   2650.0   2102.5   2090.0   2090.0   2090.0  
 70   2989.0   2650.0   2330.0   2330.0   2330.0   2330.0  
 50   3047.4   3046.3   3040.0   3040.0   3040.0   3040.0  

 
' 
�����	 1 ����	�	�� ��
��
� �� 
������
������ ������-

���, ��
���	 �����	�� � �	����
�
	 �	�	��
 ������ (12)–(15) ��� 
�	�
� ����	��
� ε  � ���������� �� �	�����	 �������� ��
 
���	��� ���
����. 0� �

 ������� ���������� ������ ����, � 
�	����	 ������� ��
������������ ������� ������ � 
���  	 
����� 1temp , ��
���	 ���	�
���� �
 150 (�����������	 �����	�
�� 
��
��� � ��
�������� �	�	��� xopt) �� 50 � ��
	������ � 20 
	�����. /��� �	����	 ������� �����
� �	������, �	� 50 	�����, 

� 
�������
��
 ������ ��
 ����	�� matica-3-4 �	 ��		
 �	�	��
. 

#� 
������ �����, �
� ������
 ��
 ����	��� 3= 10ε −  � 
�	����� ��
��
� �� 
�������
������ ��������� � ��
�������� 
�	�	��
� ������ (12)–(15) ��������
. 3
� ������	
, �
� 
��
�������	 �	�	��	 ������ (12)–(15) ����� ��
�������� 
���
����� ������
� � 
�������
��� �����	. 3
� ���	��
�� 
������
	
�
 � 
�����
�� gε  – ��
���� �� ����	 �����	�
� � 

��������	 dualr. ' 
�����	 2 ����	�	�� ��
�������	 ��)	�� 

�������
���	���� ������
� ��� = 0.0001ε  � ��	� ����	��
� 
temp1 = [ 150 130 110 90 70 50 ] �� 
������ 1. 
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������� 2. $�
�������	 ���	�� 
�������
���	���� ������
� � 
����	�	 matica-3-4 ��� 4= 10ε −  � ��	� 1temp  �� 
������ 1 

  .���	��
 1temp  � �����	 (12)–(15)    
(i,j)   150   130   110   90   70   50  
(1,1)   0.00   2.50   17.50   32.50   60.00   50.00  
(1,2)   0.00   0.00   0.00   0.00   0.00   50.00  
(1,3)   60.00   67.50   72.50   77.50   70.00   50.00  
(1,4)   140.00   130.00   110.00   90.00   70.00   50.00  
(2,1)  150.00   130.00   110.00   90.00   70.00   50.00  
(2,2)   30.00   40.00   40.00   40.00   60.00   30.00  
(2,3)   0.00   0.00   0.00   0.00   10.00   50.00  
(2,4)   0.00   10.00   30.00   50.00   40.00   50.00  
(3,1)   0.00   17.50   22.50   27.50   20.00   50.00  
(3,2)   100.00   90.00   90.00   90.00   70.00   50.00  
(3,3)   90.00   82.50   77.50   72.50   70.00   50.00  
(3,4)   0.00   0.00   0.00   0.00   30.00   40.00  

  minZ    1560.0   1730.0   1910.0   2090.0   2330.0   3040.0  

  
������� 3. &����	 ��	�
 (� �	������) �	�	��
 
�������
��� ����� 
� �	�

���� ���
������� � ��
�	��
	�	� ��� ������ ε  

  .���	��
 ε  � �����	 (12)–(15)   1 1( , )m n  
 0.01   0.001   0.0001   0.00001   0.000001   0.0000001  

 (10,10)   0.10315   0.11883   0.13832   0.15390   0.17533   0.16914  
 (20,20)   0.18037   0.28046   0.25872   0.28093   0.32727   0.33257  
 (30,30)   0.47860   0.58045   0.80859   0.97012   1.26851   1.31829  
 (40,40)   1.31219   1.97510   2.18888   2.52609   2.81282   3.54913  

  
' 
�����	 3 ������� ��	�	��, ��
���	���	 �� �	�	��
 


�������
��� ����� c �	��������� �	�

���� ���
������� � 
��
�	��
	�	� � �	���	���� �������	��
�� �� �	�	�	���	. 
����+� �	�	���������� ���������� �	���� ������� �� ��������� 
[1,10], �
� ��	��	������ �	�����������
� �
������	���� 
��
��������� �	�	��
. .����� � ��
�	����
� � ������
	 
������
���� 
��, �
��� �������� ��	�	�������
 
���� � 
�	������	����� ������	�
��� �� ��������� [1,10] ���� 
�����
���� ��
 �������	��� (13)–(14). 0� ��	 � �	����	 ������� 
������
���� ���� 	��	� ������	�
 �����
����� �	�	��
 �� 0.5 
� 1.5 ���
�	
�
�	���. '�����	��
 ����������� �� Pentium E5200 � 
��������, �
� �	�	��	 
�������
��� ����� � �	��������� 
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�	�

���� ���
������� � ��
�	��
	�	� 
�	��	
 �	�������� �	���� 
�� ����	�	���� &3'* � ����� ������
 �
 �����
� �	������ ε . 

	(�$23!��!. ��������
��
 ������ �� 	
 ��
� ���	��� 
���	�	�� �����	� ���	�	���� ���	���� �� ���	���	 �����������	 
��� ����� ����	��
� �����	
�� ε , � ��������� dualr �� 	
 ��
� 
������������ ��
 �	�	��
 
�������
��� ����� ��� �������	��
� 
�� ��)	�� ���
����. % ������� (
�� ��������� �� �� �����
� 
��	���	 ����� �� ��
	��
��	���� �	
���� ���	����� 
���������������
, ������
���� ������
� �����	�
�	���	 
����������	 ��
 ������ ��
�������� �	�	��� 
�������
��� 
����� [7,8]. 

1�
 �	�	��
 �	������ 
�������
��� ����� �����
�	���� 
������
� �� 	
 ��
� ���	�
�	��� �����	�. ���, ������	�, 
��	�������
 �
���
��� ��
���� �������	��� ������
	
 ��	��
� 
	�� �����
��� �
 �	���	�� �����	�
�� �����
�	���� �	�	�	����, 
�� �����	�
�� ����� ( , )min m n , � �	 n m+  ��� ��� ������������� 
��������� dualr. 6���	 
���, ��
 
�������
��� ����� �	 
�	��	
�
 
�����
� �� 	 ����	 	���� �
���
��� ��
����, 
�� ��� ��	 
��(++���	�
� � �	� ����� 	�����	 � ������� 	�� �� 
���	�	�	����� �������. ��	
 (
�� ����	����
	� ��
���� 
�������	��� � ���	
���� � ����	�	��	� ���
�� ����
����
 
������
�� ��������	�
��� �	
���� ������	� �����
	���� ������
� 
�����
�	���� ������
� ��� �	�	��� 
�������
��� �����. 

#�������	��� ��� ���
��	��� �����
�	����� ������
�� 
������ �� �� �	�	�	�
� �� ������ �� �
���� ��������� 
�	�����	������ �	���	����� +�����
��. /��� �����
��	���	 
�	�	��	 �����	���� �������� ������
� �	 ���	
�
, 
� 	�� �� �� 
���	��
� ����
���	� ��
 �� ��� �	�	�	���� ix , �
� �	�����-

	���� ���	���
 �����
�	���� ������
�, ���
��	���� �� �����	 
r -������
��. 3
� ������
	
 �����
� �����	�� ��������, ��
���� 
���	�
������ �� ����
� � ���	�
�� 
�������
��-
���������
�	������ ���� � �� 	
 ��
� ���
�	����� 
�����
��	����� �������
�� ��� +������-�������
������ 
������������ ��	��	�	��
 ��
 (
�� ��������. 6��
���
� ����� 

���� �������� ������
	
 �	��� ��
�����
� �� � ����	 ��������, 
� 
�� ����	 � ���
� ��������	��� ����
����� «&���� �	�	��
» � 
Microsoft Excel. 

&���
�	 ��
�����-�	�
����	 ��	����� r -������
�� �	-
���
 	�� �	���	�
����� ��� �	�������� �	
���� �	�	��
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�	�����
��� ���
	� ���	���� �����	��� � ����
�������� 
��������� �� �	�	�	���	 � ���
	��� ������	����� ��� 
�����	�	�	���� ������	���. %��	�
�����	 ������
	�� �
��-
���
��� �������� ��
 ������	�	����� ��
�����-�	�
����� 
��	����� ������
�
 � ���
��	 ����� ����
�����
� 
���	 ����-
��
�� ��
 (++	�
����� ����
� � ������������	� �	�
����� 
����	������ �� �����	 ���+��	���� ������
	�	� (GPU) � ������. 
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