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Введение

Оптимизационные задачи давно и прочно заняли свое место в про-
цессах принятия решений, которые являются одним из важнейших ас-
пектов деятельности людей. Управление сложными техническими, тех-
нологическими и экономическими процессами, задачи в различных об-
ластях науки, приводят к необходимости выбора и принятия оптималь-
ных решений. Одной из областей математической науки, изучающей ме-
тоды описания, анализа и обоснования оптимальных решений различ-
ных задач по принятию решений является ¿Исследование операцийÀ.
Это направление, начиная с 50-х годах прошлого столетия, сформи-
ровалось как самостоятельная область математических исследований,
связанная с разработкой моделей и методов, анализа сложных оптими-
зационных задач, получения оптимальных решений конкретных задач
и практических применений.

Первые работы в данной области связаны с именами таких извест-
ных ученых, как Л.В. Канторович, Дж.Б. Данциг, Т. Купманс, Дж.
фон Нейман, A. Гофман, А.У. Таккер, Г. Кун, Р. Дорфман, Л. Форд,
Д. Фалкерсон, С. Гасс, Л. С. Понтрягин, Р. Беллман и многих других
известных математиков, которые создали теоретическую основу иссле-
дования операций и предложили первые методы решения многих кон-
кретных оптимизационных задач. Именно с именами этих ученых свя-
зано появление таких направлений как линейное и нелинейное програм-
мирование, транспортные задачи и оптимизация на сетях, теория игр,
оптимальное управление и динамическое программирование, стохасти-
ческая оптимизация и статистический анализ.

В дальнейшем получили развитие конкретные методы и алгорит-
мы, предназначенные для решения отдельных классов оптимизацион-
ных задач, такие как симплексные методы в линейном программиро-
вании, методы возможных направлений и градиентные методы в вы-
пуклом программировании, методы штрафных и барьерных функций
для общих задач математического программирования, методы услов-
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ной и безусловной оптимизации, методы и алгоритмы решения задач
глобальной, дискретной, целочисленной, комбинаторной и недифферен-
цируемой оптимизации.

К настоящему времени разработаны целые классы методов и ал-
горитмов, связанные с решением оптимизационных задач определен-
ных типов, образовавшие отдельные направления оптимизации. К ним
относится методы одномерной и многомерной оптимизации, методы
условной и безусловной оптимизации, методы выпуклой и вогнутой
оптимизации гладких и недифференцируемых функций, методы од-
нокритериального, многокритериального и целевого программирова-
ния, методы стохастической, квадратичной и глобальной оптимиза-
ции, и многие другие методы, учитывающие специфику задач опти-
мизации. Особую роль в развитии численных методов оптимизации
сыграли такие общие методы, как субградиентные, секущих плоско-
стей, центров, внутренних точек, ветвей и границ, которые приложи-
ли путь к новым методам локальной и глобальной оптимизации. На
базе этих исследований опубликованы ряд монографических работ и
книг по исследования операций, среди которых можно отметить рабо-
ты [247, 544, 586, 587, 588, 592, 593, 650, 653, 699, 709, 739] и различным
направлениям оптимизации по вопросам:

• линейного программирования [43, 93, 146, 162, 166, 167, 173, 217,
241, 349, 388, 397, 485, 625, 626, 641, 601, 602, 605, 740, 741];

• выпуклого программирования [18, 92, 141, 143, 393, 394, 396, 409,
417, 418, 521, 652, 660];

• математического программирования [19, 20, 21, 31, 76, 77, 88, 160,
175, 190, 193, 194, 196, 197, 199, 221, 230, 242], [255]–[257], [269, 311,
319, 326, 335, 352, 359, 365, 366, 389, 402, 408, 425, 459, 502, 504,
524, 532, 548, 571, 578, 581, 584, 598, 609, 612, 613, 618, 627, 632,
635, 644, 647, 655], [656]–[659], [661, 696, 697, 703, 707];

• дробно-выпуклого и дробно-линейного программирования [32, 36,
148, 359, 438, 493, 494, 633, 733];

• многокритериальной оптимизации [119, 180, 347, 364, 430, 503, 634,
650, 653, 654];

• стохастической оптимизации [81, 183, 184, 201, 246, 281, 282, 413,
615, 651, 743];

• недифференцируемой оптимизации [33, 302, 469, 470, 606, 607, 715].
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В данной монографии аппарат недифференцируемой оптимизации
используется для решения задач дробного программирования. Она на-
писана на основе проведенных автором исследований в области реше-
ния задач дробно-линейного программирования большой размерности,
обобщенных задач дробно-выпуклого программирования, сепарабель-
ных блочных задач, специальных задач квадратичной, стохастической
и полиномиальной дробной оптимизации, а также дробно-линейных
транспортных задач. В монографии подытожены результаты, получен-
ные автором и отраженные в его диссертационных работах [664, 667],
научных статьях [482]–[484], [487, 496, 663, 665, 666], [668]–[694], моно-
графиях [633, 733] и книгах [592, 593].

Изложенный материал в данной монографии можно разбить условно
на четыре части, которые имеют свои особенности и области исследова-
ния, однако они преследуют единую цель, а именно – показать эффек-
тивность применения методов недифференцируемой оптимизации для
решения различных задач дробного программирования.

К первой части относятся первые три главы данной монографии, ко-
торые носят общий характер. Здесь приведены теоретические и практи-
ческие описания основных задач оптимизации, необходимые и достаточ-
ные условия оптимальности, функции Лагранжа, теория двойственно-
сти в математическом программировании. Описываются субградиент-
ные методы недифференцируемой оптимизации и схемы декомпозиции
по ограничениям, переменным и ресурсам, которые могут быть исполь-
зованы для решения различных задач условной и безусловной опти-
мизации с общей или специальной структурой системы ограничений,
с линейными, дробно-линейными, выпуклыми, дробно-выпуклыми или
нелинейными функционалами.

Вторая часть данной монографии охватывает три последующие гла-
вы, которые посвящены вопросам решения основных трех классов задач
дробного программирования, а именно:

1) задачи дробно-линейного программирования;
2) задачи дробно-выпуклого программирования;
3) обобщенные задачи дробного программирования.
Применяемые в данных главах методы и алгоритмы решения ука-

занных дробных задач можно разбить на следующие три группы:
- прямые методы, в которых для решения дробных задач применя-

ются общие методы математического программирования;
- параметрические методы, в которых дробная задача сводится к

решению задач оптимизации параметрической функции, составленной
из функций числителя и знаменателя;
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- декомпозиционные методы, в которых учитывается специфика
ограничений задачи, а также оптимизируемый функционал. Данные
методы, как правило, основаны на функции Лагранжа и схемах де-
композиции по ограничениям, переменным и ресурсам, с применением
субградиентных методов недифференцируемой оптимизации.

К третьей части относится седьмая глава данной монографии, в ко-
торой рассматриваются специальные задачи дробного программирова-
ния, а именно, задачи квадратичной, стохастической и полиномиальной
дробной оптимизации. Также рассматриваются задачи дробной оптими-
зации с неизвестными коэффициентами.

К четвертой части данной монографии относится последняя, вось-
мая глава, в которой приводятся алгоритмы и методы решения дробных
задач транспортного типа.

В каждой части данной книги рассматриваются особенности и эф-
фективность применения методов недифференцируемой оптимизации
для решения задач дробного программирования. Субградиентные ме-
тоды применяются одновременно с другими методами и алгоритмами
решения задач дробной оптимизации и показывается их эффективность
в случае специальной структуры ограничений и дробных функциона-
лов.

Остановимся кратко на содержание каждой главы.
Первая глава данной книги посвящена теоретическим основам дроб-

ной оптимизации. В ней приводятся постановки основных задач дробно-
го программирования, рассматриваемых в данной работе, и проводится
анализ разработанных методов и алгоритмов их решения. Приводятся
основные свойства выпуклых и квазивыпуклых функций, определения
и свойства субградиентов недифференцируемых функций, описывают-
ся общие задачи условной оптимизации, функции Лагранжа и задачи
нахождения седловых точек. Приводятся основные теоретические ре-
зультаты в нелинейном, выпуклом и дробном программировании. Рас-
сматривается связь между методами недифференцируемой оптимиза-
ции и методами решения задач квадратичного программирования, ме-
тодами штрафных и барьерных функций, а также приводятся неглад-
кие штрафные функции для задач выпуклого и дробно-выпуклого про-
граммирования.

Во второй главе описываются основные три группы методов недиф-
ференцируемой оптимизации, а именно: методы обобщенного градиент-
ного спуска, субградиентные методы с растяжением пространства и ме-
тод эллипсоидов. Данные методы в дальнейшем применяются для ре-
шения различных задач линейного и дробно-линейного, выпуклого и
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дробно-выпуклого программирования, обобщенных задач дробного про-
граммирования, а также транспортных задач с линейными и дробно-
линейными функционалами.

В третьей главе приводятся основные направления применения ме-
тодов недифференцируемой оптимизации, связанные с решением раз-
личных негладких задач математического программирования, постро-
ением точных негладких штрафных функций и полиномиальных алго-
ритмов решения задач оптимизации, разработке схем декомпозиции по
ограничениям, переменным и ресурсам для решения задач блочного и
сепарабельного типа. Применение методов релаксации по Лагранжу и
рассмотрении двойственных задач, позволили свести задачи условной
оптимизации к решению негладких задач безусловной оптимизации.

В четвертой главе рассматриваются задачи дробно-линейного про-
граммирования, для которых приводятся различные алгоритмы их ре-
шения: прямой и модифицированный симплекс-метод, метод сведения
к задачам линейного программирования, параметрический метод, по-
линомиальные алгоритмы и декомпозиционные методы. Для блочных
дробно-линейных задач предлагаются четыре группы декомпозицион-
ных методов, а именно принцип декомпозиции Данцига-Вулфа и три
схемы декомпозиции: первая - по переменным, вторая - по ограничени-
ям и третья – по ресурсам. При их применении решаются подзадачи
линейного программирования для каждого блока в отдельности.

В пятой главе данной книги рассматриваются задачи дробно-выпук-
лого программирования, для решения которых приводятся метод пре-
образования переменных, параметрический метод и методы нелинейной
оптимизации квазивыпуклых функций. Одновременно с ними предла-
гается применить методы недифференцируемой оптимизации для ре-
шения общей задачи дробно-выпуклого программирования или для ре-
шения задач с блочно-диагональной структурой ограничений и сепара-
бельных дробно-выпуклых функционалов.

Субградиентные методы используются для нахождения седловой
точки дробно-выпуклой функции, а метод эллипсоидов - для реше-
ния задач дробно-выпуклого программирования. Применение неглад-
ких штрафных функций позволяет свести дробные задачи к задачам
безусловной оптимизации, к которым можно применить субградиент-
ные методы. Для решения задач дробно-выпуклого программирования
приводятся рассмотренные в предыдущей главе три группы схем де-
композиции, а именно: по переменным, ограничениям и ресурсам.

В шестой главе, которая является центральной для данной моно-
графии, рассматриваются обобщенные задачи дробно-выпуклого про-
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граммирования, которые получаются в результате применения опера-
ций максимума, суммирования или произведения дробных функций.
Для их решения предлагаются три группы методов дробной оптимиза-
ции: параметрические методы, прямые методы и схемы декомпозиции
с применением субградиентных методов. Данные методы также приво-
дятся и для решения задач оптимизации обобщенных дробно-линейных
функций на линейных многогранниках. Эти методы предлагается ис-
пользовать при решении дробных задач многокритериальной оптими-
зации, когда в результате применения метода сверток приходим к обоб-
щенным задачам дробного программирования.

В этой же главе рассматриваются и сепарабельные задачи обобщен-
ного дробного программирования блочной структуры, для решения ко-
торых предлагаются схемы декомпозиции по ограничениям, перемен-
ным и ресурсам. В результате применения схем декомпозиции прихо-
дим к одноуровневым или двухуровневым алгоритмам недифференци-
руемой оптимизации.

Седьмая глава посвящена специальным задачам дробного програм-
мирования, для решения которых применяются методы недифференци-
руемой оптимизации. Первая рассматриваемая задача относится к зада-
че дробно-выпуклого квадратичного программирования, для решения
которой кроме параметрического метода, предлагается применить ме-
тод преобразования переменных, схемы декомпозиции по переменным
и субградиентные методы, в результате которых приходим к решению
последовательности выпуклых задач квадратичной оптимизации или к
задачам линейного программирования.

Вторая задача, рассматриваемая в данной главе - это задача дроб-
ного-полиномиального программирования, для которой путем замены
переменных и применением схем декомпозиции по ограничениям, при-
ходим к решению задач недифференцируемой оптимизации субгради-
ентным методом, на каждом шаге которого решаем задачи дробно-
линейного программирования

Для решения задачи двухэтапного стохастического дробного про-
граммирования предлагается применять схемы декомпозиции по пере-
менным, которые позволяет свести их к решению задач безусловной
оптимизации субградиентным методом, на каждом шаге которого ре-
шаются задачи линейного или дробно-линейного программирования.

Последняя задача из данной главы относится к задачам дробно-
линейного программирования с неизвестными коэффициентами. Для
решения задач с линейными коэффициентами, которые определяются
для каждой переменной из отдельного многогранного множества, пред-
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лагается применить декомпозиционный метод Данцига-Вулфа и схемы
декомпозиции по переменным и ограничениям. Для случая, когда неиз-
вестные коэффициенты нелинейны, применяется схема декомпозиции
по переменным и субградиентные методы.

В последней восьмой главе данной книги рассмотрены дробно-
линейные транспортные задачи, обобщенные транспортные задачи с
дробно-линейными функционалами и задачи дробного программирова-
ния производственно-транспортного типа. Для решения дробных задач
транспортного типа предлагаются три группы прямых методов, а имен-
но методы потенциалов, параметрические методы и принцип декомпози-
ции Данцига-Вулфа. Одновременно с ними, для решения транспортных
задач большой размерности предлагается применить схемы декомпози-
ции по ограничениям и переменным, основанные на методах недиффе-
ренцируемой оптимизации.

Именно для решения линейных транспортных задач получены пер-
вые эффективные субградиентные методы, которые определили в даль-
нейшем новые направления недифференцируемой оптимизации – мето-
ды обобщенного градиентного спуска, субградиентные методы с растя-
жением пространства, метод эллипсоидов, а также схемы декомпозиции
по ограничениям и переменным.



Глава 1

Основы дробного
программирования

В данной главе приводятся постановки основных задач дробного
программирования, которые в дальнейшем будут исследованы и для
решения которых предлагаются эффективные методы. Среди них мож-
но выделить:

1. Задачи дробно-линейного программирования.
2. Задачи дробно-выпуклого программирования.
3. Задачи обобщенного дробно-линейного и дробно-выпуклого про-

граммирования.
4. Задачи сепарабельного дробно-выпуклого программирования.
5. Задачи дробной оптимизации специальной и блочной структуры.
6. Задачи дробной оптимизации транспортного типа.
7. Задачи дробно-квадратического, дробно-полиномиального и дроб-

но-стохастического программирования.
Приводятся теоретические основы дробной оптимизации, необходи-

мые для разработки методов и алгоритмов решения рассматриваемых
задач дробного программирования. Даются понятия выпуклых и квази-
выпуклых функций, свойства градиентов и субградиентов. Приводят-
ся постановки общих задач оптимизации, функции Лагранжа, теория
двойственности в нелинейном, выпуклом и дробном программирова-
нии, а также соответствующие им основные условия оптимальности.
Рассматривается задача квадратичного программирования и ее связь
с методами недифференцируемой оптимизации. Описываются методы
штрафных и барьерных функций и рассматриваются негладкие штраф-
ные функции для задач выпуклого и дробно-выпуклого программиро-
вания.
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1.1. Задачи дробного программирования
В общем виде задача дробного программирования формулируется

следующим образом: найти вектор переменных x = (x1, x2, . . . , xn) ∈
∈ Rn, минимизирующий функцию

F1(x) =
p∑

k=1

ϕk(x)
ψk(x)

(1.1)

при ограничениях
fi(x) ≤ 0 (i = 1,m), (1.2)

x ∈ X, (1.3)

где X ∈ Rn – заданный компакт, fi(x) (i = 1,m) – выпуклые функ-
ции, а ϕk(x), (k = 1, p) и ψk(x), (k = 1, p) – непрерывные функции,
определенные на компакте X.

Задача (1.1)–(1.3) может быть обобщена на случай, если в функции
(1.1) вместо суммы использовать операцию взятия минимума или мак-
симума. Тогда получим задачу минимизации функции

F2(x) = max
1≤k≤p

ϕk(x)
ψk(x)

(1.4)

или

F3(x) =
max

1≤k≤p
ϕk(x)

min
1≤k≤p

ψk(x)
(1.5)

при ограничениях (1.2)–(1.3).
Задачи дробного программирования можно расширять и на случаях,

когда необходимо минимизировать мультипликативную функцию

F4(x) =
p∏

k=1

ϕk(x)
ψk(x)

(1.6)

или векторную (многокритериальную) функцию

F5(x) =
(

ϕ1(x)
ψ1(x)

,
ϕ2(x)
ψ2(x)

, . . . ,
ϕp(x)
ψp(x)

)
(1.7)

при ограничениях (1.2)–(1.3).
Задачи дробного программирования широко изучены, и в данной

области опубликовано достаточно много работ. В монографических
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[32, 36, 148, 359, 438, 493, 494, 633, 733] и библиографических [433], [488]–
[493] работах приведены и анализированы различные, общие и частные
постановки задач дробного программирования, для решения которых
приводятся многочисленные методы и алгоритмы, большинство из ко-
торых основаны на общей теории линейного и выпуклого программи-
рования, нелинейного и динамического программирования, локальной,
глобальной, многокритериальной или дискретной оптимизации.

В данной книге исследуются вопросы применения для решения за-
дач дробного программирования методов недифференцируемой опти-
мизации, основная часть которых основана на функциях Лагранжа,
двойственных задачах, штрафных функциях, седловой точке и субгра-
диентных методах. В ней рассматриваются следующие классы задач
дробного программирования, для решения которых, наряду с други-
ми методами автором разработаны эффективные методы и алгоритмы,
основанные на схемах декомпозиции по ограничениям, переменным и
ресурсам с применением методов недифференцируемой оптимизации.
Для начала приведем постановку основных задач дробного программи-
рования.

1. Задача дробно-выпуклого программирования

ϕ(x)
ψ(x)

→ min,

fi(x) ≤ 0 (i = 1,m),
x ∈ X,

в которой функции ϕ(x), −ψ(x), fi(x) (i = 1, m) являются выпуклыми.
2. Задача дробно-линейного программирования

n∑

j=1

cjxj + c0

n∑

j=1

djxj + d0

→ min,

n∑

j=1

aijxj ≤ bi (i = 1, m),

xj ≥ 0 (j = 1, n),

в которой все функции являются линейными.
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3. Дробно-линейная транспортная задача
m∑

i=1

n∑

j=1

cijxij + c0

m∑

i=1

n∑

j=1

dijxij + d0

→ min,

n∑

j=1

xij = ai (i = 1,m),

m∑

i=1

xij = bj (j = 1, n),

xij ≥ 0 (i = 1, m; j = 1, n).

4. Дробно-линейная задача назначения
m∑

i=1

m∑

j=1

cijxij + c0

m∑

i=1

m∑

j=1

dijxij + d0

→ min,

m∑

j=1

xij = 1 (i = 1,m),

m∑

i=1

xij = 1 (j = 1,m),

xij ≥ 0 (i = 1,m; j = 1,m).

5. Дробно-линейная дискретная задача размещения
m∑

i=1

n∑

j=1

cijxij +
n∑

j=1

αjyj

m∑

i=1

n∑

j=1

dijxij +
n∑

j=1

βjyj

→ min,

n∑

j=1

xij = ai (i = 1,m),
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m∑

i=1

xij = yj (j = 1, n),

pj ≤ yj ≤ qj (j = 1, n),

xij =
{

ai,
0 (i = 1,m; j = 1, n).

6. Нелинейная производственно-транспортная задача дробного про-
граммирования

m∑

i=1

n∑

j=1

cijxij +
n∑

j=1

ϕj(yj) +
n∑

j=1

k∑

l=1

p jlz jl

m∑

i=1

n∑

j=1

dijxij +
n∑

j=1

ψj(yj) +
n∑

j=1

k∑

l=1

q jlz jl

→ min,

n∑

j=1

xij = ai (i = 1, m),

m∑

i=1

fijxij = yj (j = 1, n),

yj =
k∑

l=1

zjl (j = 1, n),

n∑

j=1

zjl = bl (l = 1, k),

xij ≥ 0 (i = 1, m; j = 1, n),

z jl ≥ 0 (j = 1, n; l = 1, k).

7. Задачи обобщенного дробно-выпуклого программирования, кото-
рые относятся к минимизации пяти специализированных функций при
выпуклых функциях, а именно рассматриваются задачи:

min Fr(x) (r = 1, 5),

fi(x) ≤ 0 (i = 1,m),
x ∈ X,
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в которых

F1(x) =
p∑

k=1

ϕk(x)
ψk(x)

, F2(x) = max
1≤k≤p

ϕk(x)
ψk(x)

, F3(x) =
max
1≤i≤p

ϕk(x)

min
1≤i≤p

ψk(x)
,

F4(x) =
p∏

k=1

ϕk(x)
ψk(x)

, F5(x) =
(

ϕ1(x)
ψ1(x)

,
ϕ2(x)
ψ2(x)

, . . . ,
ϕp(x)
ψp(x)

)
,

а функции

ϕk(x) (k = 1, p), −ψk(x) (k = 1, p), fi(x) (i = 1,m)

являются выпуклыми или линейными.
8. Задача сепарабельного, блочного и дробно-выпуклого программи-

рования в следующей постановке.
Пусть имеем p групп переменных xj = (x1

j , x
2
j , . . . , x

nj

j ) ∈ Rnj , об-

разующих вектор x = (x1, x2, . . . , xp) ∈ Rn, где n =
p∑

j=1

nj . На множе-

стве каждой группы переменных xj определим следующие непрерывные
функции ϕj , ψj , g

i
j (i = 1,m), hl

j (l = 1,mj) : Rnj → R.
Тогда задача сепарабельного, блочного и дробно-выпуклого про-

граммирования имеет вид:

p∑

j=1

ϕj(xj)

p∑

j=1

ψj(xj)

→ min,

p∑

j=1

gi
j(xj) ≤ ai (i = 1,m),

hl
j(xj) ≤ bl

j (l = 1,mj ; j = 1, p).

Функции ϕj(xj), −ψj(xj), gi
j(xj) (i = 1, m), hl

j(xj) (l = 1,mj) выпук-
лы или линейны на множестве переменных xj ∈ Rnj , j = 1, p.
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9. Задача дробно-линейного программирования блочно-диагональ-
ной структуры

p∑

j=1

cjxj

p∑

j=1

djxj

→ min,

p∑

j=1

Ajxj ≤ b,

Bjxj ≤ bj (j = 1, p),

xj ≥ 0 (j = 1, p),

y ≥ 0,

в которой cj , dj , xj — nj-мерные векторы; b — m-мерный вектор; bj —
mj-мерные векторы; Aj – матрицы размерности m× nj ; Bj – матрицы
размерности mj × nj .

10. Блочная задача дробно-выпуклого и сепарабельного программи-
рования со связующими переменными и ограничениями в следующей
постановке.

Пусть имеем p групп переменных xj = (x1
j , x

2
j , . . . , x

nj

j ) ∈ Rnj ,

образующих вектор x = (x1, x2, . . . , xp) ∈ Rn, где n =
p∑

j=1

nj . На множе-

стве каждой группы переменных xj определены следующие непрерыв-
ные функции ϕj , ψj , g

i
j (i = 1,m), hl

j (l = 1,mj) : Rnj → R.
Пусть также имеются переменные y = (y1, y2, . . . , yk) ∈ Rk, на ко-

торых определены функции α, β, F i
0 (i = 1,m), F l

j (l = 1,mj ; j =
= 1, p) : Rk → R. Предположим, что функции ϕj ,−ψj , g

i
j (i = 1,m),

hl
j (l = 1,mj) выпуклы на множестве значений переменных xj , а функ-

ции α,−β, F i
0 (i = 1,m), F l

j (l = 1,mj ; j = 1, p) выпуклы на множестве
значений переменных y.

Тогда сепарабельная задача дробно-выпуклого программирования
на множестве переменных (x, y), в которой система ограничений имеет
блочно-диагональную структуру со связующими переменными и огра-
ничениями имеет вид:
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F (x, y) =
C(x, y)
D(x, y)

=

p∑

j=1

ϕj(xj) + α(y)

p∑

j=1

ψj(xj) + β(y)

→ min,

p∑

j=1

gi
j(xj) + F i

0(y) ≤ ai (i = 1,m),

hl
j(xj) + F i

j (y) ≤ bl
j (l = 1,mj ; j = 1, p),

в которой ai (i = 1, m) и bl
j (l = 1,mj ; j = 1, p) – заданные числа.

11. Задача дробно-линейного программирования блочно-диагональ-
ной структуры со связующими переменными и ограничениями

p∑

j=1

cjxj + py

p∑

j=1

djxj + qy

→ min,

p∑

j=1

Ajxj + F0y ≤ b,

Bjxj + Fjy ≤ bj (j = 1, p),

xj ≥ 0 (j = 1, p),

y ≥ 0,

в которой cj , dj , xj – nj-мерные векторы, p, q, y – k-мерные векторы;
b — m-мерный вектор; bj — mj-мерные векторы; Aj – матрицы раз-
мерности m × nj ; Bj – матрицы размерности mj × nj ; F0 – матрица
размерности m× k; Fj – матрицы размерности mj × k.

12. Обобщенные задачи сепарабельного дробно-линейного програм-
мирования блочно-диагональной структуры со связующими перемен-
ными и ограничениями в следующих постановках.

Пусть имеем p групп переменных xj = (x1
j , x

2
j , . . . , x

nj

j ) ∈ Rnj ,

образующих вектор x = (x1, x2, . . . , xp) ∈ Rn, где n =
p∑

j=1

nj . На множе-

стве каждой группы переменных xj определены следующие непрерыв-
ные функции: ϕj , ψj , gi

j (i = 1,m), hl
j (l = 1,mj) : Rnj → R.
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Пусть также имеются переменные y = (y1, y2, . . . , yk) ∈ Rk, на ко-
торых определены функции α, β, F i

0 (i = 1,m), F l
j (l = 1,mj ; j =

= 1, p) : Rk → R. Предположим, что функции ϕj , −ψj , gi
j (i =

= 1,mj), hl
j (l = 1,mj) выпуклы на множестве значений перемен-

ных xj , а функции α, −β, F i
0 (i = 1,m), F l

j (l = 1,mj ; j = 1, p)
выпуклы на множестве значений переменных y.

Рассмотрим следующие два множества допустимых значений пере-
менных x и y:

Q(x, y) = {x, y: hl
j(xj) + F l

j(y) ≤ bl
j (l = 1,mj ; j = 1, p)},

S(x, y) =
{

x, y:
p∑

j=1

gi
j(xj) + F i

0(y) ≤ ai (i = 1,m);

hi
j(xj) + F l

j(y) ≤ bl
j (l = 1,mj ; j = 1, p)

}
.

Для функций

F1(x, y) =

p∑

j=1

ϕj(xj)

p∑

j=1

ψj(xj)

+
α(y)
β(y)

,

F2(x, y) =

p∑

j=1

ϕj(xj)

p∑

j=1

ψj(xj)

+ α(y),

F3(x, y) =
p∑

j=1

ϕj(xj)
ψj(xj)

+
α(y)
β(y)

,

F4(x, y) =
p∑

j=1

ϕj(xj)
ψj(xj)

+ α(y),

F5(x, y) = max
j

ϕj(xj)
ψj(xj)

+
α(y)
β(y)

,

F6(x, y) = max
j

ϕj(xj)
ψj(xj)

+ α(y),
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F7(x, y) =
max

j
ϕj(xj)

min
j

ψj(xj)
+

α(y)
β(y)

,

F8(x, y) =
max

j
ϕj(xj)

min
j

ψj(xj)
+ α(y),

F9(x, y) =
p∑

j=1

ϕj(xj) +
α(y)
β(y)

,

F10(x, y) = max
j

ϕj(xj) +
α(y)
β(y)

рассмотрим следующие задачи:

min
(x,y)∈Q(x,y)

Fr(x, y) (r = 1, 10)

или
min

(x,y)∈S(x,y)
Fr(x, y) (r = 1, 10).

13. Двухэтапная дробно-линейная задача стохастического програм-
мирования.

Рассмотрим задачу минимизации одной из функций (первый этап):

F1(x) = (c, x) + E1(x),

F2(x) = (c, x) + E2(x),

F3(x) =
(c, x) + E1(x)

(d, x)
,

F4(x) =
(c, x)
(d, x)

+ E1(x),

F5(x) =
(c, x)
(d, x)

+ E2(x)

при ограничениях
x ≥ 0,

где c, d, x – n1-мерные вектора, E1(x) и E2(x) – математические ожи-
дания случайных функций ϕ1(x, ω) и ϕ2(x, ω), определенные одним из
следующих способов (второй этап):

ϕ1(x, ω) = min
z

(h, z)
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или
ϕ2(x, ω) = min

z

(h, z)
(g, z)

при ограничениях
z ≥ 0,

Dz ≥ bω −Ax,

где h, g, z – n2-мерные вектора, A,D – матрицы (m × n1) и (m × n2)
соответственно, bω – случайный m-мерный вектор.

14. Общие и частные задачи дробно-квадратичного программирова-
ния:

C(x)
D(x)

→ min

при ограничениях
Ki(x) ≤ 0 (i = 1,m),

где C(x), D(x), Ki(x) – квадратичные или линейные функции, i = 1,m.
15. Задача дробно-полиномиального программирования:

C(x)
D(x)

→ min,

Pi(x) = 0 (i = 1,m),

где x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ En, а C(x), D(x) и P (x) – полиномиальные
функции от x, т.е. функции вида

C(x) =
∑

r∈RC

cr

n∏

j=1

x
αrj

j ;

D(x) =
∑

r∈RD

dr

n∏

j=1

x
βrj

j ;

Pi(x) =
∑

r∈RPi

air

n∏

j=1

x
γi

rj

j (i = 1,m),

в которых: RC – множество мономов с ненулевыми коэффициентами
cr, которые формируют полином C(x); RD – множество мономов с
ненулевыми коэффициентами dr, которые формируют полином D(x);
RPi (i = 1,m) – множество мономов с ненулевыми коэффициента-
ми air, которые формируют полиномы Pi(x); cr (r ∈ RC), dr (r ∈
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∈ RD), air (r ∈ RPi
, i = 1,m) – ненулевые коэффициенты мономов, ко-

торые соответственно входят в полиномы C(x), D(x) и Pi(x); αrj (r ∈
∈ RC , j = 1, n); βrj (r ∈ RD, j = 1, n); γi

rj (r ∈ RPi
, i = 1, m, j = 1, n) –

положительные целые числа.
Как видно из приведенных выше постановок задач оптимизации с

дробными функционалами, в задачах дробного программирования тре-
буется минимизировать или максимизировать функционал, представля-
ющий собой отношение двух функций. В зависимости от свойств функ-
ций, входящие в дробный функционал и тех, которые описывают до-
пустимое множество оптимизации, задачи дробного программирования
можно разделить на следующие классы:

• задачи дробно-линейного, дробно-выпуклого, дробно-квадратич-
ного и дробно-стохастического программирования;

• задачи обобщенного дробного программирования;

• задачи целочисленной, дискретной, полиномиальной и многокри-
териальной дробной оптимизации;

• дробные задачи транспортного или распределительного типа;

• дробные задачи специальной структуры.

Как видно из перечисленных классов задач дробной оптимизации
они покрывают почти весь спектр задач оптимизации с критериями,
определенные для одной функции. Поэтому для решения задач дробной
оптимизации используются методы и алгоритмы полученные для задач
с одним функционалом. Ниже приведем некоторый анализ возможного
применения таких методов для решения задач дробного программиро-
вания.

Рассмотрим общую задачу оптимизации в виде min
x∈S

ϕ(x), где ϕ(x) –

оптимизирующая функция, x – переменные, на которых проводится оп-
тимизация, а S – множество допустимой области оптимизации. Для
задач дробной оптимизации разработанные методы решения задачи
min
x∈S

ϕ(x), можно разделить на два типа:

1) методы, которые непосредственно применены для дробной оп-
тимизации (множество функций ϕ(x) включают в себе дробные
функции);

2) методы, разработанные для указанных задач нельзя прямо приме-
нить к задачам дробной оптимизации. Они требуют специальной
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доработки (адаптации). Это означает, что функции ϕ(x) не вклю-
чают в себе дробные функции.

Если имеющиеся методы решения задачи min
x∈S

ϕ(x) позволяют ре-

шать и задачи оптимизации с дробным функционалом, то такие мето-
ды назовем прямыми методами решения задачи дробной оптимизации.
В них необходимо провести прямые расчеты, но только с учетом, что
функция ϕ(x) является дробной и видоизменить некоторые формулы
расчета. Процедурные аспекты таких методов остаются без изменения.
В качестве примера можно привести симплекс-методы линейного про-
граммирования, когда для решения задачи дробно-линейного програм-
мирования проводятся лишь некоторые дополнительные вычисления и
видоизменяется критерий оптимальности. Аналогичное место имеет и
для полиномиальных алгоритмов решения задачи дробной оптимиза-
ции, для методов потенциалов решения дробно-линейной транспортной
задачи, для метода эллипсоидов решения дробно-выпуклой задачи, и
некоторые других задач дробного программирования.

Если же имеет место вторая ситуация, когда разработанные методы
решения задачи min

x∈S
ϕ(x) не позволяют решить напрямую и задачу с

дробными функционалами, то в таких случаях необходимо модифици-
ровать данные методы или же разработать другие специальные методы
решения задачи дробной оптимизации.

Рассмотрим задачу дробной оптимизации min
x∈S

ϕ(x)
ψ(x)

, в которой требу-

ется минимизировать на множестве допустимых значений переменных
x ∈ S отношение двух функций ϕ(x) и ψ(x), притом предполагается, что
ψ(x) 6= 0 для ∀x ∈ S. Для каждой отдельной постановки задачи дробной
оптимизации имеется своя прототипная задача min

x∈S
ϕ(x) того же клас-

са оптимизации. Тогда, если имеется метод решения дробной задачи
определенного класса оптимизации, то в предположении, что ψ(x) ≡ 1
для ∀x ∈ S, такой метод, без его дополнительных модификаций, может
быть использован и для решения задачи min

x∈S
ϕ(x), того же класса опти-

мизации. В таком случае, можем считать, что задача min
x∈S

ϕ(x) является

частным случаем дробной задачи оптимизации min
x∈S

ϕ(x)
ψ(x)

, при ψ(x) ≡ 1

для ∀x ∈ S.
С другой стороны, задачу дробной оптимизации можем рассматри-

вать как обобщение соответствующего класса задач оптимизации, когда
предполагается, что функционал задачи является дробным, т.е. опреде-
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ляется отношением двух функций из того же класса задач оптимиза-
ции. В таком случае, имеющийся метод решения прототипной задачи
min
x∈S

ϕ(x) обобщается и на случай решения дробной задачи оптимизации

min
x∈S

ϕ(x)
ψ(x)

. По такому принципу было разработано большинство алгорит-

мов и методов решения задач дробной оптимизации, т.е. первоначально
изучалась прототипная задача min

x∈S
ϕ(x), а затем полученные результаты

и методы применялись с некоторой модификацией (адаптация метода)

для решения дробной задачи оптимизации min
x∈S

ϕ(x)
ψ(x)

.

Другой прием, который был использован для решения задач дроб-

ной оптимизации min
x∈S

ϕ(x)
ψ(x)

, состоит в применение некоторых эквива-

лентных преобразований для их сведения к некоторой задаче оптими-
зации min

y∈Q
z(y), которая по отношению к первоначальной дробной задаче

имеет другой набор переменных y из другого допустимого множество
Q и с новым функционалом z(y), который может быть из того же или
другого класса задач оптимизации. В данном случае, вместо исходной
задачи решается ее эквивалентная задача min

y∈Q
z(y), а потом восстанав-

ливается решение исходной задачи min
x∈S

ϕ(x)
ψ(x)

.

Применение того или иного подхода к решению дробной задачи оп-

тимизации min
x∈S

ϕ(x)
ψ(x)

зависит от сложности задачи или от эффектив-

ности имеющиеся методов и алгоритмов решения прототипной задачи
min
x∈S

ϕ(x) или эквивалентной задачи min
y∈Q

z(y) того же класса, или даже

другого класса оптимизации. В качестве примера, может служить за-
дача дробно-линейного программирования, для решения которой могут
быть модифицированы симплекс-методы, задача может быть сведена к
эквивалентной задачи линейного программирования, для решения ко-
торой можно использовать тот же симплекс-метод, либо задача может
быть сведена к решению параметрической задачи линейного програм-
мирования с использованием некоторого итерационного метода нахож-
дения корня соответствующего уравнения, на каждой итерации кото-
рого решается задача линейного программирования тем же симплекс-
методом.

Следует отметить, что почти для всех классов задач дробной оп-

тимизации min
x∈S

ϕ(x)
ψ(x)

первоначально были исследованы и разработаны
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методы решения прототипных задач min
x∈S

ϕ(x), и лишь потом данные

методы были модифицированы для решения дробной задачи оптими-
зации, или же дробная задача была сведена путем эквивалентных пре-
образований к другой задачи оптимизации min

y∈Q
z(y) из того или друго-

го класса, для решения которой уже имелись эффективные методы. В
качестве примеров, можем привести различные пары задач оптимиза-
ции, а именно: выпуклые и дробно-выпуклые задачи, квадратичные и
дробно-квадратичные задачи, стохастические и дробно-стохастические
задачи и тому подобные. Также исследованы пары таких задач, как
транспортные задачи, распределительные задачи, задачи о назначени-
ях, задачи дискретной или многокритериальной оптимизации, задачи
теории графов и теории игр, в которых рассматриваются как не дроб-
ные, так и дробные функции оптимизации.

Одновременно с разработкой методов решения задачи дробной оп-
тимизации в различных работах были рассмотрены вопросы опреде-
ления необходимых и достаточных условии оптимальности, построения
функций Лагранжа и двойственных задач. Также изучены вопросы вы-
пуклости, квазивыпуклости и псевдовыпуклости дробных функций. В
отдельных работах рассмотрены общие задачи квазивыпуклой оптими-
зации, в классе которых включены и задачи с дробными функциями,
которые, как правило, обладают такими же свойствами выпуклости.

Аналогичные подходы были использованы при решении задач дроб-
ной оптимизации со специальной структурой целевой функции и систе-
мы ограничений, дробных задач теории графов и теории игр, дискрет-
ной и целочисленной оптимизации, многокритериальной и недифферен-
цируемой оптимизации.

В данной монографии для решения задач дробного программирова-
ния использованы как модификации методов решения задач из анало-
гичного, не дробного, класса задач, так и приемы их сведения к задачам
из другого класса задач оптимизации.

Задачи дробной оптимизации рассмотрены в многочисленных рабо-
тах, которые проанализированы и классифицированы в библиографи-
ческих обзорах [433], [488]–[493], [495]. Основные задачи дробного про-
граммирования и методы их решения приведены во многих монографи-
ческих исследованиях [32, 36, 148, 359, 438, 493, 494, 633, 733], а также
описаны в различных учебных пособиях [592, 655], которые содержат
отдельные главы по дробному программированию. Вопросы дробной
оптимизации рассмотрены на различных научных конференциях, среди
которых можно выделить специализированную конференцию по обоб-
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щенной выпуклости [98, 158, 178, 240, 304, 314, 426, 448, 475], на которых
рассмотрены различные доклады по вопросам дробной оптимизации
[51, 55, 56, 62, 97, 100, 102, 236, 305, 404, 432, 437, 449, 472, 480, 497], ква-
зивыпуклости [94, 202] и обобщенной выпуклости [106, 117, 443]. Также
следует отметить тех работ, которые стояли у истоков дробной оптими-
зации. Одними из первых работ, в которых рассмотрены задачи дробно-
линейного программирования относится к начало 60-х годах прошлого
столетия. К ним относятся работы [133, 174, 222, 223, 264, 280, 702],
[356]–[358], [360, 387, 508, 710], в которых предложены модификации
симплекс-методов, параметрический метод и метод сведения дробно-
линейной задачи к решению задач линейного программирования.

В дальнейшем вопросы дробной оптимизации изучались в различ-
ных работах, и как указано в приведенных выше библиографических об-
зорах, теоретические результаты по дробному программированию мож-
но разделить на следующие области исследования:

- дробно-линейное программирование;

- нелинейное дробное программирование;

- теория двойственности в дробном программировании;

- анализ устойчивости задач дробного программирования;

- многокритериальное дробное программирование;

- параметрическое дробное программирование;

- сепарабельное дробное программирование;

- стохастическое дробное программирование;

- обобщенное дробное программирование;

- целочисленное дробное программирование;

- принципы декомпозиции в дробном программировании;

- задачи дробного программирования транспортного типа;

- приложения задач дробного программирования.

Как видно из перечисленных направлениях исследования, для каж-
дого класса задач дробного программирования имеются свои прототип-
ные (соответствующие) задачи оптимизации, но не с дробным функци-
оналом. Большинство из полученных результатов исследования задач
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дробного программирования, основные методы их решения, а также их
теоретические и практические аспекты тесно связаны с аналогичными
задачами математического программирования.

Для подтверждения вышесказанного проведем сравнительный ана-
лиз по применению методов и алгоритмов решения пар из прототипной

(не дробной) задачи min
x∈S

ϕ(x) и задачи дробной оптимизации min
x∈S

ϕ(x)
ψ(x)

,

для тех задач дробной оптимизации, которые рассмотрены в данной мо-
нографии и для решения которых автором предложены эффективные
методы и алгоритмы их решения, основанные на методах недифферен-
цируемой оптимизации.

1. Задача дробно-линейного программирования. Методы ре-
шения задач дробно-линейного программирования основаны на идеях
и методах решения ее прототипной задачи линейного программиро-
вания, которая впервые рассмотрено в работах [162, 163], [623]–[625].
Для решения такой задачи в данных работах предложен универсаль-
ный метод, который получил в дальнейшем название симплекс-методом.
В различных монографиях и книгах по линейному программированию
[43, 93, 146, 162, 166, 167, 173, 217, 241, 349, 388, 397, 485, 601, 602, 605,
625, 641, 740, 741] описаны и другие универсальные методы из клас-
са симплексных, среди которых выделены модифицированный и двой-
ственный метод, прямо-двойственные методы, а также методы с различ-
ными способами хранения и пересчета информации. В этих работах так-
же приведены двойственные задачи и рассмотрена теория двойствен-
ности в линейном программировании. Предложены декомпозиционные
методы [1, 162, 164, 165], методы внутренних точек [170, 377, 379], [610]–
[612], и другие численные методы решения задачи линейного програм-
мирования. В дальнейшем были разработаны различные полиномиаль-
ные алгоритмы. Впервые класс таких алгоритмов основанные на методе
эллипсоидов предложил Хачиан [293, 705, 706], а потом Кармаркар [285]
предложил другой класс полиномиальных алгоритмов, основанные на
операции проектирования пространства и соответствующие классу ал-
горитмов внутренних точек. На основе этих идей, и особенно на базе
проективного алгоритма Кармаркара, разработаны различные модифи-
кации и варианты полиномиальных алгоритмов [22]-[26], [42, 35, 210],
[218]–[220], [227, 254, 286, 287, 303, 378, 416, 420, 520, 643, 648]. Одной из
таких модификаций предложено в работе [35]. Как отмечено в моногра-
фии [733], аналогичный алгоритм внутренних точек, но намного рань-
ше, предложено в работе Дикина [610]. Полиномиальные алгоритмы
типа Дикин-Кармаркар описаны и в общеизвестных работах [166, 167],
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в которых подведены итоги развития таких методов и определены даль-
нейшие направления исследования в области линейного программиро-
вания, связанные с повышением эффективности полиномиальных алго-
ритмов метода внутренних точек.

Для решения задач дробно-линейного программирования разрабо-
таны аналогичные методы и алгоритмы, как и для соответствующего
класса прототипных линейных задач. При разработке таких методов и
алгоритмов использованы четыре основные приема:

1) для решения дробной задачи модифицированы методы и алгорит-
мы линейных задач, которые в данной монографии названы пря-
мыми методами;

2) задача дробно-линейного программирования преобразуется в од-
ну или две задачи линейного программирования; такие методы
названы методами линеаризации;

3) решение задачи дробно-линейного программирования сводится к
анализу параметрической задачи линейного программирования и
различными итеративными методами находится корень соответ-
ствующего уравнения от одного параметра; эти методы названы
параметрическими методами;

4) решение задачи дробно-линейного программирования сводится к
задачи недифференцируемой оптимизации с дальнейшем приме-
нением субградиентных методов, на каждом шаге которых реша-
ются задачи линейного программирования. Эти методы названы
методами Лагранжевой релаксации или схемами декомпозиции по
ограничениям, переменным или ресурсам.

В результате применения таких приемов предложены следующие
группы методов и алгоритмов решения задач дробно-линейного про-
граммирования:

- прямые симплекс-методы [32, 222, 223, 226, 305], [356]–[358], [493,
494, 508, 513, 531, 592, 635, 655, 710];

- методы линеаризации [32, 133, 493, 494, 577, 593, 601, 628, 673, 733];

- параметрические методы [4, 32, 85, 171, 280, 493, 494, 509, 525, 545,
546, 592, 733];

- прямые полиномиальные алгоритмы типа Хачиана-Кармаркара-
Дикина [24, 593, 685, 733];
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- прямые методы декомпозиции типа Данцига-Вулфа [16, 17, 112,
318, 320, 336, 624, 636, 663, 664, 667, 733];

- схемы декомпозиции по ограничениям, переменным и ресурсам с
применением субградиентных методах [663]–[665], [667, 669, 670,
672, 674, 675, 733].

Для задач дробно-линейного программирования применена теория
двойственности линейного программирования, в результате которой по-
строены различные двойственные задачи [2, 46, 110, 152, 457, 460, 511]. В
работах [11, 83, 132, 226, 531, 582, 590, 591], [666]–[668] рассмотрены дру-
гие вопросы и методы решения задач дробно-линейного программиро-
вания, а в работах [3, 32, 80, 99, 381, 493, 494, 733] проведен сравнитель-
ный анализ предложенных методов и алгоритмов в дробно-линейном
программировании.

Из изложенного выше, можно сделать вывод, что задач дробно-
линейного программирования имеется широкий диапазон методов и ал-
горитмов их решения, поэтому в практических целях выбирается тот,
который соответствует требованию решаемой конкретной задачи, свя-
занные с размерностью задачи, специфике и структуре ограничений,
наличию программного обеспечения, требуемой точностью и времени
решения.

2. Дробно-линейные транспортные задачи. Линейная транс-
портная задача рассмотрена почти во всех книгах по линейному про-
граммированию и исследованию операций [43, 93, 146, 162, 166, 167, 173,
217, 241, 247, 349, 388, 397, 485, 544], [586]–[588], [592, 593, 601, 602, 605,
625, 641, 650, 653, 699, 709], [739]–[741] в качестве примера задач опти-
мизации, для решения которых разработаны различные эффективные
алгоритмы и методы. Среди таких методов можно выделить общеиз-
вестные методы решения матричных и сетевых транспортных задач,
такие как метод потенциалов, венгерский метод, метод Фогеля, метод
ветвей и границ. Разные методы и алгоритмы рассмотрены в работах
по транспортным задачам [543, 579, 583, 601, 637]. Также предложены
и другие приближенные, эвристические и декомпозиционные методы,
в которых учитывается специфика ограничений транспортных задач.
Разработаны методы и алгоритмы решения различных линейных задач
транспортного типа, таких как задача о назначениях, задача о ком-
мивояжере, распределительная задача, динамическая и стохастическая
транспортная задача. В работе [725] для решения сетевой транспорт-
ной задачи предлагается использовать субградиентный метод, а в ра-
ботах [639, 640, 661] этот метод развит в виде схем декомпозиции по
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ограничениям и переменным для решения различных линейных задач
транспортного типа большой размерности.

Линейные транспортные задачи являются прототипными для дроб-
но-линейных транспортных задачах соответствующего класса. Так как
транспортные задачи имеют специальную структуру ограничений, то
предложенные методы и алгоритмы эффективны для решения задач
только из своего класса. Поэтому в случае аналогичных транспортных
задач с дробно-линейным функционалом, проводится модификация со-
ответствующих методов и алгоритмов [36, 39, 237, 265, 506, 512, 664,
667, 672, 733].

Для решения дробно-линейных транспортных задач предложены
различные методы и алгоритмы, среди которых метод потенциалов ре-
шения дробно-линейных транспортных задач, венгерский метод реше-
ния дробно-линейных задач о назначениях, метод потенциалов реше-
ния дробно-линейных распределительных задач, параметрические ме-
тоды решения дробно-линейных задач транспортного типа, декомпози-
ционные методы решения дробно-линейных транспортных задач, а так-
же схемы декомпозиции по ограничениям и переменным для решения
дробно-линейных транспортных задач.

Для решения на ЭВМ дробно-линейных задач транспортного ти-
па разработано соответствующее программное обеспечение [664], [667]–
[679], [681, 686, 688, 733], которое использовано при решении различ-
ных практических задач оптимизации грузовых и пассажирских пере-
возок на автомобильном транспорте. Разработаны математические мо-
дели дробно-линейной оптимизации для решения задач оперативного и
годового планирования, определения кольцевых маршрутов, контейнер-
ных перевозок и решения других задач оптимизации на автомобильном
транспорте [481, 664, 667, 680], [683]–[685], [687], [689]–[694], [733].

3. Задачи дробно-выпуклого программирования. Задачи вы-
пуклого программирования, которые являются прототипом для задач с
дробно-выпуклым функционалом, достаточно хорошо изучены, и в ли-
тературе по данным задачам [18, 92, 141, 143, 393, 394, 396, 409, 417,
418, 521, 600, 660] приводятся многочисленные теоретические и практи-
ческие результаты в виде конкретных методов и алгоритмов. Изучение
задач выпуклой оптимизации, в первую очередь, связано с выявлени-
ем и получением необходимых и достаточных условий оптимальности, с
построением двойственных задач и соответствующей теории двойствен-
ности, с разработкой конкретных методов и алгоритмов, с проведением
анализа эффективности и сходимости предложенных методов, с реше-
нием конкретных практических задач.
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Относительно задач дробно-выпуклого программирования, получен-
ные результаты для задач выпуклой оптимизации могут быть приме-
нены с учетом того факта, что дробно-выпуклые функционалы явля-
ются квазивыпуклыми или псевдовыпуклыми функциями [30, 94, 106,
181, 330, 406, 493, 494, 589, 629, 645, 695]. Поэтому для решения за-
дач дробно-выпуклого программирования были предложены следую-
щие группы алгоритмов и методов:

- прямые методы выпуклой оптимизации [37, 47, 48, 50, 151, 258, 266,
352, 439], которые адаптированы для решения дробных задач;

- параметрические методы [63, 172, 191, 260, 261, 362, 380, 436, 478],
когда дробная задача сводится к решению последовательности вы-
пуклых задач;

- методы внутренних точек [204, 206, 272, 390, 419], градиентные
[205] и субградиентные методы [34, 300, 367, 375, 633], в частно-
сти метод эллипсоидов [633] для решения дробно-выпуклых задач,
в которых решаются специальные задачи и выводятся формулы
определения субградиентов, дающие направление движения;

- методы штрафных функций в дробном программировании [209,
633];

- декомпозиционные методы [107, 486] и схемы декомпозиции по пе-
ременным, ограничениям и ресурсам [496, 633, 667, 733] с приме-
нением методов недифференцируемой оптимизации.

Для задач дробно-выпуклого программирования рассмотрены двой-
ственные задачи [8, 47, 63], [108]–[110], [195, 233, 270, 327, 384, 434,
435, 450, 453, 507, 526, 595, 596], рассмотрены условия оптимальности
[341, 474, 564] и проведен анализ разработанных методов [51, 148, 150,
203, 263, 382, 383, 432, 437, 440, 441, 444, 446, 493, 494, 633].

4. Блочные задачи дробной оптимизации. Для решения за-
дач линейного и выпуклого программирования большой размерности,
в частности с блочно-диагональной структурой системы ограничений,
разработаны различные декомпозиционные методы. В монографиче-
ских работах [163, 166, 167, 335, 605, 635] приводятся основные прин-
ципы декомпозиции, которые относятся к классическим методам раз-
ложения Данцига-Вулфа [164, 165], процедурам расчленения Розена
[421, 422], алгоритмам расчленения Бендерса [61], принципам распре-
деления ресурсов Корнаи-Липтака [630], а также к другим методам и
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процедурам декомпозиции [594, 603, 621]. Другой класс декомпозицион-
ных методов связаны с функциями Лагранжа, двойственными задачами
и методами недифференцируемой оптимизации. К ним относятся схемы
декомпозиции по переменным, ограничениям и ресурсам с применени-
ем субградиентных методов [470, 639, 640, 724, 726, 733]. Такие схемы
использованы для решения задач линейного и выпуклого программи-
рования, задач транспортного типа, задач дискретной, квадратичной,
полиномиальной и стохастической оптимизации.

В данной книги декомпозиционные методы и схемы применены
и для решения задач дробной оптимизации, в частности для задач
дробно-линейного и дробно-выпуклого программирования, дробных за-
дач транспортного типа, а также для решения обобщенных задач
дробно-линейного и дробно-выпуклого программирования, дробных за-
дач стохастического и квадратичного программирования.

Разработанные автором декомпозиционные методы решения блоч-
ных задач дробной оптимизации можно условно разделить на три груп-
пы:

- методы разложения Данцига-Вулфа [663, 664, 667, 733],

- методы распределения ресурсов Корнаи-Липтака [633, 733];

- схемы декомпозиции по переменным, ограничениям и ресурсам
[663]–[665], [667, 669, 670, 672, 674, 675, 733].

Особенности, и тем самым сложности, применения таких декомпо-
зиционных методов в дробном программировании связаны с тем, что
дробный функционал не является аддитивно-сепарабельной функцией.
Поэтому некоторые декомпозиционные методы разработаны в сочета-
ние с параметрическим методом [171, 493, 494, 592, 733] анализа и ре-
шения задач дробной оптимизации.

5. Обобщенные задачи дробного программирования. Данные
классы задач дробной оптимизации получены в результате применения
операций взятия максимума или минимума от конечного числа дробных
функций, суммирования или умножения дробных функций. Функции в
таких операциях могут быть дробно-линейными, дробно-выпуклыми,
или специальными функциями, например, дробные функции для задач
транспортного типа или блочной структуры. Применение таких опера-
ций приводит к задачам дробного программирования, которые являют-
ся задачами глобальной и недифференцируемой оптимизации. Для ре-
шения таких задач можно применять общепринятые методы выпуклой,
вогнутой или невыпуклой оптимизации, такие как методы внутренних
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точек [14, 18, 21, 204, 245, 272], [393]–[396], [548], методы ветвей и гра-
ниц [377, 427], методы секущих плоскостей [29, 38, 472], а также и дру-
гие общеизвестные методы решения задач математического програм-
мирования [19, 20, 31, 44, 76, 78, 193, 213, 269], задач глобальной [88],
[194]–[196], [255]–[257], [278, 521] или недифференцируемой оптимизации
[12, 13, 33, 58, 141, 143, 274, 302, 351, 367, 376, 409, 469, 470, 569, 715].

Такие методы могут быть применены для решения общих за-
дач обобщенного программирования с дробно-линейными или дробно-
выпуклыми функциями. Однако, для решения конкретных дробных
задач, разработаны специальные методы и алгоритмы, учитывающие
специфику применяемой операции при получения обобщенных дроб-
ных функционалов, а также для решения обобщенных дробных задач
транспортного типа или обобщенных задач блочной структуры с сепа-
рабельными дробными функционалами.

Для обобщенных дробных минимаксных задач, которые, как прави-
ло, являются задачами квазивыпуклой оптимизации [30, 536], рассмот-
рены общие вопросы их анализа [27, 144, 189, 232, 331, 332, 407], приве-
дены необходимые и достаточные условия оптимальности [12, 153, 328,
334, 339, 344, 345, 351, 372, 473, 476, 553, 563], [566]–[568], разработаны
различные двойственные задачи [12, 13, 41, 52, 53, 58, 59, 113, 118, 147,
157, 236, 268, 297, 329, 330, 333, 342, 451, 454, 476, 541, 550, 552, 554, 562,
567, 568, 576] и для их решения предложены параметрические методы
[52, 53, 90], [153]–[156], [633], методы частичной линеаризации [62, 153],
субградиентные методы [484, 496, 633], а также другие методы их реше-
ния [40, 62, 75, 191, 231, 252, 455, 484, 487, 499, 505, 528, 567, 568, 633].

В данной монографии для решения минимаксных задач дробно-
выпуклого и дробно-линейного программирования предлагаются пря-
мые и двойственные параметрические методы, субградиентные методы,
методы лагранжевой релаксации и схемы декомпозиции по ограничени-
ям.

Обобщенные задачи оптимизации суммы дробных функций явля-
ются общими задачами математического программирования, так как
при суммирование дробно-линейных функций или же дробно-выпуклых
функций не получаем, как правило, выпуклый или квазивыпуклый
функционал. В результате суммирования дробных функций получаем
нелинейные, полиномиальные или степенные функционалы, которые
приводят к задачам обобщенной выпуклости и глобальной оптимиза-
ции, для решения которых можно применить такие же общие методы,
как и в случае минимаксных задач дробного программирования.
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Для решения задач оптимизации суммы дробных функций предло-
жены следующие группы методов:

- параметрические методы [15, 101, 176, 186, 445],

- методы внутренних точек [208],

- методы ветвей и границ [64], [67]–[70], [323, 325, 461, 533, 555],

- методы глобальной оптимизации [70, 71, 159, 462, 463],

- методы решения дробных задач с функционалами в виде суммы
линейных и дробно-линейных функций [9, 10, 109, 248, 249, 355,
700], суммы двух [102, 631] или многих дробно-линейных функций
[135, 136, 305, 306, 313, 323, 325, 533, 555, 585],

- другие вопросы и методы их анализа и решения [96, 109, 159, 250,
549].

В данной книге для решения задач оптимизации суммы дробно-
выпуклых и дробно-линейных функций предлагаются нелинейные мно-
гопараметрические методы, методы лагранжевой релаксации нахожде-
ния седловой точке, алгоритмы частичной линеаризации, субградиент-
ные методы решения прямой и двойственной задачи, а также схемы
декомпозиции по ограничениям с применением методов недифферен-
цируемой оптимизации.

Обобщенные задачи оптимизации произведения дробно-выпуклых
функций (задачи мультипликативного дробного программирования)
рассмотрены в работах [169, 251, 273, 308, 312, 447], в которых, по ана-
логии с выпуклыми мультипликативными задачами [65, 72, 216, 309,
310, 324], предложено использовать для их решения общие методы гло-
бальной оптимизации.

В данной работе для решения задач оптимизации произведения
дробно-выпуклых и дробно-линейных функций предлагаются нелиней-
ные параметрические методы, алгоритмы метода частичной линеариза-
ции, субградиентные методы решения прямой и двойственной задачи,
методы лагранжевой релаксации и схемы декомпозиции по ограничени-
ям.

Для обобщенных задач оптимизации отношения функций, получен-
ных в результате применения операций взятия максимума и минимума
от конечного числа выпуклых или линейных функций в данной работы
приводятся эквивалентные задачи и предлагаются методы лагранжевой



37

релаксации, субградиентные методы и схемы декомпозиции по ограни-
чениям.

Другой класс обобщенных дробных задач, который рассмотрен в
данной монографии относится к задачам многокритериальной (вектор-
ной) дробной оптимизации [111, 137, 168, 235, 291, 295, 385, 561, 605],
для которых может быть применен общий подход для их анализа
[79, 82, 87, 119, 180, 347, 348, 364, 400, 430, 442, 503, 634, 650, 653, 654]
для нахождения эффективных решений. Однако, для дробных задач
многокритериальной оптимизации рассмотрены необходимые и доста-
точные условия оптимальности [54, 138, 298, 299, 340, 343, 346, 398],
приведены различные двойственные задачи [54, 56, 57, 91, 114, 116, 138,
179, 279, 292, 298, 299, 301, 321, 322, 340, 343, 346, 374, 386, 398, 412, 534],
[536]–[539], рассмотрены недифференцируемые дробные многокрите-
риальные задачи [54, 138, 296, 299, 301, 398, 346], а также пред-
ложены различные методов решения исходных многокритериальных
задач или их сведения к однокритериальным задачам оптимизации
[95, 102, 139, 207, 316, 350, 363, 399, 535].

В данной монографии предлагается применить метод сверток све-
дения исходной многокритериальной дробной задачи к одной из рас-
смотренных выше обобщенных задач дробного программирования. К
дробным многокритериальным задачам применяются аддитивные, ми-
нимаксные или мультипликативные свертки. Также предложено приме-
нять смешанные и неоднотипные свертки для нахождения эффектив-
ных решений обобщенных многокритериальных дробных задач.

6. Специальные задачи дробного программирования. Дан-
ные задачи дробной оптимизации относятся к конкретным классам за-
дач оптимизации, такие как дробные задачи сепарабельного и блочного
программирования, целочисленной и дискретной оптимизации, динами-
ческого и квадратичного программирования, стохастической и полино-
миальной оптимизации, и многие другие задачи дробной оптимизации,
в которых необходимо учесть некоторые дополнительные требования к
переменным, ограничениям или исходных данных задачи оптимизации.

В данной монографии рассмотрены специальные задачи дробной оп-
тимизации, для решения которых эффективно можно применить схемы
декомпозиции и методы недифференцируемой оптимизации. Такие схе-
мы были использованы для решения задач дробно-квадратичного про-
граммирования, дробно-стохастической и дробно-полиномиальной оп-
тимизации, а также для задач дробно-линейного программирования с
неизвестными коэффициентами.
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Предложенные декомпозиционные алгоритмы и методы решения за-
дач дробного программирования основаны на теории недифференци-
руемой оптимизации и субградиентных методах, которые разработаны
автором под руководством академика Н.З. Шора в сотрудничестве с
учеными Института кибернетики имени В.М. Глушкова (Киев, Наци-
ональная Академия Украины) и Института математики и информати-
ки (Кишинэу, Академия наук Молдовы). Основные результаты опуб-
ликованы автором в диссертационных работах [664, 667], монографиях
[633, 733], учебных пособиях [592, 593] и научных статьях [482]–[663],
[665, 666], [668]-[694], [487, 496]. Многие из них были использованы для
решения различных практических задач оптимизации на автомобиль-
ном транспорте [481, 664, 667, 680], [683]–[685], [687], [689]–[694], [733].

1.2. Выпуклые и квазивыпуклые функции

Рассмотренные выше задачи дробной оптимизации содержат функ-
ции, которые являются линейными, выпуклыми или квазивыпуклыми.
Разработанные методы решения этих задач основаны на свойствах та-
ких функций. Ниже приведем основные понятия и свойства выпуклых
и квазивыпуклых функций [493, 494, 607, 660, 733].

Пусть En – евклидово n-мерное пространство, а X – непустое вы-
пуклое множество, и пусть задана действительная функция f(x), опре-
деленная на выпуклом множестве X ⊂ En.

Графиком функции f(x) называется подмножество H[X, f ] (n + 1)-
мерного пространства En+1, состоящего из точек {x, f(x)}, x ∈ X. Над-
графиком функции f(x) назовем множество H+[X, f ] ∈ En+1 точек
вида {x, u}, где u ≥ f(x), x ∈ X.

Функция f(x) называется выпуклой, если ее надграфик является
выпуклым множеством. Эквивалентное определение дается в виде сле-
дующего утверждения.

Теорема 1.1. Для того, чтобы функция f(x), определенная на
множестве X⊂En, была выпуклой, необходимо и достаточно, чтобы:

1) множество X было выпуклым;
2) для любых точек x1, x2 ∈ X и числа α (0 ≤ α ≤ 1) выполнялось

соотношение

α f(x1) + (1− α) f(x2) ≥ f(α x1 + (1− α)x2). (1.8)
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Функция f(x), определенная на выпуклом множестве X ⊂ En, на-
зывается квазивыпуклой, если для любых точек x1, x2 ∈ X и числа
α (0 ≤ α ≤ 1) выполняется соотношение

max (f(x1), f(x2)) ≥ f(αx1 + (1− α)x2). (1.9)

Если функция f(x) является квазивыпуклой на X, то множество
{x : f(x) ≤ c}, x ∈ X – выпукло для всех c и наоборот.

Функция f(x) называется строго выпуклой или строго квазивыпук-
лой на множестве X, если условия (1.8) или (1.9) выполняются в виде
строгого неравенства.

Функция f(x) является явно квазивыпуклой на множестве X, если
условие (1.9) выполняется в виде строгого неравенства и f(x1) 6= f(x2).

Функция f(x) является строго явно квазивыпуклой на множестве X,
если условие (1.9) выполняется в виде строгого неравенства и x1 6= x2.

Функция f(x) является вогнутой (квазивогнутой) на выпуклом мно-
жестве X, если функция −f(x) выпукла (квазивыпукла).

Функция f(x) является монотонной на множестве X, если она яв-
ляется как квазивыпуклой, так и квазивогнутой на X, т.е. для любых
точек x1, x2 ∈ X и числа α (0 ≤ α ≤ 1) одновременно выполняются
соотношения

min[f(x1), f(x2)] ≤ f(α x1 + (1− α)x2) ≤ max[f(x1), f(x2)].

Если f(x) является дифференцируемой в точке x0 ∈ X, тогда

∇f(x0) =
(

∂f(x0)
∂x1

,
∂f(x0)

∂x2
, . . . ,

∂f(x0)
∂xn

)

называется градиентом функции f в точке x0.
Функция f(x) является псевдовыпуклой на множестве X, если функ-

ция f дифференцируема на X, и тогда для любых точек x1, x2 ∈ X,
для которых выполняется неравенство

(x1 − x2)∇f(x2) ≥ 0,

следует что
f(x1) ≥ f(x2). (1.10)

Функция f(x) является строго псевдовыпуклой на множестве X,
если для любых точек x1, x2, ∈ X и x1 6= x2 неравенство (1.10) вы-
полняется строго.
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Рассмотрим вопросы экстремальности выпуклых, псевдовыпуклых
и квазивыпуклых дифференцируемых функций.

Пусть f(x) непрерывная, дифференцируемая функция определен-
ная на выпуклом множестве X ⊆ Rn. Тогда имеют место следующие
утверждения.

Теорема 1.2. Пусть X выпуклое множество. Тогда для того
чтобы функция f(x) была выпуклой на X, необходимо и достаточно
выполнения неравенства

f(x)− f(y) ≥ (∇f(y), x− y), ∀x, y ∈ X.

Теорема 1.3. Пусть X выпуклое множество и пусть X∗– мно-
жество точек минимума функции f(x) на X. Тогда в любой точке
x∗ ∈ X∗ должно выполняться неравенство

(∇f(x∗), x− x∗) ≥ 0, ∀x ∈ X.

Если же x∗ ∈ intX, тогда в точке x∗ имеет место равенство
∇f(x∗) = 0.

Если, кроме того, f(x) является выпуклой на X, то для того чтобы
точка x∗ ∈ X∗ необходимо и достаточно выполнения неравенства

(∇f(x∗), x− x∗) ≥ 0, ∀x ∈ X.

Имеют место следующие следствия.

Следствие 1.1. Если функция f(x) является псевдовыпуклой, то
x∗ ∈ X∗ тогда и только тогда, когда

(∇f(x∗), x− x∗) ≥ 0, ∀x ∈ X.

Следствие 1.2. Если функция f(x) является квазивыпуклой на X,
то X∗ является выпуклым множеством.

Следствие 1.3. Если функция f(x) является строго выпуклой на
X, то множество X∗ содержит не более одной точки.

Теорема 1.4. Пусть X выпуклое множество, а f(x) определенная
на X функция. Тогда:

а) если функция f(x) является строго выпуклой на X, то глобаль-
ный минимум функции f(x) на X является единственным;

б) если функция f(x) является строго псевдовыпуклой на X, то
глобальный минимум функции f(x) на X является единственным;

в) если функция f(x) является явно строго квазивыпуклой на X,
то глобальный минимум функции f(x) на X является единственным.
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Теорема 1.5. Пусть X непустое, компактное и выпуклое мно-
жество. Если f(x) является явно квазивыпуклой функцией на X, то
f(x) достигает своего глобального максимума в одном или в несколько
экстремальных точках множества X.

В дальнейшем приведем некоторые свойства выпуклых и квазивы-
пуклых функций [493, 494, 633, 733], которые использованы в данной
работе.

Теорема 1.6. Пусть {fi(x)}k
i=1 – семейство выпуклых функций,

определенных на выпуклом множестве X ⊂ En; c1, . . . , ck – неотри-
цательные числа, тогда функции

f(x) =
k∑

i=1

cifi(x); g(x) = max
i

cifi(x); g+
i (x) = max{fi(x); 0} (i = 1, k)

также являются выпуклыми в области определения X.

Теорема 1.7. Пусть {fi(x)}k
i=1 – семейство квазивыпуклых функ-

ций, определенных на выпуклом множестве X ⊂ En; c1, . . . , ck – не-
отрицательные числа, тогда функция

g(x) = max
i

cifi(x)

также является квазивыпуклой в области определения X.

Теорема 1.8. Пусть {fi(x)}k
i=1 – семейство квазивыпуклых функ-

ций, определенных на выпуклом множестве X ⊂ En, а функция

f(x) =
k∑

i=1

cifi(x)

определена на X. Тогда, если функции fi(x) таковы, что на любом
отрезке [x1, x2], x1, x2 ∈ X из неравенства f(x1) ≤ f(x2) следует вы-
полнение неравенств fi(x1) ≤ fi(x2) для всех i = 1, k одновременно, то
функция f(x) является квазивыпуклой на X.

Теорема 1.9. Пусть функция ϕ(t) одной переменной выпукла и не
убывает на [a, b], а функция ψ(x) выпукла на выпуклом множестве X,
причем ψ(x) ∈ [a, b] при всех x ∈ X. Тогда функция

f(x) = ϕ
(
ψ(x)

)

выпукла на X.
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Рассмотрим некоторые утверждения, показывающие связь между
выпуклыми и квазивыпуклыми функциями.

Следствие 1.4. Пусть ϕ(x) – непрерывная функция, определен-
ная на выпуклом множестве X ⊂ En, притом ϕ(x) > 0, x ∈ X. Тогда
функция

ψ(x) =
1

ϕ(x)

в области определения X является выпуклой, если ϕ(x) вогнута, и
вогнутой, если ϕ(x) выпукла.

Следствие 1.5. Пусть функция g(x) выпукла на выпуклом мно-
жестве X. Тогда функция

g+(x) = max{g(x), 0}
выпукла на X.

Следствие 1.6. Если функция g(x) выпукла на X и g(x) ≥ 0, ∀x ∈
∈ X, то функция

f(x) =
(
g(x)

)p

выпукла на X при всех p ≥ 1.

Следствие 1.7. Если функция g(x) выпукла на X, то функция

f(x) =
(
max{g(x), 0})p =

(
g+(x)

)p

выпукла на X при всех p ≥ 1.

Утверждение 1.1. Пусть ϕ(x) – непрерывная функция, опре-
деленная на выпуклом множестве X ⊂ En, а линейная функция
h(x) = (d, x) + d0 >0 для любого x ∈ X. Тогда функция

ψ(x) =
ϕ(x)
h(x)

,

определенная на X является квазивыпуклой, если ϕ(x) выпукла, и ква-
зивогнутой, если ϕ(x) вогнута.
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Утверждение 1.2. Пусть ϕ(x), ψ(x) – непрерывные функции,
определенные на выпуклом множестве X ⊂ En , притом ϕ(x) ≥ 0
и ψ(x) > 0 для любого x ∈ X. Тогда функция

f(x) =
ϕ(x)
ψ(x)

в области определения X является квазивыпуклой, если ϕ(x) выпукла,
а ψ(x) вогнута, и квазивогнутой, если ϕ(x) вогнута, а ψ(x) выпукла.

Утверждение 1.3. Пусть ϕ(x), ψ(x) – непрерывные функции,
определенные на выпуклом множестве X ⊂ En, притом ϕ(x) ≥ 0 и
ψ(x) ≥ 0 для любого x ∈ X. Тогда функция

f(x) = ϕ(x) · ψ(x),

определенная на X является квазивыпуклой, если функции ϕ(x) и ψ(x)
вогнуты, и квазивогнутой, если функции ϕ(x) и ψ(x) выпуклы.

Утверждение 1.4. Пусть на выпуклом множестве X ⊂ En опре-
делена дробно-линейная функция

f(x) =
C(x)
D(x)

=
(c, x) + c0

(d, x) + d0

и предположим, что D(x) > 0 для любого x ∈ X, где c, d, x – n-мерные
векторы, а c0 и d0 – константы. Тогда функция f(x) является одно-
временно квазивыпуклой и квазивогнутой на выпуклом множестве X.

Пусть {ϕi(x)}k
i=1 – семейство непрерывных неотрицательных выпук-

лых функций, определенных на X ⊂ En; {ψi(x)}k
i=1 – семейство непре-

рывных положительных вогнутых функций, определенных на X ⊂ En.

Определим функции f(x) =
k∑

i=1

fi(x) и g(x) = max
i

fi(x), в которых

fi(x) = ϕi(x)
ψi(x) . Тогда на основании теорем 1.7 и 1.8 функции f(x) и g(x)

являются квазивыпуклыми на X.
Рассмотрим частные случаи вышеизложенных утверждений, когда

функции ϕ(x) и ψ(x) определяются с помощью операции взятия макси-
мума и минимума (поточечного) от выпуклых или вогнутых функций.
Тогда имеют место утверждения:
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Утверждение 1.5. Если {ψi(x)}k
i=1 – семейство вогнутых и поло-

жительных функций на X, то функция

g(x) = 1/ min
i

ψi(x)

выпукла на X;

Утверждение 1.6. Если {ψi(x)}k
i=1 – семейство выпуклых и поло-

жительных функций на X, то функция

g(x) = 1/ max
i

ψi(x)

вогнута на X;

Утверждение 1.7. Если ϕ(x) – выпуклая функция на X,
{ϕi(x)}k

i=1 – семейства выпуклых неотрицательных функций на X,
h(x) – линейная положительная функция на X, {hi(x)}k

i=1 – семей-
ство линейных положительных функций, то функции

g(x) =
ϕ(x)

min
i

hi(x)
, f(x) = max

i

ϕi(x)
hi(x)

,

p(x) =
max

i
ϕi(x)

h(x)
, q(x) =

max
i

ϕi(x)

min
i

hi(x)

квазивыпуклы на X;

Утверждение 1.8. Если {ϕi(x)}k
i=1 – семейство выпуклых неот-

рицательных функций на X, {ψi(x)}k
i=1 – семейство вогнутых поло-

жительных функций на X, то функция

g(x) =
max

i
ϕi(x)

min
i

ψi(x)

квазивыпукла на X.

1.3. Свойства обобщенных градиентов

Рассмотрим определения и основные свойства обобщенных градиен-
тов и субградиентных множеств для выпуклых и квазивыпуклых функ-
циях [607, 633, 639, 715, 733].
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Пусть функция f(x) определена и выпукла на всем пространстве En,
а X – некоторое выпуклое множество из En. Тогда через любую точку
{x, f(x)} ∈ H[X, f ] можно провести опорную гиперплоскость к надгра-
фику H+[X, f ]. Если точка y является внутренней для X, то уравнение
этой опорной гиперплоскости имеет вид (p, x − y) = z − f(x), при этом
для всех точек надграфика {x, z} должно выполняться соотношение
z − f(y) ≥ (p, x− y). Если z = f(x), то для всех x ∈ X

f(x)− f(y) ≥ (p, x− y). (1.11)

Произвольный вектор p, удовлетворяющий неравенству (1.11) для
всех x ∈ X, называется субградиентом (обобщенным градиентом) функ-
ции f(x) в точке y [639, 715, 733].

Назовем субградиентным множеством (множество обобщенных гра-
диентов) выпуклой функции f(x) в точке y множество векторов p, удо-
влетворяющих соотношению (1.11), и обозначим его Gf (y), а его пред-
ставителей – gf (y).

Теорема 1.10. В любой внутренней точке области определения
X выпуклой функции f(x) существует не пустое, выпуклое, замкну-
тое и ограниченное множество субградиентов. Если Gf (y) состоит
из единственной точки gf (y), то gf (y) является градиентом функции
f(x) в точке y; в противном случае – в точке y функция f(x) недиф-
ференцируема.

Из (1.11) следует, что если внутренняя точка y является точкой
минимума f(x) на X, то 0 ∈ Gf (y). Справедливо и обратное: если
0 ∈ Gf (y), то y является точкой минимума выпуклой функции f(x).

Пусть для некоторых y ∈ X, t > 0, e ∈ En, e 6= 0 выполняется
соотношение y + te ∈ X. Если существует

lim
t→+0

f(y + te)− f(y)
t

= f ′e(y),

то f ′e(y) называется производной по направлению e функции f(x) в точ-
ке y.

Теорема 1.11. В любой внутренней точке y области определения
X выпуклой функции f(x) существует производная f ′e(y) по любому
направлению e ∈ En; при этом f ′e(y) связана с субградиентным мно-
жеством Gf (y) соотношением

f ′e(y) = max
g∈Gf (y)

(g, e).
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Назовем направлением наискорейшего спуска в точке y ∈ X направ-
ление η∗, на котором достигается минимум f ′η(y) при ‖η‖ = 1.

Теорема 1.12. Если точка y является внутренней и Gf (y) не со-
держит 0 (т.е. точка y не является точкой минимума), то вектор
η∗ = −g∗(y)/‖g∗(y)‖, где g∗(y) ∈ Gf (y) – ближайшая к 0 точка из
субградиентного множества, является единственным направлением
наискорейшего спуска.

Пусть f(x) выпуклая функция определенная на En, y ∈ En, ε ≥ 0.
ε-субградиентом gε

f (y) функции f(x) в точке y называется произволь-
ный вектор g, удовлетворяющий неравенству

f(x)− f(y) ≥ (g, x− y)− ε,

при любом x ∈ En.
Совокупность ε-субградиентов функции f в точке y образует

ε-субградиентное множество Gε
f (y). При ε = 0 ε-субградиентное мно-

жество совпадает с субградиентном.
Для любого y ∈ En и ε ≥ 0 множество Gε

f (y) непусто, замкнуто и
ограничено.

При ε1 > ε2 справедливо включение

Gε1
f (y) ⊃ Gε2

f (y).

ε-производная по направлению η в точке y называется величина

∂εf(y)
∂η

= max
v∈Gε

f (y)
(v, η).

Справедливо соотношение

∂εf(y)
∂η

= inf
α>0

f(y + αη)− f(y) + ε

α
.

Пусть ε ≥ 0. Точка x ∈ En называется ε-стационарной, ес-
ли 0 ∈ Gε

f (x). Из определения понятия ε-субградиента вытекает,
что f(x) − f∗ ≤ ε, где f∗ = inf

x∈En
f(x). Если точка y не является

ε-стационарной, то можно определить направление ε-наискорейшего
спуска η∗ как направление, дающее минимальное значение ε-производ-
ной среди направлений η, ||η|| = 1. Это направление может быть полу-
чено тем же путем, что и направление наискорейшего спуска, только
роль Gf (y) играет Gε

f (y).
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Непрерывная функция f(x), определенная на En, называется
почти-дифференцируемой, если она локально липшицева (из этого свой-
ства следует существование градиента почти во всех точках En) и
непрерывно дифференцируема на множестве, где градиент существу-
ет.

Пусть {xi}∞i=1 → x0 и в точках xi определен градиент gf(xi) функ-
ции f(x) (i = 1, 2, . . . ). Тогда почти-градиентом функции f(x) в точке
x0 называется вектор, являющийся предельной точкой последователь-
ности градиентов gf(x1), gf(x2), . . . , где {xk}∞k=1 → x0. Если f(x) – вы-
пуклая функция в En, то она является почти-дифференцируемой, а ее
любой почти-градиент в точке x0 совпадает с некоторым ее субгради-
ентом. Пусть Gf(x0) – множество почти-градиентов f(x) в точке x0.
Вектор g ∈ conv Gf(x0) назовем обобщенным градиентом функции f(x)
в точке x0.

Рассмотрим некоторое понятие обобщенного градиента для псевдо-
выпуклых и квазивыпуклых функций. Пусть задана квазивыпуклая
функция f(x), определенная на выпуклом множестве X ⊂ En. Тогда
надграфик H+[X, f ] квазивыпуклой функции f(x) не является выпук-
лым множеством. Поэтому не для любой точки {x, f(x)} ∈ H[X, f ] мож-
но провести опорную гиперплоскость к надграфику H+[X, f ]. Таким
образом, не для всех точек надграфика {x, z} ∈ H+[X, f ] выполняется
соотношение z − f(y) ≥ (p, x − y), и тем самым, в таких точках не для
всех x ∈ X выполняется соотношение (1.11), определяющее обобщенный
градиент. В связи с этим, рассмотрим некоторое понятие ”обобщенного
градиента”, которое может быть взято в качестве направления спуска
при минимизации квазивыпуклых функций.

Пусть R – некоторое выпуклое множество точек из вещественного
пространства En. Множество

K(R, y) = {p ∈ R : (p, x− y) ≥ 0, x ∈ R}
называется конусом опорных функционалов к множеству R в точке y.
Если intR 6= ∅ и y ∈ intR, то в конусе K(R, y) существуют ненулевые
элементы. Пусть f – непрерывный квазивыпуклый функционал, опре-
деленный в En, D – выпуклое множество из En, intD 6= ∅. Введем
обозначения:

D(y) = {x ∈ intD : f(x) < f(y)};

G(y) = {x ∈ En : f(x) < f(y)};

W (f, y) = −K(G(y), y).
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Элементы множества W (f, y) называются также обобщенно-опор-
ными функционалами к функционалу f в точке y. Отметим, что в
данном случае множество G(y) выпукло и открыто, поэтому в конусе
W (f, y) для любого y ∈ En существуют нулевые элементы. Обозначим:

S(y) = W (f, y) ∩ S(0, 1);

V (y) = conv S(y),

где S(0, 1) единичный шар с центром в точке 0.
Установим некоторые свойства элементов конуса W (f, y), подобные

свойствам субградиентов выпуклых функционалов [619, 629].

Теорема 1.13. Если функционал f является квазивыпуклым, сла-
бо полунепрерывным сверху и липшицевым с константой L, то для
любого y ∈ En выполняется неравенство

f(x)− f(y) ≥ L ·
(

q

‖q‖ , x− y

)
(1.12)

для всех x ∈ G(y) и всех ненулевых q ∈ W (f, y).

Следствие 1.8. При условиях теоремы 1.13 для любой точки
y ∈ En выполняется неравенство

f(x)− f(y) ≥ L · (q, x− y) (1.13)

для всех x ∈ G(y) и всех q ∈ V (y).

Следствие 1.9. При условиях теоремы 1.13 соотношение (1.13)
выполняется для всех x ∈ D(y) и всех q ∈ V (y) \K(D, y).

По аналогии с (1.11), векторы q, удовлетворяющие неравенствам
(1.12) и (1.13), могут быть использованы для определения направления
спуска в методах минимизации квазивыпуклых функционалов [629], т.е.
векторы q играют роль ”обобщенных градиентов” недифференцируемых
квазивыпуклых функций.

1.4. Задачи оптимизации и метод
множителей Лагранжа

Задача оптимизации функции нескольких переменных на множе-
стве K, являющимся подмножеством пространства Rn, называется за-
дачей условной оптимизации. В общем виде ее можно представить так:
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найти min (минимальные) или max (максимальные) значения функции

z = f(x1, x2, . . . , xn) = f(x),

где x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ K, K ⊂ Rn. Точки, в которых достигаются
минимальные или максимальные значения, являются точками миниму-
ма или максимума функции f(x), которые могут быть точками локаль-
ного или глобального экстремума.

Множество K в практических задачах описывается системой ра-
венств и неравенств. Если K совпадает с Rn, то получаем задачу без-
условной оптимизации. Будем предполагать, что K – подмножество
пространства Rn.

Очевидно, что для задачи условной оптимизации имеют место клас-
сические необходимые и достаточные условия оптимальности, если ее
локальный минимум x∗ является внутренней точкой множества K. Од-
нако для многих задач условной оптимизации минимум целевой фун-
кции z = f(x) достигается именно на границе множества K, в силу чего
классические методы анализа не всегда применимы, и тем самым все
вопросы оптимизации для таких задач становятся более сложными.

Рассмотрим классические методы решения задач на условный
экстремум, которые имеют вид

min z = f0(x), (1.14)

fi(x) = 0 (i = 1,m), (1.15)

т.е. множество K определяется как множество решений системы урав-
нений fi(x) = 0 (i = 1, m).

При исследовании этой классической задачи на условный экстремум
важную роль играет ее функция Лагранжа:

L(x, u0, u) = u0f0(x) +
m∑

i=1

uifi(x), (1.16)

где x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ Rn, u0 – число, а u = (u1, u2, . . . , um) ∈ Rm.
Частные производные функции Лагранжа (1.16) по координатам xj

имеют вид
∂L

∂xj
= u0

∂f0

∂xj
+

m∑

i=1

ui
∂fi

∂xj
(j = 1, n).

Необходимые условия локальной оптимальности содержатся в следую-
щей теореме.
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Теорема 1.14. Пусть функции f0(x), f1(x), . . . , fm(x) непрерывно
дифференцируемы в окрестности точки x∗ ∈ Rn. Если x∗ – точка
локального минимума, то существуют числа u∗0, u

∗
1, . . . , u

∗
m, не равные

одновременно нулю, и такие, что

∂L

∂xj
= u∗0

∂f0

∂xj
+

m∑

i=1

u∗i
∂fi

∂xj
= 0 (j = 1, n)

в точке x∗. Если при этом градиенты grad f1(x∗), grad f2(x∗), . . .
. . . , grad fm(x∗) линейно независимы, то u0 6= 0.

Линейная независимость градиентов функций f1(x), f2(x), . . . , fm(x)

в точке x∗ называется условием регулярности. Условия
∂L

∂xj
= 0 (j =

= 1, n) означают что градиенты функций f0(x) и f1(x), f2(x), . . . , fm(x)
в точке x∗ линейно зависимы.

Числа u∗0, u
∗
1, . . . , u

∗
m называются множителями Лагранжа. Любая

допустимая точка x∗, удовлетворяющая необходимым условиям оп-
тимальности задачи условной оптимизации, называется стационарной
точкой этой задачи. Таким образом, стационарные точки определяются
как решения системы из n + m уравнений с n + m + 1 неизвестными
x1, x2, . . . , xn и u0, u1, u2, . . . , um, т.е. системы

∂L

∂xj
= u0

∂f0

∂xj
+

m∑

i=1

ui
∂fi

∂xj
= 0 (j = 1, n), (1.17)

fi(x) = 0 (i = 1,m). (1.18)

В случае u∗0 6= 0 можно всегда считать u∗0 = 1. Для этого следует
все множители Лагранжа u∗1, u

∗
2, . . . , u

∗
m поделить на u∗0. Таким образом,

если выполняется условие регулярности, то функция Лагранжа имеет
вид

L(x, u) = f0(x) +
m∑

i=1

uifi(x).

Во многих случаях решение системы уравнений (1.17), (1.18) в явном
виде представляет собой весьма сложную задачу. Только в простейших
случаях удается найти в явном виде решение данной системы.

Однако не всегда стационарные точки обязаны быть решениями за-
дачи. Для выбора из них оптимальных применяются достаточные усло-
вия с привлечением вторых производных. Эти условия сформулируем
в виде следующей теоремы.
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Теорема 1.15. Пусть функции f0(x), f1(x), . . . , fm(x) дважды диф-
ференцируемые в стационарной точке x∗ и пусть

n∑

i=1

n∑

j=1

∂2L

∂xi∂xj
dxi dxj > 0

при любых ненулевых приращениях dxi и dxj, таких, что
n∑

j=1

∂fi

∂xj
dxj = 0 (i = 1,m),

где
∂2L

∂xi∂xj
и

∂fi

∂xj
вычислены при x = x∗ и u∗0, u

∗
1, . . . , u

∗
m. Тогда x∗ –

точка строгого локального минимума рассматриваемой задачи.

Таким образом, метод множителей Лагранжа включает в себя два
этапа.

Этап 1. Составление и решение системы уравнений (1.17), (1.18)
для нахождения стационарных точек (необходимые условия оптималь-
ности).

Этап 2. Исследование достаточных условий (см. теорему 1.15) для
каждой найденной стационарной точки.

Метод множителей Лагранжа имеет ограниченное практическое
применение в силу часто непреодолимых трудностей. Поэтому на прак-
тике используют приближенные численные методы решения задач
условной оптимизации с учетом особенностей тех или иных типов задач.

1.5. Теория двойственности в нелинейном
программировании

Для любой задачи нелинейного программирования можно постро-
ить некоторую другую задачу нелинейной оптимизации, тесно связан-
ную с исходной. Исходная задача называется прямой задачей, а вторая –
двойственной к ней.

Рассмотрим задачу нелинейного программирования: найти минимум
функции

z = f0(x), (1.19)

при ограничениях
fi(x) ≤ 0 (i = 1,m), (1.20)

x ≥ 0. (1.21)
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Известны различные постановки задачи, называемой двойственной
к данной. Среди них особое место занимает двойственная по Лагранжу
задача. Она приводит к различным алгоритмам решения как линейных,
так и нелинейных задач.

Рассмотрим функцию

L(x, u) = f0(x) +
m∑

i=1

uifi(x),

которая называется функцией Лагранжа для рассматриваемой задачи
нелинейного программирования, где u = (u1, u2, . . . , um) – множители
Лагранжа и ui ≥ 0 (i = 1,m).

Определим функции

F (x) = max
u≥0

L(x, u) и G(u) = min
x≥0

L(x, u).

Тогда задачу отыскания минимума функции F (x) при x ≥ 0 называют
прямой задачей, а задачу максимизации функции G(u) при u ≥ 0 –
двойственной. Таким образом, прямая задача – это задача

min
x≥0

F (x) = min
x≥0

max
u≥0

L(x, u),

а двойственная – это задача

max
u≥0

G(u) = max
u≥0

min
x≥0

L(x, u).

Говорят, что точка (x∗, u∗) является седловой точкой функции Лагран-
жа L(x, u) в области x ≥ 0, u ≥ 0, если

L(x∗, u) ≤ L(x∗, u∗) ≤ L(x, u∗)

для всех x ≥ 0 и u ≥ 0.

Теорема 1.16. Пусть (x∗, u∗) – седловая точка функции Лагран-
жа. Тогда x∗ является решением рассматриваемой задачи нелинейно-
го программирования, причем справедливо следующее условие дополня-
ющей нежесткости:

m∑

i=1

u∗i fi(x∗) = 0.
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Отметим, что прямая задача нахождения минимума функции
F (x) = max

u≥0
L(x, u) равносильна исходной задаче нелинейного програм-

мирования (1.19)–(1.21).
Действительно,

F (x) = max
u≥0

L(x, u) =
{

f0(x), если x ∈ K,
∞, если x /∈ K.

Отсюда следует, что min F (x) находится в допустимой области K и сов-
падает с минимумом функции f0(x), т.е.

min
x≥0

max
u≥0

L(x, u) = min
x∈K

f0(x).

Для пары двойственных задач имеют место следующие утверждения:
1) при любых x ≥ 0, u ≥ 0 имеет место неравенство

G(u) ≤ F (x);

2) если функция Лагранжа имеет седловую точку и выполнено усло-
вие Слейтера, то обе задачи имеют оптимальные решения, и имеет место
равенство max

u≥0
G(u) = min

x≥0
F (x).

Отметим, что в процессе формирования двойственных задач вместо
условия x ≥ 0 можно взять любое множество S, которое задается ча-
стью ограничений данной задачи нелинейного программирования, что
приводит к неоднозначности полученных двойственных задач, т.е. двой-
ственную задачу можно сформировать различными способами.

Изложенные идеи теории двойственности позволяют построить ряд
важных численных методов решения задач нелинейного программиро-
вания.

Задача минимизации функции
F (x) = max

u≥0
L(x, u) при x ∈ S,

эквивалентная задаче нелинейного программирования
min z = f0(x),

fi(x) ≤ 0 (i = 1,m),

x ∈ S,

кажется более привлекательной по сравнению с данной задачей нели-
нейного программирования, так как снимаются ограничения fi(x) ≤ 0.
Однако задача min F (x) может оказаться более сложной, так как опе-
рация взятия максимума для функции Лагранжа может привести к то-
му, что функция F (x) будет недифференцируемой, даже если функции
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fi(x) (i = 0,m) являются дифференцируемыми. Но, формируя множес-
тво S так, чтобы оно было простым, и на S легко было бы осуществить
необходимые операции, можно развить важные численные методы не-
дифференцируемой оптимизации решения задач нелинейного програм-
мирования.

Приведем еще одно общее условие оптимальности в задачах нели-
нейного программирования.

Рассмотрим общую задачу оптимизации

min z = f(x),
x ∈ K.

Говорят, что вектор g ∈ Rn задает направление убывания функции
f(x) в точке x∗ ∈ Rn, если f(x∗ + hg) < f(x∗) при всех достаточно
малых h > 0. Множество таких g обозначим U(x∗, g). Вектор g задает
возможное направление относительно множества K допустимых реше-
ний в точке x∗ ∈ K, если x∗ + hg ∈ K при достаточно малых h > 0.
Множество g возможных направлений обозначим V (x∗, K).

Имеет место следующее необходимое условие локального минимума
функции f(x) на множестве K, не требующее никаких предположений
относительно K и f(x):

Теорема 1.17. Если x∗ – локальное решение задачи оптимизации,
то U(x∗, g) ∩ V (x∗, K) = ∅.

Это условие геометрически означает, что из точки x∗ локального
минимума нельзя осуществить сколь угодно малый сдвиг вдоль какого
бы ни было луча так, чтобы уменьшить значение целевой функции,
оставаясь при этом в множестве K.

Эта теорема лежит в основе ряда других более содержательных
условий оптимальности при дополнительных предположениях относи-
тельно K и f(x), часть из которых будет изложена в дальнейшем при-
менительно к задаче выпуклого программирования при разработке суб-
градиентных методов недифференцируемой оптимизации.

1.6. Задачи выпуклого программирования

Среди задач нелинейного программирования, которые достаточно
полно исследованы выделяют специальный тип задач условной опти-
мизации – задачи выпуклого программирования.
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Задачу условной оптимизации: найти минимум функции

z = f(x), где x ∈ K

называют задачей выпуклого программирования, если:
- область K допустимых решений является выпуклой;
- целевая функция f(x) является выпуклой.
Пусть K – некоторое выпуклое множество в Rn и f(x) – выпук-

лая функция на K. Тогда множество S = {x ∈ K: f(x) ≤ c}
является выпуклым при любом действительном c, где c – константа.
С точки зрения локальных и глобальных экстремумов, для задачи вы-
пуклого программирования имеет место

Теорема 1.18. Пусть z = f(x) – выпуклая функция на выпуклом
множестве K. Тогда любой ее локальный минимум является глобаль-
ным.

Следствие 1.10. Если f(x) – строго выпуклая функция на выпук-
лом множестве K, то ее глобальный минимум единственный.

Следствие 1.11. Если глобальный минимум выпуклой функции
достигается в двух различных точках, то он достигается и в любой
точке отрезка, соединяющего эти точки.

Для выпуклой дифференцируемой функции f(x) имеет место утвер-
ждение: если в точке x∗ имеем grad f(x∗) = 0, то x∗ есть точка ее
локального, а следовательно, и глобального минимума.

При вогнутой целевой функции z = f(x) имеем задачу максимиза-
ции функции z = f(x) на выпуклом множестве K. Рассмотренные ре-
зультаты можно сформулировать следующим образом: любой локаль-
ный максимум вогнутой функции f(x) на выпуклом замкнутом множе-
стве K является и глобальным; если f(x) строго вогнутая функция, то
глобальный максимум единственный. Градиент вогнутой функции f(x)
в точках максимума равен нулю, если f(x) дифференцируемая функ-
ция.

Отметим, что часто в практических задачах выпуклого программи-
рования выпуклое множество K задается системой ограничений fi(x) ≤
≤ bi или fi(x) − bi ≤ 0 (i = 1,m), где функции fi(x) – выпуклые
функции.

Множество S точек x, удовлетворяющих условию f(x) ≤ b, явля-
ется выпуклым, если это множество не пусто. Таким образом, каждое
неравенство fi(x) ≤ bi (i = 1,m) задает выпуклое множество Si, если
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fi(x) – выпуклая функция. Пересечение выпуклых множеств Si выпук-
ло. Таким образом, множество всех точек K (если K не пусто), удо-
влетворяющих условиям fi(x) ≤ bi (i = 1,m), выпукло, если fi(x) –
выпуклые функции. Если в задаче имеются и неравенства xj ≥ 0, то
каждое такое неравенство задает полупространство, которое выпукло,
и тогда множество всех допустимых решений K задачи выпуклого про-
граммирования также выпукло.

1.7. Функция Лагранжа, необходимые усло-
вия экстремума и двойственные задачи

Применение функции Лагранжа для анализа задачи математичес-
кого программирования позволяет определить условия ее разреши-
мости, связанные с понятием седловой точки и двойственные зада-
чи. Рассмотрим n-мерный вектор x, принадлежащий множеству R и
m-мерный неотрицательный вектор u ≥ 0. Пусть функция L(x, u) вы-
пукла по x на множестве R и вогнута по u на неотрицательном ортанте.

Пара (x∗, u∗) называется седловой точкой функции L(x, u) на мно-
жестве всех x ∈ R и u ≥ 0, если x∗ ∈ R, u∗ ≥ 0 и

L(x∗, u) ≤ L(x∗, u∗) ≤ L(x, u∗) (1.22)

для всех x ∈ R и u ≥ 0.
Соотношение (1.22) можно записать также следующим образом:

L(x∗, u∗) = max
u≥0

min
x∈R

L(x, u) = min
x∈R

max
u≥0

L(x, u).

Рассмотрим случай, когда R = {x: x ≥ 0}. Пусть функция L(x, u)
выпукла по x для всех x ≥ 0, вогнута по u для всех u ≥ 0 и непрерывно
дифференцируема по x и по u.

Теорема 1.19. Для того чтобы пара (x∗, u∗) (x∗ ≥ 0, u∗ ≥ 0) была
седловой точкой функции L(x, u) в области x ≥ 0, u ≥ 0, необходимо и
достаточно выполнение условий:

∂L∗
∂x

≥ 0,

(
x∗, ∂L∗

∂x

)
= 0, x∗ ≥ 0,

∂L∗
∂u

≤ 0,

(
u∗, ∂L∗

∂u

)
= 0, u∗ ≥ 0,
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где
∂L∗

∂x
=

∂L(x, u)
∂x

∣∣∣∣ x = x∗

u = u∗,

∂L∗

∂u
=

∂L(x, u)
∂u

∣∣∣∣ x = x∗

u = u∗.

Эти условия будут в дальнейшем использованы для определения
седловой точки функции Лагранжа.

Теорема 1.20. Пусть имеется задача выпуклого программирова-
ния: найти

min f0(x) (1.23)

при ограничениях
fi(x) ≤ 0 (i = 1,m), (1.24)

x ∈ X ⊂ En, (1.25)

где X – замкнутое выпуклое множество, fτ (x) (τ = 0,m) – выпуклые
функции, определенные на En. Пусть u = {u1, u2, . . . , um} – множите-
ли Лагранжа для ограничений (1.24),

L(x, u) = f0(x) +
m∑

i=1

uifi(x)

– функция Лагранжа и пусть выполняется условие Слейтера: суще-
ствует такая точка x ∈ X, что fi(x) < 0 для i = 1,m. Тогда, для того
чтобы x∗ было оптимальным решением задачи (1.23)–(1.25), необходи-
мо и достаточно существование такого u ≥ 0, что (x∗, u∗) является
седловой точкой функции Лагранжа на множестве X × {u : u ≥ 0},
т.е.

L(x∗, u) ≤ L(x∗, u∗) ≤ L(x, u∗)

при x ∈ X, u ≥ 0. При этом u∗i fi(x∗) = 0 (i = 1,m).

Если f0(x) и fi(x) – дифференцируемые функции, то можно дока-
зать, что условия теоремы 1.20 эквивалентны следующим условиям оп-
тимальности Куна-Таккера, представленные в виде системы уравнений:

1)
∂L

∂xj
− vj = 0 (j = 1, n) при условиях xj · vj = 0; xj ≥ 0,

vj ≥ 0 (j = 1, n);
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2)
∂L

∂ui
+ yi = 0 (i = 1, m) при условиях ui · yi = 0; ui ≥ 0,

yi ≥ 0 (i = 1,m).

Решение (x∗, u∗) данной системы уравнений является седловой точкой
функции Лагранжа L(x, u).

На основе функции Лагранжа могут быть рассмотрены вопросы
двойственного анализа задачи выпуклого программирования. Пусть
имеем задачу (1.23)–(1.25) и ее функцию Лагранжа L(x, u). Тогда зада-
чу нахождения седловой функции Лагранжа может быть разделена на
два этапа.

На первом этапе рассматривается задача минимизации функции
Лагранжа L(x, u) по переменным x, а именно:

ϕ(u) = min
x∈R

L(x, u),

которая является задачей выпуклого программирования. В общем слу-
чае, функция ϕ(u) является кусочно-линейной, вогнутой и недиффе-
ренцируемой.

Тогда на втором этапе получаем задачу недифференцируемой опти-
мизации

max
u≥0

ϕ(u),

которая называется двойственной задачей выпуклого программирова-
ния.

Для данных задач имеют место основные утверждения теории двой-
ственного анализа задачи выпуклого программирования.

Если x – любое решение задачи выпуклого программирования
(1.23)–(1.25), то найдутся такие u ≥ 0, для которых имеет место нера-
венство

ϕ(u) ≤ f0(x),

которое означает, что ϕ(u) является оценкой снизу для функционала
f0(x) при любом допустимом решением задачи (1.23)–(1.25).

Если x∗ – оптимальное решение задачи выпуклого программирова-
ния (1.23)–(1.25), то найдутся такие значения u∗ ≥ 0, которые являются
оптимальным решением задачи max

u≥0
ϕ(x) и для которых имеет место

равенство
f0(x∗) = ϕ(u∗),

т.е. ϕ(u) является точной оценкой функционала f0(x). Пара (x∗, u∗) яв-
ляется седловой точкой функции Лагранжа, т.е. для нее выполняются
равенства
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L(x∗, u∗) = max
u≥0

min
x∈R

L(x, u) = min
x∈R

max
u≥0

L(x, u).

Таким образом, путем решения пары двойственных задач выпук-
лого программирования находим седловую точку функции Лагранжа
L(x, u).

Рассмотрим теперь условия оптимальности для задач дробно-вы-
пуклого программирования [478, 493, 494]. Пусть заданы непрерывно
дифференцируемые выпуклые функции ϕ(x), −ψ(x) и fi(x) (i = 1,m),
определенные для любого x ∈ En. Тогда в задаче дробно-выпуклого
программирования требуется: найти

min
{

f0(x) =
ϕ(x)
ψ(x)

}
(1.26)

при ограничениях
fi(x) ≤ 0, i = 1,m; (1.27)

x ∈ X ⊂ En. (1.28)
Предположим, что ϕ(x) ≥ 0 и ψ(x) > 0 для всех x ∈ X. То-

гда функция f0(x) является квазивыпуклой, и в целом, задача (1.26)–
(1.28) является задачей квазивыпуклой оптимизации, для решения ко-
торой можно использовать общие методы [30, 94, 106, 181, 330, 406,
493, 494, 589, 629, 645, 695]. В случае дробно-выпуклого функциона-
ла можно применять теорию и методы выпуклого программирования
[18, 92, 141, 143, 393, 394, 396, 409, 417, 418, 521, 600, 660].

В общем случае функция Лагранжа для задачи (1.26)–(1.28) опре-
деляется по формуле

L1(x, u) =
ϕ(x)
ψ(x)

+
m∑

i=1

uifi(x), (1.29)

где u = {ui}m
i=1 – множители Лагранжа для ограничений (1.27). Следует

отметить, что функционал L1(x, u) не является однозначно выпуклым
или квазивыпуклым по переменным x. Для анализа ее связи с зада-
чей (1.26)–(1.28) используем общую теорию нелинейного программиро-
вания. Тогда по теореме 1.14 для этой функции существуют множители
u∗ = {u∗1, u∗2, . . . , u∗m} такие, что в точке x∗ имеют место равенства

∂L1(x∗, u∗)
∂xj

= ψ(x∗)
∂ϕ(x∗)

∂xj
− ϕ(x∗)

∂ψ(x∗)
∂xj

+

+ ψ2(x∗)
m∑

i=1

u∗i
∂fi(x∗)

∂xj
= 0, j = 1, n.

(1.30)
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Для задач дробно-выпуклого программирования (1.26)–(1.28) име-
ет место теорема Куна-Таккера. Пусть ϕ(x), −ψ(x) и fi(x) – выпуклые
функции, определенные на En. Предположим, что ϕ(x) ≥ 0 и ψ(x) > 0
для всех x ∈ X.

Теорема 1.21. Пусть для задачи (1.26)–(1.28) выполняются усло-
вия Слейтера. Тогда для того чтобы x∗ было оптимальным решением
задачи (1.26)–(1.28), необходимо и достаточно существование такого
u∗ ≥ 0, что (x∗, u∗) является седловой точкой функции Лагранжа на
множестве X × {u : u ≥ 0}, т.е.

L1(x∗, u) ≤ L1(x∗, u∗) ≤ L1(x, u∗)

при x ∈ X, u ≥ 0. При этом u∗i fi(x∗) = 0 (i = 1,m).

Для нахождения седловой точке функции Лагранжа составляем и
решаем выше приведенную систему уравнений 1) и 2) относительно
функции L1(x, u), которые в данном случае имеют вид:

1)
∂L1

∂xj
= ψ(x)

∂ϕ(x)
∂xj

− ϕ(x)
∂ψ(x)
∂xj

+ ψ2(x)
m∑

i=1

ui
∂fi(x)
∂xj

− vj = 0;

xjvj = 0; xj ≥ 0, vj ≥ 0 (j = 1, n);

2)
∂L1

∂ui
= fi(x) + yi = 0; uiyi = 0; ui ≥ 0, yi ≥ 0 (i = 1,m).

Функцию Лагранжа задачи (1.26)–(1.28) также можно построить по
следующей формуле [595, 596, 598].

L2(x, u) =

ϕ(x) +
m∑

i=1

uifi(x)

ψ(x)
,

которая в данном случае является квазивыпуклой функцией.
Для функции L2(x, u) необходимые условия локального минимума

типа (1.30) в точке x∗ имеют вид

∂L2(x∗, u∗)
∂xj

=
∂ϕ(x∗)

∂xj
− ∂ψ(x∗)

∂xj

ϕ(x∗) +
m∑

i=1

u∗i fi(x∗)

ψ(x)
+

+
m∑

i=1

u∗i
∂fi(x∗)

∂xj
= 0.

(1.31)
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Тогда в соответствии с теоремой 1.20 для нахождения седловой точке
Лагранжа для функции L2(x, u) системы уравнений типа 1) и 2) имеют
вид:

1)
∂L2

∂xj
= ψ(x)

∂ϕ(x)
∂xj

− ϕ(x)
∂ψ(x)
∂xj

+
m∑

i=1

ui
∂fi(x)
∂xj

− vj = 0;

xjvj = 0; xj ≥ 0, vj ≥ 0 (j = 1, n);

2)
∂L2

∂ui
= fi(x) + yi = 0; uiyi = 0; ui ≥ 0, yi ≥ 0 (i = 1,m).

Если ϕ(x) ≥ 0 и ψ(x) > 0 для любых x ∈ X, то функции Лагранжа
L1(x, u) и L2(x, u) задачи (1.26)–(1.28) эквивалентны. Это вытекает из
следующих теорем.

Теорема 1.22. Пусть ϕ(x) ≥ 0 и ψ(x) > 0 для любых x ∈ X. Если
x∗ точка локального минимума задачи (1.26)–(1.28), а u∗1, u

∗
2, . . . , u

∗
m –

множители Лагранжа функции L1(x, u), для которых справедливы
(1.30), то найдутся такие множители Лагранжа ū∗i = u∗i ψ(x∗) (i =
= 1,m), для которых имеет место (1.31) для функции L2(x, u), и на-
оборот, если {ū∗i }m

i=1 – множители Лагранжа функции L2(x, u), для
которых в точке локального минимума x∗ задачи (1.26)–(1.28) вы-
полняются (1.31), то найдутся такие множители Лагранжа u∗i =
= ū∗i /ψ(x∗) (i = 1, m), для которых имеет место (1.30) для функции
L1(x, u).

Теорема 1.23. Пусть ϕ(x) ≥ 0 и ψ(x) > 0 для любых x ∈ X. Если
пара (x∗, u∗) является седловой точкой функции Лагранжа L1(x, u) за-
дачи (1.26)–(1.28) на множестве X × {u : u ≥ 0}, то пара (x∗, ū∗), где
ū∗i = u∗i ψ(x∗) (i = 1,m), является седловой точкой функции L2(x, u)
на множестве X × {u : u ≥ 0}, и наоборот.

Для задачи дробно-выпуклого программирования на основе функ-
ции Лагранжа можно рассматривать аналогичные двойственные аспек-
ты. Пусть имеем функции Лагранжа L1(x, u) и L2(x, u) задачи дробно-
выпуклого программирования (1.26)–(1.28).

Тогда для нахождения седловой точке функций Лагранжа L1(x, u)
или L2(x, u) также можно использовать двухэтапную схему. На первом
этапе рассматривается одна из задач

L∗1(u) = min
x∈X

L1(x, u) или L∗2(u) = min
x∈X

L2(x, u).
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В отличие от функций L1(x, u) и L2(x, u), которые имеют различ-
ные аспекты выпуклости, функции L∗1(u) и L∗2(u) являются кусочно-
линейными, вогнутыми и недифференцируемыми. Поэтому, на втором
этапе получаем соответствующие задачи недифференцируемой оптими-
зации

max
u≥0

L∗1(u) или max
u≥0

L∗2(u),

которые называются двойственные задачи дробно-выпуклого програм-
мирования.

Следует отметить, что для задачи дробно-выпуклого программиро-
вания можно построить и другие двойственные задачи [8, 47, 63, 108,
110, 117, 195, 233, 270, 327, 384, 434, 435, 450, 453, 507, 526, 595, 596].

Для двойственных задач дробно-выпуклого программирования име-
ют место основные утверждения теории двойственного анализа, а имен-
но:

Если x – любое решение задачи дробно-выпуклого программирова-
ния (1.26)–(1.28), то найдутся такие множители Лагранжа u ≥ 0 или
u ≥ 0, для которых имеют место соответствующие неравенства

L∗1(u) ≤ ϕ(x)
ψ(x)

или L∗2(u) ≤ ϕ(x)
ψ(x)

.

Эти неравенства представляют собой оценки снизу дробно-выпуклого
функционала f0(x) при любых x ∈ X.

Если же x∗ является оптимальное решение задачи дробно-выпуклого
программирования (1.26)–(1.28), то найдется такое значение u∗ ≥ 0,
которое является оптимальное решение задачи max

u≥0
L∗1(u) и значение

u∗ ≥ 0, которое является оптимальное решение задачи max
u≥0

L∗2(u), для
которых имеют место равенства

L∗1(u
∗) = L∗2(u

∗) = f0(x∗) =
ϕ(x∗)
ψ(x∗)

,

т.е. L∗1(u
∗) = L∗2(u

∗) является точной оценкой дробного функционала
f0(x). Таким образом пара (x∗, u∗) является седловой точкой функции
Лагранжа L1(x, u), а пара (x∗, u∗) – седловая точка функции Лагранжа
L2(x, u), т.е. для них выполняются равенства

L1(x∗, u∗) = max
u≥0

min
x∈X

L1(x, u) = min
x∈X

max
u≥0

L1(x, u),

или
L2(x∗, u∗) = max

u≥0
min
x∈X

L2(x, u) = min
x∈X

max
u≥0

L2(x, u).
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Таким образом, решая одну задачу из пар двойственных задач
дробно-выпуклого программирования находим седловую точку (x∗, u∗)
функции L1(x, u), или (x∗, u∗) – функции L2(x, u).

Замечание. При решении задачи выпуклого программирования
прямыми методами, а не методом нахождения седловой точки, в
некоторых случаях нам необходимо кроме оптимальных значений пе-
ременных x найти и оптимальные значения множителей Лагранжа
u. Для их нахождения можно решить следующую систему однород-
ных уравнений:

hj(u) =
(

x∗j ,
∂L(x∗, u)

∂xj

)
= 0

для всех j = 1, n, для которых x∗j 6= 0. Найденные решения u∗i согласно
теореме Куна-Таккера и будут оптимальными значениями множи-
телей Лагранжа.

Данное замечание относится и к задаче дробно-выпуклого програм-
мирования.

1.8. Задачи
квадратичного программирования
и недифференцируемая оптимизация

Частным случаем задачи математического программирования
(1.19)–1.21) является задача квадратичного программирования, в кото-
рой ограничения fr(x1, x2, . . . , xn) ≤ 0 (r = 1, m) являются линейными

n∑

j=1

arjxj − br ≤ 0
( n∑

j=1

arjxj ≤ br

)
, а целевая функция z представляет

собой сумму линейной и квадратичной функции

z =
n∑

j=1

cjxj +
n∑

i=1

n∑

j=1

dijxixj (dij = dji).

Квадратичная функция n переменных называется квадратичной
формой и может быть записана в матрично-векторном виде:

D(x) =
n∑

i=1

n∑

j=1

dijxixj = (Dx, x),
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где x =




x1

x2

. . .
xn


 , a D =




d11 d12 . . . d1n

d21 d22 . . . d2n

. . . . . . . . . . . .
dn1 dn2 . . . dnn


 – квадратная симмет-

ричная матрица (dij = dji).

Если предположить, что матрица D положительно определенная,
т.е. (p, Dp) ≥ 0 при всех векторов p ∈ Rn, то квадратичная фор-
ма D(x) представляет собой выпуклую функцию и целевая функция
z является выпуклой функцией, так как она является суммой линей-
ной функции (которая и выпукла и вогнута) и положительно опреде-
ленной квадратичной формы. В этом случае получаем частный слу-
чай задачи квадратичного программирования в виде задачи выпу-
клого программирования. Благодаря специфики задачи квадратично-
го программирования для ее решения разработаны различные методы
[198, 200, 403, 405, 411, 547, 559, 574, 734].

Рассмотрим особенности применения функции Лагранжа и необхо-
димых условий оптимальности на примере задачи выпуклого квадра-
тичного программирования, которая сводится к решению системы ли-
нейных уравнений, т.е. к задаче линейного программирования.

Для заданной задачи выпуклого квадратичного программирования
функция Лагранжа имеет вид

L(x1, x2, . . . , xn, u1, u2, . . . , um) =

=
n∑

j=1

cjxj +
n∑

i=1

n∑

j=1

dijxixj +
m∑

r=1

ur

( n∑

j=1

arjxj − br

)
.

Условия Куна-Таккера имеют вид:

∂L

∂xj
= cj +

n∑

i=1

dijxi +
m∑

r=1

arjur ≥ 0 (j = 1, n),

xj · ∂L

∂xj
= xj

(
cj +

n∑

i=1

dijxi +
m∑

r=1

arjur

)
= 0 (j = 1, n),
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∂L

∂ur
=

n∑

j=1

arjxj − br ≤ 0 (r = 1, m),

ur · ∂L

∂ur
= ur

( n∑

j=1

arjxj − br

)
= 0 (r = 1,m).

Введем дополнительные переменные vj ≥ 0 (j = 1, n) так, чтобы

cj +
n∑

i=1

dijxi +
m∑

r=1

arjur − vj = 0 (j = 1, n),

и yr ≥ 0 (r = 1,m) так, чтобы

n∑

j=1

arjxj − br + yr = 0 (r = 1,m).

Тогда условия Куна-Таккера можно записать в форме

∂L

∂xj
= cj +

n∑

i=1

dijxi +
m∑

r=1

arjur − vj = 0 (j = 1, n),

xj · ∂L

∂xj
= xj · vj = 0 (j = 1, n),

xj ≥ 0, vj ≥ 0 (j = 1, n),

∂L

∂ur
=

n∑

j=1

arjxj − br + yr = 0 (r = 1,m),

ur · ∂L

∂ur
= ur · yr = 0 (r = 1,m),

ur ≥ 0, yr ≥ 0 (r = 1, m).
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Таким образом, чтобы найти решение задачи выпуклого квадратич-
ного программирования, нужно определить неотрицательное решение
системы линейных уравнений





n∑

i=1

dijxi +
m∑

r=1

arjur − vj = −cj (j = 1, n),

n∑

j=1

arjxj + yr = br (r = 1,m),

которое удовлетворяет условиям xj ·vj = 0 (j = 1, n) и ur ·yr = 0 (r =
= 1,m). Решение данной системы равносильно нахождения базис-
ного решения следующей задаче линейного программирования мето-
дом искусственных переменных. Для этого вводим переменные α =
= (α1, α2, . . . , αn) и λ = (λ1, λ2, . . . , λm) и формируем псевдофункцию

Z(α, β) =
n∑

j=1

Mαj +
m∑

r=1

Mβr,

для которой находим минимальное значение при следующих ограниче-
ниях

n∑

i=1

dijxi +
m∑

r=1

arjur − vj + αj = −cj (j = 1, n),

n∑

j=1

arjxj + yr + βr = br (r = 1,m),

xj ≥ 0, vj ≥ 0, αj ≥ 0 (j = 1, n),

ur ≥ 0, yr ≥ 0, βr ≥ 0 (r = 1,m).

Тогда процесс нахождения решения задачи выпуклого квадратично-
го программирования с использованием условий Куна-Таккера включа-
ет следующие этапы:

- составление функции Лагранжа;
- запись необходимых и достаточных условий существования седло-

вой точки для функции Лагранжа;
- решение задачи линейного программирования и нахождение седло-

вой точки функции Лагранжа, если она существует, или установление
отсутствия такой точки;
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- нахождение оптимального решения и оптимального значения це-
левой функции.

Рассмотрим двойственный анализ задачи квадратичного програм-
мирования [468, 470, 712, 714, 734]. Пусть L(x, u) является функцией
Лагранжа задачи квадратичного программирования. Тогда в соответ-
ствие с теории двойственности по Лагранжу рассмотрим задачу

ϕ(u) = min
x∈Rn

L(x, u) = min
x∈Rn

[(c, x) + (Dx, x) + +(u, Ax− b)] .

Допустим, что матрица D невырождена. Тогда приравнивая произ-
водные от L(x, u) по x нулю, получаем

∂L(x, u)
∂xj

= cj +
n∑

i=1

dijxj +
m∑

r=1

arjur = 0 (j = 1, n),

или же в матричном виде

Dx + c + AT u = 0,

где A = {arj}m×n – матрица коэффициентов линейных ограничений,
c = (c1, c2, . . . , cn), u = (u1, u2, . . . , um), соответствующие вектора.
Тогда получаем решение

x = −D−1[c + A
T

u].

Подставляя это выражение в функцию L(x, u) имеем

ϕ(u) = −(
D−1[c + A

T

u], c + A
T

u
)− (b, u).

Тогда двойственная задача квадратичного программирования имеет
вид

max
u≥0

ϕ(u),

или же задача максимизации функции

ϕ(u) = −(
D−1[c + A

T

u], c + A
T

u
)− (b, u)

при ограничениях

ur ≥ 0 (r = 1,m).

Имеет место утверждение [657]:
Пусть D – положительно определенная невырожденная матрица.

Тогда задача максимизации функции ϕ(u) при ограничениях u ≥ 0 яв-
ляется двойственной задачей квадратичного программирования. Если
u∗ – ее решение, то x∗ = −D−1[c+A

T

u∗] является решением исходной
задачи квадратичного программирования.
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Для общей задачи квадратичного программирования вида: опреде-
лить

K∗ = inf K0(x), x ∈ M ⊆ En

при ограничениях
Kr(x) ≤ 0 (r = 1,m1),

Kr(x) = 0 (r = m1 + 1,m1 + m2),

где Kτ (x) = (Aτx, x)+(lτ , x)+cτ (τ = 0,m), где m = m1+m2 – квадра-
тичные функции, определенные на n-мерном евклидовом пространстве
En, Aτ – симметричные матрицы размерности n × n, lτ – n-мерные
векторы, cτ – константы (τ = 0,m), M – либо совпадает с En, либо
является выпуклым замкнутым подмножеством в En.

Квадратичные задачи являются обобщением задачи выпуклого
квадратичного программирования, для решения которых применяют-
ся различные методы [198, 411, 501, 559, 632, 712, 714, 734]. Среди задач
квадратичного программирования можно выделить следующие част-
ные случаи:

а) выпуклые квадратичные задачи, в которых при m = m1 матрицы
Aτ (τ = 0,m1) являются положительно определенными;

б) квадратичные задачи с линейными ограничениями, в которых
Ar = 0 (r = 1,m). Если A0 – неотрицательно-определенная матри-
ца, то получаем выпуклую задачу квадратичного программирования с
линейными ограничениями;

в) задачи квадратичной оптимизации, когда A0 – отрицательно-
определенная матрица, Ar = 0 (r = 1,m) или Ar – положительно-
определенные матрицы является многоэкстремальной и относится к
классу NP -трудных задач (к этому классу относится задача вогнутого
квадратичного программирования);

г) квадратичные оптимизационные задачи с булевыми переменными,
когда на компоненты вектора x накладываются условия xj ∈ {0, 1} (j =
= 1, n), которое эквивалентна квадратичным равенствам x2

j − xj =
= 0 (j = 1, n).

Многоэкстремальные квадратичные задачи в общей постановке рас-
смотрены в различных работах [198, 411, 501, 559, 574, 632]. Так как в
общем случае, для решения таких задач не избежать перебора, то пред-
лагается применить схему метода ”ветвей и границ” при реализации ко-
торой необходимо иметь эффективный и достаточно общий метод полу-
чения оценок снизу для целевого функционала [467, 470, 712, 714, 734].
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Таким общим методом является двойственный подход для полу-
чения нижних оценок по функционалу, основанный на использова-
ние функции Лагранжа и методов недифференцируемой оптимизации
[467, 471, 727].

Рассмотрим общую схему такого метода. Для этого построим функ-
цию Лагранжа

L(x, u) = K0(x) +
m∑

r=1

urKr(x)

и рассмотрим задачу
ψ(u) = inf

x∈M
L(x, u).

Тогда, если X – множество допустимых решений исходной квадра-
тичной задачи, т.е.

X = {x : Kr(x) ≤ 0 (r = 1, m1); Kr(x) = 0 (r = m1 + 1,m); x ∈ M}

и имеем точку (x, u), для которой x ∈ X, а ur ≥ 0 (r = 1, m1), то
ur · Kr(x) ≤ 0 (r = 1,m1) и ur · Kr(x) = 0 (r = m1 + 1,m). Тогда
L(x, u) ≤ K0(x) и

ψ(u) = inf
x∈M

L(x, u) ≤ inf
x∈X

L(x, u) ≤ inf
x∈X

K0(x) = K∗.

Таким образом ψ(u) является оценкой снизу для K∗ при ui ≥ 0 (i =
= 1,m). Для получения наиболее точной оценкой такого типа нужно
решить задачу нахождения

ψ∗ = sup
u≥0

ψ(u),

которая является двойственной для задачи квадратичного программи-
рования.

Так как функция ψ(u) является кусочно-линейной, вогнутой и
недифференцируемой функцией, то для решения задачи нахождения
ψ∗ применяются методы недифференцируемой оптимизации.

В таких методах при фиксированных значениях параметров u = u
необходимо решать задачу квадратичной оптимизации ψ(u) =
= inf

x∈M
L(x, u), в которой функция Лагранжа может быть записана в

следующем общем виде

L(x, u) = (A(u)x, x) + (l(u), x) + c(u),
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в которой

A(u) = A0 +
m∑

r=1
urAr, l(u) = l0 +

m∑
r=1

urlr, c(u) = c0 +
m∑

r=1
urcr.

Таким образом, элементы матрицы A(u) = {aij(u)}n
i,j=1 линей-

но зависят от u и тогда, в случае когда матрица A(u) является
неотрицательно-определенной и невырожденной, то задача нахождения
ψ(u) является задачей выпуклого квадратичного программирования и
она может быть решена одним из эффективным конечношаговым алго-
ритмом.

Тогда для нахождения ψ(u) нужно решить систему линейных урав-
нений

2A(u)x(u) + l(u) = 0,

откуда
x(u) = −1

2
A−1(u)l(u).

Тогда получим

ψ(u) = −1
4

(
A−1(u)l(u), l(u)

)
+ c(u).

Так как функция ψ(u) в данном случае является выпуклой, непре-
рывно дифференцируемой, то ее градиент определяется по формуле

gψ(u) = {Kr(x(u))}m
r=1,

а задача
max
u≥0

ψ(u)

является задачей выпуклого программирования, для решения которой
можно использовать общеизвестные методы, среди которых, как будет
отмечено далее, относится метод эллипсоидов.

1.9. Методы штрафных и барьерных
функций и недифференцируемая
оптимизация

Эффективными приемами используемые при решении задач опти-
мизации является применение штрафных или барьерных функций, на
основе которых исходная задача оптимизации при заданных ограниче-
ниях преобразуется в одну или в последовательности задач безусловной
оптимизации [584, 632].
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С помощью специальных функций, построенных на заданных огра-
ничениях задачи, строятся так называемые штрафные или барьерные
функции, которые добавляются к целевой функции исходной задачи
так, что нарушение какого-либо ограничения становится невыгодным
при решении полученной задачи безусловной оптимизации. В зависи-
мости от типа используемых штрафных или барьерных функций мо-
жем получить задачу безусловной оптимизации дифференцируемой или
недифференцируемой функции. Таким образом, для сведения задач
условной оптимизации к безусловной можно использовать гладкие или
негладкие штрафные функции. Также следует отметить, что к задачам
недифференцируемой оптимизации можем прийти, если даже исполь-
зовать только гладкие функции.

В дальнейшем рассмотрим методы штрафных и барьерных функций
и их возможная связь с задачами недифференцируемой оптимизации.

1. Метод штрафных функций. В методе штрафных функций
решения задач нелинейного программирования основной трудностью
является выбор величины параметра штрафа, в результате которой вме-
сто одной безусловной задаче, необходимо решать целую серию вспомо-
гательных задач, каждый раз увеличивая размер штрафа. При этом
целевые функции вспомогательных задач выбираются таким образом,
чтобы решения xk таких задач сходились при k → ∞ к решению x∗

исходной задачи. Для решения вспомогательных задач применяются
методы решения задач без ограничений. В таких методах эффектив-
ность их применения достигается за счет искусства выбора значений
последовательности коэффициентов штрафа в штрафных функциях и
в меньшей степени зависит от выбора самой штрафной функции.

Следует отметить, что в некоторых случаях выгодно часть ограниче-
ний, определяющие допустимое множество исходной задачи, сохранить
в процессе образования вспомогательных задач, а часть из них сверты-
вать в штрафной функции. Это могут быть граничные значения для
части переменных x или некоторые ограничения специальной структу-
ры (линейные, транспортные, блочные и т.п.).

Для общей задаче нелинейного программирования

min z = f(x) (1.32)

при ограничениях
gi(x) ≤ 0 (i = 1, m), (1.33)

hk(x) = 0 (k = 1, l), (1.34)
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типичная штрафная функция может быть рассмотрена в общем виде

α(x) =
m∑

i=1

ϕ(gi(x)) +
l∑

k=1

ψ(hk(x)),

где ϕ(t) и ψ(t) – непрерывные функции одной переменной, удовлетво-
ряющие условием

ϕ(t) = 0, если t ≤ 0 и ϕ(t) > 0, если t > 0;

ψ(t) = 0, если t = 0 и ψ(t) > 0, если t 6= 0.

Также могут применяться более сложные по своей конструкции
штрафные функции, когда в зависимости от структуры функций gi(x)
и hk(x), для каждого из них определяются свои функции штрафа
ϕi(gi(x)) и ψk(hk(x)). Тогда имеем общую штрафную функцию

α(x) =
m∑

i=1

ϕi(gi(x)) +
l∑

k=1

ψk(hk(x)),

в которой ϕi(t) и ψk(t) – непрерывные неотрицательные функции от
переменной t, которые удовлетворяют тем же условиям, как и функции
ϕ(t) и ψ(t). Типичными такими функциями ϕ и ψ являются функции
вида ϕ(t) = (max{0; t})p и ψ(t) = |t|p, где p – целое положительное
число.

В этом случае штрафная функция имеет вид

α(x) =
m∑

i=1

(max{0; gi(x)})p +
l∑

k=1

|hk(x)|p.

Таким образом, для общей задаче нелинейного программирования, в
результате применения метода штрафной функции, задача безусловной
оптимизации имеет вид

minΦ(x, µ) = f(x) + µα(x)

при x ∈ En,

где α(x) – штрафная функция.
Задача минимизации функции Φ(x, µ) является задачей безуслов-

ной оптимизации, для решения которой можно использовать различ-
ные традиционные алгоритмы. Сложности применения таких алгорит-
мов проявляются при приближением к оптимальному значению целе-
вой функции исходной задачи, когда вычисляются значения функции
Φ(x, µ) при достаточно больших значениях штрафного параметра µ.
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Приведем общую схему алгоритма метода штрафных функций для
решения задачи (1.32)–(1.34). Используется штрафная функция вида

α(x) =
m∑

i=1

(
max{0, gi(x)}

)2

+
l∑

k=1

h2
k(x).

Этот метод не накладывает каких-либо ограничений на функции f(x),
gi(x) и hk(x), помимо их непрерывности.

Начальный этап. Выбрать ε > 0 (параметр критерия остановки
процесса вычислений). Выбрать начальную точку x1, величину штраф-
ного параметра µ1 и число β > 1. Положить r = 1 и перейти к основному
этапу.

Основной этап. Шаг 1. При начальной точке xr решить задачу
безусловной оптимизации

minΦ(x, µr) = f(x) + µrα(x).

Пусть xr+1 – оптимальное решение этой задачи. Перейдем к шагу 2.
Шаг 2. Если µrα(xr+1) < ε, то остановиться; в противном случае

положить µr+1 = βµr. Заменить r на r + 1 и перейти к шагу 1.
В результате применения итерационного алгоритма метода штраф-

ных функций вырабатывается последовательность штрафов µ1, . . .
. . . , µr, . . . , таких что µr+1 > µr > 0, r = 1, 2, . . . и lim

r→∞
µr = ∞, при

которых последовательность решений x1, . . . , xr, . . . , удовлетворяет со-
отношениям:

1) Φ(xr, µr) ≤ Φ(xr+1, µr+1), r = 1, 2, . . . ;

2) f(xr) ≤ f(xr+1), r = 1, 2, . . . ;

3) f(xr) ≤ Φ(xr, µr) ≤ f(x∗), r = 1, 2, . . . ;

4) lim
r→∞

xr = x∗, lim
r→∞

Φ(xr, µr) = lim
r→∞

f(xr) = f(x∗).
Таким образом, оптимальное значение f(x∗) исходной задачи (1.32)–

(1.34) является верхней оценкой для неубывающих последовательностей
{f(xr)} и {Φ(xr, µr)}.

Если в задаче нелинейного программирования (1.32)–(1.34) имеются
только ограничения типа неравенств (1.33), то в качестве штрафных
функций можно взять, например, следующие две типичные функции:

1) α(x) = max
i=1,m

{0, gi(x)},

2) α(x) =
m∑

i=1

α (gi(x)) ,

где α(t) = 0, если t ≤ 0 и α(t) > 0 если t > 0.
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Таким образом, метод решения задач условной оптимизации с при-
менением штрафных функций обеспечивает приближение безусловных
локальных минимумов последовательности задач {minΦ(xr, µr)} к до-
пустимой области путем движения со стороны внешней части допусти-
мой области. Поэтому метод штрафных функций называется методом
внешней точки, который обеспечивает приближение к оптимальному ре-
шению со стороны недопустимых точек, т.е. внешних точек множества
K = {x: gi(x) ≤ 0 (i = 1,m)}. Метод штрафных функций дает простую
и универсальную схему решения задач условной оптимизации. Так как
на практике имеется достаточно широкий выбор штрафных функций,
то при составлении функции α(x) следует обеспечить нужную глад-
кость этой функции, ее выпуклость, а также простоту вычисления ее
значений и требуемых ее производных и т.п. Однако не всегда функ-
ция α(x) будет гладкой, а также она может стать более овражной, чем
исходная, функцией, что не обеспечивает достаточную эффективность
метода штрафных функций.

Через призму методов штрафных функций могут быть рассмотрены
и двойственные аспекты задачи нелинейного программирования. Рас-
смотрим прямую задачу нелинейного программирования:

min{f(x) : x ∈ K)},
K = {x ∈ Rn : gi(x) ≤ 0 (i = 1,m)}.

Тогда по методу штрафных функций вместо рассматриваемой прямой
задачи нелинейного программирования решаются последовательность
задач безусловной оптимизации

min{f(x) + µkα(x) : x ∈ Rn},

где α(x) =
m∑

i=1

g+2

i (x); g+
i (x) = max{0, gi(x)}.

Метод штрафов может рассматриваться как ”двойственный метод”
для решения прямой задачи нелинейного программирования. Если пря-
мую задачу записать в эквивалентном виде

min{f(x) : α(x) ≤ 0, x ∈ Rn},
то двойственной к данной задачей является задачей безусловной опти-
мизации

max{ϕ(µ) : µ ≥ 0},
где ϕ(µ) = inf

x∈Rn
{f(x) + µα(x)}.
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Таким образом, используя ”двойственный метод” штрафов, исход-
ная задача условной оптимизации сводится к решению двух (внешней
и внутренней) задач безусловной оптимизации.

Внешняя задача – одномерная задача максимизации недифферен-
цируемой вогнутой функции ϕ(µ), т.е. имеем задачу

max
µ≥0

ϕ(µ).

Внутренняя задача – безусловная задача минимизации по x недиф-
ференцируемой функции f(x)+µα(x) при фиксированном µ, т.е. имеем
задачу

inf
x∈Rn

{f(x) + µα(x)}.

В случае когда функции f(x) и gi(x) (i = 1,m) – выпуклы, то имеем
задачу выпуклой безусловной оптимизации. Если для решения задачи
max
µ≥0

ϕ(µ) применять один из методов недифференцируемой оптимиза-

ции, то значения параметра штрафа µ выбираются в соответствие с
теоретическими аспектами используемого субградиентного метода.

Если функция α(x) является негладкой, то внутренняя задача так-
же является недифференцируемой, и поэтому, для ее решения могут
быть использованы субградиентные методы безусловной оптимизации
выпуклой функции.

2. Метод барьерных функций. Кроме метода внешних штраф-
ных функций, для решения задач нелинейного программирования с
ограничениями-неравенствами используют метод барьеров, суть кото-
рого заключается в преобразовании задачи с ограничениями в задачу
безусловной оптимизации с помощью введения специальных барьерных
функций, которые как бы препятствуют выходу рассматриваемой точки
из допустимой области. Рассмотрим, как исходная задача преобразует-
ся в задачу безусловной оптимизации с помощью введения барьерной
функции.

Пусть дана задача
min z = f(x),

при
gi(x) ≤ 0 (i = 1, m),

где функции f и g1, g2, . . . , gm – непрерывные функции n переменных.
Введем барьерную функцию B(x), которая должна обладать свойства-
ми неотрицательности и непрерывности внутри допустимой области и
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стремящаяся к бесконечности при приближении изнутри к границе об-
ласти K. Поэтому метод барьерных функций называют методом вну-
тренней точки, так как приближение к оптимальной точке осуществ-
ляется путем движения по внутренним точкам к границе допустимой
области.

Типичным примером барьерной функции является функция

B(x) =
m∑

i=1

−1
gi(x)

.

Тогда исходная задача сводится к задаче безусловной оптимизации
функции

F (x, λ) = f(x) + λB(x),

где λ > 0 и значение которого убывает с каждым шагом алгоритма
барьерных функций.

Следует отметить, что метод барьерных функций характерен тем
свойством, что при приближении к границе допустимой области K
штраф резко растет, т.е. как только некоторое gi(x) → −0, штраф B(x)
становится очень большим. Это имеет место из-за дробного вида барь-
ерной функции.

Таким образом, в методе барьерных функций исходная задача сво-
дится к решению последовательности вспомогательных задач F (x, λk)
таких, что

F (x, λk) = f(x) + λkB(x),

где функции B(x) непрерывны на множестве внутренних ”точек Слей-
тера” и lim

k→∞
B(xk) = ∞, а от последовательности {λk}, требуется, чтобы

λk > λk+1 > 0, k = 1, 2, . . . и lim
k→∞

λk = 0.
Алгоритм метода барьерных функций соответствует по своей струк-

туре алгоритму метода штрафов. Пусть в результате алгоритма метода
барьерных функций порождается последовательность внутренних то-
чек {xk}, тогда для нее имеют место соотношения:

1) F (xk, λk) ≥ F (xk+1, λk+1), k = 1, 2, . . . ;

2) f(xk) ≥ f(xk+1), k = 1, 2, . . . ;

3) F (xk, λk) ≥ f(xk) ≥ f(x∗);

4) lim
k→∞

xk = x∗, lim
k→∞

F (xk, λk) = lim
k→∞

f(xk) = f(x∗).

Следует отметить, что функция F (x, λ) преобразует исходную зада-
чу нелинейного программирования при наличии ограничений в задачу



77

без ограничений с гораздо более сложной (по сравнению с исходной за-
дачей) структурой, но зато характеризуется наличием весьма сильных
барьеров вдоль границы допустимой области.

Рассмотрим следующие примеры барьерных функций, которые мо-
гут быть использованы для реализации алгоритмов метода барьерных
функций:

1) B(x) =
1

max
i=1,m

gi(x)
;

2) B(x) =
m∑

i=1

b (−gi(x)) , где функция b(t) неотрицательна и непре-

рывна при t > 0 и lim
t→+0

b(t) = +∞ (в качестве примера функции b(t)

можно привести функции b1(t) = t−p для p > 0 и b2(t) = − ln t);

3) B(x) =
m∑

i=1

ϕi

( − gi(x)
)
, где функции ϕi(t) неотрицательны и

непрерывны при t > 0 и lim
t→+∞

ϕi(t) = +∞ для всех i = 1,m.

4) B(x) =
m∑

i=1

−ωi

gi(x)
;

B(x) =
m∑

i=1

ωi

g2
i (x)

;

B(x) =
m∑

i=1

ωi ln[−gi(x)];

B(x) =
m∑

i=1

ωi

(
max{− ln(−gi(x); 0})p

.

Для данных функций для ограничений неравенств gi(x) ≤ 0 коэф-
фициенты ωi следует полагать равным нулю до тех пор, пока не ока-
жется нарушенным хотя бы одно из ограничений. Для активных огра-
ничений ωi полагаются равными единице.

При необходимости, функции ϕi(t) выбираются такими, чтобы обес-
печить выпуклость функции B(x), ее непрерывность и гладкость, про-
стоту вычисления ее значений и необходимых производных и т.п. Одна-
ко не всегда можно обеспечить данные свойства функции B(x), и в та-
ких случаях используются более универсальные методы оптимизации,
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таких как субградиентные методы негладкой и недифференцируемой
оптимизации.

Аналогично, как и в случае метода штрафных функций рассмотрим
двойственный аспект задачи нелинейного программирования основан-
ный на методе барьерных функций.

Рассмотрим прямую задачу нелинейного программирования

min{f(x) : x ∈ K},

которая по методу барьерных функций сводится к решению последова-
тельности задач безусловной оптимизации

min{f(x) + λB(x), x ∈ Rn},

где B(x) =
1

max1≤i≤m gi(x)
.

Если рассмотреть метод барьерных функций как ”двойственный ме-
тод”, то прямая задача имеет вид

min{f(x) : B(x) ≤ 0, x ∈ Rn}

или в эквивалентной форме

min{f(x) : max
1≤i≤m

gi(x) ≤ 0, x ∈ Rn}.

Двойственная к данной задаче является задача безусловной оптими-
зации

max{ψ(λ) : λ ≥ 0},
где ψ(λ) = inf

x∈Rn
{f(x) + λB(x)}.

В данном случае исходная задача нелинейного программирования
также сводится к решению двух задач безусловной оптимизации.

Первая (внешняя) задача – одномерная задача максимизации не-
дифференцируемой функции ψ(λ), т.е. имеем задачу

max
λ≥0

ψ(λ).

Вторая (внутренняя) задача – безусловная задача минимизации по x
недифференцируемой функции F (x, λ) при фиксированном λ, т.е. имеем
задачу

inf
x∈Rn

{f(x) + λB(x)}.
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Таким образом на каждом этапе имеем по одной задаче недиффе-
ренцируемой оптимизации, для решения которых применяются субгра-
диентные методы.

Замечание 1. В некоторых случаях, при решении общей зада-
чи нелинейного программирования эффективно использовать вспомо-
гательные задачи безусловной оптимизации, построенные на смешан-
ном применением методов штрафных и барьерных функций. В таком
случае, вместо исходной задаче нелинейного программирования

f(x) → min,

gi(x) ≤ 0 (i = 1, m),

hk(x) ≤ 0 (k = 1, l)

построить расширенную функцию для безусловной оптимизации вида

F (x, µ) = f(x) + µα(x) +
1
µ

B(x),

в которой α(x) является штрафной функцией для ограничений gi(x) ≤
≤ 0 (i = 1,m), а B(x) – барьерной функцией для ограничений hk(x) ≤
≤ 0 (k = 1, l).

С точки зрения двойственного метода, для решения данной задачи
применяем двухэтапный подход с использованием ранее рассмотренных
штрафных и барьерных функций. Тогда имеем внешнюю задачу мак-
симизации недифференцируемой вогнутой функции ϕ(µ), т.е. задачу
max
µ≥0

ϕ(µ), где в данном случае

ϕ(µ) = inf
x∈Rn

{
F (x, µ) = f(x)+µ

m∑

i=1

(max{0, gi(x)})2+ 1
µ max1≤k≤l hk(x)

}
.

Внутренняя задача имеет вид

inf
x∈Rn

F (x, µ),

которая является также задачей недифференцируемой оптимизации,
для решения которой в случае выпуклых или вогнутых функций
gi(x) (i = 1,m) и hk(x) (k = 1, l) могут быть использованы субгра-
диентные методы.
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Замечание 2. Для задач выпуклого или квазивыпуклого програм-
мирования, т.е. когда функции f(x) и gi(x) (i = 1,m) являются вы-
пуклыми или квазивыпуклыми в методах штрафов и барьерах, функ-
ции α(x) и B(x) следует выбрать такими, чтобы построенная расши-
ренная функция не выводила нас из класса задач выпуклой или квази-
выпуклой оптимизации.

1.10. Негладкие штрафные функции для
задач выпуклого программирования

Рассмотрим особенности применения негладких штрафных функ-
ции для решения задач выпуклого программирования [470, 639]. Пусть
задана задача выпуклого программирования (1.23)–(1.25). Для ее све-
дения к задаче безусловной оптимизации можно использовать точные
негладкие штрафные функции. Пусть множество оптимальных реше-
ний X∗ задачи (1.23)–(1.25) непусто, f0(x∗) = f∗0 при x∗ ∈ X∗ и пара
векторов {x∗, u∗} образуют седловую точку функции Лагранжа L(x, u),
построенной для задачи выпуклого программирования (1.23)–(1.25).

Приведем некоторые негладкие штрафные функции, которые могут
быть использованы для сведения задачи (1.23)–(1.25) к задаче безуслов-
ной оптимизации [470, 639].

1. Пусть s = {si}m
i=1 ≥ 0 – вектор штрафных мультипликаторов.

Построим штрафную функцию

S1(x, s) = f0(x) +
m∑

i=1

si max{0, fi(x)}

с помощью которой, задача (1.23)–1.25) сводится к решению задачи

ρ∗ = min
x∈X

S1(x, s). (1.35)

Теорема 1.24. Если si ≥ u∗i для всех i = 1,m, тогда f∗0 = ρ∗ и
X∗ ⊆ X∗

1 , где X∗
1 – множество точек минимума функции S1(x, s).

Если si > u∗i , тогда X∗ = X∗
1 , т.е. задача выпуклого программирования

(1.23)–(1.25) является эквивалентной задачи (1.35).

2. Пусть p > 0 штрафной множитель. Построим штрафную функ-
цию

S2(x, p) = f0(x) + p max[0, max
1≤i≤m

fi(x)]
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с помощью которой, задача (1.23)–(1.25) сводится к решению задачи

min
x∈X

S2(x, p). (1.36)

Теорема 1.25. Если p ≥
m∑

i=1

u∗i , тогда min
x∈X

S2(x, p) = f∗0 , где

u∗ = {u∗i } оптимальный вектор множителей Лагранжа задачи (1.23)–

(1.25). Если p >

m∑

i=1

u∗i , то область минимумов задачи (1.36) совпадает

с X∗, т.е. задача выпуклого программирования (1.23)–(1.25) является
эквивалентной задачи (1.36).

3. Пусть заданы одномерные выпуклые функции αi(t) (i = 1,m),
принимающие значение 0 при t ≤ 0 и αi(t) > 0 для t > 0. Построим
штрафную функцию

S3(x, α) = f0(x) +
m∑

i=1

αi(fi(x)),

с помощью которой, задача (1.23)–(1.25) сводится к решению задачи
безусловной оптимизации

min
x∈X

S3(x, α), (1.37)

где α = {αi} – вектор функция. Предположим, что существует точка
x∗, которая минимизирует функцию S3(x, α).

Пусть α′i(+0) = lim
t→+0

αi(t)
t

(i = 1,m), где t → +0 означает, что t

стремится к нулю справа, а α′i(+0) – предельные значения.

Теорема 1.26. Для того, чтобы x∗ было бы решение задачи выпук-
лого программирования (1.23)–(1.25), необходимо, чтобы α′i(+0) ≥ u∗i
для всех i = 1,m, где u∗ = {u∗i } оптимальный вектор множителей Ла-
гранжа задачи (1.23)–(1.25). Если α′i(+0) > u∗i (i = 1,m), то область
минимумов задачи (1.37) совпадает с X∗, т.е. задача выпуклого про-
граммирования (1.23)–(1.25) является эквивалентной задачи (1.37).

4. Пусть задана одномерная выпуклая функция β(t), принимающая
значение 0 при t ≤ 0 и β(t) > 0 при t > 0. Построим штрафную функцию

S4(x, β) = f0(x) + β( max
1≤i≤m

fi(x))
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с помощью которой, задача (1.23)–(1.25) сводится к решению задачи
безусловной оптимизации.

min
x∈X

S4(x, β). (1.38)

Пусть β′(+0) = lim
t→+0

β(t)
t

– предельное значение.

Теорема 1.27. Если β′(+0) >

m∑

i=1

u∗i , то область минимумов за-

дачи (1.38) совпадает с X∗, т.е. задача выпуклого программирования
(1.23)–(1.25) является эквивалентной задачи (1.38).

Для решения задач минимизации функций S1(x, s), S2(x, p),
S3(x, α) и S4(x, β) можно использовать субградиентные методы неглад-
кой оптимизации.

Практические значения теорем 1.24–1.27 весьма велики. Дело в том,
что обычные гладкие функции штрафа, например с квадратичным
штрафом вида

S(x) = f0(x) +
m∑

i=1

si · (max{0, fi(x)})2, (1.39)

при минимизации при любых конечных положительных параметров
{si}m

i=1 дают лишь приближение к оптимальному решению задачи
(1.39). Для получения решения с большой точностью при использова-
нии штрафных функций вида (1.39) нужно работать с большими коэф-
фициентами штрафа, при этом минимизируемая функция становится
плохо обусловленной. Для избежания этих трудностей предложен под-
ход, основанный на модифицированных функциях Лагранжа, но при
этом задачу безусловной минимизации нужно решать многократно.

При использовании точных гладких функций штрафа, как правило,
удается работать с умеренными значениями штрафных параметров, ис-
пользуя априорные оценки множителей Лагранжа. Также, субградиент-
ные методы негладкой оптимизации с растяжением пространства типа
r-алгоритмов оказались устойчивыми по отношению к плохо обуслов-
ленным задачам. Это позволяет практически эффективно использовать
метод негладких штрафов при решении сложных задач выпуклого про-
граммирования.
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1.11. Негладкие штрафные функции
для задач дробно-выпуклого
программирования

Рассмотрим теперь аналогичные штрафные функции для решения
задачи дробно-выпуклого программирования (1.26)–(1.28). Так как для
задачи дробно-выпуклого программирования можно построить функ-
цию Лагранжа двух типов L1(x, u) и L2(x, u), то возможны два вариан-
та построения негладких штрафных функций.

Пусть множество оптимальных решений X∗ задачи (1.26)–(1.28)
непусто, f0(x∗) = f∗0 при x∗ ∈ X∗ и пара векторов {x∗, u∗} образуют
седловую точку функции Лагранжа L1(x, u) (пара {x∗, u∗} образуют
седловую точку функции L2(x, u)).

1. Пусть s = {si}m
i=1 ≥ 0 – вектор штрафных мультипликаторов.

Построим штрафные функции

Q1(x, s) =
ϕ(x)
ψ(x)

+
m∑

i=1

si max{0, fi(x)},

P1(x, s) =

ϕ(x) +
m∑

i=1

si max{0, fi(x)}

ψ(x)

с помощью которых, задача (1.26)–(1.28) сводится к решению одной из
задач

min
x∈X

Q1(x, s), (1.40)

min
x∈X

P1(x, s). (1.41)

Теорема 1.28. Если si ≥ u∗i для всех i = 1,m, где u∗i оптимальный
вектор множителей Лагранжа функции L1(x, u) задачи (1.26)–(1.28),
тогда f∗0 = min

x∈X
Q1(x, s) и X∗ ⊆ X∗

1 , где X∗
1 множество точек оп-

тимума функции Q1(x, s). Если si > u∗i , тогда X∗ = X∗
1 , т.е. задача

дробно-выпуклого программирования (1.26)–(1.28) эквивалентна зада-
чи (1.40).
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Теорема 1.29. Если si ≥ u∗i для всех i = 1, m, где u∗ = {u∗i }
оптимальный вектор множителей Лагранжа функции L2(x, u) за-
дачи дробно-выпуклого программирования (1.26)–(1.28), тогда f∗0 =
= min

x∈X
P1(x, s) и X∗ ⊆ X∗

1 , где X∗
1 множество точек оптиму-

ма функции P1(x, s). Если si > u∗i , тогда X∗ = X∗
1 , т.е. задача

дробно-выпуклого программирования (1.26)–(1.28) эквивалентна зада-
чи (1.41).

2. Пусть p > 0 штрафной множитель. Построим штрафные функции

Q2(x, p) =
ϕ(x)
ψ(x)

+ p max[0, max
1≤i≤m

fi(x)],

P2(x, p) =
ϕ(x) + p max[0, max

1≤i≤m
fi(x)]

ψ(x)
с помощью которых, задача (1.26), (1.27) сводится к решению одной из
задач

min
x∈X

Q2(x, p), (1.42)

min
x∈X

P2(x, p). (1.43)

Теорема 1.30. Если p ≥
m∑

i=1

u∗i , где u = {u∗i } оптимальный век-

тор множителей Лагранжа функции L1(x, u) задачи дробно-выпуклого
программирования (1.26)–(1.28), тогда f∗0 = min

x∈X
Q2(x, s) и X∗ ⊆ X∗

1 ,

где X∗
1 множество точек оптимума функции Q2(x, s). Если p >

m∑

i=1

u∗i ,

то область минимумов задачи (1.42) совпадает с X∗, т.е. задача
дробно-выпуклого программирования (1.26)–(1.28) совпадает с зада-
чей (1.42).

Теорема 1.31. Если p ≥
m∑

i=1

u∗i , где u∗ = {u∗i } оптимальный век-

тор множителей Лагранжа функции L2(x, u) задачи дробно-выпуклого
программирования (1.26)–(1.28), тогда f∗0 = min

x∈X
P2(x, p) и X∗ ⊆ X∗

1 , где

X∗
1 множество точек оптимума функции P2(x, p). Если p >

m∑

i=1

u∗i , то

область минимумов задачи (1.43) совпадает с X∗, т.е. задача дробно-
выпуклого программирования (1.26)–(1.28) эквивалентна задачи (1.43).
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3. Пусть заданы одномерные выпуклые функции αi(t) (i = 1,m),
принимающие значение 0 при t ≤ 0 и αi(t) > 0 для t > 0. Построим
штрафные функции

Q3(x, α) =
ϕ(x)
ψ(x)

+
m∑

i=1

αi(fi(x)),

P3(x, α) =

ϕ(x) +
m∑

i=1

αi(fi(x))

ψ(x)

с помощью которых, задача дробно-выпуклого программирования
(1.26)–(1.28) сводится к решению одной из задач безусловной оптими-
зации

min
x∈X

Q3(x, α), (1.44)

min
x∈X

P3(x, α). (1.45)

Предположим, что существует точка x∗, которая минимизирует
функцию Q3(x, α) или P3(x, α).

Теорема 1.32. Для того, чтобы x∗, было бы решение задачи
дробно-выпуклого программирования (1.26)–(1.28), необходимо, чтобы
α′i(+0) ≥ u∗i (i = 1, m), где u∗ = {u∗i } оптимальный вектор множите-
лей Лагранжа функции L1(x, u) задачи дробно-выпуклого программи-
рования (1.26)–(1.28). Если α′i(+0) > u∗i (i = 1,m), то область мини-
мумов задачи (1.44) совпадает с X∗, т.е. задача дробно-выпуклого про-
граммирования (1.26)–(1.28) является эквивалентной задачи (1.44).

Теорема 1.33. Для того, чтобы x∗, было бы решение задачи
дробно-выпуклого программирования (1.26)–(1.28), необходимо, чтобы
α′i(+0) ≥ u∗i (i = 1, m), где u∗ = {u∗i } оптимальный вектор множите-
лей Лагранжа функции L2(x, u) задачи дробно-выпуклого программи-
рования (1.26)–(1.28). Если α′i(+0) > u∗i (i = 1,m), то область мини-
мумов задачи (1.45) совпадает с X∗, т.е. задача дробно-выпуклого про-
граммирования (1.26)–(1.28) является эквивалентной задачи (1.45).

4. Пусть задана одномерная выпуклая функция β(t), принимающая
значение 0 при t ≤ 0 и β(t) > 0 для t > 0. Построим штрафные функции
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Q4(x, β) =
ϕ(x)
ψ(x)

+ β
(

max
1≤i≤m

fi(x)
)
,

P4(x, β) =
ϕ(x) + β

(
max

1≤i≤m
fi(x)

)

ψ(x)

с помощью которых, задача дробно-выпуклого программирования
(1.26)–(1.28) сводится к решению одной из задач безусловной оптими-
зации

min
x∈X

Q4(x, β), (1.46)

min
x∈X

P4(x, β). (1.47)

Теорема 1.34. Если β′(+0) >

m∑

i=1

u∗i , где u∗ = {u∗i } оптималь-

ный вектор множителей Лагранжа функции L1(x, u) задачи дробно-
выпуклого программирования (1.26)–(1.28), то область минимумов за-
дачи (1.46) совпадает с X∗, т.е. задача дробно-выпуклого программи-
рования (1.26)–(1.28) эквивалентна задачи (1.46).

Теорема 1.35. Если β′(+0) >

m∑

i=1

u∗i , где u∗ = {u∗i } оптималь-

ный вектор множителей Лагранжа функции L2(x, u) задачи дробно-
выпуклого программирования (1.26)–(1.28), то область минимумов за-
дачи (1.47) совпадает с X∗, т.е. задача дробно-выпуклого программи-
рования (1.26)–(1.28) эквивалентна задачи (1.47).

В общем случае, для задачи дробно-выпуклого программирования
(1.26)–(1.28) могут быть построены следующие два типа негладких
штрафных функций:

Q(x) =
ϕ(x)
ψ(x)

+ S(x);

P (x) =
ϕ(x) + S(x)

ψ(x)
,

где S(x) определяется по одной из формул:

S(x) =
m∑

i=1

si max{0, fi(x)},



87

S(x) = p max{0, max
1≤i≤m

fi(x)},

S(x) =
m∑

i=1

αi(fi(x)),

S(x) = β
(

max
1≤i≤m

fi(x)
)
.

Тогда решение задачи дробно-выпуклого программирования (1.26)–
(1.28) сводится к решению одной из задач безусловной оптимизации

min
x∈X

Q(x)

или
min
x∈X

P (x),

которые являются задачами недифференцируемой оптимизации, для
решения которых применяются субградиентные методы.

Как и в случае функций Лагранжа L1(x, u) и L2(x, u) для зада-
чи дробно-выпуклого программирования, штрафные функции Q(x) и
P (x) являются квазивыпуклыми. Действительно, штрафные функции
S1(x), S2(x), S3(x) и S4(x) являются выпуклыми, притом St(x) ≥ 0
(t = 1, 4) для любого x ∈ En. Тогда выпуклая функция ϕ(x) + S(x) ≥ 0
для любого x ∈ En. Тогда функция

P (x) =
ϕ(x) + S(x)

ψ(x)

по определению является квазивыпуклой.
Как уже отмечено, при S(x) ≥ 0 сумма выпуклых и квазивыпуклых

функций не всегда будет квазивыпуклой функцией. Поэтому функция

Q(x) =
ϕ(x)
ψ(x)

+ S(x) не является обязательно квазивыпуклой, тогда бу-

дем иметь локальные минимумы, которые не будут глобальными.





Глава 2

Методы
недифференцируемой
оптимизации

Методы недифференцируемой оптимизации являются по существу
обобщением различных модификаций градиентных процессов миними-
зации гладких функций. Такие методы основаны на понятие обобщен-
ного градиента, введенного для недифференцируемых функций.

В данной главе приводятся три основные группы методов недиффе-
ренцируемой оптимизации, которые в дальнейшем применяются для ре-
шения различных задач условной оптимизации с линейными и дробно-
линейными функциями, задач выпуклого и дробно-выпуклого програм-
мирования, транспортных задач.

Эти три группы относятся к:
- методам обобщенного градиентного спуска, для которых приво-

дятся различные способы регулировки шага движения в направление
субградиента или нормированного субградиента;

- субградиентные методы с растяжением пространства в направле-
нии субградиента или в направлении разности двух последовательных
субградиентов;

- методам эллипсоидов, на основе которых разработаны эффектив-
ные (полиномиальные) алгоритмы решения задач линейного и дробно-
линейного программирования, задач выпуклого программирования и
оптимизации выпуклых негладких функций.
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2.1. Недифференцируемая оптимизация

На практике при построении и анализе математических моделей
сложных технических и экономических систем используется широ-
кий класс недифференцируемых (негладких) функций, что приводит к
необходимости решения задач недифференцируемой оптимизации. Ши-
рокое применение методов недифференцируемой оптимизации позволя-
ет расширить диапазон используемых критериев оценки качества полу-
ченных решений, более адекватно описывать происходящие процессы.

На основании методов недифференцируемой оптимизации можно
разработать более точные алгоритмы и схемы решения задач без необ-
ходимости изменения их постановок или сглаживания негладких функ-
ций в ущерб адекватности математических моделей описания реальных
процессов.

Кроме сложных математических моделей технической и экономи-
ческой оптимизации с нелинейными негладкими функциями, другие
классы задач недифференцируемой оптимизации порождаются в ре-
зультате применения различных приемов и процедур при разработке
эффективных методов и алгоритмов решения задач математического
программирования большой размерности, дискретной, матричной, по-
линомиальной или стохастической оптимизации.

По мнению Н.З. Шора [470, 716, 732], основные источники, порож-
дающие задачи негладкой оптимизации, являются следующие теорети-
ческие предпосылки и практические приемы.

Во-первых, это задачи математического программирования
большой размерности с блочной структурой и сравнительно неболь-
шим числом связей между блоками. Использование схем декомпози-
ции по ограничениям, переменным или по ресурсам для решения таких
задач приводит к задачам минимизации (максимизации), как прави-
ло, негладких функций от связывающих переменных или от множите-
лей Лагранжа (двойственных оценок), соответствующих связывающим
ограничениям.

Во-вторых, это задачи минимизации функции максимума.
Пусть задано параметрическое семейство выпуклых функций,
определенных на En, {fi(x)}i∈I , где I = {1, 2, . . . , m}. Основным источ-
ником получения негладких функций в выпуклом программировании
является операция взятия поточечного максимума по параметру i, т.е.
построение функции максимума:

F (x) = sup
i∈I

fi(x).
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Область X определения функции F (x) совпадает с такими значени-
ями x ∈ En, при которых {fi(x)} ограничена сверху по i некоторым
участком функции fi(x). Для каждого x ∈ X определим подмножество
индексов

I(x) = {i ∈ I : fi(x) = F (x)}.
Субградиентное множество GF (x) функции F в точке x определяется
формулой

GF (x) = conv{∪i∈I(x)Gfi
(x)},

где conv{M} обозначает операцию нахождения минимального выпук-
лого замкнутого множества, содержащего M, Gfi

(x) – субградиент-
ные подмножества функций fi в точке x, i ∈ I(x). Если все функции
fi (i ∈ I(x)) являются дифференцируемыми в точке x, то Gfi

(x) состо-
ит из единственной точки, совпадающей с gfi

(x), и формула принимает
следующий вид:

GF (x) = conv{∪i∈I(x)gfi
(x)}.

В случае, когда I(x) – конечное множество, то все крайние точки
множества GF (x) являются градиентами некоторых функций fi, i ∈
∈ I(x), в точке x, и GF (x) представляет собой выпуклый многогранник
соответствующей размерности.

Третий источник негладких оптимизационных задач – лагранжевы
оценки в задачах математического программирования. Рассмотрим до-
статочно общую задачу математического программирования, ограниче-
ния которой разбиты на две части, часть из которых имеет вид условия
принадлежности x ∈ X ⊆ En, а другая часть определяется системой
равенств: найти

f∗0 = inf
x∈X

f0(x), X ⊆ En,

при ограничениях
fi(x) = 0 (i = 1,m).

Предположим, что X – замкнутое подмножество n-мерного евклидо-
вого пространства, fi(x) – непрерывные функции, определенные на X.

Для оценки f∗0 введем функцию Лагранжа

L(x, u) = f0(x) +
m∑

i=1

uifi(x),

где u = {u1, . . . , um} – вектор множителей Лагранжа. Рассмотрим оцен-
ку

ψ(u) = inf
x∈X

L(x, u).
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При любом допустимом x и произвольном u имеем ψ(u) ≤ f0(x),
откуда следует что ψ(u) ≤ f∗0 .

Задача нахождения наилучшей оценки для оптимального значения
рассматриваемой задачи математического программирования в данном
классе лагранжевых оценок сводится к решению координирующей за-
дачи: найти

ψ∗ = sup
u

ψ(u).

Функция ψ(u) является вогнутой как результат операции минимиза-
ции по x ∈ X параметрического (u – параметр) семейства линейных по
u функций. Предположим, что ψ(u) – собственная вогнутая функция
с непустой областью domψ, имеющей внутренние точки. Пусть u –
некоторая внутренняя точка domψ, т.е. u ∈ int domψ.

Тогда по правилам вычисления субградиента от функции макси-
мума ψ(u) субградиентное множество Gψ(x) определяется следующим
образом:

Gψ(u) = conv{
⋃

x∈X(u)

F (x(u))},

где X(u) – множество всевозможных решений локальной задачи
infx∈X L(x, u); F (x(u)) – вектор ”невязок”, соответствующий решению
x(u), F (x(u)) = {f1 (x(u)) , . . . , fm (x(u))}. Таким образом, если в точке
u локальная задача имеет единственное решение, то ψ в соответствую-
щей точке дифференцируема и ее градиент совпадает с вектором невя-
зок {fi (x(u))}m

i=1. В противном случае, как правило, градиент функции
ψ(u) в соответствующей точке терпит разрыв.

Четвертый источник – задачи минимизации функции максимума,
характерные для моделей игрового характера, ”многокритериальных”
моделей оптимального планирования и исследования операций. К тако-
го рода задачам сводятся задачи решения систем уравнений и нера-
венств, определения коэффициентов нелинейной регрессии, когда в
качестве критерия используется чебышевский критерий минимизации
максимума невязки (модуля невязки).

Пятый источник составляют задачи нелинейного программирова-
ния, для решения которых используется метод негладких штрафных
функций. Негладкие штрафные функции определенного вида облада-
ют несомненным преимуществом по сравнению с обычно применяемыми
гладкими функциями штрафа: при использовании негладких штраф-
ных функций, как правило, нет необходимости устремлять штрафные
коэффициенты к +∞.
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Шестой источник – задачи оптимального управления с непрерыв-
ным и дискретным временем. Использование принципа максимума или
дискретного принципа максимума во многих случаях приводит к за-
дачам минимизации функций с разрывным градиентом. Эти задачи
можно рассматривать как специальные задачи нелинейного програм-
мирования, для решения которых применимы схемы декомпозиции или
метод негладких штрафных функций.

Седьмой источник составляют задачи дискретного программирова-
ния или задачи смешанного дискретно-непрерывного типа. Многие за-
дачи такого рода достаточно успешно могут решаться с использованием
метода ветвей и границ с получением оценок путем решения двойствен-
ной задачи. Двойственная задача обычно оказывается задачей миними-
зации выпуклой кусочно-линейной функции с огромным числом ”кус-
ков” при простых ограничениях, т.е. задачей негладкой оптимизации.

И наконец, функции с разрывным градиентом могут непосредствен-
но входить в модель задачи оптимального планирования, проектирова-
ния или исследования операций как результат кусочно-гладкой аппрок-
симации технико-экономических характеристик реальных объектов.

Следует также отметить, что с прикладной точки зрения нет рез-
кой границы между негладкими и гладкими функциями. С позиций
прикладной математики и вычислительной практики функция с очень
быстро меняющимся градиентом близка по своим свойствам к неглад-
кой функции. Поэтому вычислительные методы, разработанные для
решения задач негладкой оптимизации, оказываются эффективными
и для оптимизации ”плохих” гладких функций (например, функций
овражного типа). Многочисленные приложения алгоритмов негладкой
оптимизации для указанных классов задач можно найти в монографиях
Н.З. Шора [469, 470, 639, 715, 733].

Использование методов недифференцируемой оптимизации в про-
цессах принятия решений в сложных технических и экономических си-
стем привело к появлению новых математических приемов и алгорит-
мов оптимизации, среди которых отметим следующие.

Полиномиальные алгоритмы [705, 706]. Методы недифференцируе-
мой оптимизации легли в основу разработки полиномиальных алгорит-
мов решения задач линейного и дробно-линейного программирования.

Двойственные оценки [467, 470, 471, 727]. Применение методов
негладкой оптимизации и функции Лагранжа позволяет оценить слож-
ность различных трудных задач с помощью получения двойственных
оценок анализа комбинаторных задач, задач теории графов и глобаль-
ной минимизации полиномиальных функций.
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Схемы декомпозиции [470, 715, 724, 726, 733, 734]. Схемы деком-
позиции (по переменным, ограничениям или ресурсам), основанные
на функциях Лагранжа и методах недифференцируемой оптимизации,
разработаны для задач выпуклого и квадратичного программирования,
задач дробно-выпуклого и дробно-линейного программирования, линей-
ных задач и задач транспортно-производственного типа.

Негладкие штрафные функции [470, 471, 639]. Негладкие штрафные
функции применяются в задачах выпуклого программирования, кото-
рые позволяют свести их к задачам безусловной минимизации, полнос-
тью эквивалентных первоначальным. Применение негладких штраф-
ных функций при использовании априорных оценок множителей Ла-
гранжа позволяет работать с умеренными значениями штрафных пара-
метров. Использование штрафных функций особенно полезно при ре-
шении задач с большим числом ограничений.

Развитие методов недифференцируемой оптимизации связано преж-
де всего с именем академика Н.З. Шора, который предложил первую
версию метода обобщенного градиентного спуска для решения сетевой
транспортной задачи [725]. В дальнейших работах [468, 711], [713]–[722],
[729]–[732] он совместно с учениками обобщили этот метод для общего
случая минимизации выпуклых негладких функций и разработали но-
вые методы недифференцируемой (негладкой) оптимизации.

Среди методов негладкой оптимизации, нашедших практическое
применение, можно выделить следующие.

1. Обобщенный градиентный спуск (ОГС ). Это класс немонотонных
субградиентных процессов минимизации выпуклых функций, основан-
ных на движении в направлении, которое дает уменьшение расстоя-
ния до точки минимума, если шаговый множитель достаточно мал. К
преимуществам этого метода следует отнести простоту реализации, а к
недостаткам – медленную, как правило, сходимость.

2. Обобщенные градиентные методы с растяжением про-
странства (ОГСРП ). В них, для ускорения сходимости, используют-
ся преобразование метрики пространства. Этот класс методов показал
свою высокую эффективность в схемах декомпозиции по ограничени-
ям и по переменным, в частности при решении задач производственно-
транспортного типа.

3. Методы эллипсоидов. Использование в методах оптимизации се-
кущих гиперплоскостей позволяет осуществить процесс аппроксимации
графика функции или последовательного уменьшения объема области
локализации экстремума. К числу методов этого типа относится – метод
эллипсоидов и его модификации. С другой стороны, метод эллипсоидов
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можно отнести к методам обобщенного градиентного спуска с растяже-
нием пространства.

4. ε-субградиентные методы. Они представляют собой монотонные
процессы, основанные на выборе устойчивого направления спуска за
счет аппроксимации ε-субградиентного множества в текущей точке пу-
тем вычисления субградиентов в окрестности этой точки.

5. Стохастические субградиентные методы. Среди них можно вы-
делить стохастические субградиентные процессы, которые по сравне-
нию с детерминированными обладают более медленной сходимостью.
Области их эффективного применения связана с задачами стохастичес-
кого программирования, в которых вычисление стохастического субгра-
диента требует гораздо меньше времени по сравнению с вычислением
субградиента.

В дальнейшем приводим краткое описание разработанных в Инсти-
туте Кибернетики Академии наук Украины академиком Н.З. Шором и
его учениками методов недифференцируемой оптимизации.

1. Методы обобщенного градиентного спуска, положившие начало
новому направлению математического программирования – численным
методам негладкой оптимизации, которому в настоящее время посвя-
щены многочисленные научные статьи и монографии.

2. Субградиентные методы с растяжением пространства в направле-
нии субградиента, которые имеют ускоренную сходимость в сравнении
с методами обобщенного градиентного спуска. Эти методы дали теории
оптимизации уникальный алгоритм – метод эллипсоидов, скорость схо-
димости которого зависит лишь от размерности пространства. Исполь-
зование метода эллипсоидов позволило решить ряд важных вопросов в
теории сложности задач математического программирования.

3. Субградиентные методы с растяжением пространства в направ-
лении разности двух последовательных субградиентом – r-алгоритмы.
В рамках этого семейства методов получены достаточно эффективные
реализации r-алгоритмов. Число итераций для нахождения оптималь-
ного значения f∗ с ε-точностью для функций от n переменных эмпи-
рически оценивается как N = O

(
n log 1

ε

)
. Разработанные модификации

r-алгоритма являются эффективным средством минимизации выпук-
лых негладких функций. При минимизации гладких функций они ока-
зались конкурентоспособными с наиболее удачными реализациями ме-
тодов сопряженных направлений и методов квазиньютоновского типа.

r-алгоритмы используются в задачах оптимизации большой размер-
ности и в квазиблочных задачах с различными схемами декомпозиции,
для вычисления двойственных лагранжевых оценок в много экстре-
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мальных и комбинаторных задачах оптимизации. На практике он при-
менялся для решения задач оптимального планирования, оптимального
проектирования, синтеза сетей, восстановления изображений, эллипсо-
идальной аппроксимации и локализации и др.

Рассмотрим в дальнейшем вычислительные аспекты и теоретическое
обоснование разработанных методов недифференцируемой оптимиза-
ции, без приведения доказательств основных теорем. Более детальные
результаты в этом направление приведены в монографиях Н.З. Шора
и его учениками [469, 470], [714]–[716], [639, 640, 733].

2.2. Методы обобщенного градиента
Одними из первых методов недифференцируемой оптимизации ста-

ли методы обобщенного градиентного спуска (ОГС).
Пусть f(x) – выпуклая функция, определенная на евклидовом про-

странстве En; M∗ – множество минимумов (оно может быть и пустым);
x∗ ∈ M∗ – точка минимума; inf f(x) = f∗; gf(x) – субградиент (произ-
вольный) функции f(x) в точке x.

Пусть x ∈ En. Из основного неравенства для субградиентов

f(x)− f(x0) ≥ (gf(x0), x− x0), для ∀x ∈ En

получаем f(x)− f(x) ≥ (gf(x), x− x), x ∈ En. Если f(x) < f(x), то

(−gf(x), x− x) > 0. (2.1)

Геометрически это означает, что антисубградиент в точке x образует
острый угол с произвольным направлением, проведенным из x в сто-
рону точки x с меньшим значением f(x). Отсюда, если M∗ непусто и
x 6∈ M∗, при движении из x в направлении −gf(x) с достаточно малым
шагом расстояние до M∗ убывает. Этот факт лежит в основу субгради-
ентного метода, или метода обобщенного градиентного спуска (ОГС).

Метод ОГС состоит в построении последовательности точек {xk}∞k=0

(x0 – заданная начальная точка) по формуле

xk+1 = xk − hk(xk) gf(xk), k = 0, 1, 2, . . . , (2.2)

где {hk(xk)}∞k=0 – последовательность положительных чисел, hk(xk) на-
зывается шаговым множителем, который, вообще говоря, зависит от
xk; gf(xk) – произвольный субградиент функции f(x) в точке xk. Если
gf(xk∗) = 0, то xk∗ – точка минимума, и процесс останавливается.
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На основании процедуры (2.2) построения последовательности
{xk}∞k=0 получены различные варианты метода ОГС в зависимости от
способа задания величины шага hk(xk).

1. Метод ОГС с фиксированным шагом. Рассмотрим вариант
метода ОГС, когда величина шага фиксирована. Пусть задано постоян-
ное число h > 0, а величина шага hk(xk) определяется с учетом нормы
обобщенного градиента функции f(x) в точке xk следующим образом:

hk(xk) = h/||gf(xk)||, h > 0.

Тогда получим формулу вычисления последовательности {xk}:

xk+1 = xk − h
gf(xk)
||gf(xk)|| , k = 0, 1, 2, . . . (2.3)

Метод ОГС, определенный формулой (2.3), назовем методом с пос-
тоянным шагом и нормированным обобщенным градиентом.

Имеет место

Теорема 2.1. Пусть f(x) – выпуклая функция с непустым мно-
жеством минимумов M∗. Тогда для любых ε > 0 и x∗ ∈ M∗ найдутся
такие k = k∗ и x, что при использовании ОГС с постоянным шагом
h для построения последовательности {xk} по формуле (2.3) будет
выполняться свойство f(x) = f(xk∗), причем ||x− x∗|| < h(1 + ε)/2.

Следствие 2.1. В условиях теоремы 2.1 для произвольного δ > 0
существует такое hδ > 0, что при применении метода ОГС с посто-
янным шагом h = hδ при любом x0 ∈ En найдется либо такое k∗, что
xk∗ ∈ M∗, либо такая подпоследовательность k1 < k2 < k3 < · · · < kl,
что f(xkl

)− f∗ < δ, где f∗ = min
x∈En

f(x).

Следствие 2.2. Если для функции f(x) множество M∗ содержит
сферу радиуса r > h/2 > 0, то при использовании метода ОГС с по-
стоянным шагом h найдется такое k∗, что xk∗ ∈ M∗.

2. Метод ОГС со сходящимся рядом шагового множителя и
нормированием градиента. Рассмотрим модификацию метода ОГС,
когда величина шага не является постоянной, а меняется на каждом его
шаге. Из теоремы 2.1 видно, что с уменьшением шага h уменьшается
и расстояние до точек области минимумов на данном шаге гарантиру-
ется только в том случае, если мы находимся за пределами некоторой
окрестности области минимумов, зависящей от шага h. Поэтому, чтобы
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получить обычные теоремы сходимости, нужно, чтобы hk стремилось к

нулю не слишком быстро. В частности, если ряд
∞∑

k=1

hk будет сходящим-

ся, то последовательность {xk}∞k=0 будет сходиться, но не обязательно к
точке, принадлежащей M∗. Таким образом, мы приходим к ставшими
уже классическими условиям:

hk > 0; hk−−−−−−−→ 0;
∞∑

k=1

hk = +∞. (2.4)
k →∞

По методу ОГС определим последовательность {xk} по формуле

xk+1 = xk − hk+1
gf(xk)
||gf(xk)|| , k = 0, 1, 2, . . . (2.5)

Имеет место

Теорема 2.2. Пусть f(x) – выпуклая функция, определенная на
En, с ограниченной областью минимумов M∗, {hk} (k = 1, 2, . . . ) –
последовательность положительных чисел, обладающая свойствами
(2.4). Тогда последовательность {xk} (k = 0, 1, 2, . . . ), образованная по
формуле (2.5), при произвольном x0 ∈ En обладает одним из следую-
щих свойств: либо найдется такое k = k∗, что xk∗ ∈ M∗, либо

lim
k→∞

min
x∈M∗

||xk − x|| = 0, lim
k→∞

f(xk) = min
x∈En

f(x) = f∗. (2.6)

Конкретный вариант метода ОГС типа (2.5) определяется проце-
дурой выбора величин шага hk. Могут быть использованы различные
способы, среди которых можно выделить следующие:

а) hk+1 =
h0

k + 1
, h0 > 0, k = 0, 1, 2, . . . ;

б) hk+1 =
hk

k + 1
, h0 > 0, k = 0, 1, 2, . . . ;

в) hk+1 =
hk + hk−1

2
, h0 > 0, h1 =

h0

2
, k = 1, 2, . . .

3. Метод ОГС со сходящимся рядом шагового множителя
без нормирования градиента. Другой вариант метода ОГС с пере-
менным шагом может быть рассмотрен, когда не проводится норми-
рование градиента на каждой его итерации. Пусть {hk} – последова-
тельность чисел, удовлетворяющих условиям (2.4). Последовательность
{xk} по методу ОГС определим по формуле

xk+1 = xk − hk+1gf(xk), k = 0, 1, 2, . . . , (2.7)
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где x0 ∈ En – некоторая начальная точка, а последовательность {hk}
удовлетворяет условиям (2.4). Такой метод ОГС назовем методом без
нормирования градиента. Имеет место

Теорема 2.3. Если в условиях теоремы 2.2 определить последова-
тельность {xk}∞k=0 формулой (2.7), то возможны такие случаи:

а) последовательность {gf(xk)}∞k=0 ограничена, тогда имеет ме-
сто (2.6);

б) последовательность {gf(xk)}∞k=0 неограничена, сходимость от-
сутствует.

4. Метод ОГС со сходящимся рядом шагового множите-
ля без нормирования градиента и возможностью возврата в
первоначальную точку. Заметим, что если f(x) – кусочно-линейная
функция с конечным числом кусков, то последовательность {gf(xk)}∞k=0

всегда ограничена, т.е. выполняется случай а) теоремы 2.3. Отметим
также, что для заданного x0 всегда можно подобрать такое δ > 0, что
если max

k≥1
hk ≤ δ, то будет выполняться случай а) теоремы 2.3.

Определим последовательность {xk} по методу ОГС согласно сле-
дующей формуле:

xk+1 =
{

xk − hk+1gf(xk), при hk+1||gf(xk)|| ≤ c,
x0, в противном случае, (2.8)

где c > 0 – некоторая константа.
Приведем следующие две модификации теоремы 2.3.

Теорема 2.4. Если в условиях теоремы 2.2 определить последо-
вательность {xk}∞k=0 формулой (2.8), а последовательность {hk} удо-
влетворяет условиям (2.4), то для любого начального приближения
x0 имеет место (2.6).

Теорема 2.5. Если множество минимумов M∗ функции f(x) со-

держит сферу Sr радиуса r > 0, hk > 0,

∞∑

k=1

hk = +∞ и lim
k→∞

suphk < 2r,

то для произвольного x0 ∈ En при применении ОГС в форме (2.5) най-
дется k(x0) такое, что xk(x0) ∈ M∗.

5. Метод ОГС сходящийся со скоростью геометрической
прогрессии. При определенных дополнительных предположениях уда-
ется получить варианты ОГС, сходящиеся со скоростью геометрической
прогрессии.



100

Теорема 2.6. Пусть f(x) – выпуклая функция, определенная на
En, и для всех x ∈ En при некотором ϕ (0 ≤ ϕ < π/2) выполняется
неравенство

(gf(x), x− x∗(x)) ≥ cosϕ · ||gf(x)|| · ||x− x∗(x)||, (2.9)

где x∗(x) – точка, принадлежащая множеству минимумов функции
f(x) и лежащая на кратчайшем расстоянии от x. Тогда, если при
заданном x0 выбрать величину h1, удовлетворяющую неравенству

h1 ≥
{

||x∗(x0)− x0|| cos ϕ, π/4 ≤ ϕ < π/2,

||x∗(x0)− x0||/(2 cos ϕ), 0 ≤ ϕ < π/4,
(2.10)

определить {hk}∞k=1 в соответствие с рекуррентной формулой

hk+1 = hkr(ϕ), k = 1, 2, . . . , (2.11)

где

r(ϕ) =

{
sinϕ, π/4 ≤ ϕ < π/2,

1/(2 cos ϕ), 0 ≤ ϕ < π/4,
(2.12)

и вычислить {xk}∞k=1 по формуле (2.5), либо при некотором k∗

gf(xk∗) = 0 и xk∗ принадлежит области минимумов, либо при всех
k = 0, 1, 2, . . . выполняется неравенство

||xk − x∗(xk)|| ≤
{

hk+1/ cos ϕ, π/4 ≤ ϕ < π/2,
2 cos ϕ · hk+1, 0 ≤ ϕ < π/4.

Для справедливости теоремы 2.6 достаточно выполнения условия
(2.9) лишь для точек последовательности {xk}∞k=0.

Таким образом, если угол ϕ заранее известен, то, регулируя шаг по
формулам (2.11), (2.12), можно получить сходимость к минимуму со
скоростью геометрической прогрессии со знаменателем q = r(ϕ).

6. Метод ОГС для вытянутых поверхностей уровня миними-
зируемой функции. В формуле (2.9) cosϕ характеризует степень вы-
тянутости поверхностей уровня функции f(x). Если в некоторой окрест-
ности минимума этой поверхности выполняется (2.9), то такую функ-
цию будем называть существенно овражной. При минимизации су-
щественно овражных функций приведенный в теореме 2.6 способ регу-
лировки шаговых множителей неприменим. В этом случае нужно ис-
пользовать универсальный способ выбора шаговых множителей, ука-
занный в теореме 2.2.
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Сформулируем теорему, аналогичную теореме 2.6, непосредствен-
но в терминах, характеризующих степень ”вытянутости” поверхностей
уровня.

Теорема 2.7. Пусть выпуклая функция f(x) определена на En,
x∗ – единственная точка минимума f и заданы начальное приближе-
ние x0 и числа σ и h1, причем σ ≥ √

2, h1 ≥ ||x0 − x∗||/σ. Рассмотрим
множество Y = {y: ||y − x∗|| ≤ σh1}. Если для любой пары точек
x, z ∈ Y , такой, что f(x) = f(z) 6= f(x∗), выполняется условие

||x− x∗|| ≤ σ||z − x∗||,
то последовательность {xk}∞k=0, образованная с помощью рекуррент-
ных формул

xk+1 = xk − hk+1gf(xk)/||gf(xk)||,
где hk+1 = hk

√
σ2 − 1/σ, сходится к x∗ со скоростью геометрической

прогрессии:
||xk − x∗|| ≤ hk+1σ,

за исключением случая, когда для некоторого k = k имеем gf(xk) =
= 0, т.е. xk = x∗.

Заметим, что для задачи минимизации квадратичных функциона-
лов f(x) = (Ax, x) величина σ, фигурирующая в теореме 2.7, может
быть взята равной √

ρ, при этом получаем сходимость со скоростью
геометрической прогрессии со знаменателем

q =
√

σ2 − 1/σ =
√

(ρ− 1)/ρ ≈ 1− 1
2ρ

(для ρ À 1).

7. Метод ОГС с постоянным, а затем с уменьшенным в два
раза шагом. Рассмотрим еще один вариант метода обобщенного гра-
диентного спуска, когда шаговый множитель остается в течение опре-
деленного числа шагов постоянным, а затем уменьшается в два раза.

Теорема 2.8. Пусть для выпуклой функции f(x) выполняются
условия теоремы 2.2, σ ≥ 2. Рассмотрим при заданном x0 следующий
итеративный процесс:

xk+1 = xk − hk+1
gf(xk)
||gf(xk)|| ,

где hk+1 = h0 · 2−[(k+1)/N ]. При достаточно большом h0 и N ≥ 3σ2 + 1
выполняется неравенство

||xk − x∗|| ≤ 2σhk+1, k = 0, 1, 2, . . .
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8. Метод ОГС со стохастическим градиентом. Введение поня-
тия обобщенного стохастического градиента и применение метода слу-
чайного поиска привело к построению стохастического аналога ОГС.
Этот метод является эффективным средством решения разнообразных
задач стохастического программирования, в том числе транспортных
и распределительных стохастических задач. Он принадлежит к разно-
видности методов случайного поиска, т.е. к таким итеративным проце-
дурам, у которых направление движения на данном шаге определяется
в результате реализации некоторого случайного (псевдослучайного) со-
бытия в отличие от жестко определенных процедур в обычных гради-
ентных методах.

При минимизации выпуклой функции f(x), определенной на En,
метод обобщенного стохастического градиента задается формулой

xk+1 = xk − hk(xk)gω(xk), k = 0, 1, 2, . . . ,

где hk(xk) – шаговый множитель на k-м шаге, gω(xk) – случайный век-
тор, математическое ожидание которого совпадает с обобщенным гра-
диентом функции f(x) в точке xk (стохастический субградиент в точке
xk). Предположим для простоты, что вероятностные характеристики
вектора gω(xk) определяются точкой xk и не зависят от предыстории
процесса поиска, хотя обоснование сходимости проходит и для более об-
щего случая. Пусть x∗ – единственная точка минимума функции f(x).
Справедлива

Теорема 2.9. Пусть выполняются условия:

1)
∞∑

k=1

hk(xk) = +∞, hk(xk) > 0;

2)
∞∑

k=1

h2
k(xk) < +∞;

3) Mω||gω(xk)||2 ≤ c; c > 0; k = 0, 1, . . . (Mω – символ математи-
ческого ожидания).

Тогда с вероятностью 1

lim
k→∞

||xk − x∗|| = 0.

Методы ОГС дали возможность решить большое число задач про-
изводственно-транспортного планирования с применением схем деком-
позиции (по переменным и по ограничениям) для задач большой раз-
мерности. Подробную информацию об этих задачах можно найти в
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[183, 184, 615]. Метод ОГС также послужил основой для создания сто-
хастического аналога обобщенного градиентного спуска [615]–[617], ко-
торый имеет большое практическое применение, в частности при ре-
шении многоэтапных задач стохастического программирования. В [639]
описано применение метода обобщенного стохастического градиента к
решению двухэтапной стохастической транспортной задачи, связанной
с определением объемов складов однородной продукции при случайном
спросе.

2.3. Методы субградиентного типа
с растяжением пространства

При анализе алгоритмов ОГС, сходящихся со скоростью геометри-
ческой прогрессии, существенную роль играли верхние границы q си-
нусов углов между направлением антиградиента в данной точке и на-
правлением из нее на точку минимума. Медленная сходимость ОГС
непреодолима в рамках этого метода в овражных задачах, когда верх-
няя граница указанных углов близка или равна π/2.

Можно изменить ситуацию, используя линейные неортогональные
преобразования пространства аргументов для улучшения обусловлен-
ности задачи. В случае, когда антиградиенты образуют угол, близкий
к π/2, с направлением на точку минимума, разумно применить опера-
цию растяжения пространства в направлении градиента для уменьше-
ния его ”поперечной” составляющей. Эти эвристические соображения
послужили основой создания семейства методов субградиентного типа
с растяжением пространства.

Операция растяжения пространства в направлении градиента перво-
начально введена Н.З. Шором как эвристическая процедура для улуч-
шения свойств обусловленности задачи. Она реализуется посредством
оператора растяжения пространства.

Для последующего изложения нам понадобятся некоторые свойства
операторов растяжения пространства.

Пусть заданы вектор ξ ∈ En, ||ξ|| = 1, и число α ≥ 0. Каждый
вектор x ∈ En однозначно представим в виде

x = γξ(x)ξ + dξ(x) (2.13)

при условии
(ξ, dξ(x)) = 0.
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Из этих соотношений получаем

γξ(x) = (x, ξ); dξ(x) = x− (x, ξ)ξ.

Оператором растяжения пространства En в направлении ξ с коэф-
фициентом α назовем оператор Rα(ξ), действующий следующим обра-
зом на вектор x, представленный в форме (2.13):

Rα(ξ)x = αγξ(x)ξ + dξ(x).

Из этого определения вытекает ряд свойств оператора Rα(ξ).

1. Rα(ξ)x = α(x, ξ)ξ + [x− (x, ξ)ξ] = (α− 1)(x, ξ)ξ + x. (2.14)

2. Оператор Rα(ξ) – линейный симметричный:

(Rα(ξ)x, y) = (α− 1)(x, ξ)(y, ξ) + (x, y) = (x,Rα(ξ)y).

3. Rαβ(ξ) = Rα(ξ)Rβ(ξ).
4. При α > 0 Rα(ξ)R1/α(ξ) = R1(ξ) = I (I – единичный оператор).
5. Оператор R0(ξ) является оператором проектирования на подпро-

странство, ортогональное вектору ξ:

R0(ξ)x = dξ(x).

6. Оператор Rα(ξ) при n ≥ 2 имеет два собственных числа λ1 =
= α, λ2 = 1; первому из них соответствует подпространство собствен-
ных векторов, порожденное вектором ξ, второму – подпространство соб-
ственных векторов, состоящее из векторов, ортогональных ξ.

7. Пусть координаты вектора ξ в некоторой ортонормированной си-
стеме координат s = {e1, e2, . . . , en} равны ξ1, ξ2, . . . , ξn, тогда в силу
(2.14) в этой системе координат преобразованию Rn(ξ) соответствует
матрица Rα(ξ) с элементами {rij}, вычисленными по формулам

rij = (Rα(ξ)ei, ej) =
{

(α− 1) ξiξj для i 6= j,
(α− 1) ξ2

i + 1 для i = j.

8. В силу формулы (2.14) вычисление вектора Rα(ξ)x требует (2n+1)
операций умножения, вычисление матриц вида Rα(ξ)A или ARα(ξ) при
заданных A, ξ и α требует n(2n + 1) операций умножения.

9. Пусть x – произвольный ненулевой вектор из En, тогда

||Rα(ξ)x|| =
√
||x||2 + (α2 − 1)(x, ξ)2, (2.15)
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или ||Rα(ξ)x||2 = ||x||2 +(α2−1)(x, ξ)2, т.е. воздействие оператора Rα(ξ)
при α ≥ 0 (α ≤ 1) соответственно не уменьшает (не увеличивает) дли-
ну вектора. Этот результат получается непосредственным применением
формулы (2.14), в самом деле,

||Rα(ξ)x||2 = (Rα(ξ)x, Rα(ξ)x) =

= (x + (α− 1)(x, ξ)ξ, x + (α− 1)(x, ξ)ξ) =

= ||x||2 + 2(α− 1)(x, ξ)2 + (α− 1)2(x, ξ)2 = ||x||2 + (α2 − 1)(x, ξ)2,

откуда и следует равенство (2.15).
10. Rα(ξ) в матричной форме представим в виде

Rα(ξ) = I + (α− 1)ξξT ;

действительно,

(I + (α− 1)ξξT )x = x + (α− 1)ξ(ξ, x),

что соответствует определяющему соотношению (2.14).
Рассмотрим класс алгоритмов минимизации выпуклых функций, на

каждом шаге которых движение в направлении обобщенного градиен-
та будет сочетаться с операцией растяжения пространства аргументов в
этом же направлении. Алгоритмы этого класса будем называть алгорит-
мами обобщенного градиентного спуска с растяжением пространства в
направлении градиента (ОГСРП-алгоритмами).

Предположим, что имеются: алгоритм, позволяющий точно вычис-
лить субградиент gf(x) минимизируемой выпуклой функции f(x) в про-
извольной точке x ∈ En, а также алгоритмы вычисления последова-
тельностей положительных чисел {hk} и {αk} (k = 1, 2, . . . ) (шаго-
вых множителей и коэффициентов растяжения пространства), задано
начальное приближение x0 и начальная неособая матрица B0 = A−1

0

(в частности, B0 = I). При этих условиях определим бесконечно ша-
говый процесс, (k + 1)-й шаг которого (k = 0, 1, 2, . . . ) описывается
следующим образом. Проведем следующие вычисления.

1) Находим значения обобщенного градиента gf(xk). Если gf(xk) = 0,
вычисления прекращаются, так как xk дает точку минимума.

2) Находим значения обобщенного градиента в растянутом про-
странстве

gϕk
(yk) = B

∗
kgf(xk) = g̃k, (2.16)
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где ϕk(yk) = f(Bkyk), yk = Akxk, Ak = B−1
k , B

∗
k – оператор, сопря-

женный оператору Bk, g̃k – обобщенный градиент для функции ϕk(y),
определенной в ”растянутом” пространстве.

Формула (2.16) дает возможность вычислять обобщенный градиент
от функции ϕk(yk) = f(A−1

k y), которая получается из f(x) при приме-
нении линейного преобразования пространства y = Akx. В тех точках,
где gf(x) определен неоднозначно, формулу (2.16) следует понимать как
однозначное отображение множества Gf (x) на множество Gϕk

(y) (если
оператор Bk – неособый, то отображение взаимно однозначное).

3) Находим направление растяжения пространства

ξk+1 =
gϕk

(yk)
||gϕk

(yk)|| =
g̃k

||g̃k|| . (2.17)

4) Находим величину шага hk+1.

5) Находим величину коэффициента растяжения пространства αk+1.
6) Осуществляем переход в новую точку

xk+1 = xk −Bkhk+1ξk+1. (2.18)

Формула (2.18) получается из формулы

yk+1 = yk − hk+1ξk+1,

осуществляющей шаг обобщенного градиентного спуска для функции
ϕk(y), с последующим применением к обеим частям оператора Bk для
отображения в основное пространство.

7) Находим матрицу преобразования пространства

Bk+1 = A−1
k+1 = BkR1/αk+1(ξk+1). (2.19)

Формула (2.19) дает возможность вычислить оператор Bk+1, обратный
результирующему оператору

Ak+1 = Rαk+1(ξk+1) . . . Rα1(ξ1)A0

преобразования пространства, который получается при последователь-
ном применении операторов растяжения пространства в направлении
нормированных обобщенных градиентов ξ1, ξ2, . . . , ξk+1 с коэффициен-
тами α1, . . . , αk+1:

Bk+1 = A−1
k+1 = A−1

k R−1
αk+1

(ξk+1) = BkR1/αk+1(ξk+1).
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8) Переходим к (k + 2)-му шагу.
Каждый шаг ОГСРП требует ряда дополнительных операций по

сравнению с методом обобщенного градиентного спуска. Наиболее тру-
доемкими из них являются операции 2), 6) и 7), каждая из которых
требует порядка cn2 арифметических операций, из них около 4n2 опе-
раций умножения.

Заметим, что если B0 = I и αk = 1 (k = 1, 2, . . . ), то метод ОГСРП
становится эквивалентным обобщенному градиентному спуску. Метод
ОГСРП является более гибким по сравнению с методом ОГС, так как
его конкретные реализации зависят от двух последовательностей {αk}
и {hk}. Применяя различные алгоритмы построения этих последова-
тельностей, можно на единой основе строить различные модификации
алгоритма ОГСРП и выбирать наиболее эффективные из них для дан-
ного класса задач.

Алгоритмы типа ОГСРП первоначально были разработаны для ми-
нимизации выпуклых функций. В дальнейшем оказалось, что некото-
рые их модификации применимы для нахождения локальных миниму-
мов почти дифференцируемых функций (при этом, естественно, роль
обобщенного градиента в алгоритме играет почти-градиент). В дальней-
шем при исследовании сходимости алгоритмов ОГСРП в каждом кон-
кретном случае будем оговаривать, идет ли речь о классе почти диффе-
ренцируемых функций или о подклассе выпуклых функций. При этом
под обобщенным градиентом будем понимать соответственно почти-
градиент либо субградиент.

Определенные варианты алгоритмов ОГСРП сходятся по функ-
ционалу со скоростью геометрической прогрессии, причем знамена-
тель этой прогрессии зависит от таких характеристик минимизируемой
функции, которые инвариантны по отношению к невырожденным ли-
нейным преобразованиям пространства. Отметим, что для класса вы-
пуклых функций удается построить алгоритм типа ОГСРП, который
сходится по функционалу со скоростью геометрической прогрессии со
знаменателем, зависящим только от размерности области определения
функции.

При построении других вариантов алгоритмов, которые удалось тео-
ретически обосновать, шаговый множитель и коэффициенты растяже-
ния пространства выбирались таким образом, чтобы последователь-
ность расстояний до точки минимума в соответствующих преобразо-
ваниях пространствах не возрастала. Этот принцип гарантирует сходи-
мость со скоростью геометрической прогрессии по значению функции.
Для реализации указанного принципа необходимы некоторая дополни-
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тельная информация о функции f(x) – значение функции в точке ми-
нимума f∗ и так называемые постоянные роста M и N .

Теорема 2.10. Пусть f(x) – почти дифференцируемая функция,
при минимизации которой с помощью алгоритма ОГСРП (2.13)–(2.19)
получается минимизирующая последовательность {xk}∞k=0. Если при
этом для некоторых положительных d, α∗, δ выполняются условия

1) ||gf(xk)|| ≤ d;

2) 1 + δ ≤ αk ≤ α∗; k = 0, 1, 2, . . . ,
то существует такая подпоследовательность {xkp

}∞p=0, kp < kp+1 и
c > 0, что

||g̃kp || < c
( kp∏

j=1

αj

)−1/n

, p = 1, 2, . . .

Близкий результат можно получить для оценки скорости убывания
последовательности vk = min

1≤r≤k
||g̃r||. Этот результат в дальнейшем бу-

дет использоваться для получения оценок скорости сходимости ”рекор-
дов” по функционалу к минимуму при использовании ОГСРП.

Теорема 2.11. В предположениях теоремы 2.10 при условии αk =
= α > 1 справедлива оценка

vk ≤ d
√

k(α2 − 1)√
α2k/n − 1

, k = 1, 2, . . .

Чтобы перейти к оценке скорости сходимости метода ОГСРП по
функционалу, нужно получить оценки расстояния до области миниму-
мов в ”растянутом” пространстве. Для некоторых вариантов ОГСРП
эти оценки удается получить.

Теорема 2.12. Пусть f(x) – почти дифференцируемая функция,
определенная в некоторой сферической окрестности Sd точки x∗, яв-
ляющейся локальным минимумом f(x), Sd = {x: ||x − x∗|| ≤ d}, и в
области Sd почти-градиент удовлетворяет неравенству

N · (f(x)− f(x∗)) ≤ (gf(x), x− x∗) ≤ M · (f(x)− f(x∗)), (2.20)

где M > N – положительные константы. Тогда, если в алгоритме
ОГСРП принять:
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1) x0 ∈ Sd,

2) hk+1 =
2MN

M + N
· f(xk)− f(x∗)

||g̃k|| ,

3) 1 < αk+1 ≤ M + N

M −N
, k = 0, 1, 2, . . . ,

то для всех k = 0, 1, 2, . . .

||Ak(xk − x∗)|| ≤ d. (2.21)

Отметим, что неравенство (2.21) эквивалентно (G(xk − x∗), xk −
−x∗) ≤ d2, где G = A

∗
kAk – положительно определенная матрица,

причем

detG = (detAk)2 =
( k∏

i=1

detRαi
(ξi)

)2

=
( k∏

i=1

αi

)2

.

Множество x удовлетворяющих неравенству ||Ak(xk−x)|| ≤ d представ-
ляет собой эллипсоид Φk с центром в точке xk. Поэтому из неравенства
(2.21) следует локализация x∗ в эллипсоиде Φk с центром в точке xk.
Отношение объемов эллипсоидов Φk+1 и Φk задается следующим ра-
венством

v(Φk+1)
v(Φk)

= βk =
M −N

M + N
.

Для квадратичной положительно определенной функции в неравен-
стве (2.20) можно выбирать M = N = 2. Для кусочно-линейной функ-
ции, надграфик которой представляет собой конус с вершиной в точке
(x∗, f∗), можно выбирать M = N = 1. Для этих случаев βk+1 = β = 0 и
алгоритм сходится за число шагов, не превышающее n.

Отметим, что семейство алгоритмов (2.18), (2.19) содержит как част-
ный случай алгоритмы, получившие название методы эллипсоидов.

Решение невырожденной системы n линейных уравнений с n неиз-
вестными (ai, x) + bi = 0 (i = 1, n), можно заменить нахождением
минимума f(x) = max

1≤i≤n
|(ai, x) + bi|. Беря f∗ = 0, βk = 0 и применяя

метод (2.18), (2.19), получаем алгоритм, соответствующий известной ко-
нечной процедуре решения линейных алгебраических систем – методу
ортогонализации градиентов.

Получены обобщения теоремы 2.12 и для некоторых классов невы-
пуклых функций, возникающих при решении систем нелинейных урав-
нений fi(x) = 0 (i = 1, n). Для f(x) = max |fi(x)| можно показать,
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что если x∗ (решение системы) – регулярная точка (т.е. функции fi(x)
непрерывно дифференцируемы в этой точке и якобиан системы I(x∗)
отличен от нуля), то для любого δ > 0 найдется достаточно малая
окрестность Sd(x∗), такая, что постоянные M и N в (2.20) можно вы-
бирать соответственно M = 1 + δ; N = 1 − δ; β = M−N

M+N = δ. Если
применить предельный вариант алгоритма с β = 0 и восстановлением
после каждых n итераций (большой цикл), то при обычных предпо-
ложениях гладкости и регулярности для решения систем нелинейных
уравнений можно получить квадратичную скорость сходимости (отно-
сительно больших циклов).

Как следствие из теорем 2.10, 2.11 и 2.12 получаем следующий ре-
зультат.

Теорема 2.13. В условиях теоремы 2.12 при αk = α (k = 0, 1,
2, . . . , kp) найдется такая последовательность индексов k1, k2, . . . , kp и
такое положительное число c, что

f(xkp
)− f(x∗) < c · α− kp

n .
Кроме того,

min
1≤i≤k

(f(xi)− f(x∗)) ≤ Gd
√

k(α2 − 1)√
α2k/n − 1

,

где G = max
x∈Sd

||gf(x)||.

Теорема 2.12 обобщается на случай, когда точка минимума функции
f(x) определена неоднозначно.

Пусть множество M∗ точек минимума почти дифференцируемой
функции f(x) ограничено и f(x) принимает на M∗ значение f∗. Вве-
дем обозначение

ρk(xk) = min
x∗∈M∗ ||Ak(xk − x∗)|| = ||Ak (xk − x∗k(xk)) ||.

Точку, в которой достигается минимум, обозначим через x∗k(xk) ∈ M∗.

Теорема 2.14. Пусть для всех x, x∗, удовлетворяющих условию
ρ0(x) ≤ d, x 6∈ M∗, x∗ ∈ M∗, выполняются неравенства

N · (f(x)− f∗) ≤ (gf(x), x− x∗∗) ≤ M · (f(x)− f∗),

где x∗∗ – ближайшая к x точка, лежащая на луче y = x+t(x−x∗) (t ≥
≥ 0). Тогда, если при применении алгоритма ОГСРП принять:
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1) ρ0(x0) ≤ d,

2) hk+1 =
2MN

M + N
· f(xk)− f∗

||gϕk
(yk)|| ,

3) 1 < αk+1 ≤ M + N

M −N
,

то ρk+1(xk+1) ≤ d (k = 0, 1, 2, . . . ).

Теорема 2.15. Пусть выпуклая функция f(x), обладает следую-
щим свойством: существует число M > 1 такое, что если

ϕ(α) = f((1− α)x1 + αx2), 0 ≤ α ≤ 1,

строго убывает по α, то выполняется неравенство

(gf(x1), x1 − x2) ≤ M · (f(x1)− f(x2));
кроме того, lim

||x||→∞
f(x) = +∞. Тогда, если при применении алгоритма

ОГСРП

αk+1 =
M + 1
M − 1

, hk+1 =
2M

M + 1
· f(xk)− f

||g̃k||
и f ≥ f∗, то последовательность {hk} является ограниченной и для
произвольного ε > 0 найдется k такое, что f(xk) ≤ f + ε (если на
некотором шаге f(xk) < f , то итерации прекращаются); если же
f < f∗, то последовательность {hk} является неограниченной.

Теорема 2.15 позволяет построить алгоритм минимизации функции
f(x), удовлетворяющей условию этой теоремы, при неизвестном f∗.
Этот алгоритм будет состоять из последовательности этапов, на каж-
дом из которых будет применяться ОГСРП в форме, указанной в тео-
реме 2.15.

Вначале выбираем x1
0 ∈ En, h > 0, ∆0 > 0, f̃0 = f(x1

0). Пусть вы-
полнены r этапов алгоритма. Перед (r + 1)-м этапом имеем

xr+1
0 ∈ En, h > 0, ∆r > 0, f̃r = f(xr+1

0 ),
где xr+1

0 – точка, в которой получено рекордное (т.е. наименьшее) зна-
чение функционала после r этапов, f̃r – значение этого рекорда. Пусть

∆r+1 =





∆r, если f(xr+1
0 ) ≤ f(xr

0)−∆r/2,

∆r

2
, если f(xr+1

0 ) > f(xr
0)−∆r/2

и fr+1 = f(xr+1
0 )−∆r+1.
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Приняв x0 = xr+1
0 и f = fr+1, применяем алгоритм ОГСРП в фор-

ме, описанной в теореме 2.15. На некотором шаге алгоритма k = kr+1

возможен один из двух случаев:
а) f(xkr+1

) ≤ f(xr+1
0 )−∆r+1/2;

б) hkr+1+1 > h.
На этом (r+1)-й этап прекращается, запоминаются ”рекордное” зна-

чение fr+1 = min
0≤k≤kr+1

f(xr+1
k ) и соответствующая точка xr+1

k∗r+1
= xr+2

0 .

Перейдем к (r + 2)-му этапу.
Покажем, что lim

r→∞
f(xr

0) = f∗. Так как последовательность {f(xr
0)}

является невозрастающей и ограниченной снизу, то lim
r→∞

f(xr
0) существу-

ет. Из описания алгоритма и теоремы 2.15 ясно, что при достаточно ма-
лом ∆r случай б) может иметь место только тогда, когда fr+1 < f∗. С
другой стороны, случай а) может иметь место после случая б) только
конечное число раз подряд. Следовательно, lim

r→+∞
∆r = 0. Начиная с

достаточно малых ∆r (при фиксированном h), если имеет место случай
б), то f(xr

0)−∆r служит оценкой снизу для f∗; таким образом, имеем

lim
r→∞

f(xr
0) = f∗.

При определенных условиях, например при решении систем нели-
нейных уравнений, f∗ известно, но могут возникнуть трудности с оцен-
кой M и N . При неправильном выборе констант M и N сходимость
(M, N)-алгоритма ОГСРП, описанного в теореме 2.12, может оказаться
слишком медленной или вообще отсутствовать. Поэтому важно иметь
признаки, с помощью которых можно получить информацию о ”ненор-
мальном” ходе процесса минимизации. Наиболее простой из этих при-
знаков основан на изучении поведения последовательности {hk}.

Теорема 2.16. Если параметры M, N в (M, N)-алгоритме вы-
браны правильно, то последовательность {hk} ограничена. Если при
неправильном выборе параметров M и N отсутствует сходимость,
то одна из последовательностей {hk} или {f(xk)} неограничена.

Таким образом, если в процессе минимизации по схеме ОГСРП, опи-
санной в теореме 2.12, при заданных M и N величины hk либо f(xk)
превзошли достаточно большие заданные числа hmax и fmax, то следу-
ет константу M увеличить, а N уменьшить и начать процесс заново из
начальной или наилучшей достигнутой точки.
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2.4. Метод ОГСРП в направлении разности
двух последовательных субградиентов

Среди методов недифференцируемой оптимизации особое положе-
ние по своей практической эффективности занимают методы с растя-
жением пространства в направлении разности двух последовательных
субградиентов (или так называемые r-алгоритмы) [731]. По своей струк-
туре они очень близки к методам ОГСРП, но между ними есть важное
различие: сходящиеся к минимуму методы ОГСРП по значению мини-
мизируемой функции в принципе не могут быть монотонными, в то же
время r-алгоритмы при определенной регулировке шаговых множите-
лей могут стать монотонными. Это связано с простым геометрическим
фактом: если мы находимся на границе двух ”кусков” кусочно гладкой
поверхности, причем градиенты к этим кускам, вычисленные в данной
точке, образуют между собой тупой угол, то любое растяжение про-
странства в направлении одного из градиентов (или последовательное
растяжение попеременно в направлении двух указанных градиентов) не
может превратить этот угол в острый, он может лишь приближаться
к π/2, оставаясь тупым. В то же время растяжение пространства в на-
правлении разности двух указанных градиентов с достаточно большим
коэффициентом растяжения превращает тупой угол между градиента-
ми в острый.

Рассмотрим теперь общую схему r-алгоритмов при минимизации
почти дифференцируемой функции f(x), определенной на En. Будем
предполагать, что

lim
||x||→∞

f(x) = +∞.

Выбираем начальное приближение x0 ∈ En и неособенную матрицу B0

(чаще всего B0 совпадает с единичной матрицей In или с диагональной
матрицей Dn с положительными элементами на диагонали, с помощью
которой осуществляется масштабирование переменных). Первый шаг
алгоритма производим по формуле

x1 = x0 − h0η0,

где η0 = B0B
∗
0gf(x0), B∗ – сопряженная матрица, h0 ≥ 0 – некоторый

шаговый множитель, выбираемый из условия существования в точке x1

почти-градиента gf(x1) такого, что

(gf(x1), η0) ≤ 0.
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При B0 = In имеем η0 = gf(x0), и первый шаг совпадает с итерацией
субградиентного процесса.

Пусть в результате вычислений после k (k = 1, 2, . . . ) шагов процесса
получены определенные значения xk ∈ En и матрицы Bk размера n×n.
Опишем (k + 1)-й шаг процесса, который состоит из вычисления ряда
величин.

1) Находим значение градиента gf(xk) (почти-градиент) функции
f(x) в точке xk.

2) Находим разность двух последовательных градиентов ∆k =
= gf(xk)− gf(xk−1).

3) Находим rk = B∗
k(gf(xk) − gf(xk−1)) – значение разности двух

последовательных градиентов в преобразованном пространстве.
Переход от начального пространства к преобразованному задается

формулой y = Akx, где Ak = B−1
k . Определим функцию ϕk(y) = f(Bky);

тогда gϕk
(y) = B∗

kgf(x). Таким образом, rk есть разность двух почти-
градиентов от функции ϕk(y), вычисленных в точках yk = Akxk и
yk = Akxk−1.

4) Находим вектор растяжения пространства ξk = rk/||rk||.
5) Зададим величину βk, обратную коэффициенту растяжения αk

пространства перед (k + 1)-м шагом.
6) Вычислим Bk+1 = BkRβk

(ξk); заметим, что Bk+1 = A−1
k+1, где

Ak+1 = Rαk
(ξk)Ak – оператор растяжения пространства перед (k +1)-м

шагом.
7) Находим значение градиента в преобразованном пространстве

g̃k = B∗
k+1gf(xk) (почти-градиент) функции ϕk+1(y) = f(Bk+1y), взя-

тый в точке yk+1 = Ak+1xk.

8) Осуществляем переход в новую точку

xk+1 = xk − hkBk+1g̃k/||g̃k||, (2.22)

который представляет собой ”рабочий” шаг алгоритма, соответствую-
щий шагу обобщенного градиентного спуска в растянутом под воздей-
ствием оператора Ak+1 пространстве. Применив к обеим частям фор-
мулы (2.22) оператор Ak+1, получим

yk+1 = Ak+1xk+1 = yk − hkg̃k/||g̃k||,
где yk = Ak+1xk.

9) Переход к следующему шагу или окончание работы алгоритма.
Выбор шагового множителя hk – существенная часть алгорит-

ма, от которого во многом зависит его практическая эффективность.
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В r-алгоритме выбор hk осуществляется из условия приближенного по-
иска минимума по направлению, при этом при минимизации выпуклых
функций должно соблюдаться условие hk ≥ h∗k (h∗k – значение шагового
множителя, соответствующего минимуму по направлению), в общем же
случае нужно следить за тем, чтобы направление обобщенного гради-
ента в точке xk+1 образовало нетупой угол с направлением спуска из
точки xk.

При минимизации негладких выпуклых функций, определенных на
En, наиболее удачными оказались следующие варианты алгоритма.

1. Адаптивный способ регулировки шагового множителя, когда
коэффициенты растяжения пространства αk выбираются в пределах
2–4 для шагового множителя hk. Задается некоторое натуральное чис-
ло m, константы q > 1 и t00 > 0. После k шагов получаем константу
t0k. Двигаемся из точки xk в направлении спуска с шагом, равным t0k,
до тех пор, пока не будет выполнено условие завершения спуска по
направлению, либо число шагов не станет равным m. Условие заверше-
ния спуска может состоять в том, что значение функции в очередной
точке не меньше, чем значение функции в предыдущей точке; другой
вариант такого условия – производная по направлению спуска в данной
точке неотрицательна. Если прошло m шагов, а условие завершения
спуска не выполнено, то вместо t0k запоминаем t1k = qt0k, где q > 1, и
продолжаем спуск в том же направлении с большим шагом. Если по-
сле очередных m шагов условие спуска не выполнено, то вместо t1k бе-
рем t2k = qt1k и т.д. Так как мы предполагаем, что lim

||x||→∞
f(x) = +∞,

то после конечного числа шагов в определенном направлении обяза-
тельно выполнится условие завершения спуска. Константа шага tpk

k =
= qpk

t0k (p ∈ {0, 1, 2, . . . }), которая использовалась на последнем шаге,
принимается в качестве начальной при спуске в новом направлении из
точки xk+1, полученной при завершении спуска, т.е. t0k+1 = tpk

k .
Может возникнуть вопрос: шаговый множитель не убывает – как же

тогда получается сходящийся процесс? Сходимость r-алгоритма связа-
на с тем, что, как правило, последовательность матриц Bk стремится к
нулевой матрице при k →∞. Лишь в исключительных случаях процесс
не сходится:

- это когда траектория спуска, начиная с определенного момента,
лежит в некотором линейном многообразии размерности, меньшей n;

- либо когда последовательность векторов {xk+1 − xk} образует с
некоторым подпространством углы, стремящиеся к 0.

В таких случаях матрица Bk может не стремиться к нулевой матри-
це, но при этом Bkg̃k/||g̃k|| стремится к 0.
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2. Идеализированный вариант r-алгоритма, когда величина шага
hk выбирается из условия минимума по направлению. Если полученное
направление Bkg̃k не является направлением спуска, то hk = 0, xk+1 =
= xk и в качестве gf(xk+1) выбирается обобщенный градиент, образую-
щий с Bkg̃k неострый угол.

Справедлива следующая теорема.

Теорема 2.17. Пусть f(x) – почти дифференцируемая кусочно-
гладкая функция такая, что lim

||x||→∞
f(x) = +∞, x0 – заданное началь-

ное приближение, αk = α>1 (k = 0, 1, 2, . . . ) и в r-алгоритме шаговый
множитель выбирается из условия минимума по направлению. Тогда,
если последовательность {xk}∞k=0, полученная в процессе реализации
r-алгоритма, удовлетворяет условию lim

k→∞
||xk−1 − xk|| = 0, в мно-

жестве U = {x: f(x) = f∞} найдется точка x∗ такая, что мно-
жество векторов G̃f(x∗) будет линейно зависимым (здесь f∞ =
= lim

k→∞
f(xk); G̃f(x∗) – множество почти-градиентов в точке x∗).

3. Предельный вариант r-алгоритма, когда βk = 0, αk = +∞, а
hk (k = 1, 2, . . . ) находится из условия минимума по направлению.

Пусть f(x) = (Ax, x)/2 – положительно определенная квадратичная
функция и задано начальное приближение x0, для которого g(x0) =
= Ax0. Далее x1 = x0 − h0g(x0), где h0 = arg min

h
f(x0 − h · g(x0)), т.е.

h0 =
(Ax0, x0)
(A2x0, x0)

. Тогда имеем

x1 = x0 − (Ax0, x0)
(A2x0, x0)

Ax0.

Для новой точки x1 находим

g(x1) = Ax0 − (A2x0, x0)
(A2x0, Ax0)

A2x0.

Рассмотрим разность

∆1 = g(x1)− g(x0) = − (A2x0, x0)
(A2x0, Ax0)

A2x0,

для которой имеем

(x1, g(x1)− g(x0)) = (Ax1, x1 − x0) = (g(x1), x1 − x0) = 0.

Таким образом, разность градиентов, взятых в точках x1 и x0, ока-
зывается ортогональной вектору x1. Так как −x1 – направление на точ-
ку минимума, то разность двух последовательных градиентов оказы-
вается ортогональной направлению на точку минимума. Растяжению
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пространства в направлении ∆1 = g(x1) − g(x0) с α = +∞ будет соот-
ветствовать операция проектирования градиента g(x1) на подпростран-
ство, ортогональное ∆1. Дальнейший спуск из точки x1 в соответствии
с r-алгоритмом будет проходить в линейном многообразии, проходящем
через x1 ортогонально ∆1. Это многообразие содержит начало коорди-
нат – точку минимума f(x). По индукции легко показать, что спуск из
точки xk (k = 2, 3, . . . ) будет проходить в многообразии, ортогональном
векторам ∆1, ∆2, . . . , ∆k, проходящим через начало координат. Таким
образом, для квадратичной положительно определенной функции пре-
дельный вариант r-алгоритма сходится к точке минимума не более чем
за n шагов. Его можно рассматривать как проективный вариант метода
сопряженных градиентов.

Предельный вариант r-алгоритма с восстановлением матрицы Bk

(заменой ее единичной матрицей) после каждых n шагов применяется
к задаче минимизации выпуклой дважды непрерывно дифференцируе-
мой функции. Доказан следующий результат [715].

Теорема 2.18. Пусть выпуклая функция f(x), определенная в En,
дважды непрерывно дифференцируема в некоторой окрестности S
точки минимума x∗, причем в этой окрестности матрица вторых
производных (гессиан) H(x) удовлетворяет условию Липшица

||H(x)−H(x′)|| ≤ L||x− x′||, x, x′ ∈ S,

а в точке x∗ – положительно определена. Тогда найдется такая
окрестность S′ ⊂ S точки x∗, что если x0 ∈ S′, то существует число
c > 0, для которого

||xn − x∗|| ≤ c||x0 − x∗||2;
здесь xn – точка, полученная после n шагов предельного варианта
r-алгоритма (βk = 0, hk находятся из условия минимума
по направлению (k = 0, n− 1)).

Таким образом, предельный вариант r-алгоритма, реализующий, по
сути, метод проективных сопряженных градиентов, обладает по отно-
шению к большим циклам, состоящим из n шагов r-алгоритма, квадра-
тичной скоростью сходимости при обычных условиях гладкости и регу-
лярности.

Рассмотрим некоторые особенности применения r-алгоритма при ре-
шении задач безусловной оптимизации в схемах декомпозиции и мето-
де негладких штрафных функций. Как показывают практические рас-
четы r-алгоритм успешно используется для решения не только задач
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безусловной минимизации, но и задач выпуклого программирования.
Пусть f0(x), f1(x), . . . , fm(x) – выпуклые функции, определенные на En.
Поставим задачу нахождения

min{f0(x): fi(x) ≤ 0 (i = 1,m)}.
Для ее решения с использованием r-алгоритма наиболее часто применя-
ется метод негладких штрафных функций. В качестве штрафной ком-
поненты можно применить функции максимума невязок, сумму моду-
лей невязок, корень квадратный из суммы квадратов невязок и дру-
гие точные негладкие штрафные функции, сохраняющие выпуклость.
В том случае, когда субградиенты ограничений сложно вычисляются и
этих ограничений много, более предпочтительна штрафная компонента
в форме функции максимума, так как при вычислении субградиента
такой штрафной функции требуется вычислять субградиент не более
одной из функций, выражающих ограничения. Определенные трудно-
сти при использовании штрафных негладких функций может вызвать
подбор штрафных коэффициентов, связанный с оценкой множителей
Лагранжа. Этот вопрос обычно решается с учетом специфики решае-
мой задачи оптимизации.

Довольно часто при использовании схем декомпозиции по ограни-
чениям, при вычислении двойственных оценок возникают задачи ми-
нимизации выпуклой негладкой функции f(x) при простейших ограни-
чениях x ≥ 0. Одним из приемов решения такого рода задач является
”четное” продолжение целевой функции на все пространство путем за-
мены переменных xi = |yi|. Получаем многоэкстремальную функцию
F (y) = f(|y1|, . . . , |yn|), однако все ее локальные минимумы глобаль-
ны. Как показала практика многочисленных расчетов с использованием
r-алгоритма для функций типа F (y), такой подход дает надежные ре-
зультаты и в определенном смысле лучше метода штрафных функций,
поскольку не требует подбора штрафных параметров.

При решении задач большой размерности вида min f(x) при условии
x ≥ 0, когда специфика задачи позволяет надеяться, что большая часть
компонент оптимального решения равна нулю, желательно проводить
процесс, подобный r-алгоритму, в подпространстве, соответствующем
ненулевым компонентам оптимального решения, размерность которо-
го n′ может быть гораздо меньше n. Если бы удалось выделить это
подпространство, то для достижения определенной точности решения
пришлось бы затратить в n/n′ меньше итераций. В нетривиальных слу-
чаях, конечно, невозможно заранее выделить нулевые компоненты оп-
тимального решения. Поэтому предложена модификация r-алгоритма,
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в которой по определенным правилам в процессе счета происходит вре-
менная фиксация нулевых значений тех или иных координат (или их
”освобождение” от этой фиксации), поэтому в определенный момент ми-
нимизация происходит по некоторому подмножеству координат.

2.5. Метод эллипсоидов
Большое теоретическое и практическое значения имеет, так назы-

ваемый, метод эллипсоидов [713, 742], который можно рассматривать:
- с одной стороны, как частный случай метода ОГСРП с постоянны-

ми коэффициентами растяжения пространства и шаговым множителем,
меняющимся по формуле геометрической прогрессии;

- с другой стороны, этот метод представляет собой метод последо-
вательных отсечений, в котором область локализации решения аппрок-
симируется на каждом шаге эллипсоидом (см. теорему 2.12).

Предложенный первоначально для решения задач выпуклого про-
граммирования метод эллипсоидов легко обобщается на более широкий
класс задач нахождения аналогов неподвижных точек векторных полей
специального вида.

Пусть на En задано векторное поле g(x), не обязательно непрерыв-
ное, g(x) ∈ En (x ∈ En). Рассмотрим задачу: найти такую точку x∗,
что (g(x), x− x∗) ≥ 0 при всех x ∈ En. Допустим, что эта задача имеет
решение, причем известно, что x∗ ∈ S(x0, R), где S(x0, R) – замкнутый
шар с центром в точке x0 и радиусом R.

Рассмотрим следующий итеративный алгоритм решения указанной
задачи при n > 1. При описании этого алгоритма будем предполагать,
что g(x) 6= 0 при x 6= x∗.

Перед началом вычислений имеем: x0 ∈ En, B0 = In – единичная
матрица, h0 = R/(n+1). Пусть на k-м шаге мы получили: xk ∈ En, Bk –
матрицу n × n, B

∗
k – сопряженная матрица, hk > 0. На (k + 1)-м шаге

вычисляем:
1) значение вектора g(xk); если g(xk) = 0, то xk – искомая точка;

2) вектор направления преобразования пространства

ξk =
B∗

k g(xk)
||B∗

k g(xk)|| ; (2.23)

3) значение новой точки

xk+1 = xk − hkBkξk; (2.24)
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4) матрицу преобразования пространства

Bk+1 = BkRβ(ξk), β =
√

(n− 1)/(n + 1), (2.25)

где Rβ(ξk) – оператор растяжения пространства в направлении ξk с
коэффициентом β;

5) значение шагового множителя

hk+1 = hkr, r = n/
√

n2 − 1. (2.26)

Теорема 2.19. Последовательность {xk}∞k=0, генерируемая алго-
ритмом (2.23)–(2.26), удовлетворяет неравенству

||Ak(xk − x∗)|| ≤ hk(n + 1), k = 0, 1, 2, . . . ,

где Ak = B−1
k .

Множество точек x, удовлетворяющих неравенству

||Ak(xk − x)|| ≤ (n + 1)hk = R ·
(
n/

√
n2 − 1

)k

,

представляет собой эллипсоид Φk, объем которого v(Φk) =

=
v0R

n(n/
√

n2 − 1)nk

detAk
, где v0 – объем единичного n-мерного шара.

Получаем оценку

v(Φk+1)
v(Φk)

=
(n/

√
n2 − 1)n detAk

detAk+1
=

(n/
√

n2 − 1)n detAk

detRα(ξk)detAk
=

=
1
α

(
n√

n2 − 1

)n

=

√
n− 1
n + 1

(
n√

n2 − 1

)n

= qn < 1. (2.27)

Таким образом, объем эллипсоида, в котором локализуется искомая
точка, в соответствии с неравенством (2.27) убывает со скоростью гео-
метрической прогрессии со знаменателем qn.

Рассмотрим возможность применения описанной процедуры для ре-
шения ряда задач математического программирования.

1. Задача минимизации выпуклой функции на шаре. Пусть
на En определена выпуклая функция f(x). Требуется найти минималь-
ное значение этой функции на шаре S(x0, R) = {x: ||x− x0|| ≤ R}.

Пусть x∗ ∈ S(x0, R) – искомый минимум функции f(x) на шаре
S(x0, R). Тогда для всех x ∈ S(x0, R)
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(gf(x), x− x∗) ≥ f(x)− f(x∗) ≥ 0.
Для x 6∈ S(x0, R)

(x− x0, x− x∗) = ||x− x0||2 − (x− x0, x∗ − x0) ≥

≥ ||x− x0||(||x− x0|| − ||x∗ − x0||) ≥ 0.

Таким образом, можно построить векторное поле g(x), удовлетворя-
ющее свойству (g(x), x− x0) ≥ 0 (x ∈ En) следующим образом:

g(x) =
{

gf(x), x ∈ S(x0, R),
(x− x0)/||x− x0||, x 6∈ S(x0, R).

Применим для решения нашей задачи алгоритм (2.23)–(2.26), опре-
делив g(x) указанным образом. Тогда в соответствии с формулой (2.27)
получим, что объем области, в которой локализован минимум, убывает
со скоростью геометрической прогрессии со знаменателем

qn =

√
n− 1
n + 1

(
n√

n2 − 1

)n

.

Рассмотрим случай, когда минимум функции f(x) достигается в точ-
ке x∗, являющейся внутренней точкой шара S(x0, R). Так как алгоритм
(2.23)–(2.26) применительно к задаче минимизации функции f(x) фак-
тически реализует метод ОГСРП с небольшими изменениями, то для
оценки скорости сходимости по функционалу можно применить теоре-
му 2.11. Получаем следующую оценку:

ρk = min
1≤i≤k

||B∗
i g(xi)|| ≤ dk

√
k(α2 − 1)√

α2k/n − 1
, (2.28)

где

dk = max
1≤i≤k

||g(xi)||.

Пусть минимум в (2.28) достигается при i = i(k). Тогда

µk = (xi(k) − x∗, g(xi(k))) = (Ai(k)(xi(k) − x∗), B∗
i(k)g(xi(k))) ≤

≤ ||Ai(k)(xi(k) − x∗)||dk

√
k(α2 − 1)√

α2k/n − 1
≤ hi(k)(n + 1)

dk

√
k(α2 − 1)√

α2k/n − 1
≤

≤ hk(n + 1)dk

√
k(α2 − 1)√
α2k/n − 1

=
Rdk

√
k(α2 − 1)√

1− β2k/n
qk/n
n .
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Заметим, что если xi(k) 6∈ S(x0, R), то g(xi(k)) =
x− x0

||x− x0|| и, так как

x∗ лежит внутри S(x0, R),
(

xi(k) − x∗,
xi(k) − x0

||xi(k) − x0||
)
≥ δ > 0.

Таким образом, из того, что µk → 0, следует, что, начиная с до-
статочно больших k, xi(k) ∈ S(x0, R). Но если xi(k) ∈ S(x0, R), то
g(xi(k)) = gf(xi(k)) и справедливо неравенство

f(xi(k))− f(x∗) ≤ (gf (xi(k)), xi(k) − x∗) ≤ Rdk

√
k(α2 − 1)√

1− β2k/n
qk/n
n .

Таким образом, если минимум функции f(x) достигается в точке x∗,
являющейся внутренней точкой шара S(x0, R), то при использовании
алгоритма вида (2.23)–(2.26) отклонение ”рекорда” по функционалу от
f(x∗) удовлетворяет неравенству

rk = min
1≤i≤k

[
f(xi)− f(x∗)

]
≤ Rdk

√
k(α2 − 1)√

1− β2k/n
qk/n
n .

Если при всех k = 0, 1, 2, . . . xk ∈ S(x0, R), то можно получить более
точную оценку

f(xki)− f(x∗)) ≤ cqki/n
n

для некоторой подпоследовательности {ki}∞i=1, используя теорему 2.19.
При больших n величина qn хорошо приближается следующей асимпто-
тической формулой qn ≈ 1−1/(2n). Отсюда следует, что, хотя rk сходит-
ся примерно со скоростью геометрической прогрессии (если пренебречь
медленно растущим множителем

√
k), при больших n знаменатель этой

прогрессии близок к единице, т.е. практически скорость сходимости мо-
жет оказаться медленной.

Положительным свойством алгоритма (2.23)–(2.26) является то, что
гарантированная скорость сходимости зависит лишь от размерности
пространства и не требует знания специфических особенностей функ-
ции f(x).

2. Общая задача выпуклого программирования. Пусть требу-
ется найти

min f0(x) (2.29)

при ограничениях

fi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , m; x ∈ En, (2.30)
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где fν(x) – выпуклые функции, определенные на En, gν(x) – соответ-
ствующие субградиенты (ν = 0, 1, . . . , m), причем имеется априорная
информация, что оптимальная точка x∗ существует и находится в ша-
ре S(x0, R) (формально к системе ограничений (2.30) можно добавить
ограничение ||x− x0|| ≤ R).

Рассмотрим поле g(x), построенное следующим образом:

g(x) =





g0(x), если max
1≤i≤m

fi(x) ≤ 0,

gi∗(x), если max
1≤i≤m

fi(x) = fi∗(x) > 0.
(2.31)

Покажем, что (g(x), x− x∗) ≥ 0 при всех x ∈ En. Если max
1≤i≤m

fi(x) ≤ 0,

то g(x) = g0(x) и

(g(x), x− x∗) = (g0(x), x− x∗) ≥ f0(x)− f0(x∗) ≥ 0.

Если max
1≤i≤m

fi(x) > 0, то g(x) = gi∗(x), причем fi∗(x) > 0, и fi∗(x∗) ≤ 0.

Тогда

(g(x), x− x∗) = (gi∗(x), x− x∗) ≥ fi∗(x)− fi∗(x∗) ≥ 0.

Таким образом, (g(x), x− x∗) ≥ 0 при всех x ∈ En. Используя это нера-
венство, применим для локализации точки x∗ алгоритм метода эллип-
соидов (2.23)–(2.26), вычисляя g(x) по формуле (2.31).

Из теоремы 2.19 вытекает, что после k шагов алгоритма (2.23)–(2.26)
оптимальное решение x∗ будет локализовано в эллипсоиде Φk с центром
в точке xk объемом v(Φk) = v0q

k
n, где v0 – объем шара S(x0, R).

Отметим, что этот результат не изменится, если в формуле (2.31)
вместо gi∗(x) брать gi(x), где i – произвольный индекс, для которого
fi(x) > 0.

3. Задача о седловой точке. Пусть задана выпукло-вогнутая
функция f(z) = f(x, y) двух векторных переменных x ∈ En,
y ∈ Em, z = {x, y} ∈ En × Em ≡ En+m, z∗ – седловая точка этой
функции, z0 – заданное начальное приближение и априори известно,
что ||z0 − z∗|| ≤ R.

Рассмотрим псевдоградиентное множество

G(z) = Gx
f (x, y)× (−Gy

f (x, y)),

где Gx
f (x, y) – множество частных субградиентов функции f(x, y), рас-

сматриваемой как функция от x при фиксированном y;
−Gy

f (x, y) — множество субградиентов от функций −f(x, y) по y при
фиксированном x.
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Сформируем векторное поле g(z) следующим образом:

g(z) = {gx
f (z), −gy

f (z)}; , gx
f (z) ∈ Gx

f (z); gy
f (z) ∈ Gy

f (z).

Покажем что (g(z), z − z∗) ≥ 0.
Из определения седловой точки следует, что f(x, y∗) ≥ f(x∗, y∗) ≥

≥ f(x∗, y). Далее

0 ≤ f(x, y∗)− f(x∗, y) = f(x, y∗)− f(x, y) + f(x, y)− f(x∗, y) ≤
≤ (gx

f (z), x− x∗)− (gy
f (z), y − y∗) = (g(z), z − z∗).

Таким образом, для локализации седловой точки z∗ можем применить
алгоритм (2.23)–(2.26) используя в нем псевдоградиент {gx

f (z), −gy
f (z)}

вместо g(z).
4. Полиномиальные алгоритмы решения задач линейно-

го программирования. Метод эллипсоидов сыграл конструктивную
роль при построении первого полиномиального алгоритма для решения
задач линейного программирования с целыми (рациональными) коэф-
фициентами [705, 706]. Данный алгоритм имеет больше теоретическую
значимость, чем практическое применение.

Пусть задана задача линейного программирования:
n∑

j=1

cjxj → min, (2.32)

n∑

j=1

aijxj ≤ bi (i = 1, m), (2.33)

xj ≥ 0 (j = 1, n), (2.34)

в которой все коэффициенты cj , bi, aij являются целыми (рациональны-
ми) числами. Как известно, задачу линейного программирования мож-
но свести к решению системы линейных неравенств, например, путем
совместного рассмотрения прямой и двойственной задач.

Для задачи (2.32)–(2.34) построим ее двойственную:
m∑

i=1

biui → max, (2.35)

m∑

i=1

aijui ≥ cj (j = 1, n), (2.36)

ui ≥ 0 (i = 1,m). (2.37)
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По теореме двойственности, чтобы пара векторов (x∗, u∗) была решени-
ем прямой и двойственной задач (2.32)–(2.34) и (2.35)–(2.37), необходи-
мо и достаточно выполнения следующих условий:

n∑

j=1

cjx
∗
j =

m∑

i=1

biu
∗
i ,

n∑

j=1

aijx
∗
j ≤ bi (i = 1,m),

m∑

i=1

aiju
∗
i ≥ cj (j = 1, n),

x∗j ≥ 0 (j = 1, n),

u∗i ≥ 0 (i = 1,m).

(2.38)

Таким образом, решение задач (2.32)–(2.34) и (2.35)–(2.37) сведе-
но к решению системы неравенств (2.38), т.е. любая задача линейного
программирования может быть сведена к решению системы линейных
неравенств.

Рассмотрим систему линейных неравенств с целыми коэффициента-
ми вида

Ax ≤ b, или
n∑

j=1

aijxj − bi ≤ 0 (i = 1,m), (2.39)

где A = {aij} – матрица m × n с целыми элементами aij ; b –
m-мерный вектор. Легко показать, что если система (2.39) имеет ре-
шение, то она имеет и ”опорное” решение, т.е. имеется решение невы-
рожденной системы линейных уравнений, матрица которой получает-
ся путем отбрасывания определенных строк и столбцов матрицы A, а
правая часть в оставшихся строках сохраняется без изменения (т.е. от-
брасываются несущественные ограничения и некоторые компоненты –
свободные переменные – вектора x приравниваются к нулю).

Для задачи (2.39) определяется величина

L =
[ m∑

i=1

n∑

j=1

log2(|aij |+ 1) +
m∑

i=1

log2(|bi|+ 1) + log2 m · n
]

+ 1,

которая характеризует длину входного кода при некоторой системе ко-
дирования исходных параметров задачи на идеализированной ЭВМ, на-
пример машине Тьюринга. Тогда алгоритм решения задачи линейного
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программирования будет считаться полиномиальным, если время ре-
шения на таком компьютере будет ограничено выражением от величин
L,m и n, т.е. потребуется арифметических операций порядка O(m,n, L).

Ненулевые компоненты опорного решения могут быть записаны по
теореме Крамера в виде отношения

xj = det ∆j/det∆, j ∈ {1, . . . , n},
где ∆j – j-й минор расширенной матрицы [A, b], ∆ – минор матрица A.
Оценим |∆j | и, учитывая, что |∆| ≥ 1, получим следующую оценку свер-
ху для радиуса сферы с центром в начале координат, внутри которого
находится решение системы (если оно существует) R ≤ 2L.

Рассмотрим функцию

ϕ(x) = max
i

( n∑

j=1

aijxj − bi

)
,

и пусть ϕ∗ = min
x∈Rn

ϕ(x). Если ϕ∗ ≤ 0, то система (2.39) имеет решение,

если же ϕ∗ > 0, то она не имеет решения. Оказывается, что если задача
(2.39) не имеет решения, то существует ”зазор” – число α = α(L) > 0
такое, что выполняется неравенство ϕ∗ > α. Этот ”зазор” позволяет
применить для решения системы приближенный алгоритм: достаточно
найти минимум ϕ(x) с точностью до α/2 по функционалу. Если при
этом найденное значение функционала окажется больше α/2, то систе-
ма (2.39) противоречива. Так как необходимая точность решения зада-
чи оценивается числом 2−L, экспоненциально зависящим от длины кода
задачи, то для получения полиномиального числа итераций необходим
алгоритм, сходящийся со скоростью геометрической прогрессии, знаме-
натель которой не зависит от исходной информации. Таким условиям и
удовлетворяет метод эллипсоидов.

Зная длину кода системы линейных неравенств (2.39), используя
оценки R ≤ 2L и α ≥ 2 · 2−L и применяя теорему 2.19, легко полу-
чим число итераций N , которое гарантирует решение системы (2.39) с
точностью до α/2: N ≤ 6n2L. При этом общее число арифметических
операций не превышает операций порядка O(mn3L). Эти оценки полу-
чены для точной арифметики, т.е. когда вычисления производятся с
неограниченным числом разрядов.

Для ”реальной” арифметики, когда вычисления проводятся с огра-
ниченным числом разрядов (порядка длины кода L задачи), получен-
ные оценки лишь слегка изменяются, но порядок их остается прежним:
O(mn3L) при n ≤ m.

Допустим, что, используя метод эллипсоидов, мы показали, что си-
стема вида (2.39) совместна. Теперь уже несложно построить полиноми-
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альный алгоритм нахождения вектора решения. Для этого мы последо-
вательно, начиная с x1, проверяем, каким группам переменных можно
придать значение 0, чтобы система при этом оставалась совместной.
При присвоении переменной xk нулевого значения длина кода реду-
цированной задачи не превышает длины кода первоначальной задачи.
Проверка совместности осуществляется с помощью описанного выше
алгоритма эллипсоидов. Такую проверку нужно осуществлять не более
n раз. В редуцированной задаче отбросим несущественные ограничения.
Это можно сделать, последовательно заменяя неравенства и проверяя
полученную систему на несовместность. В результате получим систему
уравнений с целыми коэффициентами, решение которой при добавле-
нии нулей на места переменных, отброшенных в процессе редуцирова-
ния, дает точку, являющуюся решением системы неравенств (2.39).

5. Ускорение сходимости метода эллипсоидов. Хотя метод эл-
липсоидов сходится по функционалу в определенном смысле со ско-
ростью геометрической прогрессии, требуется примерно 4,6 n2 итера-
ций, чтобы гарантировать уменьшение в 10 раз отклонения рекорда по
функционалу от оптимального значения. Это практически медленная
сходимость. Поэтому были предприняты определенные усилия, чтобы,
оставаясь в рамках общей схемы метода эллипсоидов, ускорить сходи-
мость.

При конструировании алгоритмов этого типа использованы следую-
щие приемы.

1. Проведение более ”глубоких ” отсечений. Рассмотрим возмож-
ность проведения более ”глубоких” отсечений при решении общей зада-
чи выпуклого программирования. Допустим, что для решении задачи
(2.29), (2.30) применяется алгоритм (2.23)–(2.26).

Тогда если в точке x0 для некоторого i = i значение функции
fi(x0) > 0, то в качестве отсекающей гиперплоскости можно исполь-
зовать следующую:

P (x0) =
{

x: (gf
i
(x0), x− x0) + fi(x0) = 0

}
. (2.40)

Если для всех i = 1,m fi(x0) ≤ 0 и f0(x0) > f0, где f0 – достигну-
тый рекорд по функционалу, то в качестве отсекающей гиперплоскости
можно взять

P (x0) =
{

x: (gf0(x0), x− x0) + f0(x0)− f0 = 0
}

. (2.41)

В этом случае используем полупространство
H(x0) =

{
x: (gf0(x0), x− x0) + f0(x0)− f0 ≤ 0

}

как область локализации оптимального множества задачи (2.29), (2.30).
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Указанные в (2.40), (2.41) гиперплоскости отличаются от использу-
емых в алгоритме (2.23)–(2.26) параллельным сдвигом в сторону более
сильного отсечения области локализации. Величину f0 в формуле (2.41)
назовем константой сдвига; в (2.40) f0 = 0.

2. Построение эллипсоида минимального объема. Описание нового
эллипсоида вокруг полученной области локализации можно произво-
дить после двух или большего числа отсечений предыдущего эллип-
соида. При этом следует ожидать более быстрого (в среднем на одно
отсечение) уменьшения объема области локализации.

На основе указанных возможностей разработано несколько вариан-
тов алгоритмов с кратными (в основном двойными) и ”глубокими” отсе-
чениями. Основную техническую сложность представляет нахождение
эллипсоида минимального объема, описанного вокруг тел, получаемых
из сферы после двух или большего числа отсечений. Заметим, что после
r-кратного отсечения сферы (r < n) оптимальный эллипсоид сохраняет
из-за свойств симметрии n − r одинаковых главных осей, так что для
превращения его в сферу потребуется не более чем r преобразований
типа растяжения пространства.

3. Проведение двойных отсечений. Также предложены конкретные
алгоритмы метода эллипсоидов, основанные на двойных отсечениях.
Рассмотрим вопрос о скорости сходимости различных модификаций ме-
тода эллипсоидов при решении задачи минимизации выпуклой функции
f(x), x ∈ En. Пусть X∗ – область минимумов f(x) и в En задана сфера
S0 = {x: ||x − x0|| ≤ r0}, содержащая точки из X∗. Опуская несуще-
ственные для данного рассмотрения подробности, общую схему метода
эллипсоидов опишем следующим образом.

Перед началом k-го шага (k = 0, 1, . . . ) имеем точку xk ∈ En, неосо-
бую n × n-матрицу Bk и число rk > 0, задающее в En эллипсоид
Φk = {x: ||B−1

k (x− xk)|| ≤ rk} такой, что x∗ ∈ Φk матрица B0 – единич-
ная и Φ0 = S0), тогда k-й шаг состоит из двух этапов.

Этап 1 (уточнение локализации). В соответствии с некоторой про-
цедурой выбираем совокупность пар {xl

k, fs
kl} (xl

k – вектор из En, fs
kl –

число, так называемое ”значение для сдвигов”, l = 0, 1, 2, . . . , lk.) Каж-
дая пара из этой совокупности определяет отсекающую гиперплоскость

P (xl
k, fs

kl) =
{

x: (g(xl
k), x− xl

k) + f(xl
k)− fs

kl = 0
}

,

задающую в En полупространство вида

H(xl
k, fs

kl) =
{

x: (g(xl
k), x− xl

k) + f(xl
k)− fs

kl ≤ 0
}

такое, что x∗ ∈ H(xl
k, fs

kl). Тело
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Zk = Φk

⋂ ( lk⋂

l=0

H(xl
k, fs

kl)
)

(2.42)

оказывается ”локализующим”, так как, очевидно, x∗ ∈ Zk. Основное
свойство, которым должна обладать указанная процедура, заключа-
ется в следующем: для тела Zk, определенного (в силу (2.42)) вы-
бранными в процедуре парами, существует ”включающий” эллипсоид
Φ(Zk) (Φ(Zk) ⊃ Zk) такой, что

q(Zk) =
v(Φ(Zk))

v(Φk)
≤ Q < 1.

Этап 2 (пересчет параметров). Полагаем Φk+1 = Φ(Zk), т.е. вычис-
ляем вектор xk+1 ∈ En, неособую n× n-матрицу Bk+1 и число rk+1 > 0
такие, что

Φk+1 = {x: ||B−1
k+1(x− xk+1)|| ≤ rk+1} = Φ(Zk).

Рассмотрим последовательность ”рекордов” {fr
k}∞k=0, порождаемую

при работе алгоритма эллипсоидов по правилу

f l
k = min{fr

k−1, min
l
{f(xl

k) (l = 0, lk)}};
k = 1, 2, . . . ;
fr
0 = f(x0).

Теорема 2.20. Пусть x∗ ∈ intS0 и ||g(x)|| ≤ L при x ∈ S0. Пусть
выбор значений для сдвигов подчинен условию

fs
kl = min{fr

k−1, min
j
{f(xj

k) (j = 0, l)}} (l = 0, lk),

k = 0, 1, 2 . . .

Тогда последовательность матриц {Bk}∞k=0, чисел {rk}∞k=0 и {fr
k}∞k=0,

генерируемые алгоритмом эллипсоидов, удовлетворяют неравенствам

fr
k − f(x∗) ≤ 2Lrk+1

√
λ(Bk+1B∗

k+1), k = 0, 1, 2, . . . ,

где λ(Bk+1B
∗
k+1) – минимальное собственное значение матрицы

Hk = Bk+1B
∗
k+1.

Следствие 2.3. В условиях теоремы 2.19 справедливы неравен-
ства

fr
k − f(x∗) ≤ 2Lr0

( k∏

i=0

q(Zi)
) 1

n

≤ 2Lr0Q
k
n , k = 0, 1, 2, . . .





Глава 3

Приложения методов
недифференцируемой
оптимизации

Эта глава посвящена приложениям методов недифференцируемой
оптимизации:

во-первых, для построения точных штрафных функций при све-
дении задач выпуклой условной оптимизации к задачам безусловной
недифференцируемой оптимизации;

во-вторых, для установления существования полиномиальных алго-
ритмов решения задач оптимизации;

в-третьих, для разработки схем декомпозиции по ограничениям и по
переменным решения задач математического программирования;

в-четвертых, для конкретизации алгоритмов на основе
общих схем декомпозиции по ограничениям и переменным при решении
задач блочной структуры (задач блочного линейного и выпуклого про-
граммирования и блочных задач дробно-линейного и дробно-выпуклого
программирования);

в-пятых, для разработки схем декомпозиции по ресурсам и решения
задач двухуровневого планирования и управления производственных и
транспортных процессов.

Применение субградиентных методов позволили построить общие
схемы и процедуры решения задач условной оптимизации, в резуль-
тате которых исходные задачи сводятся к решению задач безусловной
недифференцируемой оптимизации.
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3.1. Общая схема применения методов
недифференцируемой оптимизации

По своей сущности, методы недифференцируемой оптимизации по-
строены для минимизации или максимизации негладких функций, для
которых вместо обычного градиента определяется их субградиент или
субградиентное множество в любой точке рассматриваемого простран-
ства. Построенные субградиентные методы, основные из которых при-
ведены в предыдущей главе, предполагают, что известны формулы и
процедуры вычисления обобщенного градиента в любой точке оптими-
зируемой функции. Так как методы обобщенного градиента устойчи-
вы по сходимости относительно точности вычисления субградиента, то
вместо точного направления спуска в них можно использовать неко-
торые априорные направления (иногда, даже случайные), которые не
на каждом шаге метода приведет к уменьшению значения функциона-
ла. Однако в целом, субградиентные методы позволят получить опти-
мальные решения задач оптимизации негладких функций с достаточ-
ной высокой точности, факт, который делает их привлекательными для
решения большого диапазона сложных задач недифференцируемой оп-
тимизации.

Широкое применение субградиентные методы нашли при построе-
ние общих схем и процедур решения задач условной минимизации, в
которых используемые приемы сводит их к решению задач безусловной
недифференцируемой оптимизации.

Методы недифференцируемой оптимизации применяются с целью
получения более эффективных алгоритмов, схем и процедур решения
известных задач математического программирования, среди которых
можно выделить следующие классы:

- задачи выпуклого и дробно-выпуклого, линейного и дробно-линей-
ного программирования;

- задачи квадратичной и полиномиальной оптимизации;
- задачи большой размерности и блочной структуры;
- задачи оптимизации на графах и транспортных сетях, задачи

транспортного и производственно-транспортного типа;
- задачи булевого и дискретного программирования;
- задачи стохастического программирования и многоэтапной опти-

мизации.
Как правило, многие из конкретных практических задач приведен-

ных выше классов являются задачами дифференцируемой оптимиза-
ции, для решения которых можно применять имеющиеся прямые мето-
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ды и алгоритмы. Однако многие из них имеют большие размерности или
специальную структуру, и поэтому для их эффективного решения при-
меняются различные приемы сведения задач условной оптимизации к
задачам недифференцируемой безусловной оптимизации, для решения
которых используются субградиентные методы.

Основные приемы, которые используются при сведении задач услов-
ной оптимизации к безусловных, являются:

- построение функции Лагранжа;
- использование негладких штрафных функций;
- применение схем декомпозиции по ограничениям, переменным и

ресурсам;
- использование субградиентных методов недифференцируемой оп-

тимизации.
При применении субградиентных методов для решения задач недиф-

ференцируемой оптимизации необходимо выполнить следующие три ос-
новных этапа.

1. Используя полученную субградиентным методом текущую точку
необходимо решить некоторые вспомогательные задачи оптимизации,
связанные с исходной задачи. Для таких задач находится оптималь-
ное или приближенное решение (иногда достаточно найти некоторое
допустимое решение). В некоторых случаях также требуется найти и
двойственное решение.

2. Для построенной функции безусловной (как правило, негладкой)
оптимизации вычислить значения обобщенного градиента в текущей
точке. Формулы вычисления субградиента соответствуют исходной за-
дачи. Как правило, в них используются полученные прямые и двой-
ственные решения подзадач условной оптимизации, связанные с ис-
ходной задачи и полученных функций оптимизации в соответствии с
используемым приемом их построения. Одними из таких приемов яв-
ляются построение функции Лагранжа или использование негладких
штрафных функций.

3. В соответствии с примененным методом недифференцируемой оп-
тимизации, найденным направлением движения (субградиентом) и вы-
бранным шагом сдвига осуществить переход в новую точку.

В качестве одного из примеров возможной схемы применения мето-
дов недифференцируемой оптимизации можно привести задачу двух-
этапной оптимизации

max
u≥0

min
x∈X

F (x, u) = max
u≥0

{Ψ (u(x∗)) = min
x∈X

F (x, u)},

в которой процесс вычисления разбивается на два этапа:
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- первый этап состоит в решение внешней задачи

max
u≥0

Ψ(u(x)),

- второй этап состоит в решение внутренней задачи

Ψ(u) = min
x∈X

F (x, u).

Пусть для решения задачи максимизации функции Ψ(u) применяем
один из субградиентных методов, для которого выполнены k шагов и
найдено решение uk. Тогда на (k + 1)-м шаге субградиентного метода
необходимо выполнить следующие три основных этапа.

1. Найти решение x∗(uk) задачи

F (x∗(uk), uk) = min
x∈X

F (x, uk),

для решения которой применяются алгоритмы и методы в соответствии
со структурой множества X и функционала F (x, uk) при фиксирован-
ных uk.

2. Вычислить значение обобщенного градиента gΨ(u) функции Ψ(u)
в точке u = uk с учетом решения x∗(uk) по формулам, которые соот-
ветствуют функции Ψ(u), исходной функции F (x, u) и ассоциированной
функции Лагранжа к исходной задаче оптимизации.

3. Провести переход в новую точку uk+1 по одной из стандартных
формул

uk+1 = max{0, uk + hk+1 gΨ(u)},
где hk+1 – величина шага, которая выбирается в соответствии с субгра-
диентным методом.

Приведенная выше трехэтапная схема применения субградиентных
методов универсальна с точки зрения решения различных задач услов-
ной оптимизации путем построения итерационного двухэтапного про-
цесса вычислений, когда на первом этапе применяется один из методов
недифференцируемой оптимизации, а на втором этапе используются
имеющиеся эффективные алгоритмы решения внутренней задачи оп-
тимизации, которая имеет структуру в соответствии с используемым
приемом ее свертывания в функционал внешней задачи и структуру
всех или части ограничений исходной задачи.

С точки зрения проведения конкретных расчетов на ЭВМ, данная
схема проявила свою эффективность тем, что имея стандартную про-
грамму реализации одного из субградиентных методов (в частности, это
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относится к известной программе RALG разработанной Н.Г. Журбен-
ко из пакета программ ПЛАНЕР [662] реализации r-алгоритма), для
решения конкретной задачи необходимо разработать свои подпрограм-
мы вычисления значений субградиента в текущей точке и комплекса
программ решения внутренних задач.

В дальнейшем такая схема берется за основу при применение ме-
тодов недифференцируемой оптимизации для решения различных за-
дач математического программирования, и в частности, в данной кни-
ге автор применяет ее для решения задач дробно-линейного и дробно-
выпуклого программирования, а также для решения различных задач
транспортного типа с дробными функционалами. В каждом конкрет-
ном случае выявляются те вспомогательные оптимизационные подза-
дачи для которых имеются эффективные методы их решения, а также
определяются формулы вычисления обобщенных градиентов в текущих
точках выбранного метода недифференцируемой оптимизации.

Также при разработке эффективных методов решения задач дроб-
ной оптимизации автором данной монографии учитываются получен-
ные результаты и опыт применения субградиентных методов при реше-
нии задач линейного и выпуклого программирования, квадратичной,
полиномиальной и стохастической оптимизации [470, 471, 615, 712, 722,
727, 735, 737, 738]. Приведенные ниже приемы и схемы применения ме-
тодов недифференцируемой оптимизации, в следующих главах данной
книге, используются при разработке различных оригинальных методов
и алгоритмов решения задач дробного программирования.

3.2. Общая схема декомпозиции
по ограничениям и негладкие
штрафные функции

1. Схема декомпозиции по ограничениям. Функция Лагран-
жа эффективно может быть использована для получения двойственных
оценок задач оптимизации и реализации схем декомпозиции в задачах
математического программирования и, в частности, для задач выпук-
лого и линейного программирования. Рассмотрим этот вопрос в общем
случае задачи математического программирования: определить

f∗0 = inf f0(x) (3.1)
при ограничениях

fi(x) ≤ 0 (i = 1,m), (3.2)
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x ∈ X ⊂ En. (3.3)

Если ограничения (3.2) и (3.3) несовместны, то полагаем f∗0 = ∞.
Рассмотрим функцию Лагранжа

L(x, u) = f0(x) +
m∑

i=1

uifi(x),

где u = {ui}m
i=1 – множители Лагранжа для ограничений (3.2). При

u ≥ 0 имеем неравенство

L(x, u) ≤ f0(x)

для любого допустимого решения x задачи (3.1)–(3.3).
Поэтому

Ψ(u) = inf
x∈X

L(x, u) ≤ f∗0

при u ≥ 0, т.е. Ψ(u) дает оценку снизу для оптимального значения це-
левой функции задачи (3.1)–(3.3). Чтобы получить наилучшую оценку
из этого класса оценок, которые мы будем называть двойственными,
необходимо вычислить величину

Ψ∗ = sup
u≥0

Ψ(u).

Задачу нахождения
inf

x∈X
L(x, u)

будем называть внутренней, а задачу

sup
u≥0

Ψ(u)

внешней.
В общем случае указанная выше схема лежит в основе реализации

принципов, использующих декомпозицию по ограничениям.
Известно, что при достаточно общих условиях внешняя задача сво-

дится к задаче вогнутого программирования.

Теорема 3.1. Если функции f0(x), fi(x), i = 1,m непрерывны на
компактном множестве X ⊂ En, то Ψ(u) вогнута и определена при
всех u. Пусть x∗(u) означает точку минимума L(x, u) по x ∈ X. Тогда
вектор {fi(x∗(u)) (i = 1, m)} является обобщенным градиентом (су-
перградиентом) функции Ψ(u) в точке u.
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Если x∗(u) определяется единственным образом, то в соответствую-
щей точке функция Ψ(u) непрерывно дифференцируема. В противном
случае множество суперградиентов может содержать более одной точ-
ки, а в точке u происходит разрыв градиента.

Теорема 3.1 показывает, что если внутренняя задача решается до-
статочно просто, то для решения внешней задачи можно применять
методы максимизации негладких вогнутых функций.

Таким образом, для общей задаче математического программирова-
ния (3.1)–(3.3), при решении внутренней задачи inf

x∈X
L(x, u) учитывают-

ся лишь ограничения x ∈ X, остальные ограничения с определенными
множителями Лагранжа входят в целевую функцию L(x, u). В процессе
решения внешней задачи sup

u≥0
Ψ(u) мы находим приближенные значения

оптимальных множителей Лагранжа u∗. Если x∗(u∗) единственна, то
оно является решением задачи (3.1)–(3.3). В противном случае решение
задачи (3.1)–(3.3) следует искать среди множества X∗(u∗) оптимальных
решений внутренней задачи при u = u∗, а именно: в множестве X∗(u∗)
выбрать точки, которые удовлетворяют ограничениям (3.2).

Таким образом, если для решения внешней задачи sup
u≥0

Ψ(u) исполь-

зовать один из субградиентных методов, то на его (k + 1)-м шаге необ-
ходимо выполнить следующие три этапа.

1. При фиксированных u = uk решить задачу оптимизации по пере-
менных x функции Лагранжа, т.е. решить задачу: найти решение x∗(uk)
для которого

L(x∗(uk), uk) = inf
x∈X

L(x, uk).

2. С учетом полученного решения x∗(uk) найти множество значений
обобщенного градиента функции Ψ(u) в точке uk по общей формуле

GΨ(uk) =
{
gi(uk) = fi

(
x∗(uk)

)
(i = 1,m)

}
.

3. Вычислить значения координат новой точки uk+1 по формуле,
соответствующая субградиентного метода, которая в общем имеет вид

uk+1
i = max{0; uk

i + hk+1gi(uk)} (i = 1, m),

где hk+1 – величина шага в субградиентном методе.
Для задачи выпуклого программирования имеет место
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Теорема 3.2 (Куна-Таккера). Пусть имеется задача выпуклого
программирования: найти минимум функции

f0(x) (3.4)

при ограничениях

x ∈ X ⊂ En, fi(x) ≤ 0 (i = 1,m), (3.5)

где X – замкнутое выпуклое множество, fτ (x) (τ = 0,m) – выпук-

лые функции. Пусть u = {u1, u2, . . . , um}, L(x, u) = f0(x)+
m∑

i=1

uifi(x) –

функция Лагранжа и пусть выполняется условие Слейтера: суще-
ствует такая точка x ∈ X, что fi(x) < 0 для i = 1,m.

Тогда для того, чтобы x∗ было оптимальным решением зада-
чи (3.4), (3.5), необходимо и достаточно существование такого u∗,
что {x∗, u∗} – седловая точка функции Лагранжа на множестве
X × {u: u ≥ 0}; при этом выполняется условие

u∗i fi(x∗) = 0 (i = 1,m).

Таким образом, когда X – выпуклое множество, fτ (x) (τ = 0,m) –
выпуклые функции и для соответствующей задачи выпуклого програм-
мирования вида (3.4), (3.5) выполняется условие Слейтера, то в силу
теоремы Куна-Таккера Ψ∗ будет совпадать с f∗0 , т.е. оценка Ψ∗ оказы-
вается точной. При этом алгоритм вычисления Ψ∗ будет соответство-
вать общей схеме декомпозиции по ограничениям. Действительно, если
ограничения (3.5) разбить на две части:

1) x ∈ X;
2) fi(x) ≤ 0 (i = 1,m),

то решение исходной задаче выпуклого программирования сводится к
задаче нахождения седловой точке функции Лагранжа по рассматрива-
емой выше схеме декомпозиции по ограничениям. Так как X – выпуклое
множество, а fτ (x) (τ = 0,m) выпуклые функции, то внутренняя зада-
ча inf

x∈X
L(x, u) будет задачей выпуклого программирования.

2. Точные негладкие штрафные функции. На основании функ-
ции Лагранжа и теоремы Куна-Таккера можно построить точные
негладкие функции штрафа, позволяющие свести задачу выпуклого
программирования к задаче безусловной минимизации.

Рассмотрим задачу выпуклого программирования: найти

min
x∈En

{
f0(x): x ∈ X, fi(x) ≤ 0 (i = 1,m)

}
. (3.6)
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Пусть множество оптимальных решений X∗ непусто,
f0(x∗) = f∗0 при x∗ ∈ X∗ и пара {x∗, u∗} образует седловую точку функ-
ции Лагранжа

L(x, u) = f0(x) +
m∑

i=1

uifi(x), u ≥ 0.

Как было показано в первой главе для решения задачи выпуклого
программирования могут быть использованы точные негладкие штраф-
ные функции, которые сводят задачу (3.6) к задаче безусловной оптими-
зации. Рассмотрим основные штрафные функции и приведем получен-
ные задачи недифференцируемой оптимизации, которые применяются
при решении задач выпуклого программирования (3.6).

1. Пусть s = {si}m
i=1 ≥ 0 – вектор штрафных мультипликаторов.

Построим штрафную функцию

S1(x, s) = f0(x) +
m∑

i=1

si max{0, fi(x)},

с помощью которой задача (3.6) сводится к решению задачи недиффе-
ренцируемой оптимизации

ρ∗ = min
x∈X

S1(x, s). (3.7)

2. Пусть p > 0 – штрафной множитель. Построим штрафную функ-
цию

S2(x, p) = f0(x) + p max{0, max
1≤i≤m

fi(x)},

с помощью которой задача (3.6) сводится к решению задачи недиффе-
ренцируемой оптимизации

min
x∈X

S2(x, p). (3.8)

3. Пусть заданы одномерные выпуклые функции αi(t) (i = 1,m),
принимающие значение 0 при t ≤ 0 и αi(t) > 0 для t > 0. Построим
штрафную функцию

S3(x, α) = f0(x) +
m∑

i=1

αi

(
fi(x)

)
,
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с помощью которой задача (3.6) сводится к решению задачи недиффе-
ренцируемой оптимизации

min
x∈X

S3(x, α), (3.9)

где α = {αi} – вектор-функция.
4. Пусть задана одномерная выпуклая функция β(t), принимающая

значение 0 при t ≤ 0 и β(t) > 0 при t > 0. Построим штрафную функцию

S4(x, β) = f0(x) + β
(

max
1≤i≤m

fi(x)
)
,

с помощью которой задача (3.6) сводится к решению задачи недиффе-
ренцируемой оптимизации

min
x∈X

S4(x, β). (3.10)

Для решения задач минимизации функций S1(x, s), S2(x, p), S3(x, α)
и S4(x, β) можно использовать субградиентные методы негладкой оп-
тимизации.

Рассмотрим задачу выпуклого программирования (3.6), для реше-
ния которой применяется метод негладких штрафных функций. Пусть
R(x) – множество допустимых решений задачи (3.6).

Построим штрафные функции для задачи (3.6) по общей формуле

Pt(x) = f0(x) + St(x) (t = 1, 4)

и рассмотрим задачи

min
x∈X

Pt(x) (t = 1, 4), (3.11)

где St(x) вычисляется по одной из формул:

S1(x) =
m∑

i=1

si max{0, fi(x)},

S2(x) = p max{0, max
1≤i≤m

fi(x)},

S3(x) =
m∑

i=1

αi(fi(x)),

S4(x) = β( max
1≤i≤m

fi(x)).
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Так как функции St(x) (t = 1, 4) являются негладкими и имеют
точки разрыва градиента, то задачи (3.11) являются задачами недиф-
ференцируемой оптимизации.

Для каждого t = 1, 2, 3 и 4 задача (3.11) соответствует задачам (3.7),
(3.8), (3.9) и (3.10).

Так как функции Pt(x), являются недифференцируемыми, то для
решения любой из задач оптимизации типа min

x∈X
Pt(x) используется суб-

градиентный метод. Рассмотрим общую схему решения задач (3.11) и
приведем формулы определения субградиентов для каждой из них в
отдельности.

Пусть на k-м шаге субградиентного метода минимизации функций
Pt(x) найдена точка xk. Тогда на очередном (k + 1)-м шаге субгради-
ентного метода необходимо провести следующие три этапа.

1. Вычислим значения штрафной функции St(x) (t = 1, 4) в точке
xk.

2. Вычислим значения обобщенного градиента функции Pt(x) в точ-
ке xk по формуле

g
Pt

(xk) =

{
gf0(x

k), если xk ∈ R(x);

gf0(x
k) + g

St
(xk), xk 6∈ R(x),

где gf0 субградиенты функций f0(x) вычисленных в точке xk, а gSt
–

соответственно субградиент одной из функций St(x) (t = 1, 4) вычис-
ленных в точке xk.

Отметим некоторые особенности вычисления субградиентов функ-
ций St(x), t = 1, 4 в точке xk. Пусть xk 6∈ R(x), а I+ – дискретное мно-
жество индексов i, для которых fi(xk) > 0. Тогда для каждой функции
в отдельности имеем:

1) gS1(x
k) =

∑

i∈I+

si · gfi
(xk),

где gfi(x
k) значения субградиентов функций fi(x), i ∈ I+, вычисленных

в точке xk;

2) gS2(x
k) = p · gfi∗ (x

k),
где gfi∗ (x

k) значение градиента функции fi∗(x), вычисленной в точке
xk, а i∗ значение индекса i, для которого

fi∗(xk) = max
i∈I+

fi(xk);
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3) gS3(x
k) =

∑

i∈I+

gαi · gfi(x
k),

где gαi
– субградиенты функций αi, а gfi

(xk) – субградиенты функций
fi(x), i ∈ I+, вычисленных в точке xk;

4) gS4(x
k) = gβ · gfi∗ (x

k),
где gβ – субградиент функции β, gfi∗ (x

k) – субградиент функции fi∗(x),
а i∗ – значение индекса i, для которого fi∗(xk) = max

i∈I+
fi(xk).

3. Вычислим значения новой точки xk+1 с учетом ее проектирования
на множестве X, т.е.:

- находим

xk+1 = xk − hk+1 gPt
(xk),

где hk+1 – величина шага в субградиентном методе;
- выполняем операцию проектирования точки xk+1 на множестве

X, т.е. находим новые значения точки xk+1 = ΠRX [xk+1], где ΠRX –
оператор проектирования, структура которого зависит от структуры
множества X.

Следует отметить, что в общей схеме декомпозиции по ограничени-
ям для решения исходной задаче (3.1)–(3.3) применяется процесс двух-
этапной оптимизации, в котором на первом этапе (внешнем) решается
задача недифференцируемой оптимизации по вектору переменных u,
размерность которого зависит от количества ограничений в исходной
задачи. На втором этапе (внутреннем) неоднократно решается задача
на множестве переменных x ∈ X, размерность которой соответствует
вектору оптимизации x, а эффективность применяемого алгоритма за-
висит от структуры ограничений, образующие множество X.

Другое имеет место в методе штрафных функций, когда недиффе-
ренцируемая оптимизация проводится на множестве переменных x с
проектированием их значений на множестве X. Множество ограниче-
ний задачи fi(x) ≤ 0 (i = 1,m) учитываются только при вычисления
значений обобщенных градиентов в заданной точке x. Поэтому при вы-
боре метода штрафных функций следует учитывать размерность век-
тора переменных x и сложности проведения операции проектирования
точки x на множестве X. Также следует отметить, что в таких мето-
дах нет необходимости на каждом шаге субградиентного метода решать
оптимизационные задачи.
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3.3. Особенности применения
схемы декомпозиции по ограничениям
для задач выпуклого и линейного
программирования

1. Задачи выпуклого программирования. Рассмотрим задачу
выпуклого программирования следующего вида [470, 639, 640, 724]:
найти

f∗0 = inf f0(x), (3.12)

x ∈ X ⊆ En, (3.13)

fi(x) ≤ 0 (i = 1,m), (3.14)

где X – закрытое выпуклое множество, fτ (x), τ = 0, 1, . . . ,m – выпук-
лые функции, определенные на открытом выпуклом множестве Y ⊆ En,
включающее X. Для обычной функции Лагранжа L(x, u) и векторе
u = {u1, . . . , um} множителей Лагранжа рассмотрим задачу: найти

Ψ(u) = inf
x∈X

L(x, u), (3.15)

где

L(x, u) = f0(x) +
m∑

i=1

uifi(x). (3.16)

Для любого фиксированного u ≥ 0 функция L(x, u) является вы-
пуклой и определенной по x на множестве Y ⊇ X. Таким образом, для
любого u ≥ 0 внутренняя задача (3.15) является задачей выпуклого
программирования. Из этого следует, что если Ψ(u), имеет непустое об-
ласть определения (dom Ψ) в Em, то Ψ(u) является вогнутой функцией
на dom Ψ. Значение

sup
u∈dom Ψ

Ψ(u) = Ψ∗ (3.17)

называется нижней двойственной оценке для f∗0 (если задача (3.12)–
(3.14) не имеет допустимое решение, то ставим f∗0 = +∞).

По теореме Куна-Таккера 3.2, если имеет место условие Слейтера
и x∗ является оптимальным решением задачи выпуклого программи-
рования (3.12)–(3.14), то всегда существует u∗ = {u∗1, . . . , u∗m} ≥ 0 для
которого пара (x∗, u∗) является седловой точкой функции Лагранжа
L(x, u):

L(x∗, u)u≥0 ≤ L(x∗, u∗)x∈X
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и f∗0 = f(x∗) = Ψ(u∗) = Ψ∗. В таком случае любое решение u∗ ≥ 0 внут-
ренней задаче (3.17) формирует u-составляющую для общей седловой
точке {x(u∗), u∗} функции Лагранжа (3.16).

Обозначим через X(u) множество решений задачи (3.15). Предполо-
жим, что u∗ являются оптимальными множителями Лагранжа, а X(u∗)
содержит единственную точку (решение задачи (3.15) однозначно), то-
гда x(u∗) является решением задачи (3.12)–(3.14). Иначе, только часть
решений из X(u∗) удовлетворяет ограничениям (3.14). Отметим, что
вогнутая функция Ψ(u) является почти везде дифференцируемой на
intdomΨ. Точки недифференцируемости соответствуют неоднозначно-
сти решений X(u).

Пусть u ∈ intdomΨ, и Ψ(u) = L(x(u), u). Тогда вектор g =
= {fi(x(u))}m

i=1 является суперградиентом функции Ψ в точке u. Ес-
ли решение x(u) ∈ X определено однозначно, то {fi(x(u))}m

i=1 является
градиентом функции Ψ в точке u.

Пусть u∗ является оптимальным вектором множителей Лагранжа,
u∗ = {u∗1, . . . , u∗m}. Пусть I0 = {i|u∗i = 0} – множество индексов, которые
отмечают какие ограничения {fi(x) ≤ 0, i ∈ I0} являются несуществен-
ными для задачи (3.12)–(3.14) и которые в дальнейшем отбрасываются
из рассматриваемой задачи при нахождения ее оптимального решения.

Если множество X(u∗) содержит только одну точку x(u∗), то
fi(x(u∗)) = 0 для i ∈ I1, где I1 = {1, . . . , m} \ I0, и fi(x(u∗)) ≤ 0 для
i ∈ I0, т.е. x(u∗) является допустимой точкой. В таком случае функция
Ψ(u) является дифференцируемой в точке u∗, и необходимые и доста-
точные условия для максимизации Ψ(u) на множестве u ≥ 0 имеют вид:

gΨ(u∗) = {fi(x(u∗))}m
i=1

{
= 0, для i ∈ I1,

≤ 0, для i ∈ I0.

В общем случае, нахождение допустимого решения x∗ ∈ X(u∗) не
является тривиальной задачей. Имеется некоторая процедура нахожде-
ния решений таких задач.

I. Найти u∗ с достаточной хорошей точности, определить множество
индексов I0 для которых множители u∗i равны нулю и отбросить
несущественных ограничений fi(x) ≤ 0. Решить редуцированную
задачу прямым методом, соответствующей исходной задачи. Та-
кого типа процедуры рекомендуется использовать при решении
блочных задач выпуклого программирования с достаточно боль-
шим числом блоков и при линейных ограничениях.
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II. Однозначность решения задачи (3.15) (и ”гладкость” функции
Ψ(u)) может быть обеспечена путем добавления к целевой функ-
ции (3.12) строго выпуклую функцию с маленьким параметром

(например, ε

n∑

j=1

x2
j , ε > 0). Пусть u∗ε оптимальные множители

Лагранжа для ε-возмущенной задачи. Тогда x̃(u∗ε) (единственное
решение соответствующей внутренней строго выпуклой задачи)
является допустимая аппроксимация оптимального решения для
исходной задачи (3.12)–(3.14).

III. Используем субградиентные или ε-субградиентные процедуры
максимизации Ψ(u) с небольшим шагом в окрестности u∗ (нулевые
координаты для u∗ фиксированы) с полученными средними зна-
чениями x(uk) генерируемые соответствующим процессом получе-
ния последовательности {uk}. Основные такие процедуры приве-
дены в предыдущей главе.

Таким образом применение схем декомпозиции по ограничениям
позволяет найти решение исходной задачи с заранее заданной вели-
чине точности ε > 0. Такая величина позволяет для исходной зада-
чи выделить те значения оптимального решения, которые являются
ε-устойчивыми, и те ограничения и переменные исходной задачи, ко-
торые являются несущественными и не зависят от заданных ε-возму-
щений задачи.

Поэтому в соответствии с первой процедуры применения схем деком-
позиции по ограничениям, в отличие от точных негладких штрафных
функций, разделяем решение исходной задаче выпуклого программи-
рования на два этапа.

Первый этап состоит в сведение исходной задаче выпуклого про-
граммирования к задаче безусловной недифференцируемой оптимиза-
ции, с помощью которой определяются те устойчивые значения пере-
менных и те несущественные ограничения, которые с заранее заданной
ε-аппроксимацией можно в дальнейшем исключить из рассмотрения. В
результате применения этого этапа выделяется та часть переменных x
и та часть ограничений, которые являются ε-устойчивыми и в дальней-
шем отбрасываются из исходной задаче.

Второй этап состоит в решение некоторой усеченной задачи выпук-
лого программирования намного меньшей размерности чем исходная,
в которой включаются только ε-неустойчивые переменные и ограниче-
ния. Таким образом, если исходная задача имела n переменных и m
ограничений, то усеченная задача как правило имеет n0 переменных и
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m0 ограничений, где n0 и m0 намного меньше соответствующих исход-
ных значений n и m.

Тогда для решения усеченной задаче выпуклого программирования:
найти

inf f0(x),

fi(x) ≤ 0 (i = 1, m0),

x ∈ X ⊂ En0 ,

которая имеет намного меньших размерностей чем исходная задача,
можно использовать прямые методы, в том числе и методы штрафных
функций, для которых повышается эффективность их применения за
счет уменьшенных размерностей исходной задачи (3.12)–(3.14).

2. Задачи линейного программирования. В работах [2, 3] схе-
мы декомпозиции по ограничениям использованы для решения задач
линейного программирования блочно-диагональной структуры, для ко-
торых если некоторые из ограничений задачи удовлетворены, тогда су-
ществует достаточно малый ε0 > 0 такой, что для ε < ε0, x̃(u∗ε) является
оптимальным решением исходной задачи линейного программирования.

Рассмотрим задачу линейного программирования следующего вида:
найти

f0 = min(c, x), (3.18)

(ai, x)− bi ≤ 0 (i = 1,m), x ∈ En (3.19)

в которой m > n и ε0-возмущенную задачу: найти

fε = min
[
(c, x) +

ε

2
(x, x)

]
, ε > 0 (3.20)

при ограничениях (3.19).
Пусть оптимальное решение x∗ задачи (3.18), (3.19) невырожденное

и единственное, которое определяется пересечением n гиперплоскостей
следующего типа:

Pi = {x: (ai, x)− bi) = 0}, i ∈ {1, . . . , n}.
Без ограничения общности, будем считать, что

(ai, x
∗)− bi = 0 (i = 1, n),

(ai, x
∗)− bi < 0 (i = n + 1,m)

и векторы a1, . . . , an являются линейно независимы. Рассмотрим опти-
мальные двойственные переменные задачи (3.18), (3.19) u = {u1, . . .



147

. . . , un, . . . , um} ∈ Em, для которых в соответствии со свойствами пе-
ременных x∗ следует, что

ui > 0 (i = 1, n); ui = 0 (i = n + 1,m).

Рассмотрим значения:

D = detΓ(a1, a2, . . . , an) > 0

Di
a = detΓ(a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an)

Di
b = det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b1

Γ(a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an)
...
bn

(ai, a1) (ai, a2) . . . (ai, an) bi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

где Γ(r1, . . . , rp) – матрица Грама от векторов (r1, . . . , rp).
Пусть

ϕε(u) = min
x

[
(c, x) +

ε

2
(x, x) + (u,Ax− b)

]
. (3.21)

Тогда
fε = max

u≥0
ϕε(u) = ϕε(u∗ε).

Пусть x∗ε является оптимальным решением для (3.21) при u =
= u∗ε. Легко видеть, что x∗ε является оптимальным решением для
ε-возмущенной задаче (3.18), (3.19).

Имеет место теорема [4]:

Теорема 3.3. Пусть ε0 – максимальное (не обязательно конечное)
решение для системы неравенств

εDi
b ≤ uiD (i = 1, n).

Тогда:

а) при ε ∈ [0, ε0) решение x∗ε не зависит от ε и x∗ε = x∗0 = x∗;

б) если ε0 < ∞ и номер i0 такой, что ε0D
i0
b = ui0D, единственный,

то существует (не обязательно конечное) ε1 > ε0 такое, что
при ε ∈ [ε0, ε1]

(c, x∗ε)− (c, x∗) = ui0

Di0
b

Di0
a

(
1− ε0

ε

)
.
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Отсюда следует что, если задача линейного программирования име-
ет регулярное оптимальное решение, тогда ε-возмущенная задача ли-
нейного программирования имеет такое же решение для ε ≤ ε0,
где ε0 является достаточно малое число. Тогда, если использовать
ε-возмущенность в декомпозиционных схемах, то получим допустимые
решения, которые с достаточной вероятностью стремятся к решению,
которое будет оптимальным для исходной задаче. Такая вероятность
растет когда ε уменьшается, так как для малых ε повышаются требо-
вания относительно точности внутреннего алгоритма схемы декомпози-
ции.

Использование квадратичной регуляризации приводит к необходи-
мости решать задачи квадратичного программирования для отдельных
блоков. В таком случае можно использовать конечные прямые методы
квадратичного программирования, эффективность которых зависит от
выбранного допустимого приближения.

Следует также отметить, что при переходе от одной итерации к дру-
гой при максимизации функции Ψ(u) меняются лишь коэффициенты
линейной части целевой функции, поэтому удобно в качестве началь-
ного приближения на (k + 1)-м шаге субградиентного метода выбрать
оптимальное решение x(uk), полученное на предыдущем шаге.

Аналогичные приемы используются при разработке эффективных
двухуровневых алгоритмов, на каждом уровне которого решается за-
дача недифференцируемой оптимизации.

3.4. Схемы декомпозиции
по ограничениям для решения
блочно-диагональных задач

Как было показано ранее, для общей задачи математического про-
граммирования (3.12)–(3.14) на базе функции Лагранжа можно постро-
ить двухуровневые схемы декомпозиции по ограничениям, на первом
уровне которой решается задача недифференцируемой оптимизации
при простых ограничениях. На втором уровне предполагается, что за-
дачи имеют специальную структуру. К таким структурам относятся и
блочно-диагональные задачи со связующими ограничениями или пере-
менными.

Такие декомпозиционные методы применяются для решения блоч-
ных задач выпуклого и дробно-выпуклого сепарабельного программи-
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рования, блочных задач линейного и дробно-линейного программирова-
ния, разработанные для решения задач большой размерности и блочно-
диагональной структуры. Эффективность применения такого класса
методов определяется простотой или спецификой рассматриваемых за-
дач. Такие методы строятся для каждой конкретной задачи в отдельно-
сти. Мы рассмотрим только общий принцип построения таких методов
под названием схем декомпозиции по ограничениям, по переменным или
по ресурсам.

Эффективность применения таких методов достигается не только за
счет уменьшения размерности, снижения сложности или учета специ-
фики рассматриваемой задачи, но и за счет сведения задачи из одно-
го класса задач оптимизации в другой (например, нелинейные задачи
сводятся к классу линейных, задачи гладкой оптимизации – к зада-
чам негладкой оптимизации, дифференцируемые – к недифференциру-
емым, невыпуклые – к выпуклым, дискретные – к непрерывным).

1. Задача сепарабельного выпуклого программирования.
Рассмотрим задачу выпуклого программирования, в которой перемен-
ные разбиты на p групп и для каждой из них определены выпуклые
функции, независимые от других переменных. Итак, пусть x1, x2, . . . , xp

(xj ∈ Rnj , j = 1, p) – группы переменных, образующие вектор x =

= (x1, x2, . . . , xp) ∈ Rn, где n =
p∑

j=1

nj . Для каждой группы перемен-

ных xj (j = 1, p) определены выпуклые функции: Φj(xj), F i
j (xj) (i =

= 1,m), W i
j (xj) (i = 1,mj). Будем предполагать, что все функции опре-

делены и дифференцируемы в любой точке xj ∈ Rnj .
Рассмотрим следующую задачу выпуклого программирования:

p∑

j=1

Φj(xj) → min, (3.22)

p∑

j=1

F i
j (xj) ≤ bi (i = 1,m), (3.23)

W i
j (xj) ≤ bi

j (i = 1,mj ; j = 1, p), (3.24)

где bi (i = 1,m) и bi
j (i = 1,mj ; j = 1, p) – заданные числа.

Так как все функции определены только для одной группы пере-
менных xj , то задачу (3.22)–(3.24) можно рассматривать как задачу
сепарабельного программирования, что очень важно при применении
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методов декомпозиции. Если ввести векторы функции-столбцы

Fj(xj) =




F 1
j (xj)

F 2
j (xj)

. . .
Fm

j (xj)


, Wj(xj) =




W 1
j (xj)

W 2
j (xj)

. . .
W

mj

j (xj)




и векторы-столбцы

b =




b1

b2

. . .
bm


 и bj =




b1
j

b2
j

. . .
b
mj

j


,

то получим следующую задачу выпуклого сепарабельного программи-
рования, записанную в векторной форме и имеющую блочно-диагональ-
ную структуру со связующими ограничениями:

p∑

j=1

Φj(xj) → min, (3.25)

p∑

j=1

Fj(xj) ≤ b, (3.26)

Wj(xj) ≤ bj (j = 1, p). (3.27)

Построим для задачи (3.25)–(3.27) функцию Лагранжа только на мно-
жестве ограничений (3.26)

L(x, u) =
p∑

j=1

Φj(xj) +
(
u,

p∑

j=1

Fj(xj)− b
)

=

=
p∑

j=1

(
Φj(xj) + uFj(xj)

)
− (u, b),

где u ≥ 0 – вектор множителей Лагранжа, соответствующих ограниче-
ниям (3.26).

Тогда в соответствии со схемой декомпозиции по ограничениям рас-
смотрим две задачи:
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max
u≥0

Ψ(u), (3.28)

Ψ(u) = min
x∈R(x)

L(x, u), (3.29)

где R(x) – множество допустимых значений переменных x, удовлетво-
ряющие ограничениям (3.27). По своему определению функция Ψ(u)
является кусочно-линейной вогнутой функцией.

В результате применения схемы декомпозиции по ограничениям по-
лучим двухуровневый алгоритм декомпозиции: на первом уровне реша-
ется координирующая задача (3.28) нахождения двойственных оценок
u∗ ограничений (3.26) путем решения безусловной задачи недифферен-
цируемой оптимизации одним из методов ОГС; на втором уровне ре-
шается задача выпуклого сепарабельного программирования (3.29) с
блочными ограничениями нахождения оптимальных решений при фик-
сированных значениях двойственных оценок u. Тогда решение исходной
задачи (3.22)–(3.24) сводится к решению задачи (3.28) недифференци-
руемой оптимизации, на каждом шаге которых решается задача выпук-
лого программирования (3.29).

Таким образом, если предположим, что при решении задачи (3.28)
на k-м шаге метода ОГС имеем точку uk, то на (k+1)-м шаге необходимо
выполнить следующие три основных этапа.

1. При фиксированных значениях u = uk решить задачу (3.29), ко-
торая в силу сепарабельности выпуклой целевой функции L(x, uk) рас-
падается на p задач выпуклого программирования вида

Φj(xj) +
(
uk, Fj(xj)

) → min, (3.30)

Wj(xj) ≤ bj (3.31)

для каждого блока в отдельности. Для задачи (3.30), (3.31) применяется
любой метод выпуклого программирования нахождения оптимального
решения x∗j (u

k).
2. Найти обобщенный градиент функции Ψ(u) в точке uk по формуле

gi(uk) =
p∑

j=1

F i
j

(
x∗j (u

k)
)− bi (i = 1,m).

3. Найти координаты новой точки uk+1 по формуле

uk+1
i = max{0, uk

i + hk+1gi(uk)} (i = 1, m),
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где hk+1 – величина шага в методе ОГС, которая выбирается в соответ-
ствии с использованным методом недифференцируемой оптимизации.

Построенная процедура применения функции Лагранжа и методов
недифференцируемой оптимизации является общей схемой декомпози-
ции по ограничениям. Она в дальнейшем детализируется при решении
конкретных задач оптимизации, в которых, применяя прием свертыва-
ния части ограничений в целевую функцию, получаем более простые
задачи для второго уровня, для решения которых можно использовать
эффективные алгоритмы.

2. Схема декомпозиции по ограничениям для блочных за-
дач линейного программирования. Рассмотрим случай, когда зада-
ча (3.22)–(3.24) является блочно-диагональной задачей линейного прог-
раммирования со связующими ограничениями, т.е. имеем задачу

p∑

j=1

cjxj → min, (3.32)

p∑

j=1

Ajxj ≤ b, (3.33)

Bjxj ≤ bj (j = 1, p), (3.34)

xj ≥ 0 (j = 1, p), (3.35)

где cj , xj – векторы размерности nj (j = 1, p); b – m-мерный вектор;
bj – векторы размерности mj (j = 1, p); Aj – матрицы размерности
m× nj (j = 1, p); Bj – матрицы размерности mj × nj (j = 1, p).

Пусть u = {ui}m
i=1 – вектор множителей Лагранжа связующих огра-

ничений (3.33).
Применим к задаче (3.32)–(3.35) схему декомпозиции по ограничени-

ям, построенную на базе функции Лагранжа и методов недифференци-
руемой оптимизации. В качестве ”простых” ограничений выберем ”блоч-
ные” ограничения (3.34). Пусть Rj(xj) – множество векторов xj , удо-
влетворяющих ограничениям (3.34), (3.35) при фиксированном j (будем
предполагать, что все эти множества непусты и компактны). Опреде-
лим R(x) = R1(x1)×R2(x2)×· · ·×Rp(xp), где x – вектор, составленный
из компонент x1, x2, . . . , xp. Тогда функция Лагранжа принимает вид

L(x, u) =
p∑

j=1

cjxj + (u,

p∑

j=1

Ajxj − b) =
p∑

j=1

(
cj + AT

j u, xj

)− (u, b).
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Внутренняя задача, определенная как

Ψ(u) = min
x∈R(x)

L(x, u),

распадается на p подзадач следующего вида: найти

Ψj(u) = min
xj∈Rj(xj)

(cj + AT
j u, xj) (j = 1, p). (3.36)

Тогда

Ψ(u) =
p∑

j=1

Ψj(u)− (u, b),

и внешняя задача имеет вид

max
u≥0

Ψ(u).

Пусть x∗(u) =
(
x∗1(u), . . . , x∗p(u)

)
– вектор оптимальных значений

задач (3.36) при фиксированных u. Субградиент функции Ψ в точке u
задается формулой

gΨ(u) =
p∑

j=1

Ajx
∗
j (u)− b. (3.37)

Для получения оптимальных двойственных переменных u∗ задачи
(3.32)–(3.35), соответствующих связующим ограничениям (3.33), нужно
решить задачу нахождения max

u≥0
Ψ(u). Так как

Ψ(u) =
p∑

j=1

Ψj(u)− (u, b) =
p∑

j=1

min
xj∈Rj(xj)

(cj + AT
j u, xj),

то функция Ψ(u) является кусочно-линейной вогнутой функцией по со-
вокупности переменных u.

Максимизация кусочно-линейной вогнутой функции Ψ(u) может
быть произведена одним из методов негладкой оптимизации, например
методом обобщенного градиентного спуска или его модификациями с
растяжением пространства.

Рассмотрим общую схему таких методов. Пусть на k-м шаге мето-
да недифференцируемой оптимизации решения задачи max

u≥0
Ψ(u) имеем

точку uk. Для перехода к новой точке uk+1 > 0 необходимо определить
значения обобщенного градиента (субградиента) функции Ψ(u) в точке
uk. Для этого необходимо выполнить три этапа.
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1. Решаем внутреннюю задачу Ψ(u) = min
x∈R(x)

L(x, u). Для этого необ-

ходимо найти решения p задач линейного программирования (3.36) при
фиксированных u = uk. Таким образом, необходимо найти решения
x∗j (u

k) следующих задач линейного программирования:

(
cj + AT

j u, xj

) → min,

Bjxj ≤ bj ,

xj ≥ 0,

для всех j = 1, p.
2. Находим значения суперградиента. Пусть x∗(uk) =

(
x∗1(u

k), . . .
. . . , x∗p(u

∗)
)
– вектор оптимальных решений задач (3.36). Тогда супер-

градиент gΨ(uk) функции Ψ вычисляется по формуле (3.37), т.е. имеем

gΨ(uk) =
p∑

j=1

Ajx
∗
j (u

k)− b.

3. Находим новую точку uk+1 по формуле

uk+1 = max
{
0, uk + hk+1 · gΨ(uk)

}
,

где hk+1 – величина шага, которая выбирается в соответствии с рекомен-
дациями, приведенными в предыдущей главе для конкретного метода
недифференцируемой оптимизации.

Таким образом, схема декомпозиции по ограничениям состоит в ре-
шении координирующей задачи max

u≥0
Ψ(u) некоторым методом недиф-

ференцируемой оптимизации, на каждом шаге которого, решаются ло-
кальные задачи линейного программирования (3.36) для каждого блока
в отдельности.

Следует отметить, что в конечном итоге при u = u∗, решая задачи
(3.36) симплекс-методом, получаем для каждого блока j решение x∗j (u)
и соответствующий вектор двойственных переменных v∗j (j = 1, p).
Вектор Λ∗ = (u∗, v∗1 , . . . , v∗p) является оптимальным вектором двой-
ственных переменных задачи (3.32)–(3.35).

Для получения решения x∗ задачи (3.32)–(3.35) при известном Λ∗

разработано несколько процедур. Во-первых, при использовании прин-
ципа дополняющей нежесткости можно редуцировать задачу (3.32)–
(3.35) к задаче меньшего объема, отбросив те ограничения, у которых
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оптимальные двойственные оценки равны 0. Далее, нужно приравнять
к нулю значения тех переменных, у которых при оптимальных значе-
ниях двойственных переменных соответствующее двойственное ограни-
чение выполняется с ε-запасом при некотором ε > 0. Выбор ε зави-
сит от точности решения двойственной задачи. Если после исключения
указанных нулевых переменных в j-м блоке остались только базисные
переменные, то эти переменные можно исключить, придав им те зна-
чения, которые получены при решении задачи (3.36) при u = u∗, при
этом связывающие ограничения нужно соответствующим образом под-
корректировать.

Редуцированная задача, как правило, оказывается задачей гораздо
меньшего размера, чем первоначальная. Для ее решения можно уже
использовать стандартную процедуру симплекс-метода (в невырожден-
ном случае дело сведется к решению системы линейных уравнений).

3.5. Схема декомпозиции по переменным

Наряду со схемой декомпозиции по ограничениям для решения раз-
личных задач математического программирования могут быть исполь-
зованы методы, основанные на схеме декомпозиции по переменным. Она
состоит в том, что часть переменных фиксируется и решается локаль-
ная задача оптимизации относительно остальных переменных. Коорди-
нирующая задача заключается в том, чтобы подобрать оптимальные
значения для фиксированных переменных, т.е. такие, присоединив к
которым оптимальные значения оставшихся переменных соответствую-
щих локальных задач, получим оптимальное решение первоначальной
задачи.

1. Схема декомпозиции по переменным для задач выпукло-
го программирования. Рассмотрим схему декомпозиции по перемен-
ным применительно к задачам выпуклого программирования следую-
щего вида: найти

min
x,y

f0(x, y) (3.38)

при ограничениях
fi(x, y) ≤ 0 (i = 1,m), (3.39)

где x ∈ En, y ∈ Ep – две группы переменных; z = {x, y} – это
(n + p)-мерный вектор всех переменных задачи; функции fτ (z)
(τ = 0, m), выпуклы по совокупности переменных, определены на En+p
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и ограничения (3.39) вырезают в En+p компактное множество. Зафик-
сируем x = x и рассмотрим задачу выпуклого программирования отно-
сительно y:

ϕ(x) = min
y

f0(x, y) (3.40)

при ограничениях
fi(x, y) ≤ 0 (i = 1,m). (3.41)

Пусть ϕ(x) – оптимальное значение целевой функции в задаче (3.40),
(3.41). Если задача не имеет решения, положим ϕ(x) = +∞. Функция
ϕ(x) выпукла, а ее субградиент может быть получен в соответствии со
следующей теоремой.

Теорема 3.4. Пусть для задачи (3.40), (3.41) выполняется условие
Слейтера. Обозначим вектор решения через y(x), а вектор оптималь-
ных множителей Лагранжа – через u∗(x) = {u∗i (x)}m

i=1 (существова-
ние таких множителей вытекает из теоремы Куна-Таккера). Тогда,
если точка x является внутренней точкой области определения ϕ(x),
в ней существует субградиентное множество Gϕ(x), и обобщенный
градиент может быть вычислен по формуле

gϕ(x) = ĝ x
L∗x

(
x, y(x)

)
, (3.42)

где

L∗x(x, y) = f0(x, y) +
m∑

i=1

u∗i (x)fi(x, y),

ĝ x
L∗x

(
x, y(x)

)
– n-мерная x-составляющая такого субградиента функции

L∗x(x, y), взятого в точке
(
x, y(x)

)
, у которого p-мерная y-составля-

ющая равна нулю.

Следствие 3.1. Если функции fτ (x, y) являются непрерывно диф-
ференцируемыми (τ = 0, m), то в предположениях теоремы 3.4

gϕ(x) = gx
L∗x

(
x, y(x)

)
= gx

f0

(
x, y(x)

)
+

m∑

i=1

u∗i (x) · gx
fi

(
x, y(x)

)
,

где gx
fi

(
x, y(x)

)
– градиенты функций fτ (x, y) по x в точке

(
x, y(x)

)

(τ = 0, m).

Это следствие того, что L∗x также непрерывно дифференцируема,
при этом y-составляющая ее градиента в точке {x, y(x)} равна нулю.
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Отметим следующее свойство функции ϕ(x) в предположении, что
функции fτ (x, y) (τ = 0,m) непрерывно дифференцируемы: если в неко-
торой точке x, являющейся внутренней точкой области определения,
функции ϕ(x), y(x) и u∗(x) определены однозначно, то в этой точке
ϕ(x) непрерывно дифференцируема. В противном случае в этой точке
наблюдается разрыв градиента.

В случае, когда функции ϕ(x) и fi(x, y) непрерывно дифференциру-
емы по x, обобщенный градиент функции ϕ(x) в точке x = x определя-
ется по формуле

gϕ(x) =
m∑

i=1

ui(x) gx
fi

(x, y(x)) + gx
f0

(x, y(x)),

где gx
fi

(x, y(x)) и gx
f0

(x, y(x)) – соответственно проекции обобщенных гра-
диентов функций fi(x, y) и f0(x, y) в точке (x, y(x)) на Rn

x .
Следует отметить, что не при всех x задача (3.40), (3.41) будет раз-

решима. Выход из таких ситуаций заключается в использовании метода
”штрафных функций”, при котором задача (3.40), (3.41) заменяется сле-
дующей задачей:

f0(x, y) + M

m∑

i=1

vi → min,

fi(x, y)− vi ≤ 0 (i = 1,m),

vi ≥ 0 (i = 1, m),

где M – достаточно большое положительное число.
Легко видеть, что эта задача имеет допустимое решение при любом

x с выполнением условия Слейтера.
Таким образом, если предположить, что задача (3.38), (3.39) сведе-

на к такому виду, что функция ϕ(x) определена для любого x и имеет-
ся возможность вычисления обобщенного градиента gϕ(x) в произволь-
ной точке x, то получим итеративный алгоритм решения задачи (3.38),
(3.39), на k-м шаге которого необходимо выполнить три этапа.

1. Решить задачу (3.40), (3.41) при x = xk и определить вектор мно-
жителей Лагранжа u(xk) = {ui(xk)}.

2. Вычислить обобщенный градиент gϕ(x) по формуле (3.42).
3. Определить новые значения

xk+1 = xk − hk+1gϕ(xk),

где hk+1 – величина шага.
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Выбор последовательности {hk} проводится в соответствии с реко-
мендациями, приведенными в предыдущей главе.

2. Схема декомпозиции по переменным для сепарабельных
задач выпуклого программирования. Пусть задача (3.38), (3.39)
имеет специальный вид, например является задачей выпуклого про-
граммирования с сепарабельными функциями блочной структуры вида

p∑

j=1

Φj(xj) + α(y) → min, (3.43)

W i
j (xj) + F i

j (y) ≤ bi
j (i = 1,mj ; j = 1, p) (3.44)

или в векторной форме

p∑

j=1

Φj(xj) + α(y) → min,

Wj(xj) + Fj(y) ≤ bj (j = 1, p),

где в дополнении к обозначениям для задачи (3.22)–(3.24) y ∈ Rk, α(y) –
выпуклая функция, Fj(y) = {F i

j (y)}mj

i=1 – векторы выпуклых функций.
В данном случае фиксируем переменные y = y, и тогда задача (3.43),

(3.44) распадается на p задач для каждого блока в отдельности.
Таким образом, на (k + 1)-м шаге метода ОГС решения задачи

min
y

{
ϕ(y) = min

x

{ p∑

j=1

Φj(xj) + α(y)
}}

при фиксированном y = yk необходимо выполнить приведенные выше
три этапа схемы декомпозиции по переменным.

1. Найти решение {x∗j (yk)} задачи (3.43), (3.44) при фиксированном
y = yk и определить значения множителей ui

j(x
∗
j (y

k)) (i = 1,mj ; j =
= 1, p) функции Лагранжа

L(x, y, u) =
p∑

j=1

[
Φj(xj) +

m∑

i=1

ui
j ·

(
W i

j (xj) + F i
j (y)− bi

j

)]
+ α(y).

Задача (3.43), (3.44) при y = yk распадается на p задач выпуклого про-
граммирования вида

Φj(xj) → min F i
j (y

k), (3.45)

W i
j (xj) ≤ bi

j − F i
j (y

k) (i = 1,mj). (3.46)
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2. Вычислить обобщенный градиент функции ϕ(y) в точке y = yk по
формуле

gy
ϕ =

p∑

j=1

mj∑

i=1

ui
j(x

∗
j (y

k)) · gF

ij(y
k) + gα(yk),

где gF
ij(y

k) – обобщенный (или обычный) градиент функции F i
j (y) в точ-

ке y = yk, а gα(yk) – обобщенный (или обычный) градиент функции α(y)
в точке y = yk.

3. Определить новые значения

yk+1 = yk − hk+1g
y
ϕ,

где hk+1 – величина шага которая выбирается в соответствие с прави-
лами использования метода ОГС.

3. Схема декомпозиции по переменным для задач линейно-
го программирования. Рассмотрим задачу линейного программиро-
вания: найти

min(cx + dy) (3.47)

при ограничениях
Ax + By ≤ b, (3.48)

x ≥ 0, y ≥ 0 (3.49)

в которой x и y – векторы переменных размерностей n и k соответствен-
но, c, d и b – векторы заданных чисел размерностей n, k и m соответ-
ственно, A и B – матрицы размерностей m× n и m× k соответственно.

В общем виде для задачи (3.47)–(3.49) можно рассматривать две
схемы декомпозиции: по переменным x и по переменным y. Тогда
при фиксировании одной или другой группы переменных получим
две кусочно-линейные выпуклые функции ϕ(x) = min

y
(cx + dy) или

ψ(y) = min
x

(cx + dy), которые соответствуют двум группам задач ли-
нейного программирования (прямой и двойственной):

Задача I:





dy + cx → min,
By ≤ b−Ax,

y ≥ 0;

(b−Ax, v) → max,
BT v ≥ d,

v ≥ 0;

Задача II:





cx + dy → min,
Ax ≤ b−By,

x ≥ 0;

(b−By, v) → max,
AT v ≥ c,

v ≥ 0
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в которых v – вектор двойственных переменных размерностей m; AT и
BT – транспонированные матрицы A и B соответственно.

Для задачи линейного программирования (3.47)–(3.49) схема деком-
позиции по переменным x применяется в том случае, когда задача I
минимизации по y исходной линейной функции cx + dy или максимиза-
ции по v двойственной функции (b−Ax, v) решаются значительно проще
чем первоначальная задача (3.47)–(3.49). И наоборот, схема декомпози-
ции по переменным y применяется когда задача II минимизации по x
исходной линейной функции cx+ dy или максимизации по v двойствен-
ной функции (b − By, v) решаются проще чем первоначальная задача
(3.47)–(3.49).

Рассмотрим особенности применения схемы декомпозиции по пере-
менным для решения задачи (3.47)–(3.49) в зависимости от фиксирова-
ния переменных x или y. Тогда, соответственно, получаем два варианта
схемы декомпозиции по переменным.

I. При фиксированных переменных x = xt на (t + 1)-м шаге метода
ОГС необходимо:

- найти решения y∗(x) и v∗(x) пары прямо-двойственных задач I;
- определить значения обобщенного градиента gϕ(x) функции ϕ(x)

в точке x = xt по формуле

gϕ(x) =
{
gϕ

j (x) = (−αj , v
∗(x)) + cj (j = 1, n)

}
,

где cj – j-й элемент вектора c, αj – j-й столбец размерности m матрицы
A, gϕ

j (x) – j-й элемент вектора gϕ(x) размерности n;
- определить значения

xt+1 = max{0, xt − ht+1 gϕ(x)},

где ht+1 – величина шага в методе ОГС.
II. При фиксированных переменных y = yt на (t + 1)-м шаге метода

ОГС необходимо:
- найти решения x∗(y) и v∗(y) пары прямо-двойственных задач II;
- определить значения обобщенного градиента gψ(y) функции ψ(y)

в точке y = yt по формуле

gψ(y) =
{

gψ
l (y) = (−βl, v

∗(y)) + dl (l = 1, k)
}

,

где dl – l-й элемент вектора d, βl – l-й столбец размерности m матрицы
B, gψ

l (y) – l-й элемент вектора gψ(y) размерности k;
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- определить значения

yt+1 = max{0, yt − ht+1 gψ(y)},
где ht+1 – величина шага в методе ОГС.

4. Схема декомпозиции по переменным для задач линейного
программирования блочно-диагональной структуры со связу-
ющими переменными. Наиболее типичен для схемы декомпозиции
по переменным является случай, когда при фиксированных перемен-
ных x = x или y = y задача (3.47)–(3.49) (задача I или II) распадается
на блоки, каждый из которых представляет собой задачу линейного
программирования сравнительно небольшой размерности или некото-
рой известной задачей оптимизации специальной структуры.

Рассмотрим задачу линейного программирования блочно-диаго-
нальной структуры со связующими переменными: найти

min
( p∑

j=1

cjxj + dy
)

(3.50)

при ограничениях

Bjxj + Fjy ≤ bj (j = 1, p), (3.51)

y ≥ 0, xj ≥ 0 (j = 1, p), (3.52)

где cj , xj – nj-мерные векторы; d, y – k-мерные векторы; bj – mj-мерные
векторы; Bj – mj × nj-мерные матрицы; Fj – mj × k-мерные матрицы.
Задача (3.50)–(3.52) является общей задачей линейного программиро-
вания, для решения которой можно использовать известные методы.
Однако в случае больших размерностей для ее решения эффективнее
использовать схемы декомпозиции по переменным.

Зафиксируем переменные y = y и рассмотрим задачу

Ψ(y) = min
x∈R(x,y)

{ p∑

j=1

cjxj + dy
}

, (3.53)

где x = {x1, x2, . . . , xp}; R(x, y) = R1(x1, y)×· · ·×Rp(xp, y); Rj(xj , y) =
= {xj : Bjxj ≤ bj − Fjy; xj ≥ 0}, j = 1, p.

Функция Ψ(y) является кусочно-линейной выпуклой функцией. По-
строим функцию Лагранжа для задачи (3.50)–(3.52)

L(x, y, u) =
p∑

j=1

cjxj + dy +
p∑

j=1

(uj , Bjxj + Fjy − bj),
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где u = {u1, . . . , up} – множители Лагранжа ограничений (3.51). Пусть
x∗(y) – оптимальное решение задачи (3.53) при фиксированном y = y,
а u∗(y) – значения двойственных оценок данного решения. Тогда обоб-
щенный градиент функции Ψ(y) в точке y определяется по формуле

gy
L∗y

(x(y), y) = d +
p∑

j=1

FT
j u∗j (y).

В силу сепарабельности целевой функции задачи (3.53) прямое и
двойственное решения x∗(y) и u∗(y) находятся из решения следующих
p прямых задач:

cjxj → min,

Bjxj ≤ bj − Fjy, xj ≥ 0,

и p двойственных задач:

qj(y)uj = (bj − Fjy, uj) → max,

BT
j uj ≥ cj , uj ≥ 0,

где qj(y) = bj − Fjy.
Обозначим множество допустимых решений двойственных задач

при фиксированном y через

Vj(uj) = {uj : BT
j uj ≥ cj , uj ≥ 0},

которые не зависят от переменных y.
Тогда итеративный алгоритм решения задачи (3.50)– (3.52), постро-

енный на основе схемы декомпозиции по переменным и одного из ме-
тодов негладкой оптимизации состоит в следующем: пусть, начиная
с некоторого значения y0, имеем на k-й итерации точку yk, тогда на
(k+1)-й итерации необходимо выполнить следующие три основных эта-
па.

1. Решить задачу линейного программирования для каждого блока
в отдельности при фиксированных y = yk, т.е. найти x∗j (y

k) и u∗j (y
k),

для которых

cjx
∗
j (y

∗) = min
xj∈Rj(xj ,yk)

cjxj =

= max
uj∈Vj(uj)

(bj − Fjy
k, uj) = qj(yk)u∗j (y

k) (j = 1, p).
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2. Вычислить значение обобщенного градиента функции Ψ(y) в точ-
ке yk по формуле

g(u(yk)) = d +
p∑

j=1

FT
j u∗j (y

k).

3. Вычислить yk+1 по формуле

yk+1 = max{0, yk − hk+1g(u(yk))},
где hk+1 – величина шага.

3.6. Схема декомпозиции по ресурсам
Метод Корнаи-Липтака [630] известен как схема декомпозиции на

двух уровнях, который первоначально был разработан для решения
задач линейного программирования при оптимальном распределение
глобальных и эффективном использование локальных ресурсов. Далее
данный метод был обобщен для задач выпуклого и нелинейного про-
граммирования как общую схему декомпозиции по ресурсам [633, 733].

Основной особенностью этого метода является процедура перерас-
пределения ресурсов, для чего были использованы различные приемы
и методы, такие как методы теории игр, задачи двойственного програм-
мирования для определения двойственных оценок глобальных ресурсов
и методы недифференцируемой оптимизации. В данном параграфе при-
водится схема декомпозиции по ресурсам для решения задач выпуклого
программирования, в которой задача перераспределения ресурсов ре-
шается субградиентными методами. Далее такая схема декомпозиции
применяется для решения задач линейного и дробно-линейного прог-
раммирования блочно-диагональной структуры.

1. Схема декомпозиции по ресурсам для задач выпукло-
го программирования. Пусть x1, x2, . . . , xp (xj ∈ Rnj , j = 1, p) –
группы переменных, образующих вектор x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, где

n =
p∑

j=1

nj . Рассмотрим задачу выпуклого программирования блочно-

диагональной структуры со связующими ограничениями и p диагональ-
ных блоков следующего вида:

p∑

j=1

Φj(xj) → min, (3.54)
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p∑

j=1

F i
j (xj) ≤ b (i = 1,m), (3.55)

Wj(xj) ≤ bj (j = 1, p). (3.56)

Здесь Φj , F i
j – выпуклые функции; Wj – выпуклые вектор-функции

от соответствующих переменных; b = (b1, b2, . . . , bm) – фиксированный
вектор глобальных ресурсов; bj – вектор локальных ресурсов соответ-
ствующей размерности.

Рассмотрим для задачи (3.54)–(3.56) функцию Лагранжа (относи-
тельно всех ограничений)

L(x, λ, µ) =
p∑

j=1

Φj(xj) +
p∑

j=1

m∑

i=1

λi
(
F i

j (xj)− bi

)
+

p∑

j=1

µj

(
Wj(xj)− bj

)
,

в которой λ = {λi (i = 1,m)} и µ = {µj (j = 1, p)} – множители
Лагранжа соответственно для ограничений (3.55) и (3.56).

Сущность метода Корнаи-Липтака заключается в осуществление
первоначального распределения глобальных ресурсов bi между всеми
p блоками с последующей оценке эффективности такого распределения
(использования глобальных и локальных ресурсов) через двойственных
оценок (множителей Лагранжа). Таким образом оценки λi (i = 1,m)
характеризуют эффективность использования глобальных ресурсов, од-
новременно с имеющимися локальными ресурсами. Как видно из функ-
ции Лагранжа L(x, λ, µ) оценки λi являются одинаковыми для каждого
блока j = 1, p, поэтому основная цель перераспределения глобальных
ресурсов является получение одинаковых оценок их эффективного ис-
пользования для каждого блока в отдельности.

Представим вектор ресурсов b в виде суммы:

b = z1 + z2 + · · ·+ zp, (3.57)

а ограничения (3.55) заменим на

F i
j (xj) ≤ zi

j (i = 1,m; j = 1, p), (3.58)

где zj = (z1
j , z2

j , . . . , zm
j ) – вектор, показывающий распределение ресур-

сов j-му блоку.
Используя данные соотношения, задача (3.54)-(3.56) разлагается на

p подзадач (локальные задачи):
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Φj(xj)→ min, (3.59)

F i
j (xj) ≤ zi

j (i = 1,m), (3.60)

Wj(xj) ≤ bj . (3.61)

Для каждой задачи (3.59)–(3.61) построим свою функцию Лагранжа
следующего вида

Lj(xj , λj , µj) = Φj(xj) +
m∑

i=1

λi
j

(
F i

j (xj)− zi
j

)
+ µj

(
Wj(xj)− bj

)
,

в которой λi
j (i = 1,m) – множители Лагранжа ограничений (3.60).

С учетом сделанных распределений (3.57) и полученных новых под-
задач (3.59)-(3.61) определим следующую задачу:

Φ(z) =
p∑

j=1

αj(zj) → min,

p∑

j=1

zi
j ≤ bi (i = 1, m),

в которой αj(zj) – алгоритмическая функция, значения которой опре-
деляется в результате решения задачи (3.59)-(3.61) с учетом решения
x∗j (zj) и распределения zj . Для этой задачи функция Лагранжа имеет
вид:

L(z, λ) =
p∑

j=1

(
αj(zj) +

m∑

i=1

λizi
j

)
−

m∑

i=1

λibi.

Пусть Φ(z) =
p∑

j=1

Φj(x∗j (zj)), где x∗j (zj) – оптимальное решение зада-

чи (3.59)–(3.61) при заданном zj (фиксированное распределение ресур-
сов); для каждой из локальных задач выполняется условие Слейтера;
{λi

j(zj)} – оптимальные значения множителей Лагранжа, соответству-
ющие ограничениям (3.60). Легко показать, что Φ(z) – выпуклая функ-
ция, а ее субградиент определяется по формуле

gΦ(z) =
{−λi

j(zj) (j = 1, p; i = 1,m)
}

.
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Первоначальная задача (3.54)–(3.56) сводится к нахождению мини-
мума выпуклой функции Φ(z) при линейных ограничениях (3.57) (ко-
ординирующая задача), т.е.

Φ(z) → min, (3.62)

p∑

j=1

zj ≤ b. (3.63)

Учитывая простоту этих ограничений, для решения координирующей
задачи можно применить обобщенный градиентный спуск с проектиро-
ванием на линейные многообразия.

Таким образом, исходная задача (3.54)–(3.56) больших размернос-
тей и блочно-диагональной структуры сводится с помощью двухуров-
него приема к решению координирующей (внешней) задачи (3.62), (3.63)
и локальных (внутренних) задач (3.59)–(3.61) по следующей схеме де-
композиции по ресурсам с применением методов недифференцируемой
оптимизации, вычисления по которой проводится на двух уровнях.

На первом уровне проводится перераспределение ресурсов b путем
решения задачи недифференцируемой оптимизации одним из субгра-
диентным методом. Таким образом, на каждом шаге субградиентного
метода решения задачи (3.62), (3.63) на множестве вектора переменных
z = (z1, z2, . . . , zp) размерностью m× p осуществляется новое распреде-
ление глобальных ресурсов.

На втором уровне осуществляется оценка проведенного перераспре-
деления ресурсов путем решения локальных задач (3.59)–(3.61) на мно-
жестве переменных (xj , λj).

Таким образом, на (k + 1)-м шаге субградиентного метода решения
задачи (3.62), (3.63) необходимо выполнить три этапа.

1. Решить задачи (3.59)–(3.61) при фиксированных zi
j = zik

j и найти
значения двойственных оценок λi

j(z
k
j ).

2. Найти значения обобщенного градиента по формуле gik

j (z) =
= −λik

j (zik

j ) (j = 1, p; i = 1, m).
3. Найти новую точку

z̃ ik+1

j = max{0, zik

j − hk+1g
ik

j (z)} =

= max{0, zik

j + hk+1λ
ik

j (zik

j )} (j = 1, p; i = 1,m).
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Провести проектирование точки z̃ ik+1

j на линейном многообразии
p∑

j=1

zj = b, т.е. найти новые значения zik+1

j в соответствии с правилом

zik+1

j = min
{

z̃ ik+1

j , bi −
∑

r 6=j

z̃ ik+1

r

}
(j = 1, p; i = 1,m).

2. Схема декомпозиции по ресурсам для задач линейно-
го программирования. Для задачи линейного программирования
блочно-диагональной структуры декомпозиционная схема по ресурсам
имеет такую же структуру. В данном случае изменяются только ло-
кальные задачи (3.59)–(3.61). Пусть имеем задачу линейного програм-
мирования (3.32)–(3.35). Тогда в схеме декомпозиции по ресурсам ко-
ординирующей является задача (3.62), (3.63), а локальные имеют вид
задач линейного программирования с фиксированными значениями пе-
ременных zj :

Φj(xj) = cjxj → min,

Bjxj ≤ zj ,

xj ≥ 0.

Находим оптимальные решения x∗j (zj) и двойственные оценки λj(zj) эф-
фективности использования распределенных глобальных ресурсов zj .
Тогда

Φ(z) =
p∑

j=1

Φj(x∗j (zj)) =
p∑

j=1

cjx
∗
j (zj)

является кусочно-линейной выпуклой функцией по переменным z, а ее
обобщенный градиент определяется в соответствии с функцией Лагран-
жа

L(x, z) =
p∑

j=1

[
(cj + λjAj + βjBj)xj − (λjzj + βjbj)

]

и в данном случае имеет вид gΦ(z) = {−λj}p
j=1. Остальные

вычисления соответствуют указанных выше основных трех этапов. От-
личие состоит в том, что задачи (3.59)–(3.61) являются линейными.
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3.7. Применение схем декомпозиции
для решения специальных задач

1. Транспортные задачи. Рассмотрим обычную линейную транс-
портную задачу:

m∑

i=1

n∑

j=1

cijxij → min, (3.64)

n∑

j=1

xij ≤ ai (i = 1,m), (3.65)

m∑

i=1

xij = bj (j = 1, n), (3.66)

xij ≥ 0 (i = 1, m; j = 1, n), (3.67)

в которой m – количество поставщиков, n – количество потребителей,
ai – объемы поставки, bj – объемы потребления, cij – расстояния пере-
возки, а xij – объемы перевозки между i-м поставщиком и j-м потреби-
телем.

Предположим, что ai и bi – положительные числа и
m∑

i=1

ai ≥
n∑

j=1

bj .

Для решения задачи (3.64)–(3.67) можно применить декомпозицион-
ные схемы и субградиентные методы. В случае, когда m ¿ n, а n до-
статочно большое число, то имеем так называемую ленточную матрицу
C = {cij}, которая представляет собой матрицу расстояний от неболь-
шого числа поставщиков к большому числу потребителей. В таком слу-
чае получаем транспортную задачу большой размерности, для решения
которой можно эффективно применить декомпозиционные схемы и суб-
градиентные методы.

Схема декомпозиции по ограничениям. Рассмотрим для начала схе-
му декомпозиции по ограничениям. Для этого построим функцию
Лагранжа для задачи (3.64)–(3.67), на базе ограничений (3.65).

L(x, u) =
m∑

i=1

n∑

j=1

cij xij +
m∑

i=1

ui

( n∑

j=1

xij − ai

)
=

=
m∑

i=1

n∑

j=1

(cij + ui)xij −
m∑

i=1

aiui
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и рассмотрим задачу

L∗(u) = min
x∈R(x)

L(x, u) (3.68)

в которой R(x) – ограниченное выпуклое многогранное множество зна-
чений переменных x, удовлетворяющих ограничениям (3.66), (3.67), а
u = (u1, u2, . . . , um) – множители Лагранжа для ограничений (3.65),
u ≥ 0.

Для решения задачи (3.64)–(3.67) применяем следующий алгоритм.
1. Решаем внешнюю задачу максимизации функции L∗(u) при огра-

ничениях u ≥ 0 субградиентным методом, на (t + 1)-м шаге которого
необходимо выполнить основные три этапа.

а) Решить внутреннюю задачу (3.68) при фиксированных значениях
u = ut, следующего вида

n∑

j=1

m∑

i=1

(cij + ut
i)xij → min, (3.69)

m∑

i=1

xij = bj (j = 1, n), (3.70)

xij ≥ 0, (3.71)

которая имеет сепарабельный функционал (3.69) и независимые (блоч-
ные) ограничения (3.70) для каждого j. Тогда решение задачи (3.69)–
(3.71) однозначно определяется по формуле

x∗ij(u
t) =

{
bj , для i = i∗j (j = 1, n);
0, для i 6= i∗j (j = 1, n),

где i∗j индекс для которого имеем

ci∗j j + ut
i∗j

= min
i

(cij + ut
i);

б) Вычислить значения субградиента gi(u∗) функции L∗(u) в точке
u = ut по формуле

gi(ut) =
n∑

j=1

x∗ij(u
t)− ai (i = 1, m),

где {x∗ij(ut)} оптимальное решение задачи (3.69)–(3.71) при u = ut;
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в) Найти новые значения
ut+1

i = max
{
0, ut

i + ht+1 gi(ut)
}

(i = 1,m),

где ht+1 – величина шага в субградиентном методе.
2. Пусть u∗ – оптимальное решение задачи максимизации L∗(u), а

x∗ – оптимальное решение задачи (3.69)–(3.71) при u = u∗. Находим
значения

∆ij = ckj + u∗k − cij − u∗i ,

для всех i и j, для которых x∗ij = 0, где k – значение индексов i, для
которых xkj = bj (j = 1, n).

Параметры ∆ij соответствуют по своей структуре признаку опти-
мальности плана x транспортной задачи в методе потенциалов, а имен-
но

∆ij = vj − ui − cij ≤ 0,

в котором в данном случае vj = ckj + u∗k.
3. Находим множество J тех индексов j, для которых хотя бы для

одного i |∆ij | ≤ ε, где ε > 0 – достаточно малое число. Множество J
соответствует тем значениям индексов j, для которых объемы перево-
зок фиксированы, т.е. имеем x∗kj = bj , но имеются некоторые другие
возможные варианты поставки с примерно такими же оценки эффек-
тивности, т.е. ckj + u∗k ≈ cij + ui, для некоторых индексов i.

4. Находим новые значения коэффициентов a′i, соответствующие
нераспределенных объемов поставки

a′i = ai −
∑

j /∈J

x∗ij

и находим множество I тех значений индексов i для которых a′i > 0.
Множество I соответствует тем поставщикам, которые имеют нерас-
пределенные объемы грузов, т.е. a′i – положительные числа.

5. По алгоритму методов потенциалов решаем редуцированную
транспортную задачу ∑

i∈I

∑

j∈J

cijxij → min;

∑

j∈J

xij ≤ a′i, i ∈ I;

∑

i∈I

xij = bj , j ∈ J ;

xij ≥ 0, i ∈ I, j ∈ J,
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для которой ||I|| ≈ ||J ||, т.е. ее матрица расстояний является почти
квадратной и небольших размерностей.

Полученное решение редуцированной задачи дополняет оптималь-
ное решение x∗ задачи (3.69)–(3.71) для тех индексов i и j для которых
выполнялись неравенства |∆ij | ≤ ε.

Схема декомпозиции по переменным. Рассмотрим теперь особеннос-
ти применения схемы декомпозиции по переменным для решения транс-
портной задачи (3.64)–(3.67). Для этого построим ее двойственную

n∑

j=1

bjvj −
m∑

i=1

aiui → max, (3.72)

vj − ui ≤ cij (i = 1,m; j = 1, n), (3.73)

ui ≥ 0 (i = 1,m), (3.74)

где ui, vj – двойственные переменные (потенциалы), соответствующие
ограничениям (3.65) и (3.66). При фиксированных ui, каждое vj огра-
ничено сверху соотношениями

vj ≤ cij + ui (i = 1,m).

Так как bj > 0, то для получения максимума по vj в (3.72) при фикси-
рованных ui должно выполняться соотношение

vj = min
1≤i≤m

(cij + ui). (3.75)

Такими соотношениями должны быть связаны потенциалы ui (i =
= 1,m) и vj (j = 1, n) в оптимальном плане двойственной транспортной
задачи, при этом все ограничения (3.73) выполняются автоматически.
Отсюда вытекает, что двойственная задача (3.72)–(3.74) сводится к сле-
дующей задаче безусловной оптимизации: найти

max
u≥0

ϕ(u) = max
{ui}

( n∑

j=1

bj min
1≤i≤m

(cij + ui)−
m∑

i=1

ai ui

)
, (3.76)

где ϕ(u) – функция полученная в результате подстановки в (3.72) вместо

vj выражение (3.75), т.е. ϕ(u) =
n∑

j=1

bj min
1≤i≤m

(cij + ui)−
m∑

i=1

aiui.

Функция ϕ(u) определена для любого u ≥ 0, кусочно-линейна и во-
гнута. Разрыв градиента функции ϕ(u) соответствуют разрывом гради-
ентов одной из функций ψj(u) = min

1≤i≤m
(cij+ui), которые происходят при
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таких значениях u, когда минимум в выражении для ψj(u) достигается
сразу при двух и большем числе значений i.

В результате получаем следующий алгоритм схемы декомпозиции
по переменным решения транспортной задачи (3.72)–(3.74).

1. Решаем внешнюю задачу максимизации функции ϕ(u) при u ≥ 0
субградиентным методом на (t+1)-м шаге которого необходимо выпол-
нить основные три этапа:

а) решить внутреннюю задачу

n∑

j=1

bjvj → max, (3.77)

vj ≤ cij + ui (3.78)

при фиксированных ui = ut
i, решение которой определяется однозначно

vt
j = min

1≤i≤m
(cij + ut

i) = ci∗j j + ut
i∗j

,

для которого соответствует решение прямой задачи

x∗i∗j j(u
t) =

{
bj , для i = i∗j (j = 1, n),

0, для i 6= i∗j (j = 1, n);

б) вычислить значения субградиента gi(ut) функции ϕ(u) в точке
u = ut по формуле

gi(ut) =
n∑

j=1

x∗ij(u
t)− ai (i = 1, m),

где {x∗ij(ut)} оптимальное решение задачи (3.77), (3.78) при u = ut;
в) найти новые значения

ut+1
i = max

{
0, ut

i + ht+1gi(ut)
}

(i = 1,m),

где ht+1 – величина шага в субградиентном методе.
2. Пусть u∗ оптимальное решение задачи (3.76), а v∗ решение задачи

(3.77), (3.78) при u = u∗. Находим значения

∆ij = v∗j − u∗i − cij = ckj + u∗k − u∗i − cij

для всех i и j, для которых x∗ij = 0, где k – значения индексов, для
которых xkj = bj (j = 1, n), т.е. v∗j = ckj + u∗k.
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3. Находим множество J тех индексов j, для которых |∆ij | ≤ ε,
где ε > 0 – достаточно малое число. Множество J соответствует тем
значениям j, для которых ограничения (3.78) ε-неустойчивы, т.е. огра-
ничения являются существенными.

4. Находим новые значения коэффициентов a′i определенных по фор-
мулам

a′i = ai −
∑

j /∈J

x∗ij (i = 1,m)

и находим множество I тех значений индексов i для которых a′i > 0.
5. По алгоритму метода потенциалов решаем редуцированную пря-

мую транспортную задачу
∑

i∈I

∑

j∈J

cijxij → min;

∑

j∈J

xij ≤ a′i, i ∈ I;

∑

i∈I

xij = bj , j ∈ J ;

xij ≥ 0, i ∈ I, j ∈ J,

для которой ||I|| ≈ ||I||, т.е. ее матрица расстояний является почти квад-
ратной.

Полученное решение редуцированной задачи дополняет оптималь-
ное решение задачи (3.77), (3.78).

Следует отметить, что схема декомпозиции по ограничениям и схема
декомпозиции по переменным для решения транспортной задачи совпа-
дает со схемой декомпозиции по переменным для двойственной ей зада-
чи. В результате их применения получаем те же решения u∗ и u∗, для ко-

торых значение функционала совпадает L∗(u∗) = ϕ(u∗) =
m∑

i=1

n∑

j=1

cijx
∗
ij .

Задача (3.76), вытекающая из транспортной задачи, фактически
являлась той самой первой моделью, на основе которой академик
Н.З. Шор отрабатывал методы субградиентного спуска и показал их
практическую эффективность при решении задач большой размернос-
ти [725].

Особенности применения такого метода при решении сетевой транс-
портной задачи состоит в том, что вместо исходной матрицы расстояний
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{cij}, на каждом шаге субградиентного метода находятся кратчайшие
пути с учетом пересчета длин дуг на соответствующую величину ui.

2. Обобщенная распределительная задача линейного про-
граммирования. Обобщенная распределительная задача линейного
программирования, которая имеет собственную терминологию, это за-
дача следующего вида: найти

min
∑

(i,j)∈P

cijxij (3.79)

при ограничениях
∑

(i,j)∈P

p
(α)
ij xij − T (α) ≤ 0, α ∈ A; (3.80)

∑

{j/(i,j)∈P}
xij = di, i ∈ I = {1, . . . , N}; (3.81)

xij ≥ 0, ∀ (i, j) ∈ P. (3.82)

Каждый индекс i соответствует индексу ”продукта”, индекс j яв-
ляется индексом ”технологии”, множество P это множество пар (i, j),
которые соответствуют i-му ”продукту” произведенным j-м ”технологи-
ей” . Множество I будем называть множеством заказов, а множество A
назовем множество технологических ограничений (технологические ко-
эффициенты p

(α)
ij означают количество ресурса α ∈ A необходимое для

производства единицы i-го продукта j-м технологией). Каждый заказ
из ограничений (3.81) соответствует части ограничений (3.82), форми-
рует блок, который ассоциируется с вектором xi = {xij/(i, j) ∈ P}, а
технологические ограничения (3.80) являются связующими ограниче-
ниями.

Рассмотрим схему декомпозиции по ограничениям, для чего постро-
им функцию Лагранжа следующим образом:

L(x, u) =
∑

(i,j)∈P

(
cij +

∑

α∈A

uαp
(α)
ij

)
xij −

∑

α∈A

uαT (α) (3.83)

и получаем внутреннюю задачу: найти

Ψ(u) =
N∑

i=1

ψi(u)−
∑
α

uαT (α), (3.84)
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где для каждого i ∈ I имеем

ψi(u) = min
∑

{j/(i,j)∈P}

(
cij +

∑

α∈A

p
(α)
ij uα

)
xij (3.85)

при ограничениях
∑

{j/(i,j)∈P}
xij = di, xij ≥ 0 ∀j, (i, j) ∈ P. (3.86)

Пусть xij(u) – решение (в случае неоднозначности, произвольное)
задачи (3.85), (3.86). Легко видеть, что xij(u) = {xij(u)} можно опреде-
лить формулами:

xij(u) = di, если j = j∗i (u), где j∗i (u) некоторый (например, наименьший)
индекс минимизации по j

cij(u) = cij +
∑

α∈A

uαp
(α)
ij ;

xij(u) = 0 для всех j 6= j∗i (u).

Тогда,

ψi(u) = di min
{j,(i,j)∈P}

[
cij +

∑

α∈A

uαp
(α)
ij

]
(i = 1, N )

и

Ψ(u) =
N∑

i=1

di min
{j,(i,j)∈P}

[
cij +

∑

α∈A

uαp
(α)
ij

]
−

∑

α∈A

uαT (α) для u ≥ 0;

gΨ(u) = {g(α)
Ψ (u)}α∈A =

{ ∑

(i,j)∈P

xij(u)p(α)
ij − T (α)

}
α∈A

=

=
{ ∑

i∈I

dip
(α)
ij∗i

(u)− T (α)
}

α∈A
.

Задачи типа (3.79)–(3.82) часто встречаются на практике, в частно-
сти при решении задач производственно-транспортного планирования.

3. Решение нелинейных задач большой размерности специ-
альной структуры. Эффективность недифференцируемой оптимиза-
ции покажем при решении нелинейных выпуклых задач большой раз-
мерности специальной структуры. В таких случаях структура включает
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только ”линейные” переменные, которые рассматриваются как сепара-
бельные для большой части всего множества переменных. Поэтому есте-
ственно использовать схемы декомпозиции по переменных разделенные
на ”линейные” и ”нелинейные” части в зависимости от ситуации.

Рассмотрим задачу выпуклого программирования:
минимизировать

f(x, y) = {(c, x) + f(y)} (3.87)

при ограничениях

Ax + b(y) ≤ 0, b(y) = {bi(y)}m
i=1, (3.88)

x ≥ 0, (3.89)

где y ∈ Ek, x ∈ En, c – n-мерный вектор, A – матрица размерностей
m× n, а f и bi являются выпуклыми функциями, определенные на Ek.
Для простоты, предположим, что внутренняя задача: найти

Ψ(y) = inf
x

[(c, x) + f(y)] (3.90)

при ограничениях
Ax + b(y) ≤ 0 (3.91)

имеет непустое множество X(y) оптимальных решений при произволь-
ном y ∈ Ek. Пусть u ∈ En является вектором множителей Лагранжа
для задачи (3.87)–(3.89). Для функции Лагранжа вида:

L(x, y, u) = (c, x) + f(y) + (u,Ax) + (u, b(y))

определяем
Ly(x, u) = L(x, y, u)

для фиксированном y = y, которая является функцией Лагранжа для
задачи (3.90), (3.91). Пусть {x(y) ∈ X(y), u(y) ∈ U(y)} является па-
ра оптимальных прямых и двойственных переменных, формирующие
точку Куна-Таккера для задачи линейного программирования (3.90),
(3.91). Тогда

Ψ(y) = (c, x(y)) + f(y),

где Ψ(y) является выпуклой функцией, определенной на Ek. Субгради-
ент для Ψ в точке y получим по формуле

gΨ(y) = gf(y) + (u(y), gb(y)),
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где gb(y) = {gb1(y), . . . , gbm
(y)}. Функция Ψ является дифференциру-

емой почти везде, за исключением точек, где f или некоторые bi(y)
являются недифференцируемые, и точки y, где u(y) неединственное.

Для нахождения оптимального y используется метод субградиент-
ного типа недифференцируемой оптимизации на (t+1)-м шаге которого
необходимо выполнить три этапа.

1. При фиксированных значениях y = yt решить задачу линейного
программирования по переменным x

(c, x) → min,

Ax ≤ b(yt),

x ≥ 0

и найти ее оптимальные прямые и двойственные решения x(yt) и u(yt).
2. Найти значения обобщенного градиента gψ(yt) функции ψ(y) в

точке y = yt по формуле

gψ(yt) = gf (yt) + (u(yt), gb(yt)).

3. Найти новые значения

yt+1 = yt − ht+1 · gψ(yt),

где ht+1 – величина шага в субградиентном методе.

3.8. Блочная задача сепарабельного
выпуклого программирования

Рассмотрим задачу выпуклого программирования, в которой систе-
ма ограничений имеет блочно-диагональную структуру, а функционал
является сепарабельной функцией

F1(x) =
p∑

j=1

ϕj(xj) → min, (3.92)

p∑

j=1

gi
j(xj) ≤ ai (i = 1,m), (3.93)

hl
j(xj) ≤ bl

j (l = 1,mj ; j = 1, p). (3.94)
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Переменные данной задачи разбиты на p групп xj = (x1
j , x

2
j , . . .

. . . , x
nj

j ) ∈ Rnj (j = 1, p), которые образуют вектор x = (x1, x2, . . . , xp) ∈

∈ Rn, где n =
p∑

j=1

nj . На множестве каждой группы переменных xj

определены непрерывные функции ϕj , gi
j (i = 1,m), hl

j (l = 1,mj) :
Rnj → R.

Предположим, что функции ϕj , gi
j и hl

j выпуклы на группе перемен-
ных xj (j = 1, p), а ai (i = 1, m), bl

j (l = 1,mj ; j = 1, p) – заданные
числа.

В задаче (3.92)–(3.94) можно использовать и другие сепарабельные
функционалы:

F2(x) = max
j

ϕj(xj) (3.95)

или же

F3(x) =
p∏

j=1

ϕj(xj). (3.96)

Приведенную ниже схему решения задачи (3.92)–(3.94) можно с та-
ким же успехом применять и для минимизации функционала (3.95) или
(3.96) при ограничениях (3.93), (3.94).

Предположим, что функции ϕj(xj) такие, что функционалы F1(x),
F2(x) и F3(x) являются выпуклыми или вогнутыми, без уточнения необ-
ходимых условий, которым они должны удовлетворять.

В общем случае задачи минимизации функционалов F1(x),
F2(x) и F3(x) при ограничениях (3.93) и (3.94) являются задачами вы-
пуклого программирования, однако, в зависимости от структуры огра-
ничений, возможны различные варианты их решения.

Рассмотрим каждый возможный вариант постановки данных задач
в отдельности.

Пусть p = 1, n1 ≥ 1, m ≥ 1 и m1 = 0. Тогда для всех трех задач
получим задачу выпуклого программирования

ϕ(x) → min,

gi(x) ≤ ai (i = 1,m),

для решения которой можно использовать известные методы и алго-
ритмы выпуклой оптимизации.

Пусть теперь p ≥ 2, nj ≥ 2, m = 0 и mj ≥ 1. Тогда получим зада-
чи минимизации сепарабельных функционалов F1(x), F2(x) и F3(x) на
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множестве блочно-диагональных ограничений без связующих ограни-
чений, а именно: найти минимум функционала F1(x) (F2(x) или F3(x))
при ограничениях (3.94).

Поскольку данные функционалы являются сепарабельными и огра-
ничения имеют только блочно-диагональную структуру, то они сводят-
ся к решению p задач выпуклой оптимизации следующего вида:

ϕj(xj) → min, (3.97)

hl
j(xj) ≤ bl

j (l = 1,mj), (3.98)

отдельно для каждого j = 1, p.
Полученные решения x∗j формируют общее решение x∗ = (x∗1, x

∗
2, . . .

. . . , x∗p), которое дает оптимальные значения для всех трех функци-
оналов F1(x∗), F2(x∗) и F3(x∗). Таким образом, для решения задач
min Fr(x) (r = 1, 3) достаточно решить p задач типа (3.97), (3.98).

Рассмотрим общий случай задачи (3.92)–(3.94), т.е. когда p ≥
≥ 2, nj ≥ 2, m ≥ 1 и mj ≥ 1. Тогда задача (3.92)–(3.94) будет общей
задачей выпуклого программирования блочно-диагональной структуры
со связующими ограничениями. Рассмотрим возможные схемы деком-
позиции для решения таких задач для каждого функционала в отдель-
ности.

Метод решения задачи (3.92)–(3.94) с использованием схемы деком-
позиции по ограничениям и субградиентных методов приведен в п. 3.4.

Для задачи минимизации функционала (3.95) или (3.96) при огра-
ничениях (3.93), (3.94) получим следующие вариации предложенного
метода.

Для данных задач функции Лагранжа имеют вид

L2(x, u) = max
j

ϕj(xj) +
p∑

j=1

m∑

i=1

uig
i
j(xj)−

m∑

i=1

uiai,

и

L3(x, u) =
p∏

j=1

ϕj(xj) +
p∑

j=1

m∑

i=1

uig
i
j(xj)−

m∑

i=1

uiai.

Исходя из приведенной в п. 3.4. общей схемы декомпозиции по огра-
ничениям с применением субградиентных методов, для этих функций
Лагранжа, при фиксированных значениях u = ut необходимо решить
одну из задач

max
u≥0

{L∗2(u) = min
x∈S1×···×Sp

L2(x, u)} (3.99)
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или
max
u≥0

{L∗3(u) = min
x∈S1×···×Sp

L3(x, u), } (3.100)

где Sj – множество значений переменных xj , удовлетворяющих огра-
ничениям (3.94) для каждого j в отдельности. Так как функционалы в
данном случае не являются сепарабельными, то для нахождения обоб-
щенного градиента функции

L∗2(u) = max
u≥0

L2(x, u)

или
L∗3(u) = max

u≥0
L3(x, u)

применяется приближенный алгоритм. А именно, на каждом шаге суб-
градиентного метода решение задачи (3.99) или (3.100) для функцио-
налов L2(x, ut) или L3(x, ut) сводится к решению задач типа

ϕj(xj) +
m∑

i=1

ut
i gi

j(xj) → min, (3.101)

hl
j(xj) ≤ bl

j (l = 1,mj), (3.102)

для каждого блока в отдельности, которые являются задачами выпук-
лого программирования.

Обобщенный градиент функций L∗2(u) и L∗3(u) в точке u = ut в за-
дачах (3.99) и (3.100) определяются по формуле

gi(uk) =
p∑

j=1

gi
j(x

∗
j (u

t))− ai (i = 1,m),

где x∗j (u
t) (j = 1, p) – решения задач (3.101), (3.102).

3.9. Блочная задача выпуклого
программирования со связующими
переменными и ограничениями

Пусть имеем p групп переменных xj = (x1
j , x

2
j , . . . , x

nj

j ) ∈ Rnj , об-

разующих вектор x = (x1, x2, . . . , xp) ∈ Rn, где n =
p∑

j=1

nj . На множе-

стве каждой группы переменных xj определим следующие непрерывные
функции: ϕj , gi

j (i = 1,m), hl
j (l = 1,mj) : Rnj → R.
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Пусть также имеются переменные y = (y1, y2, . . . , yk) ∈ Rk, на ко-
торых определены функции α, F i

0 (i = 1,m), F l
j (l = 1,mj ; j =

= 1, p) : Rk → R. Предположим, что функции ϕj , gi
j (i = 1,m), hl

j

(l = 1,mj) выпуклы на множестве значений переменных xj , а функции
α, F i

0 (i = 1,m), F l
j (l = 1,mj ; j = 1, p) выпуклы на множестве

значений переменных y.
Рассмотрим задачу выпуклого программирования на множестве пе-

ременных (x, y), в которой система ограничений имеет блочно-диаго-
нальную структуру со связующими переменными и ограничениями:

F (x, y) =
p∑

j=1

ϕj(xj) + α(y) → min, (3.103)

p∑

j=1

gi
j(xj) + F i

0(y) ≤ ai (i = 1,m), (3.104)

hl
j(xj) + F i

j (y) ≤ bl
j (l = 1,mj ; j = 1, p), (3.105)

где ai (i = 1,m) и bl
j (l = 1, mj ; j = 1, p) – заданные числа.

Через M(x, y) обозначим множество значений переменных (x, y),
удовлетворяющих ограничениям (3.103)–(3.105), и предположим, что
оно ограничено, и представляет собой некоторый компакт.

Задача (3.103)–(3.105) является задачей выпуклого программиро-
вания, для решения которой можно построить итеративный алгоритм
с использованием субградиентных методов, применяя схему декомпо-
зиции по переменным y, а при решении задачи на множестве пере-
менных x – схему декомпозиции по ограничениям. Также для реше-
ния задачи на множестве переменных x, которые при фиксированных
y = y имеют блочно-диагональные структуры со связующими огра-
ничениями, можно применить схему декомпозиции по ресурсам (схе-
ма Корнаи-Липтака). В каждом из таких случаях алгоритмы решения
задачи (3.103)–(3.105) будут иметь два уровня, на каждом из которых
используются субградиентные методы.

Рассмотрим алгоритм более подробно.
Первый (внешний) уровень. Применяем схему декомпозиции по пе-

ременным. Тогда для фиксированных переменных y = y получим
задачу:

F (x, y) =
p∑

j=1

ϕj(xj) + α(y) → min, (3.106)
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p∑

j=1

gi
j(xj) ≤ ai(y) (i = 1,m), (3.107)

hl
j(xj) ≤ bl

j(y) (l = 1,mj ; j = 1, p), (3.108)

где ai(y) = ai − F i
0(y), b

l

j(y) = bl
j − F l

j(y) (l = 1,mj ; j = 1, p) –
постоянные коэффициенты.

На множестве значений переменных x определим функцию

Φ(y) = min
x∈R(y)

F (x, y).

Здесь R(y) – множество значений переменных x, удовлетворяющих
ограничениям (3.107), (3.108) при фиксированных значениях перемен-
ных y = y.

Тогда на внешнем уровне итеративного алгоритма решения задачи
(3.103)–(3.105) необходимо минимизировать выпуклую функцию Φ(y)
при ограничениях y ≥ 0. Для этого используем метод обобщенного гра-
диентного спуска, на t-м шаге которого необходимо выполнить три эта-
па.

1. Решить задачу (3.106)–(3.108) при фиксированных y = yt, т.е. най-
ти оптимальное решение x(yt) и двойственные оценки {ui(yt)} и
{vl

j(y
t)} соответственно для ограничений (3.107) и (3.108).

2. Определить значения обобщенного градиента функции Φ(y) в точ-
ке y = yt по формуле

G(yt) = Gα −
m∑

i=1

ui(yt)Gi
0(y

t)−
p∑

j=1

m∑

i=1

vl
j(y

t)Gl
j(y

t),

где Gα – обобщенный градиент функции α(y), а Gi
0(y

t) и Gl
j(y

t) –
обобщенные градиенты функций F i

0(y) и F l
j(y) в точке y = yt.

3. Вычислить новые значения

yt+1 = yt − γt+1G(yt),

где γt+1 – величина шага.

В первом пункте внешнего уровня итеративного алгоритма необхо-
димо решить задачу (3.106)–(3.108). Так как эта задача имеет блочно-
диагональную структуру со связующими ограничениями, то для ее ре-
шения можно использовать два приема декомпозиции:
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- схема декомпозиции по ограничениям,
- схема декомпозиции по ресурсам.
Решение задачи (3.106)–(3.108) составляет второй (внутренний)

уровень итеративного алгоритма.
1) Схема декомпозиции по ограничениям.Для этого рассмотрим сле-

дующие две задачи:
max
u≥0

L∗(u)

и
L∗(u) = min

x∈S(x)
L(x, u),

где u = {ui} – множители Лагранжа функции L(x, u), определенной по
формуле

L(x, u) =
p∑

j=1

[
ϕj(xj) +

m∑

i=1

uig
i
j(xj)

]
+ α(y)−

m∑

i=1

uiāi(y),

а S(x) – множество значений переменных x, удовлетворяющих ограни-
чениям (3.108).

Тогда, на (s+1)-м шаге субградиентного метода максимизации функ-
ции L∗(u) необходимо провести три этапа.

1. Решить задачу выпуклого программирования

p∑

j=1

[
ϕj(xj) +

m∑

i=1

us
i g

i
j(xj)

]
+ α0(us, y) → min, (3.109)

hl
j(xj) ≤ bl

j(y) (l = 1,mj ; j = 1, p), (3.110)

где α0(us, y) = α(y)−
m∑

i=1

us
i ai(y) при фиксированных u = us.

Тогда для каждого j = 1, p необходимо решить следующие задачи
выпуклого программирования

ϕj(xj)− λsψj(xj) +
m∑

i=1

us
i g

i
j(xj) → min,

hl
j(xj) ≤ bl

j(y) (l = 1,mj).

Пусть x∗j (u
s) – решение каждой задачи в отдельности, а vl∗

j (us) –
соответствующие значения множителей Лагранжа для этих решений.
Тогда x∗(us) = {x∗j (us)} является решением задачи (3.109), (3.110).
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2. Определить значения обобщенного градиента функции L∗(u) в
точке u = us по формуле

G(us) =
{ p∑

j=1

gi
j(x

∗
j (u

s))− αi(y)
}

.

3. Вычислить новые значения

us+1 = max{0, us + γs+1G(us)},

где γs+1 – величина шага.
Таким образом, в результате решения задачи (3.103)–(3.105) по ука-

занному алгоритму получим оптимальные значения переменных (x, y)
и двойственных оценок u и {vj}.

Заметим, что если в задаче (3.103)–(3.105) имеются некоторые от-
клонения от общей постановки, то для ее решения можно использовать
другие схемы итеративного алгоритма. Рассмотрим некоторые вариа-
ции структуры системы ограничений.

Пусть m = 0, т.е. связующие ограничения (3.104) отсутствуют. То-
гда, если использовать схему декомпозиции по переменным, то зада-
чу (3.106)–(3.108) можно решить для каждого блока в отдельности. В
конечном итоге получим одноуровневый алгоритм. Аналогично имеет
место, когда m > 0, но все функции gi

j(xj) тождественно равны нулю
на множестве переменных x (т.е. отсутствуют связующие ограничения
по x).

Если же mj = 0 (j = 1, p), т.е. блочно-диагональные ограниче-
ния (3.105) отсутствуют, то получим задачу, для которой достаточно
применить схему декомпозиции по переменным. В этом случае эффек-
тивность данного метода достигается за счет специальной структуры
ограничений (3.107) при фиксированных значениях y (транспортного
типа, сетевая структура и т.п.).

2) Схема декомпозиции по ресурсам
На втором уровне алгоритма применяется схема декомпозиции по

ресурсам для решения задач (3.106)–(3.108) при фиксированных y = y.
Так как на первом уровне фиксируются переменные y = y, то система
ограничений (3.107), (3.108) имеет блочно-диагональную структуру на
множестве переменных x со связующими ограничениями.

Представим ресурсы ai(y) в виде следующих равенств

ai(y) = z′i1(y) + z′i2(y) + · · ·+ z′ip(y) (i = 1,m). (3.111)
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В векторной форме равенство (3.111) имеет вид

b′(y) = z′1(y) + z′2(y) + · · ·+ z′p(y),

где z′j(y) – вектор-столбец выделенных ресурсов j-му блоку.
Тогда задача (3.106)–(3.108) разлагается на p подзадач выпуклого

программирования типа

Φj(xj(z′j(y))) = ϕj(xj) → min, (3.112)

gi
j(xj) ≤ z′ij(y) (i = 1,m), (3.113)

hl
j(xj) ≤ bl

j(y) (l = 1,mj). (3.114)

Пусть xj(z′j(y)) – оптимальное решение задачи (3.112)–(3.114) при
заданном z′(y), а uij(z′ij(y)), vj(z′ij(y)) – значения множителей Лагран-
жа, соответствующие ограничениям (3.113) и (3.114), где функция
Лагранжа определяется по формуле:

Lj(xj , uj , vj) = ϕj(xj) +
m∑

i=1

uij

[
gi

j(xj)− z′ij(y)
]
+

mj∑

l=1

vl(hl
j(xj)− bl

j(y)).

Определим следующую функцию:

Φ(x(z′(y))) =
p∑

j=1

Φ(xj(z′j(y))),

которая является выпуклой. Субградиент этой функции определяется
по формуле:

GΦ(z′(y)) =
{
gj(z′j(y)) = −uj(z′j(y))

}
. (3.115)

Таким образом задача (3.106)–(3.108) сводится к решению зада-
чи минимизации функционала Φ(x(z′(y))) при линейных ограничениях
(3.111), т.е. координирующая задача внутреннего уровня имеет вид

Φ(x(z′(y))) → max,

p∑

j=1

z′ij(y) = ai(y) (i = 1,m).

Для решения этой задачи можем использовать субградиентный метод с
проектированием на линейные многообразия. На k-м шаге выбранного
метода необходимо выполнить три этапа.



1. При фиксированных z′j(y) = z′kj (y) решить задачу (3.112)–(3.114)
и найти оптимальные решения xj(z′j(y)) и соответствующие двой-
ственные оценки uj(z′j(y)) ограничений (3.113).

2. Определить значения обобщенного градиента функции
Φ(x(z′(y))) в точке z′j(y) = z′kj (y) по формуле (3.115).

3. Вычислить новые значения z′k+1
j (y) по формулам выбранного суб-

градиентного метода с учетом выполнения линейных уравнений
(3.111).



Глава 4

Задачи дробно-линейного
программирования

В данной главе рассматривается задача дробно-линейного програм-
мирования, для которой приводится основные теоретические результа-
ты и различные алгоритмы ее решения: прямой и модифицированный
симплекс-метод, метод сведения к задаче линейного программирования,
параметрический метод и методы декомпозиции. Также для решения
задач дробно-линейного программирования приводятся полиномиаль-
ные алгоритмы и субградиентный метод.

Для решения блочно-диагональных задач дробно-линейного про-
граммирования предлагаются декомпозиционный метод Данцига-
Вулфа, схемы декомпозиции по ограничениям, переменным и ресурсам
с применением субградиентных методов, в результате которых исход-
ная задача сводится к решению линейных задач для каждого блока в
отдельности.
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4.1. Задачи дробно-линейного
программирования

Рассмотрим следующую задачу дробно-линейного программирова-
ния:

F (x) =
C(x)
D(x)

=

n∑

j=1

cjxj

n∑

j=1

djxj

→ max, (4.1)

n∑

j=1

aijxj ≤ bi (i = 1, m), (4.2)

xj ≥ 0 (j = 1, n). (4.3)

Обозначим через R(x) многогранное выпуклое множество, заданное
ограничениями (4.2)–(4.3), т.е.

R(x) =
{

x
/ n∑

j=1

aijxj ≤ bi (i = 1,m); xj ≥ 0 (j = 1, n)
}

,

и предположим, что R(x) ограничено.
Задача дробно-линейного программирования (4.1)–(4.3) является

наиболее изученной и для ее решения используются различные чис-
ленные методы [32, 36, 148, 359, 433, 438], [488]–[495], [733], которые,
как правило, основаны на предположении, что D(x) > 0 для любых
x ∈ R(x), и следующих утверждениях.

Теорема 4.1. На любом прямолинейном отрезке, принадлежащем
многограннику R(x), дробно-линейная функция F (x) изменяется моно-
тонно.

Теорема 4.2. Дробно-линейная функция F (x) достигает миниму-
ма (максимума) только в крайней точке многогранника R(x). Если
минимум (максимум) достигается в нескольких крайних точках, то
он достигается и на их выпуклой оболочке.

Для задачи дробно-линейного программирования (4.1)–(4.3) име-
ет место общая теория двойственности линейного программирования
[2, 46, 110, 152, 457, 460, 511]. Однако для задач дробно-линейного про-
граммирования двойственные задачи строятся неоднозначно, но все они
являются эквивалентными.
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Двойственная задача наиболее общего вида строится следующим об-
разом:

1) каждому ограничению системы ограничений (4.2) ставится в со-
ответствие две двойственные переменные ui и vi – первая для числителя
целевой функции, а вторая для знаменателя;

2) целевая функция двойственной задачи имеет вид

W (u, v) =
W1(u)
W2(v)

=

m∑

i=1

biui

m∑

i=1

bivi

→ min; (4.4)

3) ограничения двойственной задачи строятся для каждой перемен-
ной xj (j = 1, n) исходной задачи и имеют нелинейный вид

(
cj −

m∑

i=1

aijui

) m∑

i=1

bivi −
(
dj −

m∑

i=1

aijvi

) m∑

i=1

biui ≤ 0 (j = 1, n); (4.5)

4) ограничения на неотрицательности переменных
m∑

i=1

bivi > 0, ui ≥ 0, vi ≥ 0 (i = 1,m). (4.6)

Для задач (4.1)–(4.3) и (4.4)–(4.6) имеют место следующие основные
теоремы теории двойственности.

Теорема 4.3. Если x – допустимое решение задачи дробно-линей-
ного программирования (4.1)–(4.3), а (u, v) допустимое решение двой-
ственной задачи (4.4)–(4.6), то имеет место неравенство

F (x) ≤ W (u, v).

Теорема 4.4. Если x∗ – оптимальное решение задачи (4.1)–(4.3),
а (u∗, v∗) – оптимальное решение двойственной задачи (4.4)–(4.6), то

F (x∗) = W (u∗, v∗)

и обратно, если для допустимых планов x∗ исходной задачи дробно-
линейного программирования и допустимого решения (u∗, v∗) двой-
ственной задачи значение целевых функций этих задач совпадают
F (x∗) = W (u∗, v∗), то x∗ является оптимальным решением для ис-
ходной задачи, а (u∗, v∗) – оптимальное решение двойственной задачи.
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Таким образом условие F (x∗) = W (u∗, v∗) является необходимым и
достаточным условием оптимальности решений x∗ и (u∗, v∗).

Теорема 4.5. Для того, чтобы допустимые решения x∗ для зада-
чи дробно-линейного программирования (4.1)–(4.3) и (u∗, v∗) для двой-
ственной задачи (4.4)–(4.6) были оптимальными необходимо и доста-
точно выполнение следующих двух групп равенств

(I) x∗j ·
[(

cj −
m∑

i=1

aiju
∗
i

) m∑

i=1

biv
∗
i −

(
dj −

m∑

i=1

aijv
∗
i

) m∑

i=1

biu
∗
i

]
= 0,

(II) u∗i ·
( n∑

j=1

aijx
∗
j − bi

)
= 0 и v∗i ·

( n∑

j=1

aijx
∗
j − bi

)
= 0.

Эти равенства являются аналогом условий дополняющих нежест-
костей второй основной теоремы двойственности линейного програм-
мирования.

Для задачи дробно-линейного программирования (4.1)–(4.3) функ-
цию Лагранжа можно построить двумя способами

L1(x, u) = F (x) +
m∑

i=1

ui

( n∑

j=1

aijxj − bi

)
, (4.7)

L2(x, u) =
{

C(x) +
m∑

i=1

ui

( n∑

j=1

aijxj − bi

)}/
D(x). (4.8)

Тогда решение задачи дробно-линейного программирования (4.1)–(4.3)
может быть сведено к нахождению седловой точки функции Лагранжа
(4.7) или (4.8), т.е.

Lr(x∗, u∗) = max
u≥0

min
x≥0

Lr(x, u) = min
x≥0

max
u≥0

Lr(x, u), r = 1, 2.

Теорема 4.6. Если пара (x∗, u∗) является седловой точкой функ-
ции L1(x, u), то пара (x∗, u∗), где u∗1 = u∗1D(x∗), есть седловая точка
функции L2(x, u) и наоборот.

Разработанные методы решения обычной задачи дробно-линейного
программирования (4.1)–(4.3) могут быть разделены на четыре группы:

- модификации симплекс-метода [32, 222, 223, 226, 305], [356]–[358],
[460, 493, 494, 508, 513, 531, 592, 635, 655];
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- методы ”линеаризации”, т.е. сведение к решению задачи линейного
программирования с изменением системы ограничений исходной
задаче дробно-линейного программирования [32, 133, 493, 494, 593,
601, 628, 673, 733];

- параметрические методы, т.е. сведение к решению последова-
тельности задач параметрического линейного программирования
без изменения системы ограничений исходной задаче дробно-
линейного программирования [4, 32, 85, 171, 280, 493, 494, 509,
525, 545, 546, 592, 733];

- полиномиальные алгоритмы [24, 593, 685, 733];

- декомпозиционные методы [16, 17, 112, 318, 320, 336, 624, 636],
[663]–[667], [669, 670, 672, 674, 675, 733].

Как отмечается в [3, 32, 80, 99, 381, 493, 494, 733], методы первых
трех групп имеют близкую вычислительную сложность, а приоритет
отдается методу, позволяющему эффективнее решать конкретную
дробно-линейную задачу.

Задачу (4.1)–(4.3) можно рассматривать как частный случай следу-
ющих обобщенных задач дробно-линейного программирования:

- сумма двух дробно-линейных функций

min
x∈R(x)

{
F (x) =

C(x)
D(x)

+
P (x)
Q(x)

}
; (4.9)

- сумма линейной и дробно-линейной функцией

min
x∈R(x)

{
F (x) =

C(x)
D(x)

+ P (x)
}

, (4.10)

где

P (x) =
n∑

j=1

pjxj + p0, Q(x) =
n∑

j=1

qjxj + q0.

Для задачи (4.9) в работе [631] предлагаются методы ее сведения к
решению задачи (4.10). Задача (4.10) рассмотрена в работах [109, 249,
355, 431, 631, 671, 700], и для случаев, когда D(x) > 0 и P (x) > 0
предлагаются модификации симплекс-метода.
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4.2. Основные методы решения задач
дробно-линейного программирования

Как было отмечено ранее, разработанные методы решения задач
дробно-линейного программирования могут быть разделены на четыре
группы: модификации симплекс-метода, методы ”линеаризации”, пара-
метрические методы и полиномиальные алгоритмы. Среди них особенно
выделяется группа алгоритмов параметрического метода, которые яв-
ляются наиболее универсальными и могут быть использованы для ре-
шения задач дробно-линейного программирования с различной струк-
турой системы ограничений. При сведении задач дробно-линейного про-
граммирования к задачам линейного программирования алгоритмы па-
раметрического метода оставляют без изменений структуру системы
ограничений.

В данном параграфе, кроме известных ранее методов решения задач
дробно-линейного программирования, приводится модификация пара-
метрического метода и полиномиальные алгоритмы типа Кармаркара-
Дикина. Предлагаемая модификация параметрического метода позво-
ляет применять программное обеспечение линейного программирова-
ния при решении практических задач дробно-линейного программиро-
вания. На ее основе в дальнейшем будут построены алгоритмы реше-
ния задач дробно-линейного программирования специальной структу-
ры: блочно-диагональные задачи, транспортные задачи, а также другие
задачи специальной структуры, для которых в линейном случае име-
ются эффективные алгоритмы их решения. В конце параграфа приво-
дятся два полиномиальных алгоритма решения общих задач дробно-
линейного программирования, основанных на методе внутренних точек
Дикина и проективного алгоритма Кармаркара-Барнеса решения задач
линейного программирования.

Рассмотрим более детально каждую группу.

4.2.1. Модификации симплекс-метода

Пусть задана задача дробно-линейного программирования

F (x) =
C(x)
D(x)

=

n∑

j=1

cjxj + c0

n∑

j=1

djxj + d0

→ max, (4.11)
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n∑

j=1

aijxj ≤ bi (i = 1, m), (4.12)

xj ≥ 0 (j = 1, n), (4.13)

для которой выполняется предположение, что D(x) > 0 для любого
x ∈ R(x) и многогранное выпуклое множество R(x) ограничено. Тогда
применение симплекс-метода основывается на следующих свойствах за-
дачи (4.11)–(4.13):

- минимальное значение дробно-линейного функционала F (x) до-
стигается в крайней точке многогранника R(x);

- вдоль любого ребра многогранника R(x) функция F (x) является
монотонной;

- если производная дробно-линейного функционала F (x) по направ-
лению вдоль ребра многогранника R(x), идущего к новой край-
ней точке, является отрицательной, то значение целевой функции
в этой точке будет меньше по сравнению со значением целевой
функции в текущей точке;

- если в некоторой крайней точке значения всех производных по
направлению вдоль исходящих из нее ребер неотрицательны, то
текущая точка является оптимальной.

Из изложенного следует, что для реализации симплекс-метода ре-
шения задачи дробно-линейного программирования необходимо найти
эффективный способ вычисления производных по направлению вдоль
всех ребер.

Частные производные дробно-линейной функции

F (x) =
C(x)
D(x)

=

n∑

j=1

cjxj

n∑

j=1

djxj

по каждой переменной xj имеют вид

∂F

∂xj
=

cjD(x)− djC(x)
D2(x)

=
1

D2(x)
·
∣∣∣∣∣
cj C(x)

dj D(x)

∣∣∣∣∣ = ∆j · 1
D2(x)

,

где ∆j =

∣∣∣∣∣
cj C(x)

dj D(x)

∣∣∣∣∣ . Так как
1

D2(x)
> 0, то знак производной зависит

от знака определителя ∆j .
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Таким образом, если ∆j > 0, то
∂F

∂xj
> 0 и значение функции F (x)

растет с увеличением значении переменной xj . Для симплекс-метода,
при решении задачи дробно-линейного программирования на макси-
мум, это означает ввод переменной xj в базис, т.е. переход к новому
базису (к новой крайней точке), в котором xj > 0 и значение функции
будет больше.

Если же ∆j < 0, то
∂F

∂xj
< 0 и значение функции F (x) уменьшает-

ся с увеличением значении переменной xj . Для симплекс-метода, при
решении задачи дробно-линейного программирования на минимум, это
означает ввод переменной xj в базис, т.е. переход к новому базису (к
новой крайней точке), в котором xj > 0 и значение функции будет
меньше.

В результате анализа знака частных производных, получим следу-
ющие критерии оптимальности:

1) если все
∂F

∂xj
≤ 0 (j = 1, n) для опорного плана, то в соответ-

ствующей точке x достигается максимальное значение дробно-линейной
функции;

2) если все
∂F

∂xj
≥ 0 (j = 1, n), то достигается минимальное значение

дробно-линейной функции.
Возможны два варианта реализации симплекс-метода решения за-

дачи дробно-линейного программирования: прямого и модифицирован-
ного.

1. Алгоритм прямого симплекс-метода. Рассмотрим для начала
особенности применения прямого симплексного метода, состоящего из
обыкновенных или модифицированных жордановых исключений.

Пусть имеется задача дробно-линейного программирования в стан-
дартном виде

F (x) =
C(x)
D(x)

=

n∑

j=1

cjxj + c0

n∑

j=1

djxj + d0

→ max,

n∑

j=1

aijxj = bi (i = 1, m),

xj ≥ 0 (j = 1, n).
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Для данной задачи составим первоначальную симплекс-таблицу в
сокращенном виде. В отличие от линейной задачи в исходной симплекс-
таблицу решения задачи дробно-линейного программирования для це-
левой функции включается не одна строка, а две – соответственно для
числителя и знаменателя (см. табл. 4.1). Жордановыми исключениями

Таблица 4.1
Коэффициенты c1 c2 . . . cq . . . cn

базисных Базис d1 d2 . . . dq . . . dn

переменных xδ ↓ Pδ ↓ x1 x2 . . . xq . . . xn b ↓
cδ ↓ dδ ↓ P1 P2 . . . Pq . . . Pn

a11 a12 . . . a1q . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2q . . . a2n b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ap1 ap2 . . . apq . . . apn bp

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amq . . . amn bm

Строка числителя −c1 −c2 . . . −cq . . . −cn c0

Строка знаменателя −d1 −d2 . . . −dq . . . −dn d0

∆-строка ∆1 ∆2 . . . ∆q . . . ∆n F0

отыскивается оптимальный план, при этом коэффициенты числителя
и знаменателя подвергаются всем преобразованиям. Для нахождения
первоначального опорного плана (т.е. для приведения задачи дробно-
линейного программирования к каноническому виду) можно использо-
вать задачу линейного программирования в которой необходимо мак-
симизировать числитель задачи дробно-линейного программирования
при тех же ограничениях. При этом жордановым исключениям преоб-
разуются и коэффициенты dj .

В результате этих преобразований на k-й итерации симплекс-метода
имеем некоторый опорный план xk, для которого коэффициенты си-
стемы ограничений принимают новые значения ak

ij и bk
i , числителя и

знаменателя – соответственно новые значения ck
j и dk

j (см. табл. 4.2).

В таблице 4.2 вектора с номерами r1, r2, . . . , rm формируют базис,
а вектор xk = (xr1 , xr2 , . . . , xrm) является базисным решением и фор-
мирует опорный план дробно-линейной задачи. Тогда если значения
числителя и знаменателя дробно-линейной функции для этого плана
обозначим через C(xk) и D(xk), то критерий оптимальности текущего
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опорного плана будет

∆k
j =

∣∣∣∣∣
ck
j C(xk)

dk
j D(xk)

∣∣∣∣∣ = D(xk)ck
j − C(xk)dk

j ≥ 0 (j = 1, n). (4.14)

Таблица 4.2
Коэффициенты c1 c2 . . . cq . . . cn

базисных Базис d1 d2 . . . dq . . . dn

переменных xδ ↓ Pδ ↓ x1 x2 . . . xq . . . xn b
cδ ↓ dδ ↓ P1 P2 . . . Pq . . . Pn

cr1 dr1 xr1 Pr1 ak
11 ak

12 . . . ak
1q . . . ak

1n bk
1

cr2 dr2 xr2 Pr2 ak
21 ak

22 . . . ak
2q . . . ak

2n bk
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
crp

drp
xrp

Prp
ak

p1 ak
p2 . . . 1 . . . ak

pn bk
p

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
crm drm xrm Prm ak

m1 ak
m2 . . . ak

mq . . . ak
mn bk

m

Числитель ck
1 ck

2 . . . ck
q . . . ck

n C(xk)

Знаменатель dk
1 dk

2 . . . dk
q . . . dk

n D(xk)
∆k

j ∆k
1 ∆k

2 . . . ∆k
q . . . ∆k

n F (xk)

Поэтому если ∆k
j ≥ 0 для всех j = 1, n, то текущий опорный план

является оптимальным, а если хотя бы один, например ∆k
q < 0, то со-

ответствующий вектор Pq вводится в базис по обычным правилам пря-
мого симплекс-метода. Следует отметить, что если соответствующий
вектор Pq для ввода в базис не имеет положительных коэффициентов,
то задача дробно-линейного программирования имеет асимптотические
(неограниченные) решения.

Таким образом нахождение нового опорного плана xk+1 при решении
задачи дробно-линейного программирования осуществляется по следу-
ющим правилам:

- выделяем вектор Pq для ввода в базис, исходя из наименьшей от-
рицательной оценки ∆k

q , т.е. находим
∆k

q = min
∆k

j <0
∆k

j ;

- находим вектор Pp для вывода его из базиса, вычислив
bk
p

ak
pq

= min
ak

iq>0

{
bk
i

ak
iq

}

в результате определяем разрешающий элемент ak
pq;



197

- значения элементов новой симплекс-таблицы находятся по форму-
лам:

ak+1
pq =

1
ak

pq

,

ak+1
pj =

ak
pj

ak
pq

(j = 1, n; j 6= q),

ak+1
iq = − ak

iq

ak
pq

(i = 1,m; i 6= p),

bk+1
p =

bk
p

ak
pq

,

ak+1
ij =

ak
ija

k
pq − ak

pja
k
iq

ak
pq

(i = 1,m; j = 1, n; i 6= p; j 6= q),

ck+1
j =

ck
j ak

pq − ak
pjc

k
q

ak
pq

(j = 1, n; j 6= q),

dk+1
j =

dk
j ak

pq − dk
qak

pj

ak
pq

(j = 1, n; j 6= q),

bk+1
i =

bk
i ak

pq − ak
iqb

k
p

ak
pq

(i = 1,m; i 6= p),

C(xk+1) =
C(xk)ak

pq − ck
qbk

p

ak
pq

,

D(xk+1) =
D(xk)ak

pq − dk
qbk

p

ak
pq

.

В результате получаем новую симплекс-таблицу (см. табл. 4.3).
Полученный опорный план xk+1 проверяем на оптимальность, т.е. на-
ходим значения оценок ∆k+1

j по формуле (4.14). Если все ∆k+1
j ≥ 0,

то текущий план оптимален. В противном случае, проводим очередную
итерацию прямого симплекс-метода.

Следует отметить, что коэффициенты cj и dj при базисных перемен-
ных не участвуют в дальнейших расчетах. Поэтому при дальнейших
расчетах они в симплекс-таблице не заносятся.
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Таблица 4.3
Базис x1 x2 . . . xq . . . xn b

xk+1
δ P k+1

δ P1 P2 . . . Pq . . . Pn

xr1 Pr1 ak+1
11 ak+1

12 . . . ak+1
1q . . . ak+1

1n bk+1
1

xr2 Pr2 ak+1
21 ak+1

22 . . . ak+1
2q . . . ak+1

2n bk+1
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xrq Prq ak+1

p1 ak+1
p2 . . . ak+1

pq . . . ak+1
pn bk+1

p

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xrm Prm ak+1

m1 ak+1
m2 . . . ak+1

mq . . . ak+1
mn bk+1

m

Числитель ck+1
1 ck+1

2 . . . ck+1
q . . . ck+1

n C(xk+1)
Знаменатель dk+1

1 dk+1
2 . . . dk+1

q . . . dk+1
n D(xk+1)

∆k+1
j ∆k+1

1 ∆k+1
2 . . . ∆k+1

q . . . ∆k+1
n F (xk+1)

Следовательно, алгоритм решения задачи дробно-линейного про-
граммирования прямым симплексным методом отличается от алгорит-
ма решения обычной задачи линейного программирования лишь спосо-
бом вычисления оценок для проверки критерия оптимальности текуще-
го опорного плана, которые находятся по формулам (4.14).

2. Алгоритм модифицированного симплекс-метода. Рассмот-
рим особенности применения модифицированного симплекс-метода.
Для решения задач дробно-линейного программирования. Пусть B –
текущий допустимый базис. Находим оценки u = {ui} и v = {vi} соот-
ветственно числителя и знаменателя по формулам

u = cδB
−1 и v = dδB

−1,

где cδ и dδ – векторы коэффициентов числителя и знаменателя при
базисных переменных, а B−1 – матрица, обратная матрице B. Исполь-
зуя оценки u и v, критерий оптимальности текущего базиса B можно
записать в виде

∆j =
(

cj −
m∑

i=1

aijui

)
D(x)−

(
dj −

m∑

i=1

aijvi

)
C(x) ≤ 0 (j = 1, n),

где C(x) и D(x) – соответствующие значения числителя и знаменателя
в текущем базисе, x – опорное решение, соответствующее текущему ба-
зису. Тогда, как и в прямом симплекс-методе, если ∆j ≤ 0 для всех j =
= 1, n, то текущий базис является оптимальным. Если некоторый
∆q > 0, то q-й вектор вводится в базис. Далее выполняется одна итера-
ция модифицированного симплекс-метода по обычным правилам.
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Итак, модифицированный симплексный метод решения задач дроб-
но-линейного программирования включает следующие этапы.

1. Приведение задачи дробно-линейного программирования к стан-
дартному виду.

2. Нахождение первоначального опорного плана задачи дробно-ли-
нейного программирования (можно использовать модифициро-
ванный симплекс-метод решения расширенной задачи линейно-
го программирования на максимум числителя задачи дробно-
линейного программирования).

3. Вычисление матрицы B−1, обратной матрице B, составленной из
векторов-столбцов базиса.

4. Вычисление векторов u = cδ ·B−1; v = dδ ·B−1.
5. Вычисление оценок переменных

∆j = (cj − uPj)D(x)− (dj − vPj)C(x) (j = 1, n),
где C(x) и D(x) – соответственно значения числителя и знамена-
теля в текущем базисе.

6. Проверка полученного опорного плана на оптимальность. Если все
∆j ≤ 0, то опорный план является оптимальным; если же среди
∆j имеются положительные, то план неоптимальный и переходим
к пункту 7.

7. Выбор среди положительных оценок ∆j наибольшей. Пусть это
будет ∆q. Тогда вычисляют координаты вектора Pq в данном ба-
зисе по формуле P̃q = B−1Pq. Если среди координат вектора P̃q

нет положительных, то задача дробно-линейного программирова-
ния имеет асимптотическое решение. Если же есть положитель-
ные, то вектор Pq вводят в базис и по правилам симплекс-метода
находят разрешающую строку и новый опорный план, а также но-
вую матрицу B̃−1, обратную матрице B̃, составленную из коорди-
нат векторов базиса и переходят к п. 4 для проверки полученного
опорного плана на оптимальность.

Этапы 3–7 составляют одну итерацию (один шаг) модифицированного
симплекс-метода.

Следует отметить, что если имеется оптимальный базис B, и B−1

обратная к матрице соответствующая этому базису, то оптимальное ре-
шение может быть определено по формуле

x∗ = B−1 · b,

где b – первоначальный вектор правых частей системы ограничений.
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Таким образом, особенности применения методов линейного про-
граммирования при решении задач дробно-линейного программирова-
ния состоят только в вычислении оценок ∆j для проверки критерия
оптимальности текущего базиса. Все остальные вычисления проводят-
ся по обычным схемам симплексного метода (прямого или модифици-
рованного).

4.2.2. Метод ”линеаризации” решения задач
дробно-линейного программирования

Идея метода ”линеаризации” состоит в том, что на основе предпо-
ложения D(x) > 0 задача дробно-линейного программирования (4.11)–
(4.13) сводится к решению задачи линейного программирования, к кото-
рой добавляется одна дополнительная переменная и одно ограничение.

Рассмотрим задачу дробно-линейного программирования (4.11)–
(4.13), для которой R(x) ограниченный многогранник, а D(x) > 0 для
любого x ∈ R(x). Введя новую положительную переменную

r = 1/D(x) (4.15)

и неотрицательные переменные

yj = rxj (j = 1, n) (4.16)

задачу (4.11)–(4.13) запишем в виде

Z(y, r) =
n∑

j=1

cjyj + c0r → max, (4.17)

n∑

j=1

aijyj − bir ≤ 0 (i = 1,m), (4.18)

n∑

j=1

djyj + d0r = 1, (4.19)

yj ≥ 0 (j = 1, n), (4.20)

r ≥ 0. (4.21)

Из задачи (4.17)–(4.21) следует, что для любого допустимого плана
(y, r) величина r > 0 поэтому в оптимальном плане (y∗, r∗) получим
r∗ > 0. Имеет место следующая теорема.
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Теорема 4.7. Если (y∗, r∗) является оптимальным решением ли-
нейной задачи (4.17)–(4.21), то план x∗ = {x∗j = y∗j /r∗ (j = 1, n)}
оптимален для дробно-линейной задачи (4.11)–(4.13).

Следует отметить, что оптимальные значения функций цели задач
(4.11)–(4.13) и (4.17)–(4.21) совпадают, т.е. имеем

F (x∗) = Z(y∗, r∗).

Рассмотрим некоторую особенность применения метода ”линеари-
зации”. Как правило, в практических задачах знаменатель D(x) при-
нимает достаточно большие значения для допустимых планов задачи
(4.11)–(4.13) и поэтому переменная r принимает малые значения (близ-
кие к нулю). Поэтому в таких задачах формулу (4.15) целесообразно
изменить и переменную r определять по формуле r = γ/D(x)− ε, где γ
и ε – положительные числа, значения которых подобраны таким обра-
зом, чтобы выполнялось условие r ≥ 0 для любых значений x ∈ R(x).
Определяя переменные yj по формуле yj = xj(r + ε) (j = 1, n) задачу
(4.17)–(4.21) запишем в виде

n∑

j=1

cjyj + c0r + c0ε → max,

n∑

j=1

aijyj − bir ≤ εbi (i = 1,m),

n∑

j=1

djyj + d0r = γ − εd0,

rj ≥ 0, yj ≥ 0 (j = 1, n).

Применение метода ”линеаризации” для решения практических за-
дач дробно-линейного программирования на ЭВМ позволяет использо-
вать программное обеспечение линейного программирования.

Рассмотрим двойственную задачу для случая сведения задачи дроб-
но-линейного программирования к эквивалентной линейной задачи.
Пусть исходная задача (4.11)–(4.13) сведена к задаче линейного про-
граммирования вида (4.17)–(4.21). Построим по общим правилам ли-
нейного программирования двойственную к задаче (4.17)–(4.21). Вве-
дем двойственные переменные ui (i = 1,m) для ограничений (4.18)
и переменную λ для ограничения (4.19). Тогда получим двойственную
задачу
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W = λ → min, (4.22)
m∑

i=1

aijui + djλ ≥ cj (j = 1, n), (4.23)

−
m∑

i=1

biui + d0λ ≥ c0, (4.24)

ui ≥ 0 (i = 1,m). (4.25)

Для взаимно двойственных задач линейного программирования
(4.17)–(4.21) и (4.22)–(4.25) имеют место основные теоремы двойствен-
ности.

Теорема 4.8. Если (y, r) – любой допустимый план прямой задачи
(4.17)–(4.21), а (u, λ) – любой допустимый план двойственной задачи
(4.22)–(4.25), то имеет место неравенство

Z(y, r) ≤ λ.

Теорема 4.9. Если (y∗, r∗) и (u∗, λ∗) – допустимые планы соот-
ветственно для прямой и двойственной задач и Z(y∗, r∗) = λ∗, то
(y∗, r∗) – оптимальный план прямой задачи (4.17)–(4.21), а (u∗, λ∗) –
оптимальный план двойственной задачи (4.22)–(4.25), и обратно.

Теорема 4.10. Для того, чтобы допустимые решения (y∗, r∗) пря-
мой задачи (4.17)–(4.21), и (u∗, λ∗) для двойственной задачи (4.22)–
(4.25) были оптимальными, необходимо и достаточно выполнение сле-
дующих двух групп равенств:

(I) – для неизвестных прямой задачи и ограничений двойственной
задачи

y∗j ·
( m∑

i=1

aiju
∗
i + djλ

∗ − cj

)
= 0 (j = 1, n),

r∗ ·
(
−

m∑

i=1

biu
∗
i + d0λ

∗ − c0

)
= 0,

(II) – для переменных двойственной задачи и ограничений прямой
задачи

u∗i ·
( n∑

j=1

aijy
∗
j − bir

∗
)

= 0 (i = 1,m),

λ∗ ·
( n∑

j=1

djy
∗
j + d0r

∗ − 1
)

= 0.



203

4.2.3. Параметрический метод решения задач
дробно-линейного программирования

При применении метода ”линеаризации” для решения задач дробно-
линейного программирования к ограничениям задачи добавляется одна
связующая переменная и одно связующее ограничение, что неэффек-
тивно в тех случаях, когда система ограничений задачи имеет специ-
фическую структуру. В таких случаях целесообразно использовать па-
раметрические методы решения задач дробно-линейного программиро-
вания, суть которых заключается в том, что исходная задача сводится
к решению конечной последовательности линейных задач на множестве
ограничений исходной задачи.

Ниже приводим один из алгоритмов параметрического метода. Рас-
смотрим задачу дробно-линейного программирования (4.1)–(4.3), для
которой D(x) > 0 для любого x ∈ R(x) и R(x) – ограниченное мно-
жество. Тогда минимальное и максимальное значение функции F (x)
достигается в крайних точках многогранника R(x). Таким образом це-
левая функция F (x) ограничена снизу и сверху на выпуклом много-
граннике R(x), т.е. существуют такие значения λ и λ, для которых
λ ≤ F (x) ≤ F (x) ≤ F (x) ≤ λ, где x и x – оптимальные планы зада-
чи дробно-линейного программирования, в которых достигаются мини-
мальное и максимальное значения функции F (x).

Рассмотрим следующую задачу параметрического линейного про-
граммирования:

max
x∈R(x)

{Z(x, λ) = C(x)− λD(x)}, (4.26)

где λ ∈ [λ, λ].
Алгоритм параметрического линейного программирования позволя-

ет решить задачу (4.26) за конечное число итераций, т.е. находится
конечная последовательность опорных планов x1, x2, . . . , xp и соответ-
ствующие им интервалы оптимальности [λ, λ1], [λ1, λ2], . . . , [λp, λ], где
λr (r = 1, p) – критические точки функции f(λ), которая определя-
ется по формуле

f(λ) = max
x∈R(x)

Z(x, λ). (4.27)

Теорема 4.11. Пусть D(x) > 0 для любого x ∈ R(x). Тогда функ-
ция f(λ), определенная по формуле (4.27), является кусочно-линейной,
выпуклой и монотонно убывающей.
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Замечание 4.1. Оптимальным решением задачи (4.1)–(4.3) явля-
ется опорный план xr, для которого Z(x, µ) = 0 (т.е. F (xr) = µ), где
µ – корень уравнения f(λ) = 0.

Так как функция f(λ) является убывающей, то найдется такое зна-
чение µ ∈ [λ, λ], которое представляет собой корень уравнения f(λ) = 0.
На этой основе можно сформулировать следующую теорему, являющу-
юся признаком оптимальности опорного плана x задачи (4.1)–(4.3).

Теорема 4.12. Для того чтобы оптимальный план xr задачи
(4.26) был оптимальным решением задачи (4.1)–(4.3), необходимо и
достаточно, чтобы существовало такое значение λ = µ ∈ [λr, λr+1],
для которого Z(xr, µ) = 0.

Таким образом, решение задачи (4.1)–(4.3) сводится к нахождению
корня уравнения f(λ) = 0. На основе теоремы 4.12 это эквивалентно на-
хождению опорного плана xr задачи (4.26), для которого Z(xr, µ) = 0, а
µ ∈ [λr, λr+1]. Другими словами, решение задачи (4.1)–(4.3) сводится к
последовательному решению параметрической задачи (4.26) с изменен-
ным значением параметра λ до тех пор, пока не найдется такой план
xr, для которого µ = F (xr) является корнем уравнения f(λ) = 0.

Рассмотрим алгоритм параметрического метода нахождения опти-
мального решения задачи (4.1)–(4.3), т.е. корня уравнения f(λ) = 0.
Так как корень этого уравнения принадлежит некоторому интервалу
оптимальности, а соответствующий опорный план является оптималь-
ным решением задачи (4.1)–(4.3), то идея такого алгоритма основана на
том, что при последовательном решении задачи (4.26) в качестве значе-
ния параметра λ берется корень уравнения, соответствующий линейной
функции опорного плана, и проверяется, принадлежит ли этот корень
интервалу оптимальности. Однако эту проверку можно не проводить,
если алгоритм нахождения корня уравнения f(λ) = 0 построить по сле-
дующей схеме.

Пусть имеем некоторый оптимальный план xr задачи (4.26), полу-
ченный при фиксированном значении параметра λ. Тогда находим ко-
рень уравнения fr(λ) = Z(xr, λ) = 0, который определяется по формуле
λ = µr = F (xr). Графически это означает, что находим точку пересе-
чения оси λ с касательной графика функции fr(λ) в некоторой точке
отрезка, определенного интервалом оптимальности опорного плана xr.
Далее подставляя значение λ = µr в задачу (4.26), находим ее опти-
мальное решение. Тогда если µr принадлежит интервалу оптимально-
сти опорного плана xr, то решение задачи (4.26) не изменится, т.е. мы
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получили бы новый опорный план xr+1, для которого точка λ = µr

остается корнем уравнения Z(xr+1, µ) = 0. Таким образом, µr = µr+1 и
F (xr) = F (xr+1).

На основе сказанного изложенный алгоритм параметрического ме-
тода решения задач дробно-линейного программирования сводится к
следующим шагам.

Предварительный (0-й) шаг. Берем λ = µ0 = λ, где λ – нижнее огра-
ничение функции F (x) на выпуклом многогранном множестве R(x). На-
ходим оптимальное решение задачи линейного программирования

max
x∈R(x)

n∑

j=1

qjxj , (4.28)

где qj = cj − λdj (j = 1, n).
Общий(k-й) шаг. Пусть имеем некоторый оптимальный план xk−1

задачи (4.28), полученный на предыдущем шаге алгоритма.
Тогда:
- определяем значение параметра λ = µk = F (xk−1), т.е. нахо-
дим точку M0 пересечения оси λ с графиком функции fk−1(λ) =
= Z(xk−1, λ);

- находим оптимальное решение xk задачи (4.28) при λ = µk;
- если F (xk) = F (xk−1), то план xk является оптимальным реше-
нием задачи (4.1)–(4.3), если F (xk) 6= F (xk−1), то повторяем этот
шаг, исходя из плана xk.

Имеют место следующие утверждения:

Теорема 4.13. Пусть xk−1 и xk – два последовательных плана за-
дачи (4.26), для которых µk = F (xk) = F (xk−1). Тогда эти планы яв-
ляются оптимальными для задачи (4.1)–(4.3), и если µk не является
критической точкой функции f(λ), то они совпадают.

Теорема 4.14. Пусть µ0, µ1, . . . , µk−1, µk – последовательность
точек, полученных в результате работы алгоритма, а планы x0, x1, . . .
. . . , xk−1, xk – соответственно оптимальные решения задачи (4.28)
при λ = µr (r = 1, k). Тогда F (x0) < F (x1) < · · · < F (xk−1) = F (xk).

Теорема 4.15. Последовательный процесс решения задачи
(4.1)–(4.3) по алгоритму параметрического метода является конеч-
ным, и за конечное число шагов получим значение λ = µk ∈ [λk, λk+1],
для которого Z(xk, µk) = 0.
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Замечание 4.2. В качестве первоначального значения параметра
λ может быть выбрано любое значение µ0 ∈ [λ, λ]. Если µ0 находится
справа от корня уравнения f(λ) = 0, то следующее значение µ1 бу-
дет больше значения µ0, а все последующие µr (r = 1, k) монотонно
убывают, т.е. µ0 > µ1 < µ2 < · · · < µk.

Как уже отмечалось, в отличие от других методов параметричес-
кий метод решения задач дробно-линейного программирования сохра-
няет структуру системы ограничений. Это очень важно, когда си-
стема ограничений имеет специальную структуру, например блочно-
диагональную.

Рассмотрим задачу дробно-линейного программирования:

F (x) =
C(x)
D(x)

=

n∑

j=1

cjxj

n∑

j=1

djxj

→ min, (4.29)

Bjxj = bj (j = 1, n), (4.30)

xj ≥ 0 (j = 1, n), (4.31)

в которой cj , dj , xj – nj-мерные векторы, bj – mj-мерные векторы, а Bj –
mj × nj-мерные матрицы.

Система ограничений задачи (4.29)–(4.31) имеет блочно-диагональ-
ную структуру без связующих ограничений. Однако поскольку функ-
ция (4.29) не является сепарабельной, то задачу (4.29)–(4.31) невозмож-
но решить для каждого блока в отдельности. Если же для ее решения
применить параметрический метод, то на каждом шаге задачу мини-
мизации функционала z(x, λ) = C(x)− λD(x) при ограничениях (4.30),
(4.31) и фиксированном λ можно решить для каждого блока в отдель-
ности.

4.2.4. Полиномиальные алгоритмы решения задач
дробно-линейного программирования

Первый полиномиальный алгоритм, основанный на модификациях
метода эллипсоидов, для решения задач линейного и дробно-линейного
программирования был предложен Л.Г. Хачианом в работах [293, 705,
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706]. Однако на большинстве практических задач этот алгоритм уступа-
ет по быстродействию симплекс-методу. Поэтому достаточно остро сто-
ял вопрос о построении алгоритма решения задач линейного програм-
мирования, конкурентоспособного по отношению с симплекс-методом.
Таким алгоритмом стал полиномиальный алгоритм Кармаркара [285] и
его дальнейшие модификации [22]–[26], [35, 42, 210, 218, 220, 227, 254,
286, 287, 303, 377, 390, 416, 420, 520, 648]. Близкий алгоритм к одной из
модификаций [35] алгоритма Кармаркара был предложен И.И. Дики-
ном [610] еще в 1967 г.

Одна из версий алгоритма Кармаркара была использована для раз-
работки полиномиального алгоритма решения задач дробно-линейного
программирования [24]. Далее мы приведем две новые модификации по-
линомиальных алгоритмов Кармаркара-Барнеса-Дикина для решения
задач дробно-линейного программирования [733].

Рассмотрим следующую задачу дробно-линейного программирова-
ния:

F (x) =
C(x)
D(x)

=

n∑

j=1

cjxj

n∑

j=1

djxj

→ min, (4.32)

n∑

j=1

aijxj = bi (i = 1, m), (4.33)

xj ≥ 0 (j = 1, n). (4.34)

Введем обозначения: x = (x1, x2, . . . , xn); c = (c1, c2, . . . , cn); d =
= (d1, d2, . . . , dn); b = (b1, b2, . . . , bm); A = {aij}; R(x) = {x: Ax = b,
x ≥ 0}.

Предположим, что D(x) > 0 для любого x ∈ R(x). Функция Лагран-
жа имеет вид

L(x, λ) =
C(x)
D(x)

− (λ,Ax− b), (4.35)

где λ = (λ1, λ2, . . . , λm) – множители Лагранжа.
Пусть y = (y1, y2, . . . , yn)T – допустимое решение задачи (4.32)–

(4.34), для которого yj > 0 (j = 1, n). Если 0 < R < 1, то эллипсоид
n∑

j=1

(xj − yj)2

y2
j

≤ R2

принадлежит положительному ортанту в En.
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Рассмотрим задачу:

F (x) =
C(x)
D(x)

→ min, (4.36)

Ax = b, (4.37)
n∑

j=1

(xj − yj)2

y2
j

≤ R2. (4.38)

Пусть λ = (λ1, λ2, . . . , λm) – множители Лагранжа ограничений (4.37),
а B = diag(y1, y2, . . . , yn). Для любого x, удовлетворяющего ограниче-
ниям (4.37), имеет место

F (y)− F (x) =
C(y)
D(y)

− C(x)
D(x)

=

=
C(y)D(x)−D(y)C(x)−AT λ(x− y)

D(x)D(y)
=

=
(C(y)d−D(y)c−AT λ)T (x− y)

D(x)D(y)
=

=
||B(C(y)d−D(y)c−AT λ)||

D(x)D(y)
||B−1(x− y)||. (4.39)

Выражение (4.39) выполняется в виде строгого равенства, если вы-
полняется равенство

B(C(y)d−D(y)c−AT λ)
D(x)D(y)

= γB−1(x− y) (4.40)

для некоторого γ и если ||B−1(x− y)|| = R.
Находим

γ =
||B(C(y)d−D(y)c−AT λ)||

RD(x)D(y)

и подставляем в (4.40)

||B(C(y)d−D(y)c−AT λ)||
D(x)D(y)

=
||B(C(y)d−D(y)c−AT λ)||

RD(x)D(y)
B−1(x− y).

Тогда

x = y −R
B2(C(y)d−D(y)c−AT λ)
||B(C(y)d−D(y)c−AT λ)|| ·

Так как Ax = Ay = b, то из (4.40) получим

λB2(C(y)d−D(y)c−AT λ) = 0,
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откуда
λ = (AB2AT )−1AB2(C(y)d−D(y)c).

Из (4.39) получим

F (x) ≥ F (y)−R
||B(C(y)d−D(y)c−AT λ)||

D(x)D(y)
·

Рассмотрим две вычислительные схемы полиномиального алгорит-
ма типа Дикина-Барнеса решения задачи дробно-линейного програм-
мирования.

Алгоритм Барнеса. Первоначальный 0-й шаг. Пусть x0 > 0, удо-
влетворяющее Ax0 = b, будет первоначальным допустимым решением
задачи (4.32)–(4.34).

Общий k-й шаг. Пусть xk – некоторое решение, полученное на
предыдущем шаге. Тогда:

- определяем Bk = diag(xk
1 , xk

2 , . . . , xk
n),

- находим λk = (AB2
kAT )−1AB2

k(C(xk)d−D(xk)c),

- вычисляем новые значения xk+1 > 0 по формуле

xk+1 = xk −R
B2

k(C(yk)d−D(xk)c−AT λk)
||Bk(C(xk)d−D(xk)c−AT λk)|| .

Алгоритм Дикина. Первоначальный 0-й шаг. Пусть x0 > 0, удо-
влетворяющее Ax0 = b, будет первоначальным допустимым решением
задачи (4.32)–(4.34).

Общий k-й шаг. Пусть xk – некоторое решение, полученное на
предыдущем шаге. Тогда:

- находим направление спуска {uk
i }, соответствующее множителям

Лагранжа для функции

C(x)
D(x)

+
m∑

i=1

ui

(
bi −

n∑

j=1

aijxj

)
+ v

( n∑

j=1

(xj − yj)2

y2
j

− 1
)/

2

из решения системы уравнений
m∑

t=1

bk
stut = pt

s (s = 1,m),

где
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bk
st =

n∑

j=1

(xk
j )2asjatj (s = 1,m; t = 1,m),

pk
s =

n∑

j=1

(xk
j )2asjq

k
j (s = 1,m),

qk
j = cjD(xk)− djC(xk) (j = 1, n),

- вычисляем величины

δk
j =

k∑

j=1

aijui − qk
j (j = 1, n),

zk
j = (xk

j )2δk
j (j = 1, n),

Φk =
n∑

j=1

(xk
j )2(δk

j )2 (j = 1, n),

- выбираем величину шага λk по формуле

λk = min(ρµk, λ′k),

где

λ′k = 1/
√

Φk, 0.5 ≤ ρ < 1,

а

µk = min
j∈J

xk
j

zk
j

,

J – множество индексов j, для которых δk
j < 0,

- вычисляем новые значения xk+1
j > 0 по формуле

xk+1
j = xk

j + λkzk
j (j = 1, n),

- если
√

Φk < ε, то процесс прекращается.
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4.2.5. Субградиентный метод решения задач
дробно-линейного программирования

Рассмотрим следующую задачу дробно-линейного программирова-
ния:

F (x) =
C(x)
D(x)

=

n∑

j=1

cjxj

n∑

j=1

djxj

→ min, (4.41)

n∑

j=1

aijxj ≤ bi (i = 1, m), (4.42)

xj ≥ 0 (j = 1, n). (4.43)

Обозначим через R(x) многогранное выпуклое множество, заданное
ограничениями (4.42), (4.43), т.е.

R(x) =
{

x :
n∑

j=1

aijxj ≤ bi (i = 1,m); xj ≥ 0 (j = 1, n)
}

,

и предположим, что R(x) ограничено.
Для решения задачи (4.41)–(4.43) используем субградиентный ме-

тод, в котором обобщенный градиент определяется относительно пара-
метрической задачи

max
x∈R(x)

Z(x, λ) =
n∑

j=1

(cj − λdj)xj .

Тогда на (k + 1)-м шаге значения обобщенного градиента в точке
xk = {xk

j } определяются по формуле

gj(xk) =

{
cj − λkdj , если ∆i0 ≤ 0 (j = 1, n);
ai0j , если ∆i0 > 0 (j = 1, n),

где ∆i0 = max
1≤i≤m

∆i = max
1≤i≤m

{ n∑

j=1

aijx
k
j − bi

}
, а

λk =
{

F (xk), если D(xk) > 0;
0, в противном случае.
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Алгоритм решения задачи (4.41)–(4.43) методом обобщенного гради-
ента состоит в следующем. Пусть на (k + 1)-м шаге имеем точку {xk

j }.
Тогда:

- вычисляем значение функционала (4.41) в точке {xk
j }, т.е. находим

λk =
{

F (xk), если D(xk) > 0;
0, если D(xk) ≤ 0,

- находим

∆i =
n∑

j=1

aijx
k
j − bi (i = 1,m),

т.е. в заданной точки {xk
j } находим невязки каждого ограничения,

- находим значение ∆i0 максимальной невязки и номер ограничения
для которого оно достигается, т.е.

∆i0 = max
1<i≤m

∆i,

- если ∆i0 ≤ 0, то это означает, что точка {xk
j } является допустимой

для системы ограничений (4.42). В этом случае значение обобщен-
ного градиента определяется по формуле

gj(xk) = cj − λkdj (j = 1, n).

Это означает, что в качестве направления движения в методе обоб-
щенного градиента берется антиградиент целевой дробно-линей-
ной функции, если D(xk) > 0 и антиградиент линейной функции
ограничения i0, если D(xk) ≤ 0, т.е. происходит движение в сторо-
ну уменьшения значения линейной или дробно-линейной функции,

- если ∆i0 > 0, то это означает, что точка {xk
j } не является допу-

стимой для системы ограничений (4.42). В этом случае значение
обобщенного градиента определяется по формуле

gj(xk) = ai0j (j = 1, n).

Это означает, что в качестве направления движения в субгради-
ентном методе берется антиградиент ближайшего ограничения i0,
т.е. в данном случае происходит движение в сторону допустимой
области,
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- переходим к новой точке {xk+1
j } по формуле

xk+1
j = max{0, xk

j − hk+1gj(xk)} (j = 1, n),

где hk+1 – величина шага.

В заключение можно отметить, что при решении различных прак-
тических задач дробно-линейного программирования было использо-
вано программное обеспечение, реализующее параметрический метод
и метод ”линеаризации” с дальнейшем применением программ линей-
ного программирования. Полиномиальные алгоритмы решения задач
дробно-линейного программирования были реализованы с целью про-
ведения экспериментальных расчетов.

4.3. Задачи дробно-линейного
программирования блочной структуры

4.3.1. Блочная задача дробно-линейного
программирования

Рассмотрим задачу дробно-линейного программирования, в которой
система ограничений имеет блочно-диагональную структуру:

F (x) =
C(x)
D(x)

=

p∑

j=1

cjxj

p∑

j=1

djxj

→ min, (4.44)

p∑

j=1

Ajxj ≤ b, (4.45)

Bjxj ≤ bj (j = 1, p), (4.46)

xj ≥ 0 (j = 1, p), (4.47)

где cj , dj , xj – векторы размерности nj ; b – m-мерный вектор; bj – век-
торы размерности mj ; Aj – матрицы размерности m×nj ; Bj – матрицы
размерности mj × nj .

Задача (4.44)–(4.47) имеет блочно-диагональную структуру со свя-
зующими ограничениями. Предположим, что в задаче имеются доста-
точно большое количество блоков, а также размерности каждого блока
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или структура его ограничений, позволяет решать эффективно возни-
кающие ”блоковые” подзадачи.

Для решения блочной задачи дробно-линейного программирования
(4.44)–(4.47) большой размерности предлагается использовать деком-
позиционные методы. Разработаны четыре класса декомпозиционных
методов:

- метод декомпозиции Данцига-Вулфа;

- схема декомпозиции по ограничениям;

- схема декомпозиции по переменным;

- метод декомпозиции по ресурсам.

Рассмотрим каждый метод в отдельности.

4.3.2. Метод декомпозиции Данцига-Вулфа

Рассмотрим метод декомпозиции Данцига-Вулфа для решения зада-
чи дробно-линейного программирования блочно-диагональной структу-
ры. Обозначим через Rj(xj) множество допустимых решений каждого
блока ограничений (4.46) т.е.

Rj(xj) = {xj ∈ Enj : Bjxj ≤ bj , xj ≥ 0}.

Каждое множество Rj(xj) представляет собой многогранное множе-
ство в пространстве Enj и предположим, что оно ограничено и известны
все его крайние точки. Обозначим через xr

j (r = 1, kj), вектор коорди-
натов всех крайних точек многогранника Rj(xj). Как известно, любая
точка многогранника Rj(xj) может быть представлена в виде линей-
ной выпуклой комбинации всех его крайних точек. Таким образом для
каждого j-го блока ограничений (4.46)

xj =
kj∑

r=1

λr
jx

r
j (r = 1, kj), (4.48)

kj∑
r=1

λr
j = 1, λr

j ≥ 0 (r = 1, kj). (4.49)

Подставим (4.48) в (4.44) и (4.45), а условия (4.49) добавляются вме-
сто ограничений (4.46).
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Тогда получим задачу:

p∑

j=1

kj∑
r=1

cjx
r
jλ

r
j

p∑

j=1

kj∑
r=1

djx
r
jλ

r
j

→ min,

p∑

j=1

kj∑
r=1

Ajx
r
jλ

r
j ≤ b,

kj∑
r=1

λr
j = 1 (j = 1, p),

λr
j ≥ 0 (j = 1, p; r = 1, kj).

Введем обозначения:
fr

j = Ajx
r
j – векторы-столбцы размерности m,

αr
j = cjx

r
j – коэффициенты числителя,

βr
j = djx

r
j – коэффициенты знаменателя.

Тогда в новых обозначениях получим следующую задачу дробно-
линейного программирования:

α(λ)
β(λ)

=

p∑

j=1

kj∑
r=1

αr
jλ

r
j

p∑

j=1

kj∑
r=1

βr
j λr

j

→ min, (4.50)

p∑

j=1

kj∑
r=1

fr
j λr

j ≤ b, (4.51)

kj∑
r=1

λr
j = 1 (j = 1, p), (4.52)

λr
j ≥ 0 (j = 1, p; r = 1, kj). (4.53)

Для решения задачи дробно-линейного программирования (4.50)–
(4.53) используем модифицированный симплекс-метод.
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Пусть B – текущий базис; B−1 – соответствующая обратная матрица
текущего базиса; λB – значение переменных базиса B; α(λB) и β(λB) –
соответственно значения числителя и знаменателя функционала (4.50)
в текущем базисе. Следует заметить, что базис B имеет размерность
(m + p)× (m + p).

Тогда на очередном шаге модифицированного симплекс-метода вы-
полняем следующие вычисления:

1. Находим значения двойственных оценок ограничений (4.51) и
(4.52) соответствующие числителю и знаменателю по формулам

u = αBB−1 и v = βBB−1,

где αB и βB – векторы размерности m + p коэффициентов числителя и
знаменателя соответствующие базисным переменным. Координаты век-
торов двойственных оценок разделены на две части u = (u1, u2), v =
= (v1, v2), где u1 = (u1

1, u
1
2, . . . , u

1
m), v1 = (v1

1 , v1
2 , . . . , v1

m) – соответству-
ют ограничениям (4.51), а u2 = (u2

1, u
2
2, . . . , u

2
p), v2 = (v2

1 , v2
2 , . . . , v2

p) –
соответствуют ограничениям (4.52).

2. Проверяем критерий оптимальности текущего базиса B по фор-
муле:
∆r

j = β(λB)(αr
j − u1fr

j )− α(λB)(βr
j − v1fr

j )− δj ≥ 0 (j = 1, p; r = 1, kj),
где

δj = α(λB) · v2
j − β(λB) · u2

j (j = 1, p).

Как правило, в соответствие с модифицированным симплекс-ме-
тодом, значения коэффициентов ∆r

j необходимо вычислить для всех
небазисных переменных, т.е. для всех крайних точек многогранников
Rj(xj) (j = 1, p).

Однако в соответствии с декомпозиционным методом Данцига-
Вулфа этого делать не обязательно. Для этого используется процедура
генерации столбцов.

Для того, чтобы проверить критерий оптимальности ∆r
j ≥ 0 находим

min
j,r

∆r
j = min

j,r

{
β(λB)(αr

j − u1fr
j )− α(λB)(βr

j − v1fr
j )− δj

}
=

= min
j,r
{β(λB) · (cjx

r
j − u1Ajx

r
j)− α(λB) · (djx

r
j − v1Ajx

r
j)− δj} =

= min
j,r
{[β(λB) · (cj − u1Aj)− α(λB) · (dj − v1Aj)]xr

j − δj} =

= min
j
{ min

xj∈Rj(xj)
Φj(xj)− δj},

где
Φj(xj) = β(λB) · (cj − u1Aj)− α(λB) · (dj − v1Aj).
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Таким образом задача вычисления значений коэффициентов ∆r
j сво-

дится к решению p задач линейного программирования типа:
Φj(xj) → min, (4.54)

Bjxj ≤ bj , (4.55)

xj ≥ 0 (4.56)

для каждого блока в отдельности.
Пусть оптимальное решение x∗j задачи (4.54)–(4.56) соответствует

некоторой крайней точке x
lj
j , а Φj(x

lj
j ) значение функционала (4.54) в

этой точке.
Находим

∆lt
t = min

j
{Φj(x

lj
j )− δj}.

Если ∆lt
t < 0, то текущий базис является не оптимальным. Поэтому,

переходим к новому базису, для чего в базис вводится вектор, который
будет соответствовать новой переменной λlt

t . С учетом значений коор-
динат крайней точки xlt

t , по соответствующим формулам определяются
значения коэффициентов αlt

t , βlt
t и вектора f lt

t . Полученные коэффици-
енты αlt

t и βlt
t используются в дальнейшем для вычисления значений

числителя и знаменателя в новом базисе, а вектор (f lt
t , 0, 0, . . . , 1, . . . , 0),

где значение 1 соответствует t-му блоку (t-му многограннику) для кото-
рого найдена оптимальная крайняя точка xlt

t , умноженный на обратную
матрицу B−1 вводится в новый базис.

Вектор для вывода из базиса находится по общим правилам моди-
фицированного симплекс-метода.

Если ∆lt
t ≥ 0, тогда текущий базис является оптимальным. Пусть

λr∗ является оптимальным планом задачи (4.50)–(4.53). Тогда план x∗ =
= (x∗1, x

∗
2, . . . , , x

∗
p), где

x∗j =
kj∑

r=1

λr∗
j xr

j (j = 1, p)

будет оптимальным решением задачи (4.44)–(4.47).
Следует отметить, что так как для оптимального плана {λr∗} вы-

полняются условия
kj∑

r=1

λr∗
j = 1 (j = 1, p)

и λr∗
j ≥ 0 (j = 1, p; r = 1, kj), то в оптимальном решении задачи

(4.50)–(4.53) будет входить по крайней мере по одной крайней точки из
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каждого многогранника Rj(xj). Данная крайняя точка и будет соответ-
ствовать оптимальным значениям компонент плана {x∗j} для j-го блока.
Если же для некоторого многогранника j в оптимальном плане {λr∗

j }
будет входить несколько крайних точек, т.е. λr∗

j > 0 и λr∗
j 6= 1, для неко-

торых значений индексов r, то соответствующая линейная комбинация
этих крайних точек и будет давать нам решения x∗j для i-го блока.

4.3.3. Схема декомпозиции по ограничениям

Для решения задачи дробно-линейного программирования (4.44)–
(4.47) используем схему разложения по ограничениям. Построим функ-
цию Лагранжа на множестве ограничений (4.45)

L(x, u) =
(

C(x) +
(
u,

p∑

j=1

Ajxj − b
))/

D(x)

и рассмотрим задачу
max
u≥0

{L∗(u) = min
x∈R(x)

L(x, u)}, (4.57)

где u = (u1, ..., um) – множители Лагранжа для ограничений (4.45),
а R(x) – многогранное выпуклое множество значений переменных x,
удовлетворяющих ограничениям (4.46), (4.47).

Тогда решение задачи (4.44)–(4.47) сведется к решению задачи
(4.57). На (t + 1)-м шаге алгоритма обобщенного градиентного метода
решения задачи (4.57) необходимо выполнить три этапа схемы деком-
позиции по ограничениям.

1. Решить задачу
min

x∈R(x)
L(x, u) (4.58)

при фиксированных значениях u = ut. Для решения задачи (4.58)
применим параметрический метод. Рассмотрим следующую блоч-
ную задачу параметрического линейного программирования:

p∑

j=1

(cj + utAj − λdj)xj → min,

Bjxj = bj (j = 1, p),

xj ≥ 0 (j = 1, p).

Тогда при фиксированном значении параметра λ = λt решаем p
задач линейного программирования:
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qjxj → min, (4.59)

Bjxj = bj , (4.60)

xj ≥ 0, (4.61)

где qj = cj + utAj − λtdj (j = 1, p); λt = L(x∗(ut−1), ut). Значе-
ние параметра λ определяется с учетом полученного на предыду-
щем шаге субградиентного метода решения задачи (4.58) x∗(ut) =
= {x∗j (ut)}.

2. Определить значения обобщенного градиента функции L∗(u) в
точке ut по формуле

G(ut) =
{( p∑

j=1

Ajx
∗
j (u

t)− b
)/

D(x∗(ut))
}

,

где x∗(ut) – оптимальное решение задачи (4.58).

3. Найти новые значения
ut+1 = max{0, ut + ht+1G(ut)},

где ht+1 – величина шага.

Использование такого алгоритма при решении блочных задач дроб-
но-линейного программирования достаточно эффективно, когда каж-
дый блок ограничений (4.46) имеет специальную структуру, например
транспортный вид. Тогда для решения задач (4.59)–(4.61) можно ис-
пользовать специальные алгоритмы.

4.3.4. Схема декомпозиции по переменным
Рассмотрим задачу дробно-линейного программирования, которая

имеет блочную структуру со связующими переменными

F (x, y) =
C(x, y)
D(x, y)

=

p∑

j=1

cjxj + αy

p∑

j=1

djxj + βy

→ min, (4.62)

Bjxj + Fjy = bj (j = 1, p), (4.63)

xj ≥ 0 (j = 1, p), (4.64)

y ≥ 0, (4.65)
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где cj , dj , xj – векторы размерности nj ; α, β, y – векторы размерности
k; bj – векторы размерности mj ; Bj – матрицы размерности mj × nj ;
Fj – матрицы размерности mj × k.

Для решения задачи (4.62)–(4.65) применяем схему декомпозиции
по переменным. Для этого при фиксированных значениях переменных
y = y рассматриваем задачу:

min
y≥0

Φ(y), (4.66)

где
Φ(y) = min

x∈R(y)
F (x, y), (4.67)

а R(y) – множество допустимых значений ограничений (4.63)–(4.65) при
фиксированных y = y.

Таким образом задача (4.62)–(4.65) сводится к минимизации квази-
выпуклой функции Φ(y). Так как Φ(y) является недифференцируемой,
то для решения задачи (4.66) используем обобщенный градиентный ме-
тод.

Пусть на (t + 1)-м шаге обобщенного градиентного метода имеем
значения переменных yt и решение x∗(yt−1) задачи (4.67), найденное
при фиксированных значениях переменных y = yt−1. Тогда выполняем
три этапа схемы декомпозиции по переменным.

1. Решаем задачу (4.67) при фиксированных значениях переменных
y = yt. Так как задача (4.67) имеет дробно-линейный функционал и
блочно-диагональные ограничения, то для ее решения параметричес-
ким методом рассматриваем задачу

p∑

j=1

(cj − λdj)xj → min, (4.68)

Bjxj = qj(yt) (j = 1, p), (4.69)

xj ≥ 0 (j = 1, p), (4.70)

где qj(yt) = bj − Fjy
t (j = 1, p).

Если фиксировать значения параметра λ=λt =F (x∗(yt−1), yt), то за-
дача (4.68)–(4.70) сводится к решению p задач линейного программиро-
вания

(cj − λtdj)xj → min, (4.71)

Bjxj = qj(yt), (4.72)

xj ≥ 0. (4.73)



221

2. Пусть x∗j (y
t) – решение задачи (4.71)–(4.73), а u∗j (y

t) – значе-
ние множителей Лагранжа, соответствующие ограничениям (4.72), для
функции:

L(x, u) =
C(x, y)
D(x, y)

+
p∑

j=1

uj(Bjxj + Fjy − bj).

Тогда значения обобщенного градиента функции Φ(y) в точке y = yt

определяем по формуле:

g(yt) =
αD(x∗(yt), yt)− βC(x∗(yt), yt)

[D(x∗(yt), yt)]2
−

p∑

j=1

u∗j (y
t) · Fj .

3. Находим новое значение переменных y по формуле

yt+1 = max{0, yt − ht+1g(yt)},

где ht+1 – величина шага в обобщенном градиентном методе.

4.3.5. Схема декомпозиции по ресурсам

Для решения задачи дробно-линейного программирования (4.44)–
(4.47) применим схему декомпозиции по ресурсам. Для этого предста-
вим вектор ресурсов в виде суммы объемов их распределении по блокам:

b = z1 + z2 + · · ·+ zp, b =
p∑

j=1

zj ,

где zj – вектор распределенных объемов ресурсов j-му блоку.
Тогда задачу (4.44)–(4.47) можно представить в виде двух задач

дробного программирования. Первая координирующая задача, имеет
вид:

Φ(z) =
α(z)
β(z)

=

p∑

j=1

αj(zj)

p∑

j=1

βj(zj)

→ min, (4.74)

p∑

j=1

zj ≤ b, (4.75)
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в которой значения функций αj(zj) и βj(zj) находятся алгоритмичес-
ким путем решения второй задачи дробно-линейного программирова-
ния (локальной задачи):

F (x) =

p∑

j=1

cjxj

p∑

j=1

djxj

→ min, (4.76)

Ajxj ≤ zj (j = 1, p), (4.77)

Bjxj ≤ bj (j = 1, p), (4.78)

xj ≥ 0, zj ≥ 0 (j = 1, p). (4.79)

Так как функционал Φ(z) является недифференцируемым, то для
решения задачи (4.74), (4.75) применим субградиентный метод с проек-
тированием субградиента на линейном многообразии.

Тогда на (t + 1)-м шаге субградиентного метода необходимо выпол-
нить три этапа схемы декомпозиции по ресурсам.

1. Решить задачу (4.76)–(4.79) при фиксированных значениях zt
j .

Для ее решения используем параметрический метод и с учетом
полученного решения на предыдущем шаге субградиентного ме-
тода x∗j (z

t−1
j ) фиксируем значения параметра λ по формуле

λt = F (x∗(zt−1
j )) =

p∑

j=1

cjx
∗
j (z

t−1
j )

p∑

j=1

djx
∗
j (z

t−1
j )

.

Тогда задача (4.76)–(4.79) сводится к решению p задач линейного
программирования для каждого блока в отдельности:

(cj − λtdj)xj → min, (4.80)

Ajxj ≤ zt
j , (4.81)

Bjxj ≤ b, (4.82)

xj ≥ 0. (4.83)
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Находим оптимальное решение x∗j (z
t
j) задачи (4.80)–(4.83) и значе-

ния двойственных оценок λj(zt
j) ограничений (4.81), которые со-

ответствуют множителям Лагранжа функции

L(x, z, λ) =

p∑

j=1

cjxj +
p∑

j=1

λj(Ajxj − zj)

p∑

j=1

djxj

.

2. Находим значения обобщенного градиента функции Φ(z) в точке
zt
j по формуле

gΦ(z) = {−λj(zt
j)/β(z)},

где β(z) =
p∑

j=1

djx
∗
j (z

t
j).

3. Находим новые значения переменных zt+1
j по формулам одного

из субградиентных методов с проектированием субградиента на
линейном многообразие.





Глава 5

Задачи дробно-выпуклого
программирования

В данной главе рассматриваются различные задачи дробно-выпук-
лого программирования, для решения которых приводятся метод пре-
образования переменных, параметрический метод и методы нелинейной
оптимизации квазивыпуклой функции.

Субградиентные методы используются для нахождения седловой
точки дробно-выпуклой функции, а метод эллипсоидов в сочетании
с параметрическим методом применяется для решения общей зада-
чи дробно-выпуклого программирования. Также приводится негладкие
штрафные функции для задач дробно-выпуклого программирования,
которые сводят их к решению задач безусловной недифференцируемой
оптимизации субградиентными методами.

Для решения общей задачи дробно-выпуклого программирования
предложены три группы схем декомпозиции (по ограничениям, пере-
менным и ресурсам), которые разработаны на основе функции Лагран-
жа и методов недифференцируемой оптимизации.

Для сепарабельных задач с дробно-выпуклыми функционалами и с
блочной структурой предлагаются использовать схемы декомпозиции
по ограничениям, переменным или по ресурсам, в результате примене-
ния которых для каждого блока в отдельности решаются задачи вы-
пуклого программирования.
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5.1. Методы решения задач
дробно-выпуклого программирования

Рассмотрим задачу дробно-выпуклого программирования:

f0(x) =
ϕ(x)
ψ(x)

→ min, (5.1)

fi(x) ≤ 0 (i = 1,m), (5.2)

где x ∈ Rn, а функции

ϕ(x), ψ(x), fi(x) (i = 1,m)

– непрерывны и дифференцируемы. Пусть S(x) – множество значений
переменных x, удовлетворяющих ограничениям (5.2), и предположим,
что

ϕ(x), −ψ(x), fi(x) (i = 1,m)

являются выпуклыми на множестве S(x).
Не ограничивая общности, предположим, что ϕ(x) ≥ 0, а ψ(x) > 0

для любого x ∈ S(x).
Тогда функция f0(x) является квазивыпуклой, и задача (5.1), (5.2)

заключается в нахождении некоторой точки x ∈ S(x), дающей мини-
мальное значение квазивыпуклого функционала f0(x).

Из сделанных предположений, следует, что если S(x) не пустое мно-
жество, то функция f0(x) имеет ограниченное минимальное значение.

Методы решения задачи (5.1), (5.2) могут быть разбиты на следую-
щие классы:

а) прямые методы решения задачи дробно-выпуклого программи-
рования [37, 47, 48, 50, 151, 258, 266, 352, 439, 652], т.е. зада-
ча (5.1), (5.2) может быть рассмотрена как задача нелинейного
программирования, и для ее решения используются общие ме-
тоды нелинейной оптимизации без учета структуры функциона-
ла f0(x), или же как задача квазивыпуклого программирования
[30, 94, 106, 181, 330, 406, 493, 494, 589, 629, 645, 695];

б) методы преобразования переменных [383], когда задача (5.1), (5.2)
путем некоторой замены переменных сводится к задаче выпуклого
программирования и для решения последней применяются обще-
известные методы;

в) параметрические методы [63, 172, 191, 260, 261, 362, 380, 436, 478],
когда исходная задача сводится к решению и анализу некоторой
задачи параметрического нелинейного программирования;
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г) декомпозиционные методы и другие методы [107, 486, 496, 633, 667,
733], учитывающие специальную структуру системы ограничений,
задающие множество S(x).

Прямые методы. Для решения задачи дробно-выпуклого програм-
мирования (5.1), (5.2) можно использовать методы нелинейного про-
граммирования [34], [204]–[206], [272, 300, 367, 375, 390, 419, 633]. Как
правило, это методы возможных направлений, градиентные и субгра-
диентные методы, а также методы внутренних точек. В общем слу-
чае эти методы неэффективны. Что касается частных случаях зада-
чи (5.1), (5.2), то для них предложены различные модификации об-
щеизвестных методов. Как отмечено в предыдущей главе, для за-
дачи дробно-линейного программирования предложены модификации
симплекс-метода, метода разложения Данцига-Вулфа и другие. Для за-
дач транспортного типа с дробно-линейным функционалом модифици-
рован метод потенциалов, как в матричной, так и в сетевой постанов-
ке [733].

Метод преобразования переменных. Приведем метод преобразова-
ния переменных [383] для решения задач дробного программирования.

Пусть α(t): Rn → R – монотонная, строго возрастающая функция,
которая при t > 0 принимает положительные значения, т.е. ∀ t > 0,
α(t)>0.

Для решения задачи (5.1), (5.2) используется следующая процедура
преобразования переменных

y = tx, (5.3)

где t ≥ 0 – некоторый параметр, выбранный таким образом, чтобы
для заданной функции α(t) и некоторого γ ∈ R, γ > 0 выполнялось
равенство

ψ(y/t)α(t) = γ.

Пусть βi(t) (i = 1,m): Rn → R – m неотрицательных функций, т.е.
для t ≥ 0 имеем βi(t) ≥ 0 (i = 1,m).

Тогда, используя замену переменных (5.3), задача (5.1), (5.2) сво-
дится к решению задачи нелинейного программирования:

F (y, t) = ϕ(y/t) · α(t) → min, (5.4)

G(y, t) = ψ(y/t) · α(t) = γ, (5.5)

Hi(y, t) = fi(y/t) · βi(t) ≤ 0 (i = 1,m). (5.6)
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Задача (5.4)–(5.6) в общем случае не является задачей выпуклого
программирования, так как имеется равенство (5.5) и множество допу-
стимых значений не является выпуклым. Поэтому, вместо задачи (5.4)–
(5.6) рассматривается следующая задача выпуклого программирования
относительно переменных y и t, а именно

F (y, t) → min, (5.7)

G(y, t) ≤ γ, (5.8)

Hi(y, t) ≤ 0 (i = 1, m). (5.9)

Имеет место

Теорема 5.1. Если (y∗, t∗) является оптимальным решением зада-
чи (5.7)–(5.9), то x∗ = y∗/t∗ является оптимальным решением задачи
(5.1), (5.2).

Аналогичный метод был предложен в работе [133] для решения за-
дачи дробно-линейного программирования. Для данной задачи берутся
α(t) = t и βi(t) = t (i = 1, m), γ = 1 и делается замена переменных
yj = xj · t, где

t =
1

n∑

j=1

djxj + d0

.

Тогда получим следующую задачу линейного программирования:

n∑

j=1

cjyj + c0t → min,

n∑

j=1

djyj + d0t = 1,

n∑

j=1

aijyj − bit ≤ 0 (i = 1, m),

yj ≥ 0 (j = 1, n), t > 0.

В результате ее решения симплекс-методом находим x∗j = y∗j /t∗ – опти-
мальное решение задачи дробно-линейного программирования.
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Недостатком данного метода является введение дополнительного
ограничения и дополнительной переменной, что отрицательно сказы-
вается, когда первоначальная задача имеет специальную структуру си-
стемы ограничений.

Параметрические методы. Параметрические методы решения задач
дробного программирования заключаются в том, что вместо исходной
задачи решается последовательность задач выпуклого или линейного
программирования. Итак, для решения задачи (5.1), (5.2) рассмотрим
следующую задачу параметрического программирования:

Z(x, λ) = ϕ(x)− λψ(x) → min, (5.10)

fi(x) ≤ 0 (i = 1,m). (5.11)

Если обозначить через

F (λ) = min
x∈S(x)

Z(x, λ),

тогда решение задачи (5.1), (5.2) сводится к решению уравнения
F (λ) = 0.

Теорема 5.2. Пусть для λ = λ∗ имеем F (λ∗) = 0, а x∗ – опти-

мальное решение задачи (5.10), (5.11) при λ = λ∗, тогда λ∗ = ϕ(x∗)
ψ(x∗) , а

x∗ является оптимальным решением задачи (5.1), (5.2).

Для нахождения корня уравнения F (λ) = 0 используются различ-
ные общеизвестные методы. В работах [63, 172, 191, 260, 261, 362, 380,
436, 478] приводятся такие методы и делается анализ их эффектив-
ности.

В общем случае параметрический метод решения задачи (5.1), (5.2)
заключается в следующем:

Шаг 0. Берем некоторое значение параметра λ = λ0, чтобы
F (λ0) ≥ 0.

Шаг k. Пусть λk−1 – значение параметра λ, найденное на предыду-
щем шаге. Тогда:

- находим решение x∗k задачи выпуклого программирования (5.10),
(5.11) при λ = λk−1;

- полагаем λk = ϕ(x∗k)
ψ(x∗k) ;

- если |F (λk)| ≤ δ, где δ – достаточно малое положительное число,
то x∗k является оптимальным решением задачи (5.1), (5.2).
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Другие модификации данного метода получаются при различных
подходах выбора значений параметра λ, т.е. методов решения уравнения
F (λ) = 0.

Преимущество такого метода состоит в том, что система ограниче-
ний исходной задачи остается без изменений и поэтому при решении
задачи (5.10), (5.11) можно использовать ее специфику.

В случае задачи дробно-линейного программирования на каждом
шаге параметрического метода решается задача линейного програм-
мирования, а для задач транспортного типа с дробно-линейным или
дробно-нелинейным функционалом параметрический метод не выводит
нас из данного класса задач [664, 667, 733].

Недостаток данного метода состоит в том, что вместо одной исход-
ной задачи необходимо решать целую последовательность задач того
же класса, что сказывается на быстродействии ее решения.

Отметим преимущество параметрического метода для решения сле-
дующей задачи блочной структуры с дробным функционалом:

f(x) =

p∑

j=1

ϕj(xj)

p∑

j=1

ψj(xj)

→ min,

hl
j(xj) ≤ bl

j (l = 1,mj ; j = 1, p),

где xj ∈ Rnj , а x ∈ Rn.
В параметрическом методе на k-ом шаге, при фиксированном λ =

= λk, решаются p задач выпуклого программирования для каждого
блока в отдельности, а именно

zj(xj , λk) = ϕj(xj)− λkψj(xj) → min;

hl
j(xj) ≤ bl

j (l = 1,mj).

Замечание. В некоторых итерационных схемах блочную задачу
дробного программирования необходимо повторно решать с незначи-
тельными изменениями функций ϕj(xj) числителя. В таких случаях,
для нахождения приближенного решения блочной задачи дробного про-
граммирования, в параметрическом методе достаточно выполнить
один шаг, в котором значение параметра λ вычисляется с учетом
найденного решения на предыдущей итерации схемы, т.е., если на t-й
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итерации найдено решение xt блочной задачи дробного программирова-
ния, то на (t + 1)-й итерации берется λ = λt = f(xt). Таким образом,
на каждой итерации вычислительной схемы решаются p задач выпук-
лого программирования:

zj(xj , λ
t) → min,

hl
j(xj) ≤ bl

j (l = 1,mj).

Декомпозиционные методы. Для решения задач дробно-выпуклого
программирования блочной структуры в данной работе приводятся де-
композиционные методы [496, 667, 733], основанные на:

- схеме декомпозиции по ограничениям;
- схеме декомпозиции по переменным;
- схеме декомпозиции по ресурсам.
Данные методы разработаны на основе функции Лагранжа в соче-

тании с методами недифференцируемой оптимизации.

5.2. Задача нахождения седловой точки
в дробно-выпуклом программировании

Рассмотрим задачу дробно-выпуклого программирования, которая
имеет вид:

f0(x) =
ϕ(x)
ψ(x)

→ min, (5.12)

fi(x) ≤ 0 (i = 1,m), (5.13)

x ∈ X. (5.14)

Решение данной задачи может быть сведено к нахождению сед-
ловой точки функции Лагранжа. Как отмечено ранее, для задачи
дробно-выпуклого программирования можно построить два типа функ-
ций Лагранжа:

L1(x, u) =
ϕ(x)
ψ(x)

+
m∑

i=1

uifi(x),

L2(x, u) =

ϕ(x) +
m∑

i=1

uifi(x)

ψ(x)
,

где u = {ui} – вектор множителей Лагранжа для ограничений (5.13).
Функции L1(x, u) и L2(x, u) эквивалентны (теорема 1.21). Поэтому
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можно рассматривать только один тип функций Лагранжа для задачи
(5.12)–(5.14). Тогда решение задачи (5.12)–(5.14) может быть сведено к
решению одной из следующих двух задач нахождения седловой точки:

max
u≥0

min
x∈X

L1(x, u),

max
u≥0

min
x∈X

L2(x, u).

Согласно теоремы 1.22 в результате решения одной из этих задач
можно найти и седловую точку другой задачи. Поэтому достаточно ре-
шить только одну задачу нахождения седловой точки для задачи (5.12)–
(5.14).

Рассмотрим следующую задачу нахождения седловой точки:

max
u≥0

min
x∈X

L(x, u), (5.15)

в которой x ∈ Rn, u ∈ Rm, а функция L(x, u) определяется по формуле

L(x, u) =

ϕ(x) +
m∑

i=1

uifi(x)

ψ(x)
.

Предположим, что функции ϕ(x),−ψ(x), fi(x) (i = 1,m) являются вы-
пуклыми и удовлетворяют условиям

ϕ(x) ≥ 0, ψ(x) > 0, fi(x) ≤ 0 (i = 1, m)

для любого x ∈ X.
Тогда функция L(x, u) является квазивыпуклой по переменным

x на множестве X при фиксированных значениях u ≥ 0 и ли-
нейной по переменным u при фиксированных значениях переменных
x ∈ X.

Задача (5.15) является задачей нахождения седловой точки функции
Лагранжа L(x, u), т.е. найти такую пару (x∗, u∗) для которых выполня-
ются двухсторонние неравенства

L(x∗, u) ≤ L(x∗, u∗) ≤ L(x, u∗)

для любых u ≥ 0 и x ∈ X.
Задачу (5.15) можно разделить на две задачи:

max
u≥0

L(u) (5.16)

и
L(u) = min

x∈X
L(x, u). (5.17)
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Функция L(u) является кусочно-линейной и недифференцируемой, а ее
значения в заданной точке u вычисляются алгоритмически, т.е. необхо-
димо решить задачу (5.17) при фиксированных u, а полученное решение
x∗(u) использовать для вычисления значений функции L(u) в точки u
по формуле

L(u) = L(x∗(u), u) =

ϕ(x∗(u)) +
m∑

i=1

uifi(x∗(u))

ψ(x∗(u))
.

Пусть для решения задачи (5.16) применяется некоторая итерацион-
ная процедура недифференцируемой оптимизации, т.е. некоторый суб-
градиентный метод, в результате которого вырабатывается некоторая
последовательность значений u0, u1, u2, . . . , ut, . . . , сходящиеся к опти-
мальной точке u∗. Следует отметить, что в оптимальной точке u∗ вы-
полняется условие

u∗i
∂L(u∗)

∂ui
= 0 (i = 1,m), т.е. u∗i fi(x∗) = 0 (i = 1, m).

Для вычисления значений обобщенного градиента функции L(u) в
некоторой точке ut необходимо решать задачу (5.17). Задача (5.17) яв-
ляется задачей дробно-выпуклого программирования и для ее решения
можно использовать любой из методов приведенные в п. 5.1. Одним из
таких методов является параметрический.

В соответствие с параметрическим методом задача дробно-выпукло-
го программирования (5.17) сводится к решению задачи параметриче-
ского программирования

min
x∈X

{Z(x, u, λ) = ϕ(x) +
m∑

i=1

uifi(x)− λψ(x)}. (5.18)

Задача (5.18) при фиксированных значениях параметра λ является
задачей выпуклого программирования. Поэтому решение задачи (5.17)
сводится к решению последовательности задач (5.18) при фиксирован-
ных значениях параметра λ.

Учитывая тот факт, что субградиентные методы являются устойчи-
выми относительно точности вычисления значений обобщенного гради-
ента, в качестве оптимального решения задачи (5.17) может быть взято
некоторое приближенное решение x(u) ∈ X. Такое решение может быть
получено, если решить только одну задачу выпуклого программирова-
ния (5.18) при некотором фиксированном значении параметра λ.
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Также следует отметить, что если для решения общей задаче выпук-
лого программирования (5.18) используется некоторый итерационный
метод, то в качестве первоначальной точке может быть взято предыду-
щее решение x(u) ∈ X.

Открытым остается только вопрос, каким образом фиксировать зна-
чения параметра λ, чтобы в процессе решения задачи (5.15) получить
седловую точку функции L(x, u).

Для этих целях предлагается использовать следующую процедуру
выбора значений параметра λ.

Итак, пусть для решения задачи (5.16) используется некоторый суб-
градиентный метод с первоначальными заданными значениями u0 и λ0,
а также соответствующие им решение задачи (5.18), т.е. имеем перво-
начальное решение x(u0, λ0).

Перед выполнением очередного (t + 1)-го (t = 0, 1, 2, . . . ) шага суб-
градиентного метода имеем:

ut – значение переменных u полученных на предыдущем шаге суб-
градиентного метода;

λt – значение параметра λ вычисленное на предыдущем шаге суб-
градиентного метода;

x(ut, λt) – решение задачи (5.17) полученное при фиксированном
u = ut и одновременно, оптимальное решение задачи выпуклого про-
граммирования (5.18), полученное при фиксированном λ = λt.

Тогда на (t + 1)-м шаге субградиентного метода в сочетанием с па-
раметрическим методом выполняем четыре его этапа.

1. Находим значения обобщенного градиента функции L(u) в точ-
ке u = ut, вычисленное с учетом оптимального решения x(ut, λt)
задачи (5.18),

gi(ut) = fi

(
x(ut, λt)

)
/ψ

(
x(ut, λt)

)
(i = 1,m).

2. Находим новое значение параметра λ по формуле

λ = λt+1 = L(x(ut, λt), ut).

3. Находим новые значения переменных ut+1 по формуле, соответ-
ствующей выбранному субградиентному методу, например,

ut+1
i = max{0, ut

i + ht+1gi(ut)} (i = 1,m),

где ht+1 величина шага в субградиентном методе.
4. Решаем задачу выпуклого программирования (5.18) при фиксиро-

ванном λ = λt+1 и находим оптимальное решение x(ut+1, λt+1).
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В качестве начальной точки в методе выпуклого программирования для
решения задачи (5.18) берется точка x(ut, λt).

Таким образом, для вычисления значений обобщенного градиента
функции L(u) в точки u = ut решаем задачу дробно-выпуклого про-
граммирования (5.17) или одну задачу выпуклого программирования
(5.18) при фиксированном значения параметра λ по формуле

λ = λt+1 = L(x(ut, λt), ut).

Теорема 5.3. Если u∗ является оптимальным решением зада-
чи (5.16), то решение x∗(u∗, λ∗) является оптимальным для задачи
(5.17), а пара (u∗, x∗) является седловой точкой функции L(x, u), т.е.
решение задачи (5.15).

5.3. Субградиентный метод решения задачи
дробно-выпуклого программирования

Рассмотрим задачу дробно-выпуклого программирования (5.1),
(5.2) вида

f0(x) =
ϕ(x)
ψ(x)

→ min,

fi(x) ≤ 0 (i = 1,m),

для решения которой непосредственно применяются методы недиффе-
ренцируемой оптимизации в сочетании с параметрическим методом.

Обозначим через S(x) множество значений переменных x, удовле-
творяющих ограничениям (5.2) и предположим, что ϕ(x) ≥ 0, а ψ(x) > 0
для ∀x ∈ S(x).

Задачу (5.1), (5.2) представим в эквивалентном параметрическом
виде

z(x, λ) = ϕ(x)− λψ(x) → min,

fi(x) ≤ 0 (i = 1,m).

Тогда при фиксированном значении параметра λ = λ ≥ 0, данная за-
дача является задачей выпуклого программирования. Применим для
решения задачи (5.1), (5.2) субградиентные методы, типа метода эллип-
соидов, на каждой итерации которого будем гарантировать неотрица-
тельное значение параметра λ. Пусть выполнены k итераций некоторого
субградиентного метода, в результате которого для задачи (5.1), (5.2)
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найдено некоторое решение xk. Тогда на (k + 1)-й итерации выполняем
четыре этапа.

1. Находим значение параметра λk по формуле

λk =
{

f0(xk), если ϕ(xk) ≥ 0 и ψ(xk) > 0,
0, в противном случае.

2. Находим fi∗(xk) = max
1≤i≤m

fi(xk), где i∗ значение индекса i функции

fi(xk) с максимальным значением в точке xk.
3. Вычисляем значения обобщенного градиента в точке xk по фор-

муле

g(xk) =
{

gz(xk) = gϕ(xk)− λkgψ(xk), если fi∗(xk) ≤ 0,
gi∗(xk) = gfi∗ (x

k), если fi∗(xk) > 0,

где gϕ(xk) и gψ(xk) соответственно субградиенты функций ϕ(x) и ψ(x)
в точке xk, а gfi∗ (x

k) – субградиент функции fi∗(x) в точке xk.
4. Находим новую точку по формуле

xk+1 = xk − hkg(xk),

где hk – величина шага в субградиентном методе.
Остальные вычисления соответствуют выбранному субградиентно-

му методу.
При решения задачи (5.1), (5.2) субградиентным методом учитыва-

ются две особенности:
1) если точка xk ∈ S(x), т.е. она является допустимой для зада-

чи (5.1), (5.2) и λk = f0(xk) ≥ 0, то значение субградиента дробно-
выпуклой функции f0(x) определяется относительно выпуклой функ-
ции z(x, λk) и имеет вид

gz(xk, λk) = gϕ(xk)− λkgψ(xk);

2) если точка xk 6∈ S(x), т.е. она является недопустимой для задачи
(5.1), (5.2), то значение субградиента определяется относительно выпук-
лой функции fi∗(x), для которой fi∗(xk) > 0 и она является наиболее
удаленной от точки xk.

Следует также отметить, что формула

λk =
{

f0(xk), если ψ(xk) > 0,
0, в противном случае
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имеет чисто описательный смысл, так как, если xk ∈ S(x), то ψ(xk) > 0
и λk = f0(xk), значение которого используется при вычислении субгра-
диента для функции z(x, λk). Если же xk /∈ S(x), то λk = f0(xk) для
ψ(xk) > 0, и λk = 0 в противном случае. Однако, независимо от вариан-
та вычисления значения параметра λk, при xk 6∈ S(x) он не используется
при расчетах значений обобщенного градиента.

Теорема 5.4 Пусть x∗ является точка, к которой сходится вы-
работанная последовательность x0, x1, x2, . . . субградиентным мето-
дом. Тогда точка x∗ является оптимальным решением задачи дробно-
выпуклого программирования (5.1), (5.2).

По аналогии с задачей дробно-выпуклого программирования (5.1),
(5.2) рассмотрим задачу минимизации суммы выпуклых и дробно-
выпуклых функций, т.е. задачу следующего вида:

f(x) =
ϕ(x)
ψ(x)

+ h(x) → min, (5.19)

fi(x) ≤ 0 (i = 1,m). (5.20)

Пусть на множестве допустимых решений S(x) = {x : fi(x) ≤ 0,
i = 1,m} функции ϕ(x) и h(x) – выпуклы, а ψ(x) – вогнута, притом
ϕ(x) ≥ 0, ψ(x) > 0, а h(x) ≤ 0, для любого x ∈ S(x). Тогда функция
f(x) является квазивогнутой и имеет единственный локальный мини-
мум, и тем самым задача (5.19), (5.20) является задачей квазивогнутой
оптимизации.

Для решения задачи (5.19), (5.20) можно применить параметриче-
ский метод, а также один из субградиентных методов недифференци-
руемой оптимизации.

Для этого рассмотрим параметрический аналог задачи (5.19), (5.20)
в следующем виде

F (λ) = min
x∈S(x)

{Z(x, λ) = ϕ(x)− λψ(x) + h(x)}. (5.21)

Если предположить, что λ ≥ 0, то функция Z(x, λ) является выпук-
лой по x, так как представляет собой сумму трех выпуклых функций
ϕ(x), −ψ(x) и h(x). Тогда задача (5.21) при фиксированном λ ≥ 0 явля-
ется задачей выпуклого программирования и решение исходной задачи
(5.19), (5.20) сводится к нахождению корня уравнения F (λ) = 0.

Тогда параметрический метод решения задачи (5.19), (5.20) заклю-
чается в следующем:
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Шаг 0. Выбираем некоторое значение λ = λ0, чтобы F (λ0) ≥ 0.
Шаг k. Пусть λk−1 – значение параметра λ, найденное на предыду-

щем шаге. Тогда:

- находим решение x∗k задачи выпуклого программирования (5.21)
при λ = λk−1;

- полагаем λk = ϕ(x∗k)/ψ(x∗k);

- если |F (λk)| ≤ δ, где δ достаточно малое положительное число, то
x∗k является оптимальным решением задачи (5.19), (5.20).

Применим теперь один из субградиентных методов (например, ме-
тод эллипсоидов) в сочетание с параметрическим методом для реше-
ния задачи (5.19), (5.20), т.е. при фиксированном значении параметра
λ = λ ≥ 0, будем рассматривать задачи минимизации выпуклой функ-
ции Z(x, λ) при ограничениях (5.20).

Пусть выполнены k итерации некоторого субградиентного метода
решения исходной задаче (5.19), (5.20) и получена точка xk. Тогда на
(k + 1)-й итерации выполняем следующие этапы.

1. Находим значение параметра λk по формуле

λk =

{
ϕ(xk)/ψ(xk), если ϕ(xk) ≥ 0 и ψ(xk) > 0;

0, в противном случае.

2. Находим fi∗(xk) = max
1≤i≤m

fi(xk), где i∗ значение индекса i функции

fi(xk) с максимальным значением в точке xk.
3. Вычисляем значение обобщенного градиента в точке xk по фор-

муле

g(xk) =

{
g

Z
(xk) = gϕ(xk)− λkgψ(xk) + gh(xk), если fi∗(xk) ≤ 0;

gi∗(xk) = gfi∗ (x
k), если fi∗(xk) > 0,

где gϕ(xk), gψ(xk) и gh(xk) – соответственно субградиенты функций
ϕ(x), ψ(x) и h(x) в точке xk.

4. Находим новую точку xk+1 по формуле

xk+1 = xk − γk(xk),

где γk – величина шага в субградиентном методе.
Остальные вычисления соответствуют выбранному субградиентно-

му методу.
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5.4. Метод негладких штрафных функций
для решения задач дробно-выпуклого
программирования

Рассмотрим задачу дробно-выпуклого программирования (5.12)–
(5.14), для решения которой применяется метод негладких штрафных
функций. Пусть R(x) – множество допустимых решений задачи (5.12)–
(5.14).

Построим штрафные функции для задачи (5.12)–(5.14) по одной из
формул

Pt(x) =
ϕ(x) + St(x)

ψ(x)
(t = 1, 4)

или

Qt(x) =
ϕ(x)
ψ(x)

+ St(x) (t = 1, 4)

и рассмотрим задачи

min
x∈X

Pt(x) (t = 1, 4) (5.22)

или

min
x∈X

Qt(x) (t = 1, 4), (5.23)

в которых St(x) определяются по одной из формул:

S1(x) =
m∑

i=1

si max{0, fi(x)}, (5.24)

S2(x) = p max{0, max
1≤i≤m

fi(x)}, (5.25)

S3(x) =
m∑

i=1

αi(fi(x)), (5.26)

S4(x) = β( max
1≤i≤m

fi(x)). (5.27)

Параметры p, si (i = 1,m) и функции β и αi (i = 1,m) определяются
в соответствии с требованиями, приведенные в параграфах 1.10 и 1.11
данной работы.

Так как функции Pt(x) и Qt(x), являются недифференцируемыми,
то для решения любой из задач безусловной оптимизации типа (5.22)
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и (5.23) используется субградиентный метод в сочетанием с параметри-
ческим методом для параметрических штрафных функциях

zt(x, λ) = ϕ(x)− λψ(x) + St(x) (t = 1, 4),

которые являются выпуклыми и одинаковы для функциях Pt(x) и Qt(x).
Пусть на k-м шаге субградиентного метода минимизации функций

Pt(x) или Qt(x) найдена точка xk. Тогда на очередном (k + 1)-м шаге
субградиентного метода необходимо выполнить основные четыре этапа.

1. Находим значение параметра λk по формуле

λk =

{
f0(xk), если ψ(x) > 0;

0, если ψ(x) ≤ 0.

2. Вычислим значения штрафной функции St(x) в точке xk по одной
из формул (5.24)–(5.27).

3. Вычислим значения обобщенного градиента функции Pt(x) или
функции Qt(x) в точке xk с учетом функции zt(x, λ) по одной и той же
формуле

gz(xk) =

{
gϕ(xk)− λkgψ(xk), если xk ∈ R(x);

gϕ(xk)− λkgψ(xk) + g
St

(xk), xk 6∈ R(x),

где gϕ и gψ соответственно субградиенту функций ϕ(x) и ψ(x) вычис-
ленных в точке xk, а gSt

– соответственно субградиент одной из функций
St(x) (t = 1, 4), вычисленных в точке xk.

Отметим некоторые особенности вычисления субградиентов функ-
ций St(x) (t = 1, 4) в точке xk. Пусть xk 6∈ R(x), а I+ – дискретное мно-
жество индексов i, для которых fi(xk) > 0. Тогда для каждой функции
в отдельности имеем:

1) gS1(x
k) =

∑

i∈I+

si · gfi
(xk),

где gfi(x
k) значения субградиентов функций fi(x), i ∈ I+, вычисленных

в точке xk.

2) gS2(x
k) = p · gfi∗ (x

k),
где gfi∗ (x

k) значение субградиента функции fi∗(x), вычисленной в точке
xk, а i∗ значение индекса i, для которого

fi∗(xk) = max
i∈I+

fi(xk).
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3) gS3(x
k) =

∑

i∈I+

gαi · gfi(x
k),

где gαi
– субградиенты функций αi, а gfi

(xk) – субградиенты функций
fi(x), i ∈ I+, вычисленных в точке xk.

4) gS4(x
k) = g

β
· gfi∗ (x

k),
где g

β
– субградиент функции β, gfi∗ (x

k) – субградиент функции fi∗(x),
а i∗ –значение индекса i, для которого fi∗(xk) = max

i∈I+
fi(xk).

4. Вычислим значения новой точки xk+1 с учетом ее проектирования
на множестве X. Для этого:

- находим
xk+1 = xk − hk+1 gz(xk),

где hk+1 – величина шага в субградиентном методе;

- выполняем операцию проектирования точки xk+1 на множестве X,
т.е. находим новые значения точки ΠRX

xk+1 = ΠRX [xk+1],
где ΠRX – оператор проектирования, который зависит от структуры
множества X.

5.5. Схемы декомпозиции по ограничениям
в дробно-выпуклом программировании

5.5.1. Задача дробно-выпуклого программирования
Рассмотрим следующую задачу дробно-выпуклого программирова-

ния, в которой система ограничений разбита на две группы:

f0(x) =
ϕ(x)
ψ(x)

→ min, (5.28)

fi(x) ≤ ai (i = 1,m), (5.29)

hk(x) ≤ bk (k = 1, p). (5.30)

Пусть x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, ϕ, ψ, fi (i = 1,m) и hk (k =
= 1, p): Rn → R – непрерывные и дифференцируемые функции в Rn, а
ai (i = 1, m) и bk (k = 1, p) – заданные числа. Если предположить,
что функции ϕ, −ψ, fi (i = 1,m) и hk (k = 1, p) выпуклы, то задача
(5.28)–(5.30) будет задачей дробно-выпуклого программирования.
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Обозначим через S(x) множество значений переменных x, удовле-
творяющих ограничениям (5.30). Предположим, что множество огра-
ничено и для любого x ∈ S(x) имеем ψ(x) > 0. Построим функцию
Лагранжа задачи (5.28)–(5.30) на множестве ограничений (5.29)

L(x, u) =
[
ϕ(x) +

m∑

i=1

ui · (fi(x)− ai)
]/

ψ(x),

где u = (u1, u2, . . . , um) – множители Лагранжа ограничений (5.29), и
рассмотрим следующие две взаимосвязанные задачи:

max
u≥0

L∗(u); (5.31)

L∗(u) = min
x∈S(x)

L(x, u). (5.32)

Тогда решение задачи (5.28)–(5.30) сведется к задаче максимизации
функционала L∗(u) при ограничениях u ≥ 0. Так как S(x) – ограничен-
ное множество, то функция L∗(u) определена для любого u, является
вогнутой и кусочно-линейной. Для решения задачи (5.31) используем
субградиентные методы недифференцируемой оптимизации. Из выра-
жения для L∗(u) задачи (5.32)

L∗(u) =
[
ϕ(x∗(u)) +

m∑

i=1

ui ·
(
fi(x∗(u))− ai

)]/
ψ(x∗(u)),

где x∗(u) – оптимальный вектор задачи (5.32), вытекает, что обобщен-
ный градиент функции L∗(u) в точке u вычисляется по формуле

gi(u) = [fi(x∗(u))− ai] /ψ(x∗(u)) (i = 1,m). (5.33)

Тогда итерационный процесс решения задачи (5.28)–(5.30) может
быть построен с применением одного из алгоритмов метода обобщен-
ного градиента, на (t + 1)-м шаге которого необходимо выполнить три
его этапа.

1. Решить задачу (5.32) при фиксированных u = ut (при решении
задачи (5.32) можно использовать один из методов, приведенных
в предыдущем параграфе).

2. Определить значения обобщенного градиента функции L∗(u) в
точке ut по формуле (5.33).
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3. Найти новые значения

ut+1
i = max{0, ut

i + vt+1 gi(ut)} (i = 1,m),

где vt+1 – величина шага.

Замечание. На каждом шаге обобщенного градиентного метода
необходимо решить задачу (5.32) при фиксированных значениях пере-
менных u = ut. Задача (5.32) является задачей дробно-выпуклого про-
граммирования и для ее решения применяем параметрический метод.
Для этого строим задачу

min
x∈S(x)

{
Z(x, ut, λ) = ϕ(x)− λψ(x) +

m∑

i=1

ut
i · (fi(x)− ai)

}
, (5.34)

которая при фиксированном значении параметра λ является задачей
выпуклого программирования.

В соответствии с параметрическим методом решается некоторая по-
следовательность таких задач, каждый раз фиксируя новые значения
параметра λ до тех пор пока не будет найдено оптимальное решение
задачи (5.32). Однако, учитывая тот факт, что метод обобщенного гра-
диента является устойчивым, относительно погрешности вычисления
значений обобщенного градиента, то задача (5.32) может быть решена
и приближенно. Для этого применим следующую процедуру ее реше-
ния.

Пусть для решения задачи (5.31) применяется обобщенный гради-
ентный метод с первоначальными данными u0, λ0 и полученным реше-
нием задачи (5.34) x∗(u0, λ0).

Допустим, что перед (t + 1)-м шагом (t = 0, 1, 2, . . . ) имеем следу-
ющие значения: ut, λt и x∗(ut, λt). Тогда с учетом параметрического
метода выполняем четыре этапа.

1. Находим значение обобщенного градиента функции L∗(u) в точке
ut с учетом решения x∗(ut, λt) по формуле

gi(ut) = [fi

(
x∗(ut, λt)

)− ai]/ψ
(
x∗(ut, λt)

)
.

2. Определяем значение параметра λ по формуле

λt+1 = L(x∗(ut), ut).
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3. Находим новую точку

ut+1
i = max

{
0, ut

i + vt+1 gi(ut
i)

}
(i = 1,m).

4. Решаем задачу выпуклого программирования (5.34) при фикси-
рованных параметрах λ = λt+1 и u = ut+1 и находим решение
x∗(ut+1, λt+1), которое используется для вычисления обобщенного
градиента на следующем шаге. В качестве исходной точке в методе
решения задачи (5.34) берется предыдущее решение x∗(ut, λt).

Таким образом, на каждом шаге метода обобщенного градиента реша-
ется только одна задача выпуклого программирования, или точнее го-
воря, продолжается решение предыдущей задачи выпуклого програм-
мирования с точке x∗(ut, λt) но с новыми значения параметров λ и u.

Данный метод решения задачи дробно-выпуклого программирова-
ния может быть успешно использован в случаях, когда система ограни-
чений (5.29), (5.30) имеет специальную структуру.

5.5.2. Блочная задача
дробно-выпуклого программирования

Пусть имеем p групп переменных xj = (x1
j , x

2
j , . . . , x

nj

j ) ∈ Rnj , об-

разующих вектор x = (x1, x2, . . . , xp) ∈ Rn, где n =
p∑

j=1

nj . На множе-

стве каждой группы переменных xj определим следующие непрерывные
функции: ϕj , ψj , f i

j (i = 1,m), hl
j (l = 1,mj) : Rnj → R.

Рассмотрим следующую задачу дробно-выпуклого программирова-
ния, в которой система ограничений имеет блочно-диагональную струк-
туру:

F (x) =
ϕ(x)
ψ(x)

=

p∑

j=1

ϕj(xj)

p∑

j=1

ψj(xj)

→ min, (5.35)

p∑

j=1

f i
j(xj) ≤ ai (i = 1,m), (5.36)

hl
j(xj) ≤ bl

j (l = 1,mj ; j = 1, p), (5.37)
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в которой a = (a1, a2, . . . , am) ∈ Rm; bj = (b1
j , b

2
j , . . . , b

mj

j ) ∈ Rmj , j =
= 1, p – постоянные числа, а функции ϕj , −ψj , f i

j (i = 1, m), hl
j (l =

= 1,mj) – выпуклы.
В отличие от задачи (5.28)–(5.30) вторая группа ограничений данной

задачи имеет блочно-диагональную структуру. Для ее решения исполь-
зуем приведенную выше схему разложения по ограничениям.

Для задачи (5.35), (5.36) построим функцию Лагранжа

L(x, u) =
[
ϕ(x) +

m∑

i=1

ui ·
( p∑

j=1

f i
j(xj)− ai

)]/
ψ(x), (5.38)

и рассмотрим задачи
max
u≥0

L∗(u), (5.39)

L∗(u) = min
x∈S(x)

L(x, u), (5.40)

где u = (u1, u2, . . . , um) – множители Лагранжа для ограничений (5.36),
а S(x) – выпуклое множество значений переменных x, удовлетворяю-
щих ограничениям (5.37).

Тогда решение задачи (5.35)–(5.37) сводится к задаче максимиза-
ции функционала L∗(u) при ограничениях u ≥ 0. Для решения задачи
(5.39) используем субградиентные методы недифференцируемой опти-
мизации.

Из выражения (5.38) вытекает, что обобщенный градиент функции
L∗(u) в точке u вычисляется по формуле

gi(u) =
[ p∑

j=1

f i
j(x

∗
j (u))− ai

]/ p∑

j=1

ψj(x∗j (u)) (i = 1,m), (5.41)

где x∗(u) = {x∗j (u)} – оптимальный вектор задачи (5.40) при фиксиро-
ванном значении параметра u.

Тогда итерационный процесс решения задачи (5.39) может быть по-
строен с применением одного из алгоритмов метода обобщенного гра-
диента, на (t+1)-м шаге которого необходимо выполнить три его этапа.

1. Решить задачу дробно-выпуклого программирования (5.40) при
фиксированных u = ut.

2. Определить значения обобщенного градиента функции L∗(u) в
точке ut по формуле (5.41).
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3. Вычислить новые значения

ut+1
i = max{0, ut

i + vt+1 gi(ut
i)} (i = 1,m),

где vt+1 – величина шага.
На каждом шаге субградиентного метода необходимо решить задачу

(5.40) при фиксированных значениях переменных ui = ut
i (i = 1,m), ко-

торая имеет блочные ограничения и несепарабельный дробно-выпуклый
функционал. Для ее решения используется параметрический метод. То-
гда (5.40) сводится к решению p задач выпуклого программирования
следующего вида:

ϕj(xj)− λψj(xj) +
m∑

i=1

ut
i f i

j(xj) → min,

hl
j(xj) ≤ bl

j (l = 1,mj)

и при фиксированном значении параметра λ.

Замечание. Как и при решении задачи (5.32) значения параметра
λ можно фиксировать с учетом полученного решения x∗j (u

t, λt), т.е.
задача (5.40) решается при фиксированными u = ut+1 и λ = λt+1 =

= L
(
x∗(ut, λt), ut

)
=

p∑

j=1

ϕj(x∗j (u
t, λt)) +

m∑

i=1

ut
i

( p∑

j=1

f i
j

(
x∗j (u

t, λt)
)− ai

)

p∑

j=1

ψj(x∗j (u
t, λt))

.

Тогда, в конечном итоге в параметрическом методе делается
только одна итерация и решаются p задач выпуклого программиро-
вания для каждого блока в отдельности, каждую из них продолжая
решать с достигнутой точки x∗j (u

t, λt).

В предыдущей главе схема декомпозиции по ограничениям была ис-
пользована для решения задачи дробно-линейного программирования,
в результате которой исходная задача дробно-линейного программиро-
вания блочно-диагональной структуры со связующими ограничениями
сводится к безусловной максимизации недифференцируемого функци-
онала L∗(u) и линейных задач для каждого блока. Аналогичные схемы
были использованы для решения задач дробно-линейного программиро-
вания транспортного типа, в которых m < n, и в результате построены
достаточно эффективные алгоритмы (см. главу 8 данной работы).
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5.6. Схемы декомпозиции по переменным в
дробно-выпуклом программировании

5.6.1. Задача дробно-выпуклого программирования

Рассмотрим задачу дробно-выпуклого программирования, в кото-
рой множество переменных условно разбито на две группы:

F (x, y) =
ϕ(x, y)
ψ(x, y)

→ min, (5.42)

fi(x, y) ≤ 0 (i = 1,m), (5.43)

где x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, y = (y1, y2, . . . , yk) ∈ Rk.
Обозначим через M(x, y) множество значений переменных (x, y),

удовлетворяющих ограничениям (5.43), и предположим, что ϕ(x, y) ≥ 0
и ψ(x, y) > 0 для всех (x, y) ∈ M(x, y), а функции ϕ(x, y), −ψ(x, y),
fi(x, y) (i = 1,m) - выпуклые и необязательно дифференцируемые по
совокупности переменных x и y. Тогда функция F (x, y) является ква-
зивыпуклой функцией на выпуклом множестве M(x, y).

Построим функцию Лагранжа (5.42), (5.43) по формуле

L(x, y, u) =
[
ϕ(x, y) +

m∑

i=1

uifi(x, y)
]/

ψ(x, y), (5.44)

где u = (u1, u2, . . . , um) – множители Лагранжа ограничений (5.43).
Предположим, что для задачи (5.42), (5.43) выполняются необ-

ходимые и достаточные условия Куна-Таккера и существует пара
{(x∗, y∗), u∗}, которая является седловой точкой функции L(x, y, u).

Рассмотрим общую схему декомпозиции по переменным для задачи
(5.42), (5.43). Зафиксируем некоторую группу переменных, например
x = x, и рассмотрим задачу:

F (x, y) =
ϕ(x, y)
ψ(x, y)

→ min; (5.45)

fi(x, y) ≤ 0 (i = 1,m). (5.46)

Для тех значений x, для которых разрешима задача (5.45), (5.46),
определим функцию Φ(x) по формуле

Φ(x) = min
y∈S(x)

F (x, y), (5.47)

где S(x) – множество значений переменных y, удовлетворяющих огра-
ничениям (5.46) при фиксированных значениях переменных x = x.
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Теорема 5.5. Если функции ϕ(x, y), −ψ(x, y) и fi(x, y) (i = 1, m) –
выпуклые по совокупности переменных x и y, то функция Φ(x), опреде-
ленная по формуле (5.47), является квазивыпуклой на некотором под-
множестве W ⊂ Rn

x . Если для некоторого x ∈ W выполнено условие
Слейтера, то обобщенный градиент функции Φ(x) в точке x = x вы-
числяется по формуле

gΦ(x) = gx
L(x, y(x)), (5.48)

где L – функция Лагранжа задачи (5.42), (5.43), которая определяет-
ся по формуле (5.44); y(x) – одно из оптимальных значений в задаче
(5.45), (5.46); u = {ui} – множители Лагранжа задачи (5.45), (5.46),
полученные в соответствии с теоремой Куна-Таккера; gx

L(x, y(x)) –
проекция такого обобщенного градиента функции L(z, u) = L(x, y, u)
на подпространство Rn

x , у которого проекция на подпространство Rk
y

равна нулю (обобщенный градиент берется в точке z = (x, y(x))).

В случае, когда функции ϕ(x, y), ψ(x, y) и fi(x, y) непрерывно диф-
ференцируемы по x, обобщенный градиент функции Φ(x) в точке x = x
определяется по формуле

gΦ(x) =
[ m∑

i=1

ui(x) gx
fi

(x, y(x)) + gx
ϕ(x, y(x))−

− gx
ψ(x, y(x))L(x, y(x), u(x))

]/
ψ(x, y(x)),

(5.49)

где gx
fi

(x, y(x)), gx
ϕ(x, y(x)) и gx

ψ(x, y(x)) – соответственно проекции обоб-
щенных градиентов функций fi(x, y), ϕ(x, y) и ψ(x, y) в точке z =
= (x, y(x)) на Rn

x .
Следует отметить, что не при всех x задача (5.45), (5.46) будет раз-

решима. Выход из таких ситуаций заключается в использовании метода
”штрафных функций”, при котором задача (5.45), (5.46) заменяется сле-
дующей задачей:

ϕ(x, y) + M

m∑

i=1

vi

ψ(x, y)
→ min,

fi(x, y)− vi ≤ 0 (i = 1,m),

vi ≥ 0 (i = 1, m),

где M – достаточно большое положительное число.
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Легко видеть, что эта задача имеет допустимое решение при любом
x с выполнением условия Слейтера.

Таким образом, если предположить, что задача (5.42), (5.43) сведе-
на к такому виду, что функция Φ(x) определена для любого x ∈ W и
имеется возможность вычисления обобщенного градиента gΦ(x) в про-
извольной точке x, то получим итеративный алгоритм решения задачи
(5.42), (5.43), на (t + 1)-м шаге которого необходимо выполнить следу-
ющие три этапа.

1. Решить задачу (5.45), (5.46) при x = xt и определить вектор мно-
жителей Лагранжа u(xt) = {ui(xt)}.

2. Вычислить обобщенный градиент gΦ(x) по формуле (5.48) или
(5.49).

3. Определить новые значения

xt+1 = xt − ht+1gΦ(xt),

где ht+1 – величина шага.

Замечание. Для нахождения значений обобщенного градиента
необходимо найти решение задачи (5.45), (5.46) при фиксированном
x = xt. Применяя параметрический метод для ее решения фиксируем
значения параметра λ по формуле

λ = λt+1 = F
(
xt, y(xt, λt)

)
,

и решаем одну задачу выпуклого программирования

min
y∈S(xt+1)

{ϕ(xt+1, y)− λt+1ψ(xt+1, y)},

начиная с точке y(xt, λt) предыдущей итерации субградиентного ме-
тода. Полученное решение y(xt+1, λt+1) и соответствующие значе-
ния множителей Лагранжа u(xt+1, λt+1) используются для вычис-
ления значений обобщенного градиента функции Φ(x).
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5.6.2. Блочная задача
дробно-выпуклого программирования

Рассмотрим следующую задачу блочно-диагональной структуры со
связующими переменными:

ϕ(x, y)
ψ(x, y)

=

p∑

j=1

ϕj(xj) + α(y)

p∑

j=1

ψj(xj) + β(y)

→ min, (5.50)

hl
j(xj) + f l

j(y) ≤ al
j (l = 1,mj ; j = 1, p), (5.51)

в которой имеем p групп переменных xj = (x1
j , x

2
j , . . . , x

nj

j ) ∈ Rnj , об-

разующих вектор x = (x1, x2, . . . , xp) ∈ Rn, где n =
p∑

j=1

nj , а также

переменные y = (y1, y2, . . . , yk) ∈ Rk. На множестве каждой группы пе-
ременных xj определены непрерывные функции

ϕj , ψj , hl
j (l = 1,mj) : Rnj → R,

а на множестве переменных y определены непрерывные функции

α, β, f l
j (l = 1,mj) : Rk → R.

Если предположить, что функции ϕj(xj) и −ψj(xj) выпуклы в Rnj ,
а α(y) и −β(y) выпуклы в Rk, то функции ϕ(x, y) и −ψ(x, y) также
будут выпуклыми. Предположим также, что функции hl

j(xj) и f l
j(y)

выпуклы на всем множестве определения. Тогда задача (5.50), (5.51)
будет задачей дробно-выпуклого программирования.

Обозначим через M(x, y) множества значений переменных (x, y),
удовлетворяющих ограничениям (5.51), и предположим, что ψ(x, y) > 0,
а ϕ(x, y) ≥ 0 для всех (x, y) ∈ M(x, y). Тогда функция

F (x, y) =
ϕ(x, y)
ψ(x, y)

является квазивыпуклой на множестве M(x, y).
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Применив схему декомпозиции по переменным для решения задачи
(5.50), (5.51) и фиксируя переменные y = y, получим задачу:

F (x, y) =
ϕ(x, y)
ψ(x, y)

=

p∑

j=1

ϕj(xj) + α(y)

p∑

j=1

ψj(xj) + β(y)

→ min, (5.52)

hl
j(xj) ≤ bl

j(y) (l = 1,mj ; j = 1, p), (5.53)

в которой bl
j(y) = al

j − f l
j(y) (l = 1, mj ; j = 1, p) – постоянные числа.

Обозначим через S(y) множество значений переменных x, удовлет-
воряющих ограничениям (5.53), и определим функцию Φ(y) по формуле

Φ(y) = min
x∈S(y)

ϕ(x, y)
ψ(x, y)

·

Построим функцию Лагранжа задачи (5.52), (5.53):

L(x, v) =
ϕ(x, y)
ψ(x, y)

+
p∑

j=1

mj∑

l=1

vl
j

[
hl

j(xj)− bl
j(y)

]
.

Здесь vl
j – множители Лагранжа ограничений (5.53). Тогда значения

обобщенного градиента функции Φ(y) в точке y = y определяются по
формуле

GΦ(y) = Gy
L(x(y), y),

которая для данной задачи имеет вид

GΦ(y) =
ψ(x(y), y)Gy

α(x(y), y)− ϕ(x(y), y)Gy
β(x(y), y)

[ψ(x(y), y)]2
+

+
p∑

j=1

mj∑

l=1

vl
j(y)Gy

gl
j

(x(y), y),

(5.54)

где Gy
α(x(y), y), Gy

β(x(y), y) и Gy

gl
j

(x(y), y) – соответствующие проекции

обобщенных градиентов функций α(y), β(y) и f l
j(y) в точке z = (x(y), y)

на Rk
y , а z = (x(y), y) – оптимальное решение задачи (5.52), (5.53) и

vl
j(y) – соответствующие множители Лагранжа при y = y.
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Таким образом, решение задачи (5.50), (5.51) сводится к миними-
зации строго квазивыпуклой функции Φ(y). Тогда на (t + 1)-м шаге
алгоритма обобщенного градиентного метода (решения задачи мини-
мизации функции Φ(y)) необходимо провести следующие основные три
его этапа.

1. Решить задачу (5.52), (5.53) при фиксированных y = yt. Для опре-
деления значений обобщенного градиента функции Φ(y) по формуле
(5.54) необходимо знать как решение x(y) задачи (5.52), (5.53), так и
множители Лагранжа v(y), соответствующие ограничениям (5.53).

Задача (5.52), (5.53) при фиксированных y = yt имеет дробный (несе-
парабельный) функционал и блочно-диагональные ограничения. Для
ее решения используем параметрический метод. Для этого рассмотрим
следующую задачу параметрического выпуклого программирования:

p∑

j=1

(ϕj(xj)− λψj(xj)) + α(y)− λβ(y) → min,

hl
j(xj) ≤ bl

j(y) (l = 1,mj ; j = 1, p).

В результате применения параметрического метода, при фиксиро-
ванном значении параметра λ, задача (5.52), (5.53) сводится к решению
p задач выпуклого программирования вида

ϕj(xj)− λψj(xj) → min,

hl
j(xj) ≤ bl

j(y) (l = 1,mj),

для каждой группы переменных xj в отдельности.

Замечание. Как и в предыдущих случаях, в параметрическом ме-
тоде решения задачи (5.52), (5.53) достаточно выполнить один шаг с
фиксированном значении параметра

λ = λt+1 = F
(
x(yt, λt), yt

)
,

где x(yt, λt) найденное решение задачи (5.52), (5.53) на предыдущем
шаге обобщенного градиентного метода, а задача выпуклого програм-
мирования для каждого j продолжает свое решение с достигнутой
точке xj(gt, λt).

Пусть x(y) – оптимальное (или некоторое допустимое) решение за-
дачи (5.52), (5.53) найденное по алгоритму параметрического метода, а
v(y) – множители Лагранжа ограничения (5.53).

2. Определить значения обобщенного градиента функции Φ(y) в точ-
ке y = yt по формуле (5.54).
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3. Вычислить новые значения

yt+1 = yt − γt+1 GΦ(yt),

где γt+1 – величина шага.
В предыдущей главе схема декомпозиции по переменным была ис-

пользована для решения различных задач дробно-линейного програм-
мирования блочной структуры. Также она была опробована и на за-
дачах дробно-линейного программирования транспортного типа (см.
главу 8).

5.7. Схема декомпозиции по ресурсам
в дробно-выпуклом программировании

Рассмотрим схему декомпозиции по ресурсам для решения задач
дробно-выпуклого программирования, в которой перераспределение ре-
сурсов осуществляется путем решения задачи недифференцируемой оп-
тимизации субградиентными методами.

5.7.1. Схема декомпозиции по ресурсам для
задач дробно-выпуклого программирования

Пусть x1, x2, . . . , xp (xj ∈ Rnj , j = 1, p) – группы переменных, обра-

зующих вектор x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, где n =
p∑

j=1

nj .

Рассмотрим теперь задачу дробно-выпуклого программирования с
аддитивно-сепарабельными функциями ϕ(x) и ψ(x), а именно

F (x) =
ϕ(x)
ψ(x)

=

p∑

j=1

ϕj(xj)

p∑

j=1

ψj(xj)

→ min, (5.55)

p∑

j=1

F i
j (xj) ≤ bi (i = 1, m) (5.56)

Wj(xj) ≤ bj (j = 1, p), (5.57)
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где функции Φj , F i
j – выпуклые функции; Wj – выпуклые векторные

функции от соответствующих переменных; b = (b1, b2, . . . , bm) – фикси-
рованный вектор глобальных ресурсов; bj – вектор констант соответ-
ствующего размера.

Представим вектор ресурсов b в виде суммы

b = z1 + z2 + · · ·+ zp, zj ≥ 0 (j = 1, p), (5.58)

а ограничения (5.56) заменим на

F i
j (xj) ≤ zi

j (i = 1,m; j = 1, p), (5.59)

где zj = (z1
j , z2

j , . . . , zm
j ) – вектор, показывающий распределение ресурса.

Получим задачу дробно-выпуклого программирования с блочной
структурой системы ограничений:

F (x) =

p∑

j=1

ϕj(xj)

p∑

j=1

ψj(xj)

→ min, (5.60)

F i
j (xj) ≤ zi

j (i = 1,m; j = 1, p), (5.61)

Wj(xj) ≤ bj (j = 1, p). (5.62)

Для решения задачи (5.60)–(5.62) применим параметрический метод,
и как показано ранее, она распадается на p задач отдельно для каждого
блока.

Таким образом, при v = vk на k-м шаге параметрического метода
решаются p подзадач вида:

Fj(xj , vk) = ϕj(xj)− vkψj(xj) → min, (5.63)

F i
j (xj) ≤ zi

j (i = 1,m), (5.64)

Wj(xj) ≤ bj . (5.65)

Пусть x∗j (zj) – оптимальное решение задачи (5.63)–(5.65) при v =
= v∗, для которого достигается оптимальное решение задачи (5.60)–
(5.62), найденное параметрическим методом при фиксированном zj .

Построим функцию
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Φ(z) =

p∑

j=1

ϕj(x∗j (zj))

p∑

j=1

ψj(x∗j (zj))

относительно переменных zj и рассмотрим задачу:

Φ(z) =

p∑

j=1

αj(zj)

p∑

j=1

βj(zj)

→ min, (5.66)

p∑

j=1

zj ≤ b, zj ≥ 0 (j = 1, p), (5.67)

в которой значения функций αj и βj относительно переменных zj на-
ходятся алгоритмически, путем решения задачи (5.60)–(5.62) при фик-
сированных значениях zj . Можно показать, что функция

Φ(z) =
α(z)
β(z)

=

p∑

j=1

αj(zj)

p∑

j=1

βj(zj)

является квазивыпуклой функцией относительно переменных zj , а ее
субградиент определяется по формуле

gΦ(z) =
{−λi

j(zj)/β(z) (j = 1, p; i = 1,m )
}

(5.68)

где λi
j(zj) – оптимальные значения множителей Лагранжа, соответству-

ющие ограничениям (5.61), для функции Лагранжа вида

L(x, z, λ) =

p∑

j=1

ϕj(xj) +
p∑

j=1

m∑

i=1

λi
j(F

i
j (xj)− zi

j)

p∑

j=1

ψj(xj)

·

Так как функционал Φ(z) недифференцируем, то для решения за-
дачи (5.66), (5.67) применяются субградиентные методы.
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Таким образом, схема декомпозиции по ресурсам для задачи (5.55)–
(5.57) заключается в следующем.

Решается задача (5.66), (5.67) субградиентным методом, на
(t + 1)-м шаге которого необходимо выполнить три его этапа.

1. Решить задачу (5.60)–(5.62) при фиксированных zi
j(t) параметри-

ческим методом, которая распадается на p задач типа (5.63)–(5.65)
и найти оптимальные значения множителей Лагранжа λi

j(z
i
j), со-

ответствующих ограничениям (5.61).
2. Найти значения обобщенного градиента функции Φ(z) в точке z

с координатами zi
j = zi

j(t) по формуле (5.68), в которой значение
функции β(z) в точке z = z(t) определяется с учетом найденного
оптимального плана x∗j (z

i
j(t)) задачи (5.60)–(5.62).

3. Вычислить новые значения параметров zi
j по формулам одного из

субградиентных методов с проектированием на линейное много-
образие.

Из предложенного алгоритма следует, что последовательно решают-
ся следующие две группы задач:

1) задача (5.66), (5.67) (координирующая задача) решается на верх-
нем уровне, в результате чего происходит перераспределение глобаль-
ных ресурсов b;

2) задача (5.63)–(5.65) (локальные задачи) решаются на втором
уровне, в результате этого с помощью множителей Лагранжа zi

j оце-
ниваются выделенные объемы глобальных ресурсов λi

j .

Замечание. При решении задачи (5.60)–(5.62) параметрическим
методом выполняется только одна итерация при фиксированном зна-
чении параметра

v = vt+1 =

p∑

j=1

ϕj

(
x∗j (z(t), vt)

)

p∑

j=1

ψj

(
x∗j (z(t), vt)

) ,

где x∗j (z(t), vt) – оптимальные решения задач (5.63)–(5.65), найденные
на предыдущем шаге обобщенного градиентного метода.

Сложность данного метода обусловлена процедурой перераспределе-
ния глобальных ресурсов. В литературе известны и другие процедуры
перераспределения.
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5.7.2. Схема декомпозиции по ресурсам
для решения сепарабельных задач
дробно-выпуклого программирования

Рассмотрим сначала следующий класс сепарабельных задач дробно-
выпуклого программирования блочно-диагональной структуры со свя-
зующими ограничениями:

F1(x) = max
j
{Φj(xj) =

ϕj(xj)
ψj(xj)

} → min, (5.69)

p∑

j=1

F i
j (xj) ≤ bi (i = 1,m), (5.70)

Wj(xj) ≤ bj (j = 1, p). (5.71)

Здесь ϕj , −ψj , и F i
j – выпуклые функции; Wj – выпуклые вектор-

функции от соответствующих переменных; b = (b1, b2, . . . , bm) – вектор
заданных ресурсов; bj – вектор констант соответствующей размерно-
сти.

Одновременно с задачей (5.69)–(5.71), рассмотрим и задачу миними-
зации функционала

F2(x) =
p∑

j=1

Φj(xj) (5.72)

при ограничениях (5.70), (5.71).
Для решения задач (5.69)–(5.72) может быть использована схема де-

композиции по ограничениям. Как было показано выше, это приводит
к задачам минимизации одного из функционалов:

L1(x, u) = max
j

Φj(xj) +
m∑

i=1

ui

[ p∑

j=1

F i
j (xj)− bi

]
,

L2(x, u) =
p∑

j=1

Φj(xj) +
m∑

i=1

ui

[ p∑

j=1

F i
j (xj)− bi

]
,

при ограничениях (5.71) и фиксированном u = u.
Поскольку функционал L1(x, u) не является сепарабельной функ-

цией, то такую задачу нельзя решать для каждого блока в отдельно-
сти. Для этого предлагается применять некоторый последовательный
алгоритм поочередного решения дробно-выпуклых и выпуклых задач.
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Функционал L2(x, u) является сепарабельным на каждой группе пере-
менных xj , однако при этом необходимо решать обобщенную задачу
выпуклого и дробно-выпуклого программирования для каждого блока
в отдельности, что не всегда может обеспечить глобальный минимум.
Иное получается при применении схемы декомпозиции по ресурсам с
последующим использованием субградиентных методов.

Представим вектор ресурсов в виде равенств (3.57). Тогда задачи
(5.69)–(5.71) и (5.70)–(5.72) разлагаются на p подзадач:

Φj(xj) → min, (5.73)

F i
j (xj) ≤ zi

j (i = 1,m), (5.74)

Wj(xj) ≤ bj . (5.75)

Пусть x∗j (zj) – оптимальное решение задачи (5.73)–(5.75) при задан-
ном zj , а {u∗(zj)} – оптимальные значения множителей Лагранжа, со-
ответствующие ограничениям (5.74), где функция Лагранжа определя-
ется по формуле

Lj(xj , uj , vj) =

ϕj(xj) +
m∑

i=1

ui
j

[
F i

j (xj)− zi
j

]

ψj(xj)
·

Определим функции

Φ1(z) = max
j

Φj(x∗j (zj))

и

Φ2(z) =
p∑

j=1

Φj(x∗j (zj)).

Так как функции Φj(x∗j (zj)) являются квазивыпуклыми, то функция
Φ1(z) – также квазивыпуклая, а ее субградиент имеет вид

GΦ(z) =
{

gi
j(zj) =

−ui∗
j (zj)

ψj(x∗j (zj))

}
. (5.76)

Тогда задача (5.69)–(5.71) сводится к решению задачи минимизации
квазивыпуклого функционала Φ1(z) при ограничениях (3.57), что поз-
воляет найти глобальный минимум. Для решения этой задачи может
быть использован субградиентный метод с проектированием на линей-
ные многообразия. На (k +1)-м шаге таких методов необходимо выпол-
нить три этапа.
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1. При фиксированных zj = zk
j решить задачи (5.73)–(5.75) и най-

ти оптимальные решения x∗j (z
k
j ) и соответствующие множители

Лагранжа u∗j (z
k
j ) ограничений (5.74).

2. Определить значения обобщенного градиента функции Φ1(z) в
точке zj = zk

j по формуле (5.76).

3. Вычислить новые значения zk+1
j по одному из субградиентных ме-

тодов с проектированием на линейном многообразии.

Что касается функции F2(z), то она не всегда является квазивыпук-
лой. Поэтому применение субградиентного метода для ее минимизации
при линейных ограничениях (3.57) не всегда позволяет найти глобаль-
ный минимум.

Замечание. Для вычисления значений обобщенного градиента за-
дачи (5.73)–(5.75) решаются по следующей схеме:

- находим vk+1
j = ϕj

(
x∗j (z

k
j , vk

j )
)
/ψj

(
x∗j (z

k
j , vk

j )
)
,

- решаем задачу выпуклого программирования

ϕj(xj)− vk+1
j ψj(xj) → min,

F i
j (xj) ≤ zik+1

j (i = 1,m),

wj(xj) ≤ bj

и находим оптимальное решение x∗j (z
k+1
j , vk+1

j ) и значения множите-
лей Лагранжа u∗j (z

k+1
j , vk+1

j ).





Глава 6

Обобщенные задачи
дробного
программирования

В данной главе рассматриваются некоторые обобщения задач дроб-
ного программирования, в которых используются операции взятия мак-
симума, суммирования или мультипликатирования на множестве ли-
нейных, дробно-линейных, выпуклых или дробно-выпуклых функций.
Для их решения предлагаются параметрические методы, прямые мето-
ды недифференцируемой оптимизации и схемы декомпозиции по огра-
ничениям с применением субградиентных методов. Рассматриваются
задачи многокритериальной оптимизации, которые сводятся к решению
одной из обобщенных задач дробного программирования.

Для различных сепарабельных задач обобщенного дробно-выпукло-
го программирования блочной структуры предлагаются схемы деком-
позиции по ограничениям, переменным и ресурсам, в сочетание с мето-
дами недифференцируемой оптимизации.

Рассматриваются также задачи обобщенного дробно-выпуклого про-
граммирования с целевыми функциями в виде суммы двух функциона-
лов от различных групп переменных, когда хотя бы один из них явля-
ется дробным. Ограничения для таких задач имеют блочную структуру
по одной группе переменных с наличием связующих блоков по другой
группе переменных. Для их решения предлагаются одноуровневые или
двухуровневые алгоритмы, для каждого из которых используются схе-
мы декомпозиции и субградиентные методы.
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6.1. Задачи дискретного минимакса
и обобщенного дробного
программирования

1. Задачи дискретного минимакса. Одной из известных опти-
мизационных задач является задача дискретного минимакса, которая
состоит в минимизации максимума конечного числа функций. Пусть
заданы функции ϕi(x), i ∈ I, где I = {1, . . . , m}. Тогда задача дискрет-
ного минимакса состоит в минимизации функции

f0(x) = max
i∈I

ϕi(x),

когда x меняется во всем пространстве Rn или когда x ∈ S, где S –
некоторый компакт из Rn.

Задача безусловной минимизации функции f0(x), которая определя-
ется в результате взятия операции максимума конечного числа функ-
ций, называется задачей дискретного минимакса и исследована в рабо-
тах [149, 160, 161, 175, 580, 606, 608, 620, 651, 657, 701, 736]. Для ее ре-
шения приводятся различные модификации алгоритмов решения задач
математического и выпуклого программирования, в частности метод
наискорейшего спуска, метод последовательных приближений, субгра-
диентные методы, ε-квазиградиентные методы, методы двойственных
направлений и чебышевских центров. Особенно следует отметить се-
мейство методов линеаризации и их модификаций, на каждом шаге ко-
торых решаются вспомогательные задачи линейного или квадратичного
программирования.

А. Безусловная задача дискретного минимакса. Если предполо-
жить, что функции ϕi(x), i ∈ I непрерывно дифференцируемые, то
рассматривая эквивалентную задачу

min
x,t
{t: ϕi(x) ≤ t, i ∈ I}

получаем следующее утверждение: для того чтобы точка x∗ была точ-
кой минимума функции t = f0(x∗) = max

i∈I
ϕi(x), необходимо, чтобы на-

шлись такие числа ui, i ∈ I, что
∑

i∈I

ui
∂ϕi(x∗)

∂xj
= 0 (j = 1, n);

ui (ϕi(x∗)− f0(x∗)) = 0 (i ∈ I);
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∑

i∈I

ui = 1, ui ≥ 0, i ∈ I.

Данные условия получаются, если для эквивалентной задачи дис-
кретного минимакса построить функцию Лагранжа в виде

L(x, t, u) = t +
∑

i∈I

ui(ϕi(x)− t) = t
(
1−

∑

i∈I

ui

)
+

∑

i∈I

uiϕi(x)

и рассмотреть необходимые условия экстремума Куна-Таккера
∂L(x, t, u)

∂xj
=

∑

i∈I

ui
∂ϕi(x)

∂xj
= 0 (j = 1, n),

∂L(x, t, u)
∂t

= 1−
∑

i∈I

ui = 0,

∂L(x, t, u)
∂ui

= ϕi(x)− t ≤ 0, i ∈ I.

Также, в соответствии с общей теорией построения двойственных
лагранжевых задач, имеем функцию

L∗(u) = min
t,x

L(x, t, u) =




−∞, если

∑
i∈I

ui 6= 1,
∑
i∈I

uiϕi(x), если
∑
i∈I

ui = 1.

Тогда двойственная задача дискретного минимакса может быть запи-
сана в виде:

max
u

L∗(u),

∑

i∈I

ui = 1,

ui ≥ 0, i ∈ I,

в которой функция L∗(u) при данных ограничениях имеет вид

L∗(u) = min
x

∑

i∈I

uiϕi(x).

Функция L∗(u) является кусочно-линейной, вогнутой и недифферен-
цируемой. Тогда для ее максимизации могут быть использованы субгра-
диентные методы. Пусть на r-м шаге такого метода имеем точку ur, для
которой ur

i ≥ 0, i ∈ I. Тогда на (r + 1)-м шаге выполняем следующие
основные этапы субградиентного метода.
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1. При фиксированном u = ur решаем безусловную задачу выпуклой
оптимизации

min
x

∑

i∈I

ur
i ϕi(x),

и находим ее оптимальное решение x∗(ur).
2. Находим значение обобщенного градиента функции L∗(u) в точке

ur по формуле
g

L∗ (u
r) = {ϕi(x∗(ur)), i ∈ I}.

3. Находим новую точку ur+1 по формуле

ũr+1
i = max{0, ur

i + γr+1ϕi(x∗(ur))}, i ∈ I,

где γr+1 – величина шага субградиентного метода.
4. Проводим операцию проектирования точки ũr+1 на линейное

многообразие U =
{

ui:
∑
i∈I

ui = 1, ui ≥ 0, i ∈ I
}
, т.е. находим

ur+1 = Π
U
(ũr+1), где Π

U
(ũr+1) – оператор проектирования точки ũr+1

на множество U .
Б. Условная задача дискретного минимакса. Известно [657], что в

случае задачи дискретного минимакса выпуклых функций при выпук-
лых ограничениях

f0(x) = max
i∈I

ϕi(x) → min,

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p),

в которой функции ϕi(x), i ∈ I и hk(x) (k = 1, p) непрерывны и выпук-
лы, для ее решения рассматривается эквивалентная задача выпуклого
программирования

t → min;

ϕi(x) ≤ t, i ∈ I;

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p).

Полученное оптимальное решение (x∗, t∗) будет оптимальным и для ис-
ходной задачи.

Для данной эквивалентной задачи дискретного минимакса с огра-
ничениями построим функцию Лагранжа

L(x, t, u, z) = t

(
1−

∑

i∈I

ui

)
+

∑

i∈I

uiϕi(x) +
p∑

k=1

zkhk(x),

где zk ≥ 0 (k = 1, p) – множители Лагранжа соответствующие ограни-
чениям hk(x) ≤ 0 (k = 1, p).
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Тогда двойственная задача, построенная на основе функции Лагран-
жа, имеет вид: найти

max
u,z

L∗(u, z),

при ограничениях ∑

i∈I

ui = 1,

ui ≥ 0, i ∈ I, zk ≥ 0 (k = 1, p),

где
L∗(u, z) = min

x,t
L(x, t, u, z).

Задача min
x,t

L(x, t, u, z) при фиксированных множителях Лагранжа u и z

является задачей выпуклого программирования. Функция L∗(u, z) так-
же является кусочно-линейной, вогнутой и недифференцируемой, для
максимизации которой могут быть использованы субградиентные мето-
ды. Схема применения таких методов аналогична той, которая приме-
нена для безусловной задачи дискретного минимакса, только максими-
зация проводится по переменным u и z.

Пусть на r-ом шаге субградиентного метода имеем точку (ur, zr),
для которой ur

i ≥ 0, i ∈ I и zr
k ≥ 0 (r = 1, p). Тогда на (k + 1)-м шаге

субградиентного метода выполняем следующие этапы.
1. При фиксированных u = ur, z = zr и t = 0 решаем безусловную

задачу выпуклой оптимизации

min
x

[ ∑

i∈I

ur
i ϕi(x) +

p∑

k=1

zr
khk(x)

]

и находим ее оптимальное решение x∗(ur, zr) .
2. Вычисляем значения обобщенных градиентов функции L∗(u, z) в

точке (ur, zr) по формулам

gu
L∗ (u

r, zr) =
{
ϕi (x∗(ur, zr)) , i ∈ I

}
;

gz
L∗ (u

r, zr) =
{
hk (x∗(ur, zr)) , k = 1, p

}
.

3. Находим новую точку (ur+1, zr+1) по формулам

ũr+1
i = max

{
0, ur

i + γr+1ϕi (x∗(ur, zr))
}
, i ∈ I;

zr+1
k = max

{
0, zr

k + γr+1hk (x∗(ur, zr))
}

(k = 1, p).

4. Проводим операцию проектирования точки ũr+1 на линейное мно-
гообразии U =

{
ui :

∑
i∈I

ui = 1, ui ≥ 0, i ∈ I
}
, т.е. находим
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ur+1 = ΠU (ũr+1), где ΠU (ũr+1) – оператор проектирования точки ũr+1

на множество U .
Другой подход применения субградиентных методов может быть

рассмотрен в случае недифференцируемой минимизации выпуклой
функции f0(x).

Как известно, если функции ϕi(x) являются выпуклыми и необяза-
тельно непрерывными и дифференцированными на всем пространстве
определения Rn, то функция f0(x) является выпуклой и не везде диф-
ференцируемой. В точках, где максимум достигается одновременно для
нескольких функций ϕi(x), имеет место разрыв обычного градиента, и в
таких точках определяются значения субградиентов (обобщенных гра-
диентов). Для решения задач дискретного минимакса выпуклых функ-
ций ϕi(x) в работе [736] предложены два алгоритма метода обобщенно-
го градиентного спуска с растяжением пространства, которые показали
свою эффективность при решения задач с небольшим числом перемен-
ных, но при большом числе функций, участвующих в операции взятия
максимума. В этой же работе приводится информация о решении зада-
чи дискретного минимакса с числом переменных равным 1200 и числом
функций ϕi(x) равным 1536. Отметим, что для эффективного решения
данных задач может быть использован и алгоритм метода эллипсоидов.

В. Субградиентный метод решения безусловной задачи дискрет-
ного минимакса. Применение субградиентных методов при решения за-
дачи дискретного минимакса f0(x) = max

i∈I
ϕi(x) состоит в следующем.

Пусть имеем некоторую точку xr, полученную на предыдущем шаге.
Тогда выполняем следующие три этапа:

1) находим максимальное значение
f0(xr) = max

i∈I
ϕi(xr) = ϕir

(xr),

где ir – индекс функции ϕi(x), для которой достигается максимум в
точке xr;

2) находим значение обобщенного градиента функции f0(x) в точке
xr по формуле

gf0(xr) = gϕir
(xr) (так как f0(xr) = ϕir (xr)),

где gϕir
(xr) – значение субградиента функции ϕir (x) в точке xr;

3) находим новую точку xr+1 по одной из формул перехода к оче-
редной точке в субградиентном методе

xr+1 = xr − γr+1gf0(xr),

где γr+1 – величина шага.
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Решение x∗, к которому стремится последовательность {xr} при
r →∞ и будет оптимальным для исходной задачи.

Г. Метод эллипсоидов решения условной задачи дискретного мини-
макса. В случае, когда необходимо решить задачу дискретного
минимакса на множестве S, которое образовано ограничениями
hk(x) ≤ 0 (k = 1, p), т.е. S = {x ∈ Rn : hk(x) ≤ 0, k = 1, p}, где
hk(x) – выпуклые функции, то предлагается применить метод эллипсо-
идов (см. п. 2.5.). В данном случае функция f0(x) из задачи (2.29), (2.30)
определяется с помощью взятия операции максимума от конечного чис-
ла функций ϕi(x), т.е. f0(x) = max

i∈I
ϕi(x). Тогда значения обобщенного

градиента в задаче min
x∈S

f0(x) в точке xr определяется по формуле:

g(xr) =





gf0(xr) = gϕir
(xr), если max

1≤k≤p
hk(xr) = hkr

(xr) ≤ 0;

ghkr
(xr), если max

1≤k≤p
hk(xr) = hkr (xr) > 0,

где kr – индекс для которого достигается поточечный максимум по
функциям ограничений задачи, т.е. hkr (xr) = max

1≤k≤p
hk(xr), а ir – индекс

для которого достигается поточечный максимум по функциям целевого
функционала, т.е. ϕir (xr) = max

i∈I
ϕi(xr), gf0(xr) – субградиент функции

f0(x) в точке xr, gϕir
(xr) – субградиент функции ϕir

(x) в точке xr,
ghkr

(xr) – субградиент функции hkr (x) в точке xr.
Остальные вычисления проводятся в соответствие с методом эллип-

соидов.
Таким образом, для решения задачи дискретного минимакса от ко-

нечного числа выпуклых функций, от которых не требуется непрерыв-
ности и дифференцируемости могут быть использованы субградиент-
ные методы, которые с достаточной эффективностью обеспечат полу-
чение оптимального решения.

2. Задачи обобщенного дробного программирования. Одно-
временно с задачами дробного программирования сформулированы и
другие задачи оптимизации, в которых функция цели содержит раз-
личные сочетания дробных функций и для которых применяются раз-
личные математические операции. К таким операциям относятся:

- операция взятия минимума или максимума от конечного числа
функций или от конечного числа отношений двух функций;

- операция суммирования конечного числа функций или конечного
числа отношений двух функций;

- операция мультипликатирования (умножения) конечного числа
функций или конечного числа отношений двух функций;
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- операция перечисления конечного числа функций или конечного
числа отношений двух функций;

- операция отношения двух функций, каждая из которых получе-
на в результате применения приведенных выше операций (минимума,
максимума, суммирования, мультипликатирования или перечисления).

В результате применения таких операций получаем более сложные
задачи оптимизации, как правило глобальной, для решения которых
можно использовать точные или приближенные методы, различные
эвристические процедуры или методы случайного поиска, а также дру-
гие методы и алгоритмы, позволяющие с достаточной точностью найти
решение данных задач.

Приведем ниже математические постановки некоторых классов обоб-
щенных дробных задач, которые будут далее рассмотрены в данной ра-
боте. Для этого предположим, что имеются два класса функций {ϕi(x)}
и {ψi(x), i ∈ I}, которые участвуют в формировании функции цели
оптимизационных задач, и класс функций {hk(x), k = 1, p}, определен-
ных в пространстве Rn, свойства которых будут уточнены по необходи-
мости. Оптимизация в таких задачах будет проводиться либо на всем
пространстве Rn либо на заданном множестве S.

Задача дробного дискретного минимакса. Наряду с функцией f0(x)
может быть определена и другая функция, как максимум отношений
двух функций {ϕi(x), i ∈ I} и {ψi(x), i ∈ I}. Тогда получим дробную
задачу дискретного минимакса

min
x∈S

[
f1(x) = max

i∈I

ϕi(x)
ψi(x)

]
.

Данную задачу также называют обобщенной дробной задачей и
она была одной из первых обобщений задач дробного программиро-
вания. Такого рода задачи рассмотрены в работах [30], [155]–[157],
[189, 268, 444], в которых приведены необходимые и достаточные усло-
вия оптимальности [13, 153, 328, 334, 339, 344, 345, 351, 372, 473,
476, 553, 563, 566, 568], разработаны различные двойственные зада-
чи [12, 13, 41, 52, 53, 58, 59, 113, 118, 147, 157, 236, 268, 297, 329,
330, 333, 342, 451, 454, 476, 541, 550, 552, 554, 567, 568, 576] и для
их решения предложены параметрические методы [52, 53, 90], [153]–
[156], [633], методы частичной линеаризации [62, 63, 153], субгради-
ентные методы [484, 496, 633], а также другие методы их решения
[40, 62, 75, 191, 231, 252, 455, 484, 487, 489, 499, 505, 528, 567, 568, 633].

Задача суммирования дробных функций. Другое обобщение дробных
задач оптимизации может быть сформулировано в виде суммы конеч-
ного числа дробных функций, а именно, найти
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min
x∈S

[
f2(x) =

∑

i∈I

ϕi(x)
ψi(x)

]
.

Такая задача рассмотрена в различных работах, для решения ко-
торой предложены параметрические методы [15, 101, 176, 186, 445],
методы внутренних точек [208], методы ветвей и границ [64], [67]–
[70], [323, 325, 461, 533, 555] и другие методы глобальной оптимизации
[70, 71, 159, 462, 463]. Также предложены методы решения дробных за-
дач с функционалами в виде суммы линейных и дробно-линейных функ-
ций [9, 10, 109, 248, 249, 355, 477, 700], суммы двух [102, 631] или многих
дробно-линейных функций [94, 135, 136, 305, 306, 313, 323, 325, 533, 555].
В данной работе мы предлагаем применить для ее решения субгради-
ентные методы и схемы декомпозиции по ограничениям.

Задача мультипликативного дробного программирования. Если при-
менить операцию произведения отношений линейных или нелинейных
функций, то получим задачу мультипликативного дробного-програм-
мирования вида:

min
x∈S

[
f3(x) =

∏

i∈I

ϕi(x)
ψi(x)

]
,

которая рассмотрена в работах [169, 248, 273, 308, 312, 447], в которых
по аналогии с выпуклыми мультипликативными задачами [65, 72, 216,
309, 310, 324], предложено использовать для ее решения общие методы
глобальной оптимизации.

Мы предлагаем использовать и методы недифференцируемой опти-
мизации для решения задач с целевой функцией в виде произведения
дробно-выпуклых или дробно-линейных функций.

Задача отношения максимума и минимума конечного числа функ-
ций. Если в качестве функции цели взять отношения двух противопо-
ложных операций максимума и минимума от различных функций, то
получаем следующую обобщенную задачу дробного минимакса:

min
x∈S

[
f4(x) =

max
i∈I

ϕi(x)

min
i∈I

ψi(x)

]
,

для решения которой в данной работе предлагаются методы недиффе-
ренцируемой оптимизации, двойственные параметрические методы, а
также схемы декомпозиции для выпуклых и линейных функций.

Задача многокритериальной дробной оптимизации. В случае, когда
функция цели задана в виде векторной функции, компоненты которой
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представляют собой дробные функции, то получаем многокритериаль-
ную задачу дробной оптимизации, а именно:

min
x∈S

[
f(x) =

(
ϕ1(x)
ψ1(x)

,
ϕ2(x)
ψ2(x)

, . . . ,
ϕm(x)
ψm(x)

)]
,

в которой порядок перечисления дробных функций может иметь опре-
деленное значение при ее решении, или же порядок перечисления функ-
ций является произвольным.

Смешанные обобщенные задачи дробной оптимизации.Другие клас-
сы обобщенных задач дробной оптимизации могут быть получены, ко-
гда в оптимизационных задачах переменные разделены на две группы
x и y, на множестве которых в функционалах могут быть использованы
различные операции, над входящими в них функциях. Пусть перемен-
ные задачи разделены на две группы x ∈ Rn1 и y ∈ Rn2 , а S(x, y) –
множество допустимых решений для обеих групп переменных. Тогда
могут быть рассмотрены следующие смешанные задачи дробной опти-
мизации: найти минимум одной из функций

F1(x, y) =

∑
i∈I

ϕi(x)
∑
i∈I

ψi(x)
+

α(y)
β(y)

,

F2(x, y) = max
i∈I

ϕi(x)
ψi(x)

+
α(y)
β(y)

,

F3(x, y) =
∑
i∈I

ϕi(x)
ψi(x)

+
α(y)
β(y)

,

F4(x, y) =
∏
i∈I

ϕi(x)
ψi(x)

+
α(y)
β(y)

,

F5(x, y) =
max
i∈I

ϕi(x)

min
i∈I

ψi(x)
+

α(y)
β(y)

при ограничения (x, y) ∈ S(x, y).
Эти задачи могут быть записаны в общем виде:

min
x,y ∈S(x,y)

Fr(x, y) (r = 1, 5).

В частности могут быть рассмотрены варианты, когда в дробных
функционалах, функции знаменателя тождественно равны единицы,
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т.е. имеем либо {ψi(x) ≡ 1, i ∈ I} либо β(y) ≡ 1. В таких случаях
имеем сочетание из суммы линейных и дробно-линейных, или выпук-
лых и дробно-выпуклых функций.

Для решения приведенных выше обобщенных задач дробного про-
граммирования разработаны различные алгоритмы и методы, основная
часть из которых построены по следующей универсальной схеме.

1) Обобщенная задача дробной оптимизации сводится к некоторой
эквивалентной задаче, в которой с помощью некоторых преобразова-
ний дробные функции исключаются из функционала, но добавляются
в ограничениях. Полученная задача, как правило, имеет расширенные
ограничения, за счет добавления дополнительных ограничений и до-
полнительных переменных. Впервые, аналогичный прием был исполь-
зован для решения дробно-линейной задачи в работе [133], где предло-
жена схема сведения ее к линейной задаче путем введения дополнитель-
ной связующей переменной и дополнительного ограничения. Однако та-
кой прием неэффективен при решении специальных задач, например,
транспортных задач с дробно-линейным функционалом. Другой прием
был использован при сведение задачи дробно-линейного программиро-
вания к решению параметрической задачи линейного программирова-
ния [171, 172].

2) Для решения полученной эквивалентной задачи, в общем слу-
чае, которая является задачей нелинейного программирования, и, как
правило, глобальной оптимизации, применяются общие методы ее ре-
шения. Одними из таких методов глобальной оптимизации являются
метод ветвей и границ и методы типа внутренних точек, предназначен-
ные для решения общих задач глобальной оптимизации.

Особенностью применения таких методов является итеративное ре-
шение задачи оптимизации с измененными целевыми функциями на
каждой итерации, а также при наличии дополнительных ограничений и
переменных. Такое преобразование исходных ограничений не позволяет
применять эффективные алгоритмы и методы оптимизации для реше-
ния задач со специальной структурой ограничений, обладающие специ-
фическими свойствами, достаточно хорошо изученные теоретически и
имеющие широкое практическое применение, для решения которых раз-
работано эффективное программное обеспечение. Это в первую очередь
относится к задачам транспортного типа, задачам блочной структуры,
задачам с линейными ограничениями, задачам о назначениях, распре-
делительным задачам и тому подобным.

Для учета специфических свойств ограничений исходной задачи в
данной работе предлагается использовать другие алгоритмы и мето-
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ды, основанные на функции Лагранжа, двойственных задачах и схемах
декомпозиции по ограничениям и переменным с применением субгра-
диентных методов. Общая схема решения обобщенных дробных задач с
использованием таких методов заключается в следующем:

1) для исходной обобщенной задачи дробного программирования
рассматривается ее двойственная задача или строится эквивалентная
задача нелинейного программирования с дополнительными ограниче-
ниями и переменными;

2) для полученной эквивалентной задачи строится функция Лагран-
жа относительно дополнительных ограничений, для которых вводятся
соответствующие множители Лагранжа, с помощью которых введенные
дополнительные ограничения и переменные возвращаются в функцио-
нал оптимизации;

3) рассматривается задача нахождения седловой точки функции
Лагранжа;

4) задача нахождения седловой точки разбивается на два этапа;
- на первом, внешнем этапе, на множестве множителей Лагранжа
решается задача недифференцируемой оптимизации одним из суб-
градиентных методов;

- на втором, внутреннем этапе, на каждом шаге получаем вспомога-
тельную задачу, как правило, той же выпуклости как и первона-
чальная, на множестве тех же исходных переменных и ограниче-
ний, для решения которой применяются эффективные алгоритмы,
учитывающие специфику таких ограничений.

Также следует отметить, что внутренняя задача решается с целью
нахождения значений субградиента в текущей точке. Так как субгради-
ентные методы устойчивы относительно точности определения субгра-
диентов, то подзадача может быть решена приближенными или эври-
стическими методами с достаточно высокой точностью сходимости к ее
оптимальному решению при приближении к седловой точке функции
Лагранжа.

По данной схеме предлагается решить рассмотренные выше зада-
чи обобщенного дробного программирования. Процесс анализа каждого
класса обобщенных задач дробного программирования включает следу-
ющие этапы:

1) строится эквивалентная задача;
2) приводятся необходимые и достаточные условия оптимальности;
3) рассматриваются двойственные задачи;
4) строится параметрическая задача;
5) используются параметрические методы;
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6) строятся функции Лагранжа;
7) используется схема декомпозиции по ограничениям или перемен-

ным, с применением субградиентных методов;
8) применяются эффективные алгоритмы и методы решения внут-

ренних задач.
Далее приведенная выше схема решения обобщенных дробных за-

дач конкретизируется для задач дробно-линейной оптимизации, задач
блочной структуры с сепарабельными обобщенными дробными функци-
оналами, а также для обобщенных дробных задач транспортного типа.

Для каждой обобщенной дробной нелинейной задачи рассматрива-
ются соответствующие задачи обобщенного дробно-линейного програм-
мирования, для решения которых используются метод частичной лине-
аризации, параметрический метод и схемы декомпозиции по ограниче-
ниям, с применением методов недифференцируемой оптимизации. На
каждом шаге субградиентного метода решаются задачи линейного про-
граммирования на множестве исходных ограничений.

6.2. Задача обобщенного
дробно-выпуклого программирования

Рассмотрим следующую дробно-выпуклую задачу дискретного ми-
нимакса, или так называемую обобщенную задачу дробно-выпуклого
программирования в смысле минимизации функционала, полученного
в результате применения операции взятия максимума дробных функ-
ций:

f(x) = max
i∈I

ϕi(x)
ψi(x)

→ min, (6.1)

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p), (6.2)

в которой функции {ϕi(x), i ∈ I}, {−ψi(x), i ∈ I} и {hk(x), k = 1, p} –
непрерывны, выпуклы и дифференцируемы на Rn. Предполагается так-
же что функции ϕi(x) ≥ 0, i ∈ I, а ψi(x) > 0, i ∈ I для всех x,
удовлетворяющие ограничениям (6.2).

Задача (6.1), (6.2) в литературе встречается как задача обобщенного
дробно-выпуклого программирования [155]–[157], [189, 268, 444]. Боль-
шинство алгоритмов решения задач обобщенного дробно-выпуклого
программирования основаны на идеях параметрического метода [171,
172, 260, 261], который был использован для этих целей в работах
[52, 53, 62, 63, 90, 153, 156, 189, 192, 633]. Различные теоретические
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вопросы и свойства задач обобщенного дробно-выпуклого программи-
рования рассмотрены в работах [12, 13, 27, 41, 52, 53, 58, 153, 189, 328,
344, 345, 351, 372, 473, 476, 563, 565, 566, 568], в которых кроме па-
раметрического метода предложены и другие алгоритмы. В работах
[38, 472] предложен метод секущих плоскостей, который основан на ре-
шение вспомогательных задач нелинейной и негладкой оптимизации.
Теоретические свойства задач дробного программирования, изученные
в работах [32, 36, 148, 359, 438, 493, 494] легли в основу разработки но-
вых точных и приближенных алгоритмов решения обобщенных задач
дробно-выпуклого программирования [40, 58, 62, 75, 185, 252, 258, 274,
351, 376, 395, 423, 455, 505].

В данной монографии для решения обобщенной задачи дробно-
выпуклого программирования приводятся прямые субградиентные ме-
тоды, нелинейный параметрический метод, установлены необходимые
и достаточные условия оптимальности, а также рассматриваются двой-
ственные к ней задачи и функция Лагранжа. Приводятся схемы де-
композиции по ограничениям для решения обобщенных задач дробно-
выпуклого и дробно-линейного программирования [633, 484, 496].

1. Построение эквивалентной задачи. Для задачи (6.1), (6.2)
также может быть рассмотрена эквивалентная ей задача нелинейного
программирования

t → min;

ϕi(x)− t ψi(x) ≤ 0, i ∈ I;

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p);

t ≥ 0.

В результате решения данной задачи, которая в общем случае может
быть и задачей глобальной оптимизации, получаем и оптимальное ре-
шение исходной задачи. В зависимости от класса линейных или нели-
нейных функций ϕi(x), ψi(x), i ∈ I и hk(x) (k = 1, p) для решения
эквивалентной задачи применяются различные алгоритмы и методы со-
ответствующей эффективности.

Однако такой подход не является самым эффективным в случае за-
дач со специализированными ограничениями (блочные, транспортного
типа и др.). Также, наличие в ней произведений типа t·ψi(x) выводит ис-
ходную задачу из класса задач выпуклого программирования. Поэтому
для решения обобщенной задачи дробно-выпуклого программирования
необходимо использовать другие подходы и методы, в которых дости-
гается желаемая эффективность.
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2. Необходимые и достаточные условия. Введем обозначение

S = {x: hk(x) ≤ 0 (k = 1, p)}
и предположим, что ϕi(x) ≥ 0, i ∈ I и ψi(x) > 0, i ∈ I для всех
x ∈ S. Тогда функция f(x) является квазивыпуклой на S и не везде
дифференцируемой на S.

Рассмотрим задачу обобщенного дробно-выпуклого программирова-
ния: найти

v∗ = f(x∗) = min
x∈S

max
i∈I

ϕi(x)
ψi(x)

. (6.3)

Для анализа задачи (6.3) рассматривается эквивалентная задача
параметрического программирования, которая является более удобной
для анализа и решения, чем первоначальная дробная задача. Такой под-
ход был использован в работах [52, 53, 62, 63, 90, 153, 156]. В алгоритме
нелинейного параметрического метода решение задачи (6.3) сводится к
решению параметрической задачи

F (v) = min
x∈S

max
i∈I

(
ϕi(x)− vψi(x)

)
. (6.4)

Для установления необходимых и достаточных условий оптималь-
ности задачи (6.3) используется эквивалентная задача (6.4). Для этих
целей рассмотрим следующую задачу, которая эквивалентна задаче
(6.4) и соответственно задаче (6.3):

t → min, (6.5)

ϕi(x)− vψi(x) ≤ t (i = 1,m), (6.6)

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p). (6.7)

Имеют место следующие утверждения [153], характеризующие
связь между задачами (6.3), (6.4) и (6.5)–(6.7).

Лемма 6.1. Если задача (6.3) имеет оптимальное решение x∗ с
оптимальным значением целевой функции v∗, тогда F (v∗) = 0, и об-
ратное, если F (v∗) = 0, тогда решение x∗ задачи (6.4) при v = v∗

является оптимальным решением задачи (6.3).

Лемма 6.2. Если (x, v, t) является допустимым решением задачи
(6.5)–(6.7), то x является допустимым решением задачи (6.4). Если x
является допустимым решением задачи (6.3), то существуют такие
v и t, что (x, v, t) является допустимым решением задачи (6.5)–(6.7).
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Лемма 6.3. Точка x∗ является оптимальным решением задачи
(6.3) с оптимальным значением целевой функции v∗ тогда и толь-
ко тогда, когда (x∗, v∗, t∗) является оптимальным решением задачи
(6.5)–(6.7) со значением целевой функции t∗ = 0.

Теорема 6.1. (Необходимые условия оптимальности). Пусть x∗

является оптимальным решением задачи (6.3) с оптимальным значе-
нием целевой функции v∗. Тогда существуют t∗ ∈ R, u∗ ∈ Rm, z∗ ∈ Rp,
такие что (x∗, v∗, u∗, z∗) удовлетворяют условиям:

∇
[ m∑

i=1

u∗i (ϕi(x∗)− v∗ψi(x∗)) +
p∑

k=1

z∗khk(x∗)
]

= 0, (6.8)

u∗i (ϕi(x∗)− v∗ψi(x∗)) = 0 (i = 1,m), (6.9)

z∗khk(x∗) = 0 (k = 1, p), (6.10)

ϕi(x∗)− v∗ψi(x∗) ≤ 0 (i = 1,m), (6.11)

hk(x∗) ≤ 0 (k = 1, p), (6.12)

m∑

i=1

u∗i = 1, (6.13)

t∗ = 0, (6.14)

t∗ ∈ R, u∗ ∈ Rm, z∗ ∈ Rp, u∗ ≥ 0, z∗ ≥ 0. (6.15)

Теорема 6.2. (Достаточные условия). Пусть (x∗, v∗, u∗, z∗) удов-
летворяют условиям (6.8)–(6.15) и для переменных x функция

A(x) =
m∑

i=1

u∗i (ϕi(x)− v∗ψi(x)) +
p∑

k=1

z∗khk(x)

является псевдовыпуклой для всех x, которые являются допустимы-
ми решениями задачи (6.5)–(6.7). Тогда x∗ является оптимальным ре-
шением задачи (6.3) с оптимальным значением целевой функции v∗.
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Теорема 6.3. (Достаточные условия). Пусть (x∗, v∗, u∗, z∗) удовле-
творяют условиям (6.8)–(6.15) и для переменных x функция

B(x) =
m∑

i=1

u∗i (ϕi(x)− v∗ψi(x))

является псевдовыпуклой, а функция

C(x) =
m∑

i=1

z∗khk(x)

является квазивыпуклой для всех x, которые являются допустимыми
решениями задачи (6.5)–(6.7). Тогда x∗ является оптимальным реше-
нием задачи (6.3) с оптимальным значением целевой функции v∗.

Приведенные выше утверждения позволяют с точностью до эквива-
лентности рассматривать для решения не исходную задачу обобщенного
дробно-выпуклого программирования (6.1), (6.2), а ей эквивалентную
задачу (6.5)–(6.7), которая считается более удобной и прозрачной для
разработки эффективных алгоритмов. Данные утверждения характе-
ризуют необходимые и достаточные условия оптимальности обобщен-
ной задачи дробно-выпуклого программирования в классе выпуклой,
псевдовыпуклой и квазивыпуклой оптимизации.

3. Параметрические методы. В работах [52, 53, 90, 153, 156]
для решения задачи (6.1), (6.2) применяются различные варианты па-
раметрического метода [171, 172, 260, 261] дробного программирова-
ния, который сводит исходную задачу к решению параметрической
задачи (6.4).

А. Обычный параметрический метод. В соответствие с обычным
параметрическим методом имеем следующий алгоритм решения задачи
(6.1), (6.2).

Шаг 0. Полагаем v = v0, чтобы F (v0) ≥ 0.
Шаг r. Пусть vr−1 – значение параметра v найденное на предыдущем

шаге. Тогда:
- Находим решение x∗r задачи выпуклого дискретного минимакса

(6.4) при v = vr−1. Для этого используются соответствующие алгорит-
мы и методы, приведенные в п. 6.1 для выпуклого случая. Одним из
методов решения задачи (6.4) при фиксированном v = vr−1 является ее
сведение к эквивалентной задаче (6.5)–(6.7), т.е. к задаче

min t,

ϕi(x)− vr−1ψi(x) ≤ t (i = 1,m),

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p),
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которая является задачей выпуклого программирования. Пусть
(x∗r , t∗r) – оптимальное решение данной задачи.

- Находим vr = max
i∈I

ϕi(x∗r)
ψi(x∗r)

=
ϕir

(x∗)
ψir

(x∗)
, где ir – индекс для кото-

рого достигается максимальное отношение соответствующих значений
функций.

- Если t∗r = 0, то vr является корнем уравнения F (v) = 0, т.е. ес-
ли |F (vr)| ≤ δ, где δ – достаточно малое положительное число, то x∗r
является оптимальным решением задачи (6.1), (6.2). Останов.

В результате применения параметрического метода исходная задача
дискретного дробно-выпуклого минимакса сводится к решению после-
довательности выпуклых задач дискретного минимакса, т.е. к решению
эквивалентных выпуклых задач с дополнительными ограничениями и
дополнительной переменной.

Б. Нормированный параметрический метод. В работах [153, 156]
предложено параметрическую задачу (6.4) рассматривать в эквивалент-
ной (нормированной) форме

Fz(v) = min
x∈S

max
i∈I

ϕi(x)− vψi(x)
ψi(z)

,

для любого z ∈ S.
В данном случае, нахождение корня уравнения Fz(v) = 0 связано

с решением эквивалентной задачи (6.5)–(6.7) и получаем следующий
алгоритм параметрического метода.

Шаг 0. Пусть имеем x0 ∈ S и находим v0 = max
i∈I

ϕi(x0)
ψi(x0)

.

Шаг r. Пусть xr−1 ∈ S – допустимое решение найденное на преды-
дущем шаге. Тогда:

- находим решение (x∗r , t
∗
r) модифицированной задачи (6.5)–(6.7) сле-

дующего вида
min t,

ψi(x)− vr−1ψi(x)− tψi(x∗r−1) ≤ 0 (i = 1,m),

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p);

- полагаем vr = max
i∈I

ϕi(x∗r)
ψi(x∗r))

;

- если t∗r = 0, то vr является корнем уравнения Fz(v) = 0, т.е. ес-
ли |F (vr)| ≤ δ, где δ – достаточно малое положительное число, то x∗r
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является оптимальным решением задачи (6.5)–(6.7) и соответственно
исходной задачи (6.1), (6.2). Останов.

В. Параметрический метод частичной линеаризации. Другой ал-
горитм параметрического метода [62, 63] связан с понятием частичной
линеаризации билинейно-выпуклой функцией

Hi(x, t) = ϕi(x)− tψi(x) (i = 1,m).

Пусть имеем некоторую допустимую точку (xr, tr) эквивалентной за-
дачи (6.1), (6.2). Тогда рассмотрим частичную линеаризацию в точке
(xr, tr) по переменной t в виде

Hr
i (x, t) = Hi(x, tr) + (t− tr)∇tHi(xr, tr) =

= ϕi(x)− trψi(x)− (t− tr)ψi(xr).

Тогда на каждом шаге алгоритма параметрического метода решает-
ся задача

min t,

ϕi(x)− trψi(x)− (t− tr)ψi(xr) ≤ 0 (i = 1, m),

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p),

которая является задачей выпуклого программирования.
Пусть вместо исходной задачи (6.1), (6.2) имеем эквивалентную ей

задачу
min t,

ϕi(x)− tψi(x) ≤ 0 (i = 1,m),

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p).

Для решения данной задачи используем параметрический метод и
частичную линеаризацию.

Шаг 0. Пусть имеем x0 ∈ S; полагаем t0 = max
i∈I

ϕi(x0)
ψi(x0)

=

= min{t : H0
i (x0, t) ≤ 0, i ∈ I}.

Шаг r. Пусть xr−1 ∈ S – допустимое решение, найденное на преды-

дущем шаге и tr−1 = max
i∈I

ϕi(xr−1)
ψi(xr−1)

= min{t : Hr−1
i (xr−1, t) ≤ 0, i ∈ I}.

Тогда:
- находим решение (x∗r , t

∗
r) задачи выпуклого программирования

min t,

ϕi(x)− tr−1ψi(x)− tψi(xr−1) ≤ −tr−1ψi(xr−1) (i = 1, m),

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p);
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- если tr−1 = t∗r , тогда x∗r является оптимальным решением задачи
(6.1), (6.2); Останов, в противном случае

- полагаем tr = max
i∈I

ϕi(x∗r)
ψi(x∗r)

и выполняем очередной (r + 1)-й шаг
алгоритма.

Данный алгоритм, также как и параметрический метод, генериру-
ет аналогичную последовательность точек (xr, tr), которая сходится к
оптимальному решению задачи (6.5)–(6.7), а следовательно и к опти-
мальному решению исходной задачи (6.1), (6.2).

Таким образом, для решения задачи обобщенного дробно-выпуклого
программирования можно использовать параметрические методы, ко-
торые сводят исходную задачу к решению последовательности таких
же минимаксных выпуклых задач при исходных ограничениях, или же
к последовательности задач выпуклого программирования, но с допол-
нительными ограничениями и дополнительным параметром (перемен-
ной).

4. Двойственные задачи. В обобщенном дробно-выпуклом про-
граммировании двойственная задача строится не для исходной задачи
(6.3), а для эквивалентной ей задачи (6.5)–(6.7). Тогда для (6.5)–(6.7)
имеем следующую двойственную задачу [46, 157]:

m∑

i=1

ui(ϕi(x)− vψi(x)) +
p∑

k=1

zkhk(x) → max, (6.16)

∇
[ m∑

i=1

ui(ϕi(x)− vψi(x)) +
p∑

k=1

zkhk(x)
]

= 0, (6.17)

m∑

i=1

ui = 1, (6.18)

x ∈ Rn, u ∈ Rm, z ∈ Rp, u ≥ 0, z ≥ 0. (6.19)

В ограничениях (6.17) вектор-градиент ∇ по переменным x содержит
частные производные дифференцируемых функций ϕi(x), ψi(x) и hk(x).
Тогда ограничения (6.17) могут быть записаны в следующем виде

m∑

i=1

ui

(
∂ϕi(x)

∂xj
− v

∂ψi(x)
∂xj

)
+

p∑

k=1

zk
∂hk(x)

∂xj
= 0 (j = 1, n).
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Другая формулировка двойственной задачи состоит в следующем:

m∑

i=1

ui(ϕi(x)− vψi(x)) → max, (6.20)

∇
[ m∑

i=1

ui(ϕi(x)− vψi(x)) +
p∑

k=1

zkhk(x)
]

= 0, (6.21)

p∑

k=1

zkhk(x) ≥ 0, (6.22)

m∑

i=1

ui = 1, (6.23)

x ∈ Rn, u ∈ Rm, z ∈ Rp, u ≥ 0, z ≥ 0. (6.24)

Для задач (6.3) и (6.16)–(6.19) или (6.20)–(6.24) имеет место общая
теория двойственности. Поэтому вместо исходной задачи (6.3) можно
решать одну из задач (6.16)–(6.19) или (6.20)–(6.24), в которых так-
же присутствуют дополнительные ограничения и дополнительные пе-
ременные. Двойственные задачи часто используются для анализа ис-
ходной задачи на оптимальность и разработки эффективных методов
ее решения.

Для исходной задачи дискретного дробно-выпуклого программиро-
вания (6.3) может быть рассмотрена другая эквивалентная ей зада-
ча дробно-выпуклой (квазивыпуклой) оптимизации [40, 156, 367, 565]:
найти

v∗ = f(x∗) = min
x∈S

max
i∈I

ϕi(x)
ψi(x)

= min
x∈S

max
u∈U

ϕ(x, u)
ψ(x, u)

= min
x∈S

max
u∈U

m∑
i=1

uiϕi(x)

m∑
i=1

uiψi(x)
,

в которой

S = {x: hk(x) ≤ 0, k = 1, p},

U =
{

u:
m∑

i=1

ui = 1, ui ≥ 0, i = 1, m
}

.
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Так как имеет место свойство минимакса

min
x∈S

max
u∈U

m∑
i=1

uiϕi(x)

m∑
i=1

uiψi(x)
= max

u∈U
min
x∈S

m∑
i=1

uiϕi(x)

m∑
i=1

uiψi(x)
,

то определяем функцию

Θ(u) = min
x∈S

ϕ(x, u)
ψ(x, u)

= min
x∈S

m∑
i=1

uiϕi(x)

m∑
i=1

uiψi(x)
,

которая является квазивогнутой и недифференцируемой.
Рассмотрим задачу квазивогнутой оптимизации

max
u∈U

Θ(u),

которую можно отнести к двойственной задаче обобщенного дробно-
выпуклого программирования (6.3). Если u∗ решение двойственной за-
дачи, а x∗ решение задачи (6.3), то имеет место равенство

v∗ = f(x∗) = Θ(u∗).

Если рассмотреть параметрическую задачу

F (u, v) = min
x∈S

m∑

i=1

ui(ϕi(x)− vψi(x)),

то в соответствии с параметрическим методом для оптимальных реше-
ний x∗ и u∗ имеем v∗ = f(x∗), F (u∗, v∗) = 0, или же F (u∗, Θ(u∗)) = 0.
Тогда вместо исходной задачи (6.3), решаем двойственную задачу
max
u∈U

Θ(u). Для ее решения применяем два метода: двойственный па-

раметрический метод и субградиентный метод.
А. Двойственный параметрический метод. Для решения задачи

(6.3) используем двойственный параметрический метод [40], который
содержит следующие шаги.

Шаг 0. Пусть u0 ∈ U . Находим решение x∗(u0) задачи дробно-
выпуклого программирования

v0 = Θ(u0) = min
x∈S

m∑
i=1

u0
i ϕi(x)

m∑
i=1

u0
i ψi(x)

,
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для решения которой можно применить любые методы и алгоритмы
дробно-выпуклого программирования, в частности параметрический
метод для решения задачи выпуклого параметрического программиро-
вания вида

min
x∈S

m∑

i=1

u0
i

(
ϕi(x)− vψi(x)

)
.

Шаг r. Пусть на предыдущем, (r− 1)-м шаге, получены следующие
значения: ur−1 – значения переменных u, x∗(ur−1) – значения перемен-
ных x и vr−1 = Θ(ur−1) – значения параметра v. Тогда на r-ом шаге:

- находим оптимальное решение ur задачи

max
u∈U

F (u,Θ(uk−1)),

т.е. решаем задачу линейного программирования
m∑

i=1

biui → max,

m∑

i=1

ui = 1,

ui ≥ 0 (i = 1,m),

в которой bi = ϕi(x∗(ur−1)) − Θ(ur−1)ψi(x∗(ur−1)), i = 1,m; решение
данной задачи определяется по формуле

ur
i =

{
1, для i = ir,

0, для всех i = 1,m, i 6= ir,

где ir – значение индекса i для которого bir
= max

i=1,m
bi;

- если F (ur, Θ(ur−1)) = 0, то ur−1 является оптимальным решени-
ем двойственной задачи, а x∗(ur−1) – оптимальное решение исходной
задачи (6.3). Останов, в противном случае

- находим новое значение параметра v путем решения задачи дробно-
выпуклого программирования

vr = Θ(ur) = min
x∈S

m∑
i=1

ur
i ϕi(x)

m∑
i=1

ur
i ψi(x)

= min
x∈S

ϕir (x)
ψir (x)

,
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т.е. параметрическим методом при vr−1 = Θ(ur−1) находим решение
x∗(ur) задачи выпуклого программирования

min
x∈S

m∑

i=1

ur
i

(
ϕi(x)−Θ(ur−1)ψi(x)

)
= min

x∈S

(
ϕir

(x)−Θ(ur−1)ψir
(x)

)
.

Так как ur
i = 1 для i = ir, для которого имеем bir

= max
i∈I

bi, а осталь-

ные ur
i = 0 для i = 1,m, i 6= ir, то данная задача выпуклого програм-

мирования решается только относительно функций ϕir
(x) и ψir

(x), т.е.
получаем задачу дробно-выпуклого программирования

Θ(ur) = min
x∈S

ϕir
(x)

ψir
(x)

,

или задачу параметрического программирования

min
x∈S

[
ϕir

(x)−Θ(ur−1)ψir
(x)

]
,

для которой находим решение x∗(ur), и естественно, находим

vr = Θ(ur) =
ϕir (x

∗(ur))
ψir (x∗(ur))

.

Если vr−1 = vr, то имеет место F (ur, vr) = 0, т.е. vr является корнем
данного уравнения, а ur – оптимальное решение двойственной задачи
max
u∈U

Θ(u).

В результате применения двойственного параметрического метода
получаем итеративный процесс относительно параметра vr. Полученная
последовательность {vr} стремится к корню v∗ уравнения F (u∗, v∗) =
= 0, т.е. имеем равенство

m∑

i=1

u∗i (ϕi(x∗)− v∗ψi(x∗)) = 0,

где u∗ – оптимальное решение соответствующей линейной задачи, в ко-
торой u∗i∗ = 1, а u∗i = 0 для всех i = 1,m, i 6= i∗, а i∗ – значение индекса
i, для которого имеем bi∗ = max

i∈I
bi;

x∗ – оптимальное решение задачи выпуклого программирования

min
x∈S

(
ϕi∗(x)− v∗ψi∗(x)

)
.
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Таким образом для решения u∗ и v∗ имеем равенства v∗ = f(x∗) =

=
ϕi∗(x∗)
ψi∗(x∗)

= max
i∈I

ϕi(x∗)
ψi(x∗)

=

m∑
i=1

u∗i ϕi(x∗)

m∑
i=1

u∗i ψi(x∗)
= min

x∈S
max
i∈I

ϕi(x)
ψi(x)

, т.е. x∗ являет-

ся оптимальным решением исходной задачи (6.3).
Б. Субградиентный метод решения двойственной задачи. Для ре-

шения двойственной задачи max
u∈U

Θ(u) применяем субградиентный ме-

тод недифференцируемой оптимизации. Пусть имеем точку ur, тогда
на (r + 1)-м шаге субградиентного метода необходимо выполнить сле-
дующие этапы.

1. При фиксированном vr = Θ(ur) решаем задачу выпуклого про-
граммирования

min
x∈S

m∑

i=1

ur
i (ϕi(x)− vrψi(x))

и находим ее оптимальное решение x∗(ur).
2. Находим значения субградиента параметрической функции

F (u, Θ(ur)) в точке ur по формуле

g
F
(ur) =

{
gi

F
(ur) =

(
ϕi(x∗(ur))− vrψi(x∗(ur))

)
, i = 1,m

}
,

или же нормированного значения субградиента функции Θ(u) в той же
точке ur по формуле

gΘ(ur) =
{

gi
Θ
(ur) =

ϕi(x∗(ur))− vrψi(x∗(ur))
ψ(x∗(ur))

, i = 1, m

}
,

откуда имеем gi
F
(ur) = gi

Θ
(ur) · ψ(x∗(ur)).

3. Находим новую точку ur+1 по формуле

ur+1 = Π
U
(ũr+1), где ũr+1

i = max
{
0, ur

i + γr+1g
i
F
(ur)

}
, i = 1,m,

а ΠU (ũr+1) – оператор проектирования точки ũr+1 на линейное много-

образие U =
{

ui :
m∑

i=1

ui = 1, ui ≥ 0, i ∈ I
}
.

Пусть u∗ – оптимальное решение задачи недифференцируемой опти-
мизации max

u∈U
Θ(u), а v∗ = Θ(u∗), тогда полученное решение x∗ задачи

выпуклого программирования

min
x∈S

m∑

i=1

u∗i (ϕi(x)− v∗ψi(x))
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является оптимальным решением исходной задачи (6.3), притом

v∗ = Θ(u∗) = f(x∗), а F ∗(u∗, v∗) = 0.

Другим, двойственным подходом, является построение функции
Лагранжа и рассмотрение двойственных лагранжевых задач с учетом
параметрической задачи. В дальнейшем применим такой подход для
разработке методов решения задачи (6.5)–(6.7), и соответственно исход-
ной задачи (6.1), (6.2), основанные на функциях Лагранжа и недиффе-
ренцируемой оптимизации, параметрического метода и схемах деком-
позиции по ограничениям [484, 633].

5. Субградиентные методы. Рассмотрим сначала аналогичные
алгоритмы субградиентных методов для решения задач дискретного
минимакса дробных функционалов. Пусть имеем дробную задачу ми-
нимакса (6.1), (6.2), в которой функции ϕi(x), ψi(x), i ∈ I и hk(x) (k =
= 1, p), необязательно являются гладкими, т.е. непрерывными и везде
дифференцируемыми. Тогда для решения задачи min

x∈S
f(x), в которой

S может совпадать со всем пространством Rn или быть определенной
ограничениями (6.2) могут быть использованы прямые субградиентные
методы. Предложим следующие два способа решения обобщенной за-
дачи дробного программирования (дробного минимакса), основанные
на субградиентных методах и которые соответствуют предложенным
методам решения общей задачи дробно-выпуклого программирования
(см. п. 5.3.).

А. Безусловная задача дробно-выпуклого минимакса. Рассмотрим
для начало задачу дробного минимакса на всем пространстве Rn, т.е.
задачу

min
x∈Rn

[
f(x) = max

i∈I

ϕi(x)
ψi(x)

]
,

для которой ϕi(x) ≥ 0, а ψi(x) > 0, i ∈ I для любого x ∈ Rn. Для ее
решения применяем субградиентный метод, с учетом параметрической
задачи типа (6.4), которая имеет вид

F (v) = min
x∈Rn

[
Z(x, v) = max

i∈I

(
ϕi(x)− vψi(x)

)]
,

т.е. имеем параметрическую задачу дискретного минимакса.
Пусть имеем некоторую точку xr, полученную на предыдущем шаге

субградиентного метода. Тогда для соответствующей параметрической
задачи дробного минимакса выполняем основные четыре этапа вычис-
лений субградиентного метода (см. п. 5.3.).
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1. Находим значение функции f(x) в точке xr по формуле

f(xr) =
ϕir (xr)
ψir

(xr)
= max

i∈I

ϕi(xr)
ψi(xr)

,

где ir – индекс функций ϕi(x) и ψi(x) для которых достигается макси-
мум их отношения в точке xr.

2. Находим значение параметра vr по формуле

vr = f(xr).

3. Находим значение субградиента функции Z(x, v) в точке xr, т.е. с
учетом параметризации функции f(x) по формуле

g
Z
(xr) = gϕir

(xr)− vrgψir
(xr),

где gϕir
(xr), gψir

(xr) – значения субградиентов соответственно для
функций ϕir (x) и ψir (x) в точке xr.

4. Находим новую точку xr+1 по одной из формул перехода к новой
точке в субградиентном методе

xr+1 = xr − γr+1gZ (xr),

где γr+1 – величина шага.
Пусть x∗ является решение, полученное в результате вычислений по

субградиентному методу. Тогда в этой точке множество субградиентов
функции f(x) содержит нулевой вектор, т.е. 0 ∈ gZ (x∗). Откуда полу-
чаем, что

v∗ =
gϕi∗ (x

∗)
gψi∗ (x∗)

= f(x∗) =
ϕi∗(x∗)
ψi∗(x∗)

.

Тогда имеем F (v∗) = min
x∈Rn

max
i∈I

(
ϕi(x)− v∗ψi(x)

)
= ϕi∗(x∗)− v∗ψi∗(x∗) =

= 0, т.е. v∗ является корнем уравнения F (v) = 0. Таким образом, реше-
ние x∗, найденное по субградиентному методу для задачи параметри-
ческого дискретного минимакса min

x∈Rn
Z(x, v), является оптимальным и

для исходной задачи дробного дискретного минимакса min
x∈Rn

f(x).

Б. Условная задача дробно-выпуклого минимакса. Рассмотрим слу-
чай задачи (6.3), когда множество S определено ограничениями (6.2),
т.е. S = {x ∈ Rn : hk(x) ≤ 0, k = 1, p}, а ϕi(x) ≥ 0, ψi(x) > 0, i ∈ I для
любого x ∈ S. Тогда для решения параметрической задачи обобщенного
дробного программирования (6.4)

F (v) = min
x∈S

[Z(x, v) = max
i∈I

(
ϕi(x)− vψi(x)

)
],
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применяем метод эллипсоидов (см. п. 5.3.), который в данном случае
имеет следующие особенности при вычисления значений обобщенного
градиента.

Пусть имеем точку xr, найденную на r-м шаге метода эллипсои-
дов. Тогда значения обобщенного градиента функции Z(x, v) в точке xr

определяются по формуле

g(xr) =
{

g
Z
(xr) = gϕir

(xr)− vrgψir
(xr), если hkr

(xr) ≤ 0;
gh(xr) = ghkr

(xr), если hkr (xr) > 0,

в которой:
kr – индекс, для которого достигается поточечный максимум по

функциям ограничений, а hkr (xr) – значение этого максимума в точ-
ке xr, т.е. kr – индекс, для которого hkr

(xr) = max
1≤k≤p

hk(xr);

ir – индекс, для которого достигается поточечный максимум по
функциям целевого функционала, т.е. ir – индекс, для которого

f(xr) = max
i∈I

ϕi(xr)
ψi(xr)

=
ϕir

(xr)
ψir

(xr)
;

vr – значение параметра v, который определяется в текущей точке
xr по формуле

vr =





f(xr) =
ϕir

(xr)
ψir

(xr)
, если ϕir

(xr) ≥ 0 и ψir
(xr) > 0;

0, в противном случае;

g
Z
(xr) – значение субградиента функции Z(x, v) в точке xr при фик-

сированном значении параметра v = vr;
gh(xr) – значение субградиента, определенное для одной из функций

ограничений hk(x) ≤ 0 (k = 1, p);
gϕir

(xr), gψir
(xr) и ghkr

(xr) – значения субградиентов в точке xr со-
ответственно для функций ϕir (x), ψir (x) и hkr (x).

Полученное решение x∗ по методу эллипсоидов для задачи
min
x∈S

Z(x, v), при v∗ = f(x∗) будет оптимальным решением для исходной

задачи (6.3). Действительно, так как x∗ является оптимальным реше-
нием, то множество субградиентов функции Z(x, v) содержит нулевой
вектор, т.е. 0 ∈ g(x∗). Тогда, так как x∗ – допустимое решение, то имеем
что 0 ∈ g

Z
(xr), или же gϕi∗ (x

∗) − v∗gψi∗ (x
∗) = 0, где i∗ – индекс, для

которого достигается поточечный максимум отношения функций ϕi(x)
и ψi(x) в точке x∗ при v = v∗, т.е. для которого

f(x∗) =
ϕi∗(x∗)
ψi∗(x∗)

= max
i∈I

ϕi(x∗)
ψi(x∗)

.
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Откуда получим, что

v∗ =
gϕi∗ (x

∗)
gψi∗ (x∗)

= f(x∗) =
ϕi∗(x∗)
ψi∗(x∗)

.

Тогда имеем

F (v∗) = Z(x∗, v∗) = ϕi∗(x∗)− v∗ψi∗(x∗) = ϕi(x∗)− ϕi∗(x∗)
ψi∗(x∗)

ψi∗(x∗) = 0,

т.е. v∗ является корнем уравнения F (v) = 0, а x∗ является оптимальным
решением исходной задачи (6.3).

6. Функция Лагранжа и недифференцируемая оптимиза-
ция. Для задачи обобщенного дробно-выпуклого программирования
функцию Лагранжа можно построить, как для исходной задачи (6.1),
(6.2), так и для ее эквивалентных задач (6.5)–(6.7). Для каждой из них
получаем задачу дробно-выпуклой или выпуклой безусловной оптими-
зации. Однако, в конечном итоге, получаем одинаковые схемы приме-
нения субградиентных методов решения исходной задачи (6.1), (6.2).
Рассмотрим два варианта построения функции Лагранжа и примене-
ния методов недифференцируемой оптимизации.

А. Функция Лагранжа задачи (6.1), (6.2). Предлагается исполь-
зовать для задачи обобщенного дробно-выпуклого программирования
(6.1), (6.2) следующую дробную функцию Лагранжа

L(x, u, z) =

m∑
i=1

uiϕi(x) +
p∑

k=1

zkhk(x)

m∑
i=1

uiψi(x)
,

m∑

i=1

ui = 1,

ui ≥ 0 (i = 1, m); zk ≥ 0 (k = 1, p),

в которой z = (z1, z2, . . . , zp) является вектором множителей Лагран-
жа (двойственные переменные) для ограничений (6.2), а u = (u1, u2, . . .
. . . , um) представляет собой вектор параметров свертывания функций,
входящие в целевой функционал (6.1).

Для получения безусловной функции Лагранжа приведем еще одну

операцию релаксации для ограничения
m∑

i=1

ui = 1. Тогда, введя допол-

нительную двойственную переменную t, получим следующую функцию
Лагранжа
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L(x, u, z, t) =

m∑
i=1

uiϕi(x) +
(
1−

m∑
i=1

ui

)
· t +

p∑
k=1

zkhk(x)

m∑
i=1

uiψi(x)
.

Решение задачи (6.1), (6.2) сводится к нахождению седловой точ-
ки (x∗, t∗, u∗, z∗) функции Лагранжа L(x, t, u, z), которая соответствует
задачам:

L(x∗, t∗, u∗, z∗) = max
u,z

min
x,t

L(x, t, u, z) = min
x,t

max
u,z

L(x, t, u, z).

С учетом их разделения на подзадачи по уровням анализа имеем сле-
дующие две задачи:

- задачи внутреннего уровня

L∗(u, z) = min
x,t

L(x, t, u, z),

которая представляет собой задачу дробно-выпуклого программирова-
ния по переменным x и t;

- задачи внешнего уровня

max
u,z

L∗(u, z),

которая является двойственной задачей для (6.1), (6.2).
Так как по определению, функция L∗(u, z) является кусочно-линей-

ной, вогнутой и не везде дифференцируемой по переменным u и z, то
для ее максимизации используются методы недифференцируемой оп-
тимизации. Если для этого применить один из субградиентных мето-
дов, то на каждом его шаге при фиксированных значениях переменных
u и z необходимо решать задачу дробно-выпуклого программирования
min
x,t

L(x, t, u, z).

Пусть для решения задачи max
u,z

L∗(u, z) используется один из субгра-

диентных методов, на r-м шаге которого имеем текущую точку (ur, zr).
Тогда на очередном (r+1)-м шаге необходимо выполнить основные три
этапа вычислений.

1. Решить задачу min
x,t

L(x, t, u, z) при фиксированных ui = ur
i (i =

= 1,m) и zk = zr
k (k = 1, p), для которой функционал по переменным x

и t является дробно-выпуклым и имеет вид:
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Fr(x, t) =

m∑
i=1

ur
i ϕi(x) +

(
1−

m∑
i=1

ur
i

)
t +

p∑
k=1

zr
khk(x)

m∑
i=1

ur
i ψi(x)

.

Эта задача является задачей безусловной минимизации дробно-вы-
пуклого (квазивыпуклого или псевдовыпуклого) функционала F (x, t),
для чего можно использовать различные алгоритмы и методы, напри-
мер, параметрический метод. Для этого рассматривается параметриче-
ская задача λ(v) = min

x,t
Qr(x, t, v), в которой

Qr(x, t, v) =
m∑

i=1

ur
i (ϕi(x)− vψi(x)) +

p∑

k=1

zr
khk(x) +

(
1−

m∑

i=1

ur
i

)
t

и находится корень v(ur, tr) уравнения λ(v) = 0.
Таким образом, вместо задачи оптимизации дробно-выпуклой функ-

ции min
x,t

Fr(x, t) решаем задачу оптимизации выпуклой функции

min
x,t

Qr(x, t, v) при фиксированном значении параметра v = vr−1.

Для этого определяем значение параметра

vr−1 = f(x∗r−1) = max
i∈I

ϕi(x∗r−1)
ψi(x∗r−1)

,

где x∗r−1 – найденное решение задачи min
x,t

Qr(x, t, vr−1) на предыдущем

шаге субградиентного метода.
Находим решение задачи выпуклой оптимизации

min
x,t

Qr(x, t, vr−1).

Если фиксировать t = 0, то имеем задачу минимизации функции A(x),
которая по теореме 6.3 является псевдовыпуклой.

Пусть x∗r = x(ur, zr) является решение данной задачи.
2. Находим значения обобщенных градиентов функции L∗(u, z) по

переменным u и z в точке (ur, zr) с учетом полученного решения x∗r и
функции Qr(x, t, vr−1) по формулам

gui

L∗ = gui

Qr
= ϕi(x∗r)− vrψi(x∗r) (i = 1,m),

gzk

L∗ = gQr
= hk(x∗r) (k = 1, p).



292

3. Находим значения новой точки (ur+1, zr+1) по формулам

ur+1
i = max{0, ur

i + γr+1g
ui

Qr
} (i = 1, m),

zr+1
k = max{0, zr

k + γr+1g
zk

Qr
} (k = 1, p),

где γr+1 – величина шага в субградиентном методе.
Пусть u∗ и z∗ – решение задачи max

u,z
L∗(u, z), а x∗ и t∗ = 0 – ре-

шение задач min
x,t

L(x, t, u∗, z∗), min
x,t

F (x, t) или же min
x,t

Q(x, t, v). Тогда

v∗ = f(x∗) = max
i∈I

ϕi(x)
ψi(x)

, т.е. x∗ – оптимальное решение исходной зада-

чи (6.3).
Б. Функция Лагранжа для задачи (6.5)–(6.7). Для задачи (6.5)–

(6.7), и соответственно для исходной задачи (6.3), можно рассматривать
функцию Лагранжа, которая в общем имеет вид:

L(x, v, t, u, z) =
m∑

i=1

ui

(
ϕi(x)− v ψi(x)

)
+

(
1−

m∑

i=1

ui

)
t +

p∑

k=1

zkhk(x),

где u = (u1, u2, . . . , um) ∈ Rm, z = (z1, z2, . . . , zp) ∈ Rp являются
множителями Лагранжа (двойственные переменные), соответствующие
ограничениям (6.6) и (6.7). Тогда решение задачи (6.5)–(6.7) сводит-
ся к нахождению седловой точки (x∗, v∗, t∗, u∗, z∗) функции Лагранжа
L(x, v, t, u, z), которая соответствует задачам:

L(x∗, v∗, t∗, u∗, z∗) = max
u,z

min
x,v,t

L(x, v, t, u, z) = min
x,v,t

max
u,z

L(x, v, t, u, z).

С учетом их разделения на подзадачи по уровням анализа имеем сле-
дующие две задачи:

- задачу внутреннего уровня

L∗(u, z) = min
x,v,t

L(x, v, t, u, z);

- задачу внешнего уровня

max
u,z

L∗(u, z).

Так как по определению функция L∗(u, z) является кусочно-линей-
ной, вогнутой и не везде дифференцируемой по переменных u и z, то для
ее максимизации используются методы недифференцируемой оптими-
зации. Если для этого применить один из субградиентных методов, то
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на каждом его шаге, при фиксированных значениях переменных u и z
необходимо решить задачу min

x,v,t
L(x, v, t, u, z) и найти значения обобщен-

ных градиентов gu
L и gz

L по общим формулам, которые соответствуют
выражениям левых частей для ограничений (6.6) для переменных u

gui

L∗ = ϕi(x)− v ψi(x)− t (i = 1, m)

и ограничений (6.7) для переменных z

gzk

L∗ = hk(x) (k = 1, p).

Значения обобщенных градиентов вычисляются в текущей точке
(ur, zr) r-го шага субградиентного метода с учетом полученного ре-
шения

(
x(ur, zr), v(ur, zr), t(ur, zr)

)
задачи min

x,v,t
L(x, v, t, ur, zr), которая

является задачей безусловной оптимизации выпуклого функционала
при фиксированных параметров v и t.

Таким образом исходная задача обобщенного дробно-выпуклого про-
граммирования (6.1), (6.2) сводится к решению задачи безусловной
недифференцируемой оптимизации max

u,z
L∗(u, z) субградиентным мето-

дом, на каждом шаге которого при фиксированных параметрах v и t ре-

шается задача безусловной минимизации функции A(x) =
m∑

i=1

ur
i (ϕi(x)−

− vψi(x))+
p∑

k=1

zr
khk(x), которая, в соответствии с теоремой 6.2 является

псевдовыпуклой.

Замечание. В предложенном методе нахождения седловой точки
функции Лагранжа, при решении задачи min

x,v,t
L(x, v, t, ur, zr) значения

параметров v и t интуитивно можно фиксировать следующим обра-
зом: t = 0, а v = f(x∗(ur−1, zr−1)), где x∗(ur−1, zr−1) полученное опти-
мальное решение задачи минимизации функции A(x) на предыдущем
шаге субградиентного метода. Такой прием фиксирования параметров
v и t позволит через значения переменных x(ur, zr) приблизиться к
значениям функционалов (6.3) и (6.5) в оптимальной точке x∗ (см.
леммы 6.1–6.3).

7. Параметрический метод и схема декомпозиции по огра-
ничениям. В нелинейном параметрическом методе [52, 53, 90], [153]–
[156], [189, 192] задача (6.1), (6.2) сводится к решению параметрической
задачи выпуклого программирования (6.4).
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Алгоритм нелинейного параметрического метода заключается в сле-
дующем.

Предварительный 0-й шаг. Берем некоторую точку x0 ∈ S. Полагаем
v1 = f(x0) и r = 1.

Общий r-й шаг. Пусть xr−1 ∈ S – решение задачи (6.4), найденное
на предыдущем шаге при фиксированном значении параметра v. Тогда:

- полагаем vr = f(xr−1);

- находим оптимальное решение xr задачи (6.4) при фиксированном
значении параметра v = vr, которая является задачей дискретного
минимакса выпуклой функции при исходных выпуклых ограниче-
ниях;

- если F (vr) = 0, то xr – оптимальное решение задачи (6.1), (6.2), в
противном случае заменяем r − 1 на r и повторяем общий шаг.

Для нахождения первоначальной допустимой точки x0 ∈ S доста-
точно решить задачу выпуклого программирования минимизации лю-
бой из функций ϕi(x) на S.

Следует отметить, что на каждом шаге нелинейного параметричес-
кого метода необходимо решить аналогичную по сложности задачу вы-
пуклого программирования (задача (6.4)), при дополнительных ограни-
чениях и переменных. Как уже отмечалось выше, для решения задачи
(6.4) в свою очередь применяются итеративные алгоритмы, на каждом
шаге которых необходимо решить одну или две вспомогательные задачи
оптимизации.

Одним из самых простых приемов решения задачи (6.4) является ее
сведение к эквивалентной задаче:

t → min; (6.25)

ϕi(x)− vrψi(x) ≤ t, i ∈ I; (6.26)

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p); (6.27)

t ≥ 0. (6.28)

При фиксированном значением параметра vr задача (6.25)–(6.28) яв-
ляется задачей выпуклого программирования и она может быть решена
общеизвестными методами.

Однако, если исходная задача (6.1), (6.2) имеет специальную струк-
туру ограничений, то прибавление ограничений (6.26) не способствует
применению специальных методов ее решения. В таких целях исполь-
зуют схему декомпозиции по ограничениям и субградиентные методы.
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Тогда для задачи (6.25)–(6.28) предложенный подход состоит в следу-
ющем [484, 633].

На множестве ограничений (6.26) строится функция Лагранжа

L(x, t, u) = t +
m∑

i=1

ui(ϕi(x)− vrψi(x)− t)

и рассматривается задача
max

u
L∗(u), (6.29)

где
L∗(u) = min

t
min
x∈S

L(x, t, u). (6.30)

Отличие от приведенной выше схемы решения задачи (6.5)–(6.7) за-
ключается в том, что функция Лагранжа строится только для части
ограничений. В данном подходе ограничения (6.26) учитываются в зада-
че внешнего уровня, а ограничения (6.27) – в задаче внутреннего уров-
ня.

Для решения задачи (6.29) применяется субградиентный метод мак-
симизации функции L∗(u) по переменным u, а для нахождения обоб-
щенного градиента функции L∗(u) в некоторой фиксированной точке
u = u решается задача (6.30), для которой система ограничений совпа-
дает с исходными ограничениями задачи (6.1), (6.2) и имеет вид

m∑

i=1

ui(ϕi(x)− vrψi(x)) + (1−
m∑

i=1

ui)t → min,

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p).

С учетом независимости значений переменной t от системы ограниче-
ний, окончательный вид подзадачи определения значений субградиента
будет следующим:

min
x∈S

m∑

i=1

ui(ϕi(x)− vrψi(x)). (6.31)

Функция цели в задачи (6.31) соответствует функцией B(x), которая по
теореме 6.3 является псевдовыпуклой для всех x ∈ S. В итоге, при ре-
шении параметрическим методом задачи (6.1), (6.2) специальной струк-
туры получим двухуровневый алгоритм, на каждом уровне которого
соответствующие им задачи решаются итерационными алгоритмами.
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Таким образом, при решении задачи (6.1), (6.2) параметрическим
методом итерационный процесс организуется по переменной v и для
каждого v = vr, r = 0, 1, 2, . . . (внешний итерационный цикл) решается
задача (6.29) субградиентным методом и по переменным u организует-
ся внутренний итерационный цикл и находятся u = ul, l = 0, 1, 2, . . . . В
результате применения предложенного подхода к решению обобщенной
задачи дробно-выпуклого программирования приходим к двухуровне-
му процессу оптимизации, внутри которого решается задача выпукло-
го программирования (6.31) при исходных ограничениях (6.2). Таким
образом задача (6.31) будет той же выпуклости и при тех же ограни-
чениях, как и исходная задача (6.1), (6.2), т.е. выпуклого или линейно-
го программирования, транспортного типа, или блочно-диагональной
структуры.

8. Схема декомпозиции по ограничениям. В дальнейшем
предложим алгоритм решения задачи (6.1), (6.2) (для случая, когда
ограничения задачи имеют специальную структуру), который будет
иметь только один итерационный процесс (относительно переменных u)
[469, 470, 715].

Предложенный алгоритм основан на функции Лагранжа, схеме де-
композиции по ограничениям и субградиентных методах [484, 633].

Для задачи (6.1), (6.2) рассмотрим эквивалентную ей задачу:

t → min; (6.32)

ϕi(x)− tψi(x) ≤ 0, i ∈ I; (6.33)

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p); (6.34)

t ≥ 0. (6.35)

Имеют место утверждения [484, 633].

Теорема 6.4. Если x∗ – оптимальное решение задачи (6.1), (6.2),
то существует такое t∗ (t∗ = f(x∗)), что (x∗, t∗) является опти-
мальным решением задачи (6.32)–(6.35).

Доказательство. Пусть x∗ – оптимальное решение задачи (6.1),
(6.2). Тогда имеем

f(x∗) = max
i∈I

ϕi(x∗)
ψi(x∗)

≤ f(x) = max
i∈I

ϕi(x)
ψi(x)
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для любого x ∈ S. Одновременно с этим для любого i ∈ I имеют место
неравенства

ϕi(x∗)
ψi(x∗)

≤ max
i∈I

ϕi(x∗)
ψi(x∗)

= f(x∗) = t∗.

Тогда имеем ϕi(x∗)− t∗ψi(x∗) ≤ 0, i ∈ I, т.е. (x∗, t∗) является допусти-
мым решением задачи (6.32)–(6.35).

Покажем теперь, что (x∗, t∗) является оптимальным решением зада-
чи (6.32)–(6.35). Допустим обратное, что существует такой t, для кото-
рого t∗ > t. Тогда (x∗, t) является допустимым решением задачи (6.32)–
(6.35), и из ограничения (6.33) следует, что

ϕi(x∗)
ψi(x∗)

≤ t < t∗ = max
i∈I

ϕi(x∗)
ψi(x∗)

,

для любого i ∈ I. Последнее строгое неравенство противоречит опти-
мальности решения x∗ задачи (6.1), (6.2).

Таким образом (x∗, t∗) является оптимальным решением задачи
(6.32)–(6.35). Теорема доказана.

Теорема 6.5. Если (x∗, t∗) – оптимальное решение задачи (6.32)–
(6.35), то x∗ является оптимальным решением задачи (6.1), (6.2).

Доказательство. Пусть (x∗, t∗) – оптимальное решение задачи
(6.32)–(6.35). Тогда x∗ удовлетворяет условиям (6.34), т.е. является до-
пустимым решением задачи (6.1), (6.2). Так как t∗ является оптималь-
ным значением функционала (6.32), а x∗ удовлетворяет ограничениям
(6.33), то имеем t∗ ≤ t для любого t, удовлетворяющего ограничениям
(6.33) при любом значении x ∈ S. Тогда получим неравенства

ϕi(x∗)
ψi(x∗)

≤ t∗, i ∈ I и max
i∈I

ϕi(x)
ψi(x)

= t∗ ≤ t = max
i∈I

ϕi(x)
ψi(x)

,

для любого x ∈ S.
Таким образом, имеют место неравенства:

max
i∈I

ϕi(x∗)
ψi(x∗)

= t∗ ≤ t = max
i∈I

ϕi(x)
ψi(x)

для любого x ∈ S, т.е. получим неравенства

max
i∈I

ϕi(x∗)
ψi(x∗)

≤ max
i∈I

ϕi(x)
ψi(x)

или же f(x∗) ≤ f(x).

Следовательно, x∗ является оптимальным решением задачи (6.1),
(6.2). Теорема доказана.
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Заметим, что критерий оптимальности для задачи (6.32)–(6.35) мо-
жет быть сформулирован следующим образом: найти те значения пе-
ременных x ∈ S, для которых переменная t, удовлетворяющая огра-
ничениям (6.33) принимает минимальное значение. Другими словами,
необходимо найти значение x∗ переменных x ∈ S, для которых опреде-
ленное по формуле

t∗ = max
i∈I

ϕi(x∗)
ψi(x∗)

значение переменной t будет минимальным.
Построим функцию Лагранжа для задачи (6.32), (6.33) по формуле

L(x, t, u) = t +
∑

i∈I

ui(ϕi(x)− tψi(x)),

где u = {ui, i ∈ I} – множители Лагранжа для ограничений (6.33),
ui ≥ 0, i ∈ I.

Тогда задача (6.32)–(6.35), и тем самым и (6.1), (6.2) сводится к реше-
нию задачи нахождения седловой точки функции Лагранжа L(x, t, u),
т.е. к решению задачи

L(x∗, t∗, u∗) = max
u≥0

min
t≥0

min
x∈S

L(x, t, u). (6.36)

В свою очередь задачу (6.36) можно свести к решению двойственной
по Лагранжу задачи

max
u≥0

L∗(u), (6.37)

где

L∗(u) = min
t≥0

min
x∈S

L(x, t, u). (6.38)

Функция L∗(u) определена для любого u ≥ 0 и является кусочно-
линейной, вогнутой и недифференцируемой. Поэтому для решения за-
дачи (6.37) используются субградиентные методы, на каждом шаге ко-
торых необходимо решить задачу (6.38) при фиксированных значениях
переменных u.

Пусть для решения задачи (6.37) используется некоторый субгради-
ентный метод, на r-м шаге которого имеем некоторую точку ur. Тогда
на (r + 1)-м (r = 0, 1, 2, . . . ) шаге необходимо выполнить следующие
три основных этапа.
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1. Решить задачу (6.38) при фиксированных u = ur, т.е. найти опти-
мальное решение (x∗(ur), t∗(ur)) задачи

min
t≥0, x∈S

[
t +

∑

i∈I

ur
i

(
ϕi(x)− tψi(x)

)]
.

2. Вычислить обобщенный градиент функции L∗(u) в точке u = ur

по формуле

gi(ur) = ϕi(x∗(ur))− t∗(ur)ψi(x∗(ur)), i ∈ I.

3. Найти новые значения ur+1 по формуле

ur+1
i = max{0, ur

i + γr+1gi(ur)}, i ∈ I,

где γr+1 – величина шага в субградиентном методе.

Теорема 6.6. Пусть u∗ – оптимальное решение задачи (6.37), а
(x∗, t∗) – оптимальное решение задачи (6.38) при фиксированных u =
= u∗. Тогда (x∗, t∗) – оптимальное решение задачи (6.32)–(6.35), а x∗ –
оптимальное решение задачи (6.1), (6.2).

Доказательство. Так как при u = u∗ точка (x∗, t∗) является опти-
мальным решением задачи выпуклого программирования (6.38), то в
соответствии с теоремой Куна-Таккера имеем:

1) x∗ ∈ S и тем самым, x∗ удовлетворяет ограничениям (6.34) и (6.2);
2) t∗+

∑

i∈I

u∗i (ϕi(x∗)−t∗ψi(x∗)) ≤ t+
∑

i∈I

u∗i (ϕi(x)−tψi(x)) для любого

x ∈ S;
3) ϕi(x∗)− t∗ψi(x∗)) ≤ 0, i ∈ I, т.е. решение (x∗, t∗) является допу-

стимым для задачи (6.32)–(6.35);
4) u∗i (ϕi(x∗)− t∗ψi(x∗)) = 0, i ∈ I.
Тогда из 2) и 4) получим

t∗ − t ≤
∑

i∈I

u∗i (ϕi(x)− tψi(x)).

Так как u∗i ≥ 0 для всех i ∈ I, то для любых x и t, удовлетворяющих
ограничениям (6.33) и (6.34) имеем

∑
i∈I

u∗i
(
ϕi(x) − tψi(x)

) ≤ 0. Таким

образом, имеем t∗ ≤ t, т.е. решение (x∗, t∗) является оптимальным для
задачи (6.32)–(6.35), и одновременно с этим, x∗ является оптимальным
решением задачи (6.1), (6.2). Теорема доказана.
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Рассмотрим теперь задачу (6.38), т.е. при фиксированных значени-
ях двойственных переменных u = u необходимо решить следующую
задачу:

t +
∑

i∈I

ui(ϕi(x)− t ψi(x)) → min, (6.39)

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p), (6.40)

t ≥ 0. (6.41)

При фиксированных t ≥ 0 задача (6.39)–(6.41) является задачей вы-
пуклого программирования. Тогда решение задачи (6.39)–(6.41) сводит-
ся к нахождению такого решения x∗ ∈ S, которое в паре с некоторым
значением t∗ ≥ 0 дает минимальное значение функционала (6.39). Для
решения задачи (6.39)–(6.41) может быть использован некоторый при-
ближенный алгоритм, который при оптимальных значениях двойствен-
ных переменных u = u∗ задачи (6.37) обеспечил бы получение опти-
мального решения задачи (6.39)–(6.41). Такой алгоритм может быть
построен, если при очередном решении задачи (6.39)–(6.41) фиксиро-
вать значение параметра t по формуле

t = t∗(x∗(ur−1)) = f(x∗(ur−1)) = max
i∈I

ϕi(x∗(ur−1))
ψi(x∗(ur−1))

,

где x∗(ur−1) ∈ S – решение задачи (6.38), найденное на предыдущем
шаге субградиентного метода.

Пусть перед выполнением очередного r-го шага субградиентного
метода имеем значения переменных u = ur и предыдущее решение
(x∗(ur−1), t∗(x∗(ur−1)) задачи (6.39)–(6.41) . Тогда для решения задачи
(6.39)–(6.41) на r-м шаге субградиентного метода используем следую-
щие три основных этапа.

1. Фиксируем значения переменной t′ по формуле

t′ = t∗(x∗(ur−1)).

2. Находим оптимальное решение x∗(ur) задачи выпуклого програм-
мирования ∑

i∈I

ur
i (ϕi(x)− t′ψi(x)) → min, (6.42)

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p). (6.43)

3. Находим новое значение параметра t по формуле

t∗(x∗(ur)) = max
i∈I

ϕi(x∗(ur))
ψi(x∗(ur))

·
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Следует отметить, что задача (6.42), (6.43) решается на каждом шаге
субградиентного метода с незначительными изменениями коэффициен-
тов ur

i и t′. Поэтому в методе решения задачи выпуклого программиро-
вания (например, метод внутренней точки) за исходную точку на r-м
шаге субградиентного метода следует выбрать полученное на предыду-
щем шаге решение x∗(ur−1) задачи (6.42), (6.43).

Пусть на последнем r-м шаге субградиентного метода u∗ = ur явля-
ется оптимальным решением задачи (6.37). Находим x∗– оптимальное
решение задачи (6.42), (6.43) при фиксированном t′ = f(x∗(ur)) и по-
лагаем t∗ = f(x∗). Тогда (x∗, t∗) будет оптимальным решением задачи
(6.32)–(6.35), а x∗ – оптимальным решением задачи (6.1), (6.2).

9. Задача обобщенного дробно-линейного программирова-
ния. Рассмотрим теперь случай, когда функции

{ϕi(x), i ∈ I}; {ψi(x), i ∈ I} и {hk(x) (k = 1, p)}

являются линейными. Тогда получим следующую обобщенную дробно-
линейную задачу:

min
x∈S

[
f(x) = max

i∈I

ϕi(x)
ψi(x)

]
, (6.44)

в которой

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, I = {1, 2, . . . , m},

ϕi(x) =
n∑

j=1

cijxj + c0
i , ψi(x) =

n∑

j=1

dijxj + d0
i ,

а S =
{

x :
n∑

j=1

akjxj ≤ bk (k = 1, p); xj ≥ 0 (j = 1, n)
}

является

выпуклым многогранным множеством.
Для решения задачи обобщенного дробно-выпуклого программиро-

вания (6.44) могут быть использованы различные модификации пара-
метрического метода, приведенные в работах [52, 53, 62, 63, 90, 153, 156]
для решения обобщенных дробно-выпуклых задач. В работе [395] пред-
ложен метод внутренних точек, в [407] – приближенный алгоритм, а в
[144] задача (6.44) рассматривается как задача теории игр. Двойствен-
ные задачи для (6.44) рассмотрены в работе [157], которые построены
на основе параметрического анализа.

Задача (6.44) является задачей обобщенного дробно-линейного про-
граммирования в виде задачи дискретного минимакса с дробно-линей-
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ными функциями и линейными ограничениями. Она может быть запи-
сана в эквивалентной форме в виде задачи билинейного программиро-
вания следующего вида

t → min,

ϕi(x)− t ψi(x) ≤ 0, i ∈ I,

x ∈ S,

в которой имеются билинейные ограничения, содержащие произведение
t · xj переменных t и xj .

Предположим, что ϕi(x) ≥ 0, а ψi(x) > 0, i ∈ I для любого x ∈ S.
Тогда функция f(x) является квазивыпуклой и недифференцируемой
на S. Для решения задачи (6.44) или для ее эквивалентной задачи би-
линейного программирования могут быть использованы рассмотренные
выше методы для нелинейного случая, а именно субградиентные мето-
ды решения прямой и двойственной задач, параметрический прямой
и двойственной метод, алгоритм частичной линеаризации, алгоритмы
субградиентного метода и схемы декомпозиции по ограничениям, в ко-
торых учитывается линейность функций ϕi(x), ψi(x) и hk(x). В данном
случае внутренние задачи в итеративных методах будут задачами ли-
нейного программирования.

А. Двойственная задача. В качестве двойственной задачи обобщен-
ного дробно-линейного программирования (6.44) может быть использо-
вана следующая задача дробного билинейного программирования

v∗ = f(x∗) = min
x∈S

max
i∈I

n∑
j=1

cijxj + c0
i

n∑
j=1

dijxj + d0
i

= max
u∈U

min
x∈S

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxjui +
m∑

i=1

c0
i ui

m∑
i=1

n∑
j=1

dijxjui +
m∑

i=1

d0
i ui

,

в которой

U =
{

ui:
m∑

i=1

ui = 1, ui ≥ 0, i ∈ I
}

.

Определим квазивыпуклую и недифференцируемую функцию

Θ(u) = min
x∈S

C(x, u)
D(x, u)

,

где билинейные функции C(x, u) и D(x, u) имеют вид

C(x, u) =
m∑

i=1

n∑

j=1

cijxjui +
m∑

i=1

c0
i ui,
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D(x, u) =
m∑

i=1

n∑

j=1

dijxjui +
m∑

i=1

d0
i ui.

Рассмотрим задачу
max
u∈U

Θ(u),

которая является двойственной для задачи (6.44).
Если для решения данной двойственной задачи применить субгра-

диентные методы, то на каждом шаге, при фиксированных значениях
u = ur решается задача дробно-линейного программирования

n∑
j=1

αr
jxj + αr

0

n∑
j=1

βr
j xj + βr

0

→ min,

n∑

j=1

akjxj ≤ bk (k = 1, p),

xj ≥ 0,

где

αr
j =

m∑

i=1

ciju
r
i (j = 1, n),

βr
j =

m∑

i=1

diju
r
i (j = 1, n),

αr
0 =

m∑

i=1

c0
i u

r
i ,

βr
0 =

m∑

i=1

d0
i u

r
i .

Если же для решения двойственной задачи max
u∈U

Θ(u) применить па-

раметрический метод, то при фиксированных ur и vr вместо задачи

дробно-линейного программирования min
x∈S

n∑
j=1

αr
jxj + αr

0

n∑
j=1

βr
j xj + βr

0

решаем задачу

линейного программирования min
x∈S

n∑
j=1

γr
j xj , где γr

j = αr
j−vrβ

r
j (j = 1, n).
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Б. Параметрический метод. В параметрическом методе задача
(6.44) сводится к решению следующей задачи параметрического про-
граммирования:

F (v) = min
x∈S

max
i∈I

(
ϕi(x)− vψi(x)

)
, (6.45)

которая представляет собой параметрическую задачу дискретного ми-
нимакса с билинейным функционалом. Однако, если фиксировать пара-
метр v, то получим обычную задачу линейного дискретного минимакса.
Для определения значений параметра v используем алгоритм парамет-
рического метода.

В алгоритме параметрического метода необходимо выполнить сле-
дующие шаги.

Шаг 0. Находим допустимую точку x0 ∈ S. Полагаем v1 = f(x0) и
r = 1.

Шаг r. Пусть xr−1 ∈ S решение задачи (6.45), полученное на преды-
дущем шаге при фиксированном значении параметра v. Находим опти-
мальное решение xr задачи (6.45) при vr = f(xr−1) и если F (vr) = 0, то
xr является оптимальным решением задачи (6.44).

При v = vr задача дискретного линейного минимакса (6.45) сводит-
ся к эквивалентной задаче линейного программирования следующего
вида:

t → min, (6.46)

n∑

j=1

qijxj − t ≤ q0
i (i = 1,m), (6.47)

x ∈ S, t ≥ 0, (6.48)

в которой qij = cij − vrdij (i = 1,m; j = 1, n), а q0
i = −c0

i + vrd
0
i

(i = 1, m).
Таким образом решение задачи дискретного минимакса с дробно-

линейными функциями и линейными ограничениями (6.44) сводит-
ся к решению последовательности задач линейного программирования
(6.46)–(6.48), полученных в результате применения параметрического
метода решения задачи (6.45), которая соответствует задаче нахожде-
ния корня уравнения F (v) = 0.
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В. Метод частичной линеаризации. Задача (6.44) переписывается
в следующей эквивалентной форме:

t → min, (6.49)

n∑

j=1

(cij − tdij)xj − d0
i t ≤ −c0

i (i = 1,m), (6.50)

x ∈ S, (6.51)

которая является билинейной задачей из-за произведения t · xj пере-
менных t и xj в ограничениях (6.50). Для ее решения используется ите-
ративный алгоритм с применением метода частичной линеаризации на
каждом его шаге [62, 63], который заключается в замене произведения
t · xj на его линейное приращение в точке (xr, tr) путем фиксирования
переменной t = tr, где tr определяется на предыдущем шаге за счет
полученного решения xr для переменных x.

В данном случае функции частичной линеаризации Hr
i (x, t) в точке

(xr, tr) на каждом шаге имеют вид:

Hr
i (x, t) = ϕi(x)− trψi(x)− (t− tr)ψi(xr) =

=
n∑

j=1

(cij − trdij)− (t− tr)
n∑

j=1

dijx
r
j + c0

i − trd
0
i − (t− tr)d0

i (i = 1,m).

Алгоритм решения задачи (6.44) по такому параметрическому мето-
ду содержит следующие шаги.

Шаг 0. Пусть x0 ∈ S и t0 = f(x0) = max
i∈I

ϕi(x0)
ψi(x0)

. Тогда точка (x0, t0)

является допустимым решением задачи (6.49)–(6.51). Полагаем r = 1 и
переходим к шагу 1.

Шаг 1. Находим оптимальное решение (xr, tr) следующей задачи ли-
нейного программирования, полученной в результате частичной линеа-
ризации задачи (6.49)–(6.51) в точке (xr−1, tr−1)

t → min, (6.52)
n∑

j=1

qijxj − qit ≤ wi (i = 1,m), (6.53)

x ∈ S, (6.54)
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в которой
qij = cij − tr−1dij (i = 1,m; j = 1, n),

qi =
n∑

j=1

dijx
r−1
j + d0

i (i = 1,m),

wi = −tr−1

n∑

j=1

dijx
r−1
j − (c0

i − tr−1d
0
i ) (i = 1, m).

Шаг 2. Если tr = tr−1, то xr является оптимальным решением задачи
(6.44). Останов, в противном случае переходим к шагу 3.

Шаг 3. Находим tr = f(xr) = max
i∈I

ϕi(xr)
ψi(xr)

, полагаем r = r + 1 и
переходим к первому шагу алгоритма.

В алгоритмах Б и В решается последовательность линейных задач
(6.46)–(6.48) и (6.52)–(6.54), в которых к первоначальным ограничениям
прибавляются еще m ограничений, значения коэффициентов которых
меняются на каждом шаге алгоритмов. Наличие таких ограничений не
позволяет применить для их решения специальные алгоритмы, когда
первоначальные ограничения задачи (6.44) имеют специальную струк-
туру (например, блочно-диагональную или транспортного типа).

Г. Схема декомпозиции по ограничениям.Для решения задачи (6.44)
специальной структуры или большой размерности можно применить
алгоритм, основанный на схеме декомпозиции по ограничениям и суб-
градиентном методе недифференцируемой оптимизации.

Для задачи (6.44) с учетом ее эквивалентной задачи (6.49)–(6.51)
построим функцию Лагранжа по формуле

L(x, t, u) = t +
m∑

i=1

ui

( n∑

j=1

(cij − tdij)xj + c0
i − td0

i

)
,

в которой u = {ui ≥ 0, i = 1,m} – множители Лагранжа.
Тогда задача (6.44) сводится к решению задач

max
u≥0

L∗(u), (6.55)

L∗(u) = min
t≥0

min
x∈S

L(x, t, u). (6.56)

Функция L∗(u) определена для любого u ≥ 0 и является кусочно-
линейной, вогнутой и недифференцируемой. Для ее максимизации ис-
пользуется один из алгоритмов субградиентного метода, на каждом ша-
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ге которого решается задача (6.56) при фиксированных значениях пере-
менных u. Тогда на (r + 1)-м шаге субградиентного метода необходимо
выполнить следующие три этапа.

1. Решается задача (6.56) при u = ur и находится оптимальное ре-
шение (x∗(ur), t∗(ur)).

2. Определяются значения обобщенного градиента функции L∗(u) в
точке u = ur по формуле

gi(ur) =
n∑

j=1

(cij − t∗(ur)dij)x∗j (u
r) + c0

i − t∗(ur)d0
i , i ∈ I.

3. Находятся новые значения переменных u по формуле

ur+1
i = max{0, ur

i + hr+1gi(ur
i )}, i ∈ I,

где hr+1 – величина шага.
Если u∗ – оптимальное решение задачи (6.55), то (x∗, t∗) – решение

задачи (6.56) при u = u∗. Тогда (x∗, t∗) являются оптимальным реше-
нием задачи (6.49)–(6.51), а x∗ – задачи (6.44).

Д. Решение задачи (6.56). На каждом шаге субградиентного метода
при фиксированных двойственных переменных u = ur решается следу-
ющая задача:

min
x∈S

min
t≥0

[
t +

m∑

i=1

ur
i

( n∑

j=1

(cij − tdij)xj + c0
i − td0

i

)]
, (6.57)

которая является задачей билинейного программирования из-за произ-
ведений txj (j = 1, n).

При фиксированном t ≥ 0 задача (6.57) является задачей линейного
программирования. Поэтому процесс решения данной задачи сводится
к нахождению такого решения x∗ ∈ S и такого значения t∗ ≥ 0, ко-
торые в совокупности представляли бы оптимальное решение (x∗, t∗)
задачи (6.57). Такой процесс может быть итерационным, на каждой
итерации которого приближаемся к значению параметра t, сходящегося
к оптимальному решению (x∗, t∗) задачи (6.57). Данный эффект име-
ет место в субградиентных методах, которые устойчивы относительно
точности определения значений субградиентов. Поэтому для решения
задачи (6.57) на каждом шаге субградиентного метода используем при-
ближенный алгоритм решения задачи (6.57).

Для решения задачи (6.57) может быть использован одноитераци-
онный приближенный алгоритм, в результате чего при фиксированных
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значениях переменных u = u∗ задачи (6.55) получим оптимальное ре-
шение задачи (6.57), а следовательно и исходной задаче (6.44). Такой
алгоритм может быть построен, если при решении задачи (6.57) будем
фиксировать значение параметра t по следующей формуле:

t∗ = f(x∗(u∗)),

в которой x∗(u∗) ∈ S – решение задачи (6.57), полученное на предыду-
щем шаге субградиентного метода.

Допустим, что после выполнения r шагов субградиентного метода
имеем значение переменных u = ur. Тогда задача (6.57) на очередном
шаге субградиентного метода решается в следующем порядке:

- фиксируем значение t по формуле

t′ =
{

0, для r = 1;
t∗(ur), для r ≥ 2.

- находим оптимальное решение x∗(ur) задачи линейного програм-
мирования

min
x∈S

n∑

j=1

qjxj (6.58)

в которой qj =
m∑

i=1

ur
i (cij − t′dij) (j = 1, n).

- находим новое значение для t по формуле

t∗(ur) = f(x∗(ur)).

В отличие от параметрического метода и метода частичной линеари-
зации, внутренняя задача линейного программирования (6.58) решается
на множестве исходных ограничений, что является очень важным фак-
тором при решение задач специальной структуры, такие как транспорт-
ного типа, блочной структуры и другие задачи, для решения которых
имеются специальные эффективные методы и алгоритмы.

Пара полученных значений (x∗(ur), t∗(ur)) будет приближенным ре-
шением задачи (6.57), которые при k → ∞ в субградиентном методе
стремятся к оптимальному решению (x∗, t∗) задачи (6.57).

В предложенном алгоритме на каждом шаге решается задача ли-
нейного программирования (6.58), в которой меняются только значения
коэффициентов целевой функции, а первоначальные ограничения оста-
ются без изменений. Как уже отмечалось выше, такое обстоятельство
имеет важное значение, когда решается задача (6.44) с ограничениями
специальной структуры.
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6.3. Задача оптимизации
суммы дробных функций

Рассмотрим класс задач обобщенного дробного программирования,
в котором необходимо оптимизировать сумму из дробных функций, а
именно:

f(x) =
∑

i∈I

ϕi(x)
ψi(x)

→ min, (6.59)

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p), (6.60)

в которой функции {ϕi(x), i ∈ I}, {−ψi(x), i ∈ I} и {hk(x), k = 1, p} –
непрерывны, выпуклы и дифференцируемы на Rn. Пусть ограничения
(6.60) формируют выпуклое множество S = {x: hk(x) ≤ 0, k = 1, p}.

Если в дробных задачах типа (6.59), (6.60) предположить, что все
ψi(x) ≡ 1, i ∈ I для любого x ∈ S, то имеем обычную задачу выпуклой
оптимизации, т.е. задачу оптимизации для которой локальный минимум
совпадает с глобальным. Для решения задачи выпуклого программиро-
вания можно использовать общеизвестные методы. Однако, в случаях
когда ψi(x) 6= 1, хотя бы для одного i ∈ I или некоторого x ∈ S, зада-
ча дробной оптимизации (6.59), (6.60) не является задачей выпуклого
программирования, т.е. она относится к классу многоэкстремальных за-
дач, для решения которой необходимо использовать методы глобальной
оптимизации [88], [194]–[196], [255]–[257], [278, 521].

В работе [445] указано, что для решения многоэкстремальной задачи
(6.59), (6.60) предлагаются различные алгоритмы, основная часть кото-
рых основаны на идеях параметрического метода [15, 101, 176, 186, 445],
методах ветвей и границ [64], [67]–[70], [323, 325, 461, 533, 555] и других
методов глобальной оптимизации [70, 71, 159, 96, 462, 463, 569, 549, 551].
Различные алгоритмы глобальной оптимизации предложены для слу-
чая, когда ограничения (6.60) формирует некоторое многогранное мно-
жество, т.е. оптимизации нелинейной функции f(x) при линейных огра-
ничениях. Для случая, когда m = 1 имеем обычную задачу дробно-
выпуклого программирования, которая рассмотрена в предыдущей гла-
ве, и для решения которой предложены различные методы и алгоритмы.
При m = 1 и линейных функциях ϕi(x), ψi(x) и hk(x) получаем обыч-
ную задачу дробно-линейного программирования, которая рассмотрена
в четвертой главе.
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При m = 2 имеем одну из возможных двух задач минимизации

функции f(x) = ϕ1(x) +
ϕ2(x)
ψ2(x)

или f(x) =
ϕ1(x)
ψ1(x)

+
ϕ2(x)
ψ2(x)

, которые

рассмотрены в работах [9, 10, 102, 109, 248, 249, 355, 431, 477, 631, 700],
для решения которых предложены параметрические методы с одним
или двумя параметрами. При линейных функциях ϕi(x), ψi(x) и hk(x)
данные задачи сводятся к решению задач квадратичной оптимизации
при линейных ограничениях, или к задачам параметрического програм-
мирования. Для решения так-называемых обобщенных задач линейно-
го и дробно-линейного программирования предложены модификации
симплекс-метода [9, 10, 101, 248, 249, 431, 700], а также рассмотре-
ны двойственные задачи и соответствующие теоремы двойственности
[109, 477].

Для случая, когда m ≥ 2 для решения задачи минимизации суммы
дробно-линейных функций при линейных ограничениях предложены
алгоритмы метода ветвей и границ [250, 323, 325, 533, 555], и другие точ-
ные и приближенные алгоритмы [135, 136, 186, 250, 305, 306, 313, 585].

Также следует отметить, что задачу (6.59), (6.60) можно рассмат-
ривать как на минимум, так и на максимум. Тогда она может быть
преобразована в эквивалентную задачу вогнутой минимизации или вы-
пуклой максимизации. Такие задачи рассмотрены в работах [70, 71, 462,
463, 569], в которых в схеме глобальной оптимизации используются раз-
личные методы аппроксимации. В работе [208] указано на то, что задача
(6.59), (6.60) является NP -полной задачей.

Одним из основных методов решения задачи дробной оптимиза-
ции является ее параметрический анализ. В случае задачи минимиза-
ции суммы дробно-выпуклых (квазивыпуклых) функций рассматрива-
ется параметрический анализ задачи (6.59), (6.60). В работе [15] задача
(6.59), (6.60) сводится к многопараметрической задаче:

Z(x, λ) =
∑

i∈I

(ϕi(x)− λiψi(x)) → min,

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p)

для решения которой приводятся различные алгоритмы и методы
[15, 101, 176, 186] нахождения значений параметров {λi}, обеспечива-
ющие оптимальность полученного решения x∗ исходной задачи (6.59),
(6.60). Следует отметить, что если λi ≥ 0, то функция Z(x, λ) является
выпуклой по x и линейной по λ. Если рассмотрим функцию

F (λ) = min
x∈S

Z(x, λ),
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то она является кусочно-линейной, недифференцируемой и вогнутой
функцией. Тогда в соответствии с параметрическим методом нужно
найти решение уравнения F (λ) = 0. Если предположить, что ϕi(x) ≥ 0,
ψi(x) > 0, i ∈ I для любого x ∈ S, то функция F (λ) ≥ 0 для любого
λi ≥ 0 (i = 1,m). Тогда для нахождения решения уравнения F (λ) = 0
можно рассматривать задачу min

λ
F (λ), для решения которой по пере-

менным λ можно применить методы недифференцируемой оптимиза-
ции. Однако задача min

λ
F (λ) является многоэкстремальной задачей, а

субградиентный метод не всегда обеспечит получение глобального ми-
нимума. Поэтому для решения задачи (6.59), (6.60) применяются более
универсальные методы многоэкстремальной оптимизации типа метода
ветвей и границ [64], [67]–[70], [323, 325, 461, 533, 555]. Также можно
рассматривать параметрический метод с некоторым правилом выбора
значений параметров λi, i ∈ I [15, 101, 176, 186].

Задачу (6.59), (6.60) можно свести к другому виду параметрической

задачи, а именно, если обозначить через λi =
ϕi(x)
ψi(x)

, i ∈ I, то получим
задачу ∑

i∈I

λi → min; (6.61)

ϕi(x)− λiψi(x) = 0, i ∈ I; (6.62)
hk(x) ≤ 0 (k = 1, p); (6.63)

λi ≥ 0, i ∈ I, (6.64)
для решения которой предлагаются метод внутренних точек [206] и ко-
нические алгоритмы [159].

Рассмотрим для начала некоторые утверждения, показывающие на
эквивалентность задачи (6.59), (6.60) и задачи (6.61)–(6.64), которые в
дальнейшем будут использованы при построение алгоритмов решения
задачи (6.59), (6.60).

Пусть λ = {λi ≥ 0, i ∈ I} вектор параметров, которые согласно
(6.62) определяются по формуле

λi =
ϕi(x)
ψi(x)

, i ∈ I.

Имеют место утверждения.
Теорема 6.7. Если x∗ – оптимальное решение задачи (6.59), (6.60),

то существует такие λ∗i =
ϕi(x∗)
ψi(x∗)

, что (x∗, λ∗) является оптималь-

ным решением задачи (6.61)–(6.64).
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Доказательство. Пусть x∗ – оптимальное решение задачи (6.59),
(6.60). Тогда имеем ∑

i∈I

ϕi(x∗)
ψi(x∗)

≤
∑

i∈I

ϕi(x)
ψi(x)

для любого x ∈ S. Если учесть, что для любого i ∈ I параметры λ∗i и
λi определяются однозначно по формулам

λ∗i =
ϕi(x∗)
ψi(x∗)

и λi =
ϕi(x)
ψi(x)

,

то имеем неравенство ∑

i∈I

λ∗i ≤
∑

i∈I

λi, (6.65)

а пара (x∗, λ∗) удовлетворяет равенству (6.62), т.е. имеем ϕi(x∗) −
−λ∗i ψi(x∗) = ϕi(x∗)− ϕi(x∗)

ψi(x∗)
· ψi(x∗) = 0, т.е. (x∗, λ∗) является допусти-

мым решением задачи (6.61)–(6.64). Так как неравенство (6.65) выпол-
няется для любого x ∈ S и для соответствующих параметров λi, опре-
деленных из равенства (6.62), то пара (x∗, λ∗) является и оптимальным
решением задачи (6.61)–(6.64). Теорема доказана.

Теорема 6.8. Если (x∗, λ∗) – оптимальное решение задачи (6.61)–
(6.64), то x∗ является оптимальным решением задачи (6.59), (6.60).

Доказательство. Пусть (x∗, λ∗) – оптимальное решение задачи
(6.61)–(6.64). Тогда x∗ ∈ S и тем самым является допустимым пла-
ном задачи (6.59), (6.60). Так как x∗ удовлетворяет равенствам (6.62),

то имеем λ∗i =
ϕi(x∗)
ψi(x∗)

и λi =
ϕi(x)
ψi(x)

, которые удовлетворяют равенствам

(6.62) при любом значении x ∈ S. Тогда из оптимальности пары (x∗, λ∗)
для задачи (6.61)–(6.64) получим неравенство

∑

i∈I

λ∗i ≤
∑

i∈I

λi,

для любого x ∈ S.
Таким образом, согласно формулам определения параметров λ∗i и λi

имеет место неравенство:
∑

i∈I

ϕi(x∗)
ψi(x∗)

≤
∑

i∈I

ϕi(x)
ψi(x)
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для любого x ∈ S, т.е.
f(x∗) ≤ f(x).

Следовательно, x∗ является оптимальным решением задачи (6.59),
(6.60). Теорема доказана.

Заметим, что задача (6.61)–(6.64) может быть сформулирована сле-
дующим образом: найти те значения переменных x ∈ S, для которых
сумма переменных λi, определенных из равенствах (6.62), принимает
минимальное значение. Другими словами, необходимо найти значения
x∗ переменных x ∈ S, для которых параметры λ∗i , определенные по
формуле

λ∗i =
ϕi(x∗)
ψi(x∗)

, i ∈ I

обеспечат минимальное значение функционала (6.61).
В данной монографии для задачи (6.59), (6.60) рассматриваются

двойственные аспекты, приводятся параметрические методы, субгра-
диентные методы для решения прямой или двойственной задачи с уче-
том параметрической задачи min

x∈S
Z(x, λ). Также рассматриваются мето-

ды недифференцируемой оптимизации, которые основаны на функции
Лагранжа и схеме декомпозиции по ограничениями в параметрическом
методе.

Рассмотрим подробнее эти методы решения задач оптимизации сум-
мы дробно-выпуклых и дробно-линейных функций.

1. Двойственная задача. Если рассмотреть задачу (6.59), (6.60)
как общую задачу математического программирования, то один из ва-
риантов двойственной задачи может быть построен на базе функции
Лагранжа. Как отмечено в п. 1.7 для задачи (6.59), (6.60) может быть
построена следующая функция Лагранжа

L(x, z) =
m∑

i=1

ϕi(x)
ψi(x)

+
p∑

k=1

zkhk(x),

которая представляет собой функцию в виде суммы выпуклых и
дробно-выпуклых, что говорит о ее невыпуклости по переменными x
и с глобальным характером с точки зрения ее оптимизации.

Для анализа двойственной задачи для задачи (6.59), (6.60) рассмат-
ривается задача нахождения седловой точки функции Лагранжа в виде
max

z
min

x
L(x, z). Если ввести новую функцию L∗(z) = min

x
L(x, z), то по-

лучим задачу max
z

L∗(z), которую и берем в качестве двойственной для
задачи (6.59), (6.60).
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Естественно, что для полученных задач для некоторых z и любых
x ∈ S имеет место неравенство

L∗(z) ≤ f(x),

а для оптимального x∗ ∈ S найдутся такие z∗, для которых L∗(z∗) =
= f(x∗). Такая точка (x∗, z∗) является седловой точкой функции
Лагранжа L(x, z) для задачи (6.59), (6.60). Однако, рассмотрение та-
кого класса двойственных задач не выводит нас из общего свойства
глобальной оптимизации для задачи (6.59), (6.60). Далее будут пред-
ложены процедуры применения субградиентных методов нахождения
седловой точке функции Лагранжа с учетом параметрического метода.

2. Нелинейный многопараметрический метод. В нелинейном
многопараметрическом методе решение задачи min

x∈S
Z(x, λ) и нахожде-

ние корня уравнения F (λ) = 0 может быть проведено по правилу поко-
ординатного фиксирования на каждом шаге параметра λ по формуле

λi =
ϕi(x)
ψi(x)

, i ∈ I.

Тогда, если использовать некоторый итерационный процесс, в ко-
тором на r-м шаге при очередном допустимом решением x∗r−1, по-
лученное оптимальное решение x∗r задачи min

x∈S
Z(x, λr−1), при λr−1

i =

=
ϕi(x∗r−1)
ψi(x∗r−1)

, i ∈ I, будет стремиться к выполнению для каждого i ∈ I

неравенства ∣∣ϕi(x∗r)− λr−1
i ψi(x∗r)

∣∣ =

=
∣∣∣∣
(

ϕi(x∗r)
ψi(x∗r)

− λr−1
i

)
ψi(x∗r)

∣∣∣∣ =
∣∣λr

i − λr−1
i

∣∣ψi(x∗r) ≤ δiψi(x∗r), i ∈ I,

получим, что |λr
i − λr−1

i | ≤ δi, i ∈ I, где λr
i =

ϕi(x∗r)
ψi(x∗r)

, i ∈ I, a δi –

достаточно малые неотрицательные числа. В результате чего имеем

|F (λr−1)| = |Z(x∗, λr−1)| ≤
∑

i∈I

∣∣λr
i − λr−1

i

∣∣ψi(x∗) ≤ δ,

где δ – достаточно малое неотрицательное число.
По такому процессу будем искать два последовательных решения

x∗r−1 и x∗r задачи min
x∈S

Z(x, λ) при фиксированном значение параметра λ,

устойчивые не в целом по функции f(x), а по каждой дробной функ-

ции fi(x) =
ϕi(x)
ψi(x)

, i ∈ I. В таком случае решение x∗r может быть взя-
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то в качестве приближенного решения задачи суммы дробно-выпуклых
функций (6.59), (6.60).

Если провести анализ устойчивости решений в многопараметри-
ческой задачи F (λ) = min

x∈S
Z(x, λ), то оптимальное решение x∗ бу-

дет оптимально устойчиво, если для каждого параметра λi найдется
такой интервал значений [λ i, λi], для которого при любых значений
λi ∈ [λ i, λi], i ∈ I решение x∗ остается оптимальным решением для
задачи с фиксированными значениями параметров λi, т.е. λi является
корнем уравнения Fi(λi) = min

x∈S
(ϕi(x)− λiψi(x)) = 0, или же для кото-

рого имеет место равенство ϕi(x)− λiψi(x) = 0.
Такой анализ параметрических задач может быть использован для

решения задачи min
x∈S

Z(x, λ) и нахождения корня уравнения F (λ) = 0, с

учетом корня λi каждого уравнения Fi(λi) = 0, i ∈ I.
Тогда в многопараметрическом методе решения задачи оптимизации

суммы дробных функций (6.59), (6.60) может быть использован следу-
ющий итерационный процесс.

Шаг 0. Находим допустимую точку x0 ∈ S путем решения оптими-
зационной задачи min

t
{t : hk(x) ≤ t, k = 1, p}. Если в полученном

решение (x0, t0) данной задачи имеем t0 = 0, то x0 является допусти-
мым решением, т.е. x0 ∈ S. Если же t0 6= 0, то исходная задача (6.59),
(6.60) не имеет допустимых решений.

Пусть x0 ∈ S , тогда полагаем λ0
i =

ϕi(x0)
ψi(x0)

≥ 0, i ∈ I, т.е. λ0
i

является корнем уравнения Fi(λi) = 0 при x = x0.
Шаг r. Пусть xr−1 ∈ S – допустимое решение, полученной на преды-

дущем шаге, а λr−1
i =

ϕi(xr−1)
ψi(xr−1)

≥ 0, i ∈ I, т.е. λr−1
i является корнем

уравнения Fi(λr−1
i ) = 0 при x = xr−1.

Тогда:
- находим оптимальное решение xr задачи выпуклого программиро-

вания
min
x∈S

∑

i∈I

(
ϕi(x)− λr−1

i ψi(x)
)
;

- полагаем λr
i =

ϕi(xr)
ψi(xr)

≥ 0, i ∈ I;

- если |λr
i − λr−1

i | ≤ δi, i ∈ I, то получим |F (λr)| ≤ ∑
i∈I

∣∣Fj(λr
j)

∣∣ =

=
∑
i∈I

∣∣λr
i − λr−1

i

∣∣ψi(xr) ≤ δ, где значения δi ≥ 0, i ∈ I и δ ≥ 0 выбира-
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ются соответствующим образом, для того чтобы обеспечить сходимость
данного процесса.

Если предположить, что имеются некоторые способы корректировки
параметров λr

i на каждом шаге итерационного процесса, то полученная
последовательность точек {xr} сходится к оптимальному решению x∗

задачи (6.59), (6.60).
3. Алгоритм метода частичной линеаризации. Для решения

невыпуклой задачи (6.61)–(6.64) может быть использован метод частич-
ной линеаризации, который сводил-бы ее к задаче выпуклого програм-
мирования, а именно, минимизации линейной функции при выпуклых
ограничениях.

Если рассмотреть функции

Hi(x, λi) = ϕi(x)− λiψi(x), i ∈ I,

которые являются билинейно-выпуклыми, то можно провести частич-
ную линеаризацию таких функций в точке (xr, λr) по переменным
λi, i ∈ I в виде следующих выражений

Hr
i (x, λi) = ϕi(x)− λr

i ψi(x)− (λi − λr
i )ψi(xr), i ∈ I.

Тогда вместо задачи (6.61)–(6.64) можно рассматривать задачу вы-
пуклого программирования: ∑

i∈I

λi → min,

ϕi(x)− λr
i ψi(x)− λiψi(xr) + λr

i ψi(xr) ≤ 0, i ∈ I,

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p),

λi ≥ 0 i ∈ I.

Тогда для решения задачи (6.61)–(6.64) используем следующий ал-
горитм параметрического метода с выполнением операции частичной
линеаризации на каждом его шаге.

Шаг 0. Пусть имеем допустимую точку x0 ∈ S, определяем значения

параметров λ0
i =

ϕi(x0)
ψi(x0)

, i ∈ I.

Шаг r. Пусть xr−1 ∈ S – допустимое решение, найденное на преды-

дущем шаге, а λr−1
i =

ϕi(xr−1)
ψi(xr−1)

, i ∈ I. Тогда:
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- находим решение (xr, λr) задачи выпуклого программирования
∑

i∈I

λi → min,

ϕi(x)− λr−1
i ψi(x)− λiψi(xr−1) ≤ −λr−1

i ψi(xr−1), i ∈ I,

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p),

λi ≥ 0 i ∈ I;

- если |λr
i − λr−1

i | ≤ δi, тогда xr является решением задачи (6.61)–
(6.64), а также и первоначальной задачи (6.59), (6.60). Останов, в про-
тивном случае

- полагаем λr
i =

ϕi(xr)
ψi(xr)

, i ∈ I и выполняем очередной (r + 1)-й шаг
алгоритма.

Данный алгоритм, как и многопараметрический метод, генерирует
последовательность точек (xr, λr), которые стремятся к оптимально-
му решению задачи (6.61)–(6.64), и, следовательно, и к оптимальному
решению исходной задачи оптимизации суммы дробно-выпуклых функ-
ций (6.59), (6.60).

4. Субградиентные методы. Как отмечено ранее, для решения
задачи выпуклой оптимизации субградиентные методы могут быть ис-
пользованы в двух вариантах. В первом варианте субградиентный ме-
тод применяется для оптимизации по переменных прямой задачи, а во
втором варианте – по переменным двойственной задачи. Рассмотрим
особенности применения субградиентных методов решения задачи сум-
мы дробно-выпуклых функций (6.59), (6.60).

А. Субградиентный метод решения задачи (6.59), (6.60). Решение
задачи (6.59), (6.60) субградиентным методом проводится с использова-
нием эквивалентной параметрической задачи выпуклого программиро-
вания

F (λ) = min
x∈S

Z(x, λ) = min
x∈S

∑

i∈I

(ϕi(x)− λiψi(x)) .

Так как функции ϕi(x) и −ψi(x) являются выпуклыми, то при λ ≥ 0
функция Z(x, λ) является выпуклой по x и линейной по λ. Если предпо-
ложить, что функции ϕi(x) ≥ 0, i ∈ I и ψi(x) > 0, i ∈ I, то при выборе

значений параметров по формуле λi =
ϕi(x)
ψi(x)

, i ∈ I для любого x ∈ S,

параметры λi всегда будут неотрицательны для любого x ∈ S и тогда
функция Z(x, λ) при таком фиксированием параметров λi будет выпук-
лой по x. Таким образом, при таких предположениях для нахождения
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локального, и тем самым глобального, минимума функции Z(x, λ) по

переменным x при фиксированных λi =
ϕi(x)
ψi(x)

может быть использован

один из субградиентных методов, в частности метод эллипсоидов, как
это было сделано для задач выпуклого и дробно-выпуклого программи-
рования (см. п. 2.5. и 5.3.).

Рассмотрим случай задачи (6.59), (6.60), когда множество S опре-
делено ограничениями (6.2), т.е. S = {x ∈ Rn : hk(x) ≤ 0, k = 1, p},
а ϕi(x) ≥ 0, ψi(x) > 0, i ∈ I для любого x ∈ S. Тогда для решения
параметрической задачи обобщенного дробного программирования

F (λ) = min
x∈S

Z(x, λ) = min
x∈S

∑

i∈I

(ϕi(x)− λiψi(x)) ,

применяем метод эллипсоидов (см. п. 6.3.), который в данном случае
имеет следующие особенности при вычисления значений обобщенного
градиента.

Пусть на r-м шаге метода эллипсоидов имеем точку xr. Тогда значе-
ния обобщенного градиента функции Z(x, λ) в точке xr определяются
по формуле

g(xr) =

{
g

Z
(xr) =

∑
i∈I

(gϕi(xr)− λr
i gψi

(xr)) , если hkr
(xr) ≤ 0;

gh(xr) = ghkr
(xr), если hkr (xr) > 0,

где kr – индекс, для которого достигается поточечный максимум по
функциям ограничений, а hkr

(xr) – значение этого максимума в точке
xr, т.е. kr – индекс, для которого hkr (xr) = max

1≤k≤p
hk(xr);

λr
i – значения параметров λi, которые определяются для текущей

точки xr по формуле

λr
i =





ϕi(xr)
ψi(xr)

, если ϕi(xr) ≥ 0 и ψi(xr) > 0;

0, в противном случае,

g
Z
(xr) – значение субградиента функции Z(x, λ) в точке xr при па-

раметрах λi = λr
i , i ∈ I;

gh(xr) – значение субградиента, определенное для одной из функций
ограничений;

gϕi(xr), gψi(xr), i ∈ I и ghkr
(xr) – значения субградиентов в точке

xr соответственно для функций ϕi(x), ψi(x), i ∈ I и hkr (x).
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Полученное решение x∗ по методу эллипсоидов для задачи

min
x∈S

Z(x, λ) = min
x∈S

∑

i∈I

(ϕi(x)− λ∗i ψi(x)) ,

при λ∗i =
ϕi(x∗)
ψi(x∗)

, i ∈ I будет оптимальным решением для исходной

задачи (6.59), (6.60), а именно для задачи

min
x∈S

f(x) = min
x∈S

∑

i∈I

ϕi(x)
ψi(x)

.

Действительно, так как x∗ – оптимальное решение задачи

min
x∈S

Z(x, λ∗) = Z(x∗, λ∗) при λ∗i =
ϕi(x∗)
ψi(x∗)

, i ∈ I, то получим, что

F (λ∗) = Z(x∗, λ∗) =
∑

i∈I

(ϕi(x∗)− λ∗i ψi(x∗)) =

=
∑

i∈I

(
ϕi(x∗)− ϕi(x∗)

ψi(x∗)
ψi(x∗)

)
= 0.

Таким образом λ∗ является решением уравнения F (λ) = 0. Тогда в
соответствии с параметрическим методом x∗ является решением задачи
(6.59), (6.60).

Б. Субградиентный метод решения двойственной задачи. Рассмот-
рим особенности применения субградиентных методов при решении
двойственной задачи max

z
L∗(z) с учетом параметрической задачи. В со-

ответствие с двойственной лагранжевой задачей решение задачи (6.59),
(6.60) сводится к нахождению седловой точке (x∗, z∗) функции Лагран-
жа L(x, z), которая соответствует задачам:

L(x∗, z∗) = max
z

min
x

L(x, z) = min
x

max
z

L(x, z).

С учетом их разделения на подзадачи по уровням анализа имеем сле-
дующие две задачи:

- задачу внутреннего уровня L∗(z) = min
x

L(x, z), которая представ-
ляет собой задачу минимизации суммы дробно-выпуклых функций и
суммы выпуклых функций по переменным x;

- задачу внешнего уровня max
z

L∗(z), которая является двойственной
задачей для (6.59), (6.60).
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Так как по определению, функция L∗(z) является кусочно-линей-
ной, вогнутой и не везде дифференцируемой по переменным z, то для
ее максимизации используются методы недифференцируемой оптими-
зации. Если для этого применить один из субградиентных методов, то
на каждом его шаге, при фиксированных значениях переменных z необ-
ходимо решить задачу невыпуклого программирования min

x
L(x, z), ко-

торая является многоэкстремальной задачей.
Пусть для решения задачи max

z
L∗(z) используется один из субгра-

диентных методов, на r-м шаге которого имеем текущую точку zr.
Тогда на очередном (r + 1)-м шаге необходимо выполнить следующие
три основных этапа.

1. Решить задачу min
x

L(x, z) при фиксированных zk = zr
k (k = 1, p),

для которой функционал по переменным x имеет вид:

Fr(x) =
m∑

i=1

ϕi(x)
ψi(x)

+
p∑

k=1

zr
khk(x),

которая, как отмечено выше, является многоэкстремальной задачей оп-
тимизации. Для решения задачи безусловной минимизации невыпук-
лого функционала Fr(x) можно использовать различные алгоритмы и
методы, среди которых параметрический метод. Для этого рассматри-
вается функция Qr(x, λ) и параметрическая задача β(λ) = min

x
Qr(x, λ),

в которой

Qr(x, λ) =
m∑

i=1

(ϕi(x)− λiψi(x)) +
p∑

k=1

zr
khk(x)

и находится корень λ(xr, z
r) уравнения β(λ) = 0.

Таким образом, вместо задачи min
x

Fr(x) решаем задачу min
x

Qr(x, λ)

при фиксированном значение параметра λ = λr−1
i . Для этого:

- определяем значение параметра

λr−1
i =





ϕi(x∗r−1)
ψi(x∗r−1)

, i ∈ I, если ϕi(x∗r−1) ≥ 0, ψi(x∗r−1) > 0,

0, в противном случае,

где x∗r−1 – найденное решение задачи min
x

Qr(x, λr−1) на предыдущем
шаге субградиентного метода;

- находим оптимальное решение x∗r = x(zr) задачи выпуклой опти-
мизации min

x
Qr(x, λr−1).
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2. Находим значения обобщенных градиентов функции L∗(z) по пе-
ременным z в точке zr с учетом полученного решения x∗r и функции
Qr(x, λr−1) по формулам

gzk

L∗ = gzk

Qr
= hk(x∗r) (k = 1, p).

3. Находим значения zr+1
k по формуле

zr+1
k = max

{
0, zr

k + γr+1g
zk

Qr

}
(k = 1, p),

где γr+1 – величина шага в субградиентном методе.
Пусть z∗ – решение задачи max

z
L∗(z), а x∗ – решение задач

min
x

L(x, z∗), min
x

F (x) или же min
x

Q(x, λ∗). Таким образом, при λ∗i =

=
ϕi(x∗)
ψi(x∗)

, имеем, что точка x∗ является оптимальным решением задачи

min
x

Q(x, λ∗) и задачи min
x

F (x), т.е. имеем Q(x∗, λ∗) = min
x

Q(x, λ∗), для
которой по теории выпуклого программирования выполняются условия
z∗khk(x∗) = 0 (k = 1, p). Тогда получим что

Q(x∗, λ∗) = min
x

Q(x, λ∗) =

=
m∑

i=1

(ϕi(x∗)− λ∗i ψi(x∗)) =
m∑

i=1

(
ϕi(x∗)− ϕi(x∗)

ψi(x∗)
ψi(x∗)

)
= 0,

т.е. λ∗ является решением уравнения β(λ) = 0, и в соответствии с пара-
метрическим методом x∗ является решением задачи (6.59), (6.60).

5. Схема декомпозиции по ограничениям. Для решения зада-
чи (6.59), (6.60) (для случая, когда ограничения задачи имеют специ-
альную структуру) рассмотрим алгоритм, который соответствует неко-
торому итерационному процессу (относительно двойственных перемен-
ных u для ограничений (6.60)) недифференцируемой оптимизации.

Для задачи (6.59), (6.60) рассмотрим эквивалентную к ней задачу
(6.61)–(6.64) и построим алгоритм решения данной задачи, основанный
на функции Лагранжа, схеме декомпозиции по ограничениям и субгра-
диентных методах. Для этого построим функцию Лагранжа для задачи
(6.61), (6.62) по формуле

L(x, λ, u) =
∑

i∈I

λi +
∑

i∈I

ui(ϕi(x)− λiψi(x)),

где u = {ui, i ∈ I} – множители Лагранжа для ограничений (6.62).
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Тогда задача (6.61)–(6.64), и тем самым и (6.59), (6.60) сводится
к решению задачи нахождения седловой точки функции Лагранжа
L(x, λ, u), т.е. к решению задачи

L(x∗, λ∗, u∗) = max
u

min
λ≥0

min
x∈S

L(x, λ, u). (6.66)

В свою очередь задачу (6.66) можно свести к решению задачи

max
u

L∗(u), (6.67)

где
L∗(u) = min

λ≥0
min
x∈S

L(x, λ, u). (6.68)

Функция L∗(u) определена для любого u и является кусочно-
линейной, вогнутой и недифференцируемой. Поэтому для решения за-
дачи (6.67) используются субградиентные методы, на каждом шаге ко-
торых необходимо решать задачу (6.68) при фиксированных значениях
переменных u.

Пусть для решения задачи (6.67) используется некоторый субгради-
ентный метод. Тогда на (r + 1)-м (r = 0, 1, 2, . . . ) шаге необходимо
выполнить следующие три основных этапа.

1. Решить задачу (6.68) при фиксированных u = ur и найти опти-
мальное решение (x∗(ur), λ∗(ur)).

2. Определить значения обобщенного градиента функции L∗(u) в
точке u = ur по формуле

gi(ur
i ) = ϕi(x∗(ur))− λ∗i (u

r)ψi(x∗(ur)), i ∈ I.

3. Найти новые значения ur+1 по формуле

ur+1
i = ur

i + γr+1gi(ur
i ), i ∈ I,

где γr+1 – величина шага.

Теорема 6.9. Пусть u∗ – оптимальное решение задачи (6.67), а
(x∗, λ∗) – оптимальное решение задачи (6.68) при фиксированных u =
= u∗. Тогда (x∗, λ∗) – оптимальное решение задачи (6.61)–(6.64), а x∗ –
оптимальное решение задачи (6.59), (6.60).

Доказательство. Пусть u∗ является оптимальным решением за-
дачи (6.67). Тогда в соответствие с субградиентным методом имеем
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gi(u∗i ) = ϕi(x∗)−λ∗i ψi(x∗) = 0 или λ∗i =
ϕi(x∗)
ψi(x∗)

, где (x∗, λ∗) является оп-

тимальным решением задачи (6.68) при u = u∗, т.е. имеем неравенство

L(x∗, λ∗, u∗) ≤ L(x, λ, u∗), для любого x ∈ S и λi =
ϕi(x)
ψi(x)

. Из данного
неравенства получим следующие соотношения:

∑

i∈I

λ∗i +
∑

i∈I

u∗i (ϕi(x∗)− λ∗i ψi(x∗)) ≤
∑

i∈I

λi +
∑

i∈I

u∗i (ϕi(x)− λiψi(x)),

∑

i∈I

λ∗i +
∑

i∈I

u∗i
(
ϕi(x∗)−ϕi(x∗)

ψi(x∗)
ψi(x∗)

)
≤

∑

i∈I

λi+
∑

i∈I

u∗i
(
ϕi(x)−ϕi(x)

ψi(x)
ψi(x)

)
,

∑

i∈I

λ∗i ≤
∑

i∈I

λi.

Откуда, учитывая формулы определения параметров λ∗i и λi, полу-
чим неравенство f(x∗) ≤ f(x) для любого x ∈ S.

Таким образом решение (x∗, λ∗) является оптимальным для задачи
(6.61)–(6.64), и одновременно с этим x∗ является оптимальным решени-
ем задачи (6.59), (6.60). Теорема доказана.

Рассмотрим теперь задачу (6.68), т.е. при фиксированных значениях
двойственных переменных u = u требуется решить следующую задачу:

∑

i∈I

λi +
∑

i∈I

ui(ϕi(x)− λiψi(x)) → min, (6.69)

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p), (6.70)

λi ≥ 0, i ∈ I. (6.71)

При фиксированных λi ≥ 0 задача (6.69)–(6.71) является задачей
выпуклого программирования. Поэтому решение задачи (6.69)–(6.71)
сводится к нахождению такого решения x∗ ∈ S, которое в паре с некото-
рым вектором λ∗ параметров λ∗i ≥ 0 дают минимальное значение функ-
ционала (6.69). Для решения задачи (6.69)–(6.71) может быть исполь-
зован некоторый приближенный алгоритм, который при оптимальных
значениях двойственных переменных u = u∗ задачи (6.67) обеспечил бы
получение оптимального решения задачи (6.69)–(6.71). Такой алгоритм
может быть построен, если при очередном решении задачи (6.69)–(6.71)
фиксировать значения параметров λi по формуле

λi = λi(x∗(ur−1)) =
ϕi(x∗(ur−1))
ψi(x∗(ur−1))

, i ∈ I,



324

где x∗(ur−1) ∈ S – решение задачи (6.68), найденное на предыдущем
шаге субградиентного метода.

Пусть перед выполнением очередного r-го шага субградиентного
метода имеем значения переменных u = ur и предыдущее решение
(x∗(ur−1), λ∗(ur−1)) задачи (6.69)–(6.71). Тогда задачу (6.69)–(6.71) на
r-м шаге субградиентного метода решаем в следующем порядке:

- фиксируем значения переменных λ′i по формуле

λ′i = λ∗i (x
∗(ur−1)) =

ϕi(x∗(ur−1))
ψi(x∗(ur−1))

, i ∈ I;

- находим оптимальное решение x∗(ur) задачи выпуклого програм-
мирования ∑

i∈I

ur
i (ϕi(x)− λ′iψi(x)) → min, (6.72)

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p); (6.73)

- находим новые значения параметров λi по формуле

λ∗i (x
∗(ur)) =

ϕi(x∗(ur))
ψi(x∗(ur))

, i ∈ I.

Следует отметить, что задача (6.72), (6.73) решается на каждом шаге
субградиентного метода с незначительными изменениями коэффициен-
тов ur

i и λ′i. Поэтому в методе решения задачи выпуклого программиро-
вания в качестве исходной точки на каждом шаге субградиентного ме-
тода следует взять полученное на предыдущем шаге решение x∗(ur−1)
задачи (6.72), (6.73).

Пусть на последнем r-м шаге субградиентного метода u∗ = ur явля-
ется оптимальным решением задачи (6.67). Находим x∗– оптимальное

решение задачи (6.72), (6.73) при фиксированных λ′i =
ϕi(x∗(ur))
ψi(x∗(ur))

и по-

лагаем λ∗i =
ϕi(x∗)
ψi(x∗)

. Тогда (x∗, λ∗) будет оптимальным решением задачи

(6.61)–(6.64), а x∗ – оптимальным решением задачи (6.59), (6.60).
6. Задача минимизации суммы дробно-линейных функций.

Рассмотрим теперь случай, когда функции

{ϕi(x), i ∈ I}; {ψi(x), i ∈ I} и {hk(x) (k = 1, p)}
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являются линейными. Тогда получим следующую обобщенную дробно-
линейную задачу в виде минимизации суммы дробно-линейных функ-
ций при линейных ограничениях:

min
x∈S

[
f(x) =

∑

i∈I

ϕi(x)
ψi(x)

]
, (6.74)

в которой

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, I = {1, 2, . . . , m},

ϕi(x) =
n∑

j=1

cijxj + c0
i , ψi(x) =

n∑

j=1

dijxj + d0
i , i ∈ I,

а S =
{

x :
n∑

j=1

akjxj ≤ bk (k = 1, p); xj ≥ 0 (j = 1, n)
}

является

выпуклым многогранным множеством.
Задача (6.74) является задачей обобщенного дробно-линейного про-

граммирования в виде задаче минимизации суммы дробно-линейных
функционалов. Задача (6.74) рассмотрена в работах [101, 135, 136, 186,
250, 305, 306, 313, 323, 325, 533, 555, 585], для решения которых пред-
лагаются параметрические методы, методы ветвей и границ, методы
линеаризации и модификации симплекс-метода.

Также рассмотрены обобщенные задачи в виде суммы линейных и
дробно-линейных функций. Одно из первых обобщений задач линейного
и дробно-линейного программирования рассмотрено в работах [9, 10,
101, 248, 249, 355, 431, 700], в которых такое обобщение приводится в
виде суммы линейной и дробно-линейной функций, т.е. в виде

f(x) =
n∑

j=1

pjxj +

n∑
j=1

cjxj + c0

n∑
j=1

djxj + d0

.

Для такой задачи рассмотрены условия квазивыпуклости функции f(x)
[431, 700], двойственные задачи [109, 476], параметрический метод [101]
и модификации симплекс-метода [700]. В работах [667, 671] рассмотре-
ны случаи, когда такие задачи имеют блочно-диагональную структуру
или являются задачами транспортного типа. В работах [102, 631] рас-
смотрен случай задачи с функционалом в виде суммы двух дробно-
линейных функций, в которых она сводится к задаче линейного и
дробно-линейного программирования.
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Для задачи (6.74) также может быть построена эквивалентная ей
задача билинейного программирования следующего вида

m∑

i=1

λi → min,

n∑

j=1

(cij − λidij)xj + c0
i − λid

0
i = 0 (i = 1,m),

n∑

j=1

akjxj ≤ bk (k = 1, p),

xj ≥ 0 (j = 1, n),

λi ≥ 0 (i = 1, m).

Данная задача имеет по отношению к исходной m дополнительных ра-
венств и m дополнительных переменных, что существенно изменяет
структуру исходных ограничений, которые формируют многогранное
множество S. Этот факт существенно влияет на методы решения, ко-
гда исходные ограничения имеют специальную структуру.

Предположим, что ϕi(x) ≥ 0, а ψi(x) > 0, i ∈ I для любого x ∈ S.
Тогда, в общем случае, для решения задачи (6.74) могут быть исполь-
зованы рассмотренные ранее методы для нелинейного случая, с учетом
линейности рассматриваемых функций (параметрический метод, алго-
ритм частичной линеаризации и схема декомпозиции по ограничениям
с применением субградиентного метода).

А. Параметрический метод. В параметрическом методе задача
(6.74) сводится к решению следующей задачи многопараметрического
линейного программирования:

F (λ) = min
x∈S

[
Z(x, λ) =

∑

i∈I

(ϕi(x)− λiψi(x))
]
. (6.75)

В алгоритме параметрического метода необходимо выполнить сле-
дующие шаги.

Шаг 0. Найти допустимую точку x0 ∈ S. Положить λ0
i =

ϕi(x0)
ψi(x0)

,

i ∈ I.
Шаг r. Пусть xr−1 ∈ S решение задачи (6.75), полученное на преды-

дущем шаге при фиксированных значениях параметров λr−1
i .
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Тогда следует:
- найти оптимальное решение xr задачи (6.75) при λr−1

i =

=
ϕi(xr−1)
ψi(xr−1)

, i ∈ I;

- положить λr
i =

ϕi(xr)
ψi(xr)

, i ∈ I;

- если |λr−1
i − λr

i | ≤ δi, i ∈ I, где δi ≥ 0, достаточно малые числа, то
взять xr в качестве решения задачи (6.74). Останов.

При λi = λr−1
i , i ∈ I задача (6.75) сводится к задаче линейного

программирования следующего вида:

n∑

j=1

qjxj → min, (6.76)

x ∈ S, (6.77)

в которой qj =
m∑

i=1

(cij − λr−1
i dij) (j = 1, n).

В соответствии с теорией параметрического программирования, ес-
ли задача (6.76), (6.77) будет иметь последовательно одно и тоже оп-
тимальное решение в течение двух итераций параметрического метода,
то получим |λr

i − λr−1
i | ≤ δi, и тем самым получим решение уравнения

F (λ) = 0. Действительно, если xr = xr−1, то имеем λr
i =

ϕi(xr)
ψi(xr)

=

=
ϕi(xr−1)
ψi(xr−1)

= λr−1
i . Тогда получим, что

F (λ) =
∑

i∈I

(ϕi(xr)− λr−1
i ψi(xr)) =

∑

i∈I

(
ϕi(xr)− ϕi(xr)

ψi(xr)
· ψi(xr)

)
= 0.

Б. Метод частичной линеаризации. Задача (6.74) переписывается
в следующей эквивалентной форме:

m∑

i=1

λi → min, (6.78)

n∑

j=1

(cij − λidij)xj − d0
i λi = −c0

i (i = 1,m), (6.79)

x ∈ S, λi ≥ 0, i ∈ I, (6.80)
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которая является билинейной задачей из-за произведения λi · xj пере-
менных λi и xj . Для ее решения используется итеративный алгоритм с
применением процедуры частичной линеаризации на каждом его шаге.

Алгоритм решения задачи (6.74) по такому алгоритму содержит сле-
дующие шаги.

Шаг 0. Пусть x0 ∈ S и λ0
i =

ϕi(x0)
ψi(x0)

, i ∈ I. Тогда точка (x0, λ0)

является допустимым решением задачи (6.74).
Шаг r. Пусть имеем допустимую точку xr−1 ∈ S, найденную на

предыдущем шаге, определяем значения λr−1
i =

ϕi(xr−1)
ψi(xr−1)

, i ∈ I. Тогда:

- находим оптимальное решение (xr, λr) полученной в результате ча-
стичной линеаризации в точке (xr−1, λr−1) задачи линейного програм-
мирования:

m∑

i=1

λi → min, (6.81)

n∑

j=1

qijxj − qiλi = wi (i = 1, m), (6.82)

x ∈ S, λi ≥ 0, i ∈ I, (6.83)

в которой
qij = cij − λr−1

i dij (i = 1,m; j = 1, n),

qi =
n∑

j=1

dijx
r−1
j + d0

i (i = 1,m),

wi = −λr−1
i

n∑

j=1

dijx
r−1
j − (c0

i − λr−1
i d0

i ) (i = 1,m);

- если |λr−1
i −λr

i | ≤ δi, i ∈ I, то xr является оптимальным решением
задачи (6.74). Останов. В противном случае

- находим λr
i =

ϕi(xr)
ψi(xr)

, i ∈ I и выполняем очередной (r + 1)-й шаг
алгоритма.

В алгоритмах А и Б решается последовательность линейных задач
(6.76)–(6.78) и (6.81)–(6.83), в которых к первоначальным ограничениям
прибавляются еще m ограничений, которые меняются на каждом ша-
ге алгоритма. Наличие таких ограничений не позволяет применить для
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их решения специальные алгоритмы, когда первоначальные ограниче-
ния задачи (6.74) имеют специальную структуру (например, блочно-
диагональную или транспортного типа).

В. Схема декомпозиции по ограничениям. Для решения задачи
(6.74) специальной структуры или большой размерности можно при-
менить алгоритм, основанный на схеме декомпозиции по ограничениям
и субградиентном методе недифференцируемой оптимизации.

Для задачи (6.74) построим функцию Лагранжа по формуле

L(x, λ, u) =
m∑

i=1

λi +
m∑

i=1

ui

( n∑

j=1

(cij − λidij)xj + c0
i − λid

0
i

)
, (6.84)

в которой u = {ui i ∈ I} – множители Лагранжа.
Тогда задача (6.74) сводится к решению задач

max
u

L∗(u), (6.85)

L∗(u) = min
λ≥0

min
x∈S

L(x, λ, u). (6.86)

Функция L∗(u) определена для любого u и является кусочно-
линейной, вогнутой и недифференцируемой. Для ее максимизации ис-
пользуется один из алгоритмов субградиентного метода, на каждом ша-
ге которого решается задача (6.86) при фиксированных значениях пе-
ременных u. Тогда на шаге r + 1 субградиентного метода необходимо
выполнить следующие три основных этапа.

1. Решить задачу (6.76) при u = ur и найти оптимальное решение
(x∗(ur), λ∗(ur)).

2. Определить значения обобщенного градиента функции L∗(u) в
точке u = ur по формуле

gi(ur) =
n∑

j=1

(cij − λ∗i (u
r)dij)x∗j (u

r) + c0
i − λ∗i (u

r)d0
i (i = 1,m).

3. Найти новые значения переменных u по формуле

ur+1
i = ur

i + hr+1gi(ur) (i = 1,m),

где hr+1 – величина шага.
Если u∗ – оптимальное решение задачи (6.82), то (x∗, λ∗) – реше-

ние задачи (6.86) при u = u∗. Тогда (x∗, λ∗) являются оптимальным
решением задачи (6.79)–(6.81), а x∗ – задачи (6.74).
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Г. Алгоритм решения задачи (6.86). На каждом шаге субградиент-
ного метода при фиксированных двойственных переменных u = ur ре-
шается следующая задача:

min
x∈S

min
λ≥0

[ m∑

i=1

λi +
m∑

i=1

ur
i

( n∑

j=1

(cij − λidij)xj + c0
i − λid

0
i

)]
, (6.87)

которая является задачей билинейного программирования из-за произ-
ведений λi · xj .

При фиксированных λi ≥ 0 (i = 1,m) задача (6.87) является за-
дачей линейного программирования. Поэтому процесс решения данной
задачи сводится к нахождению такого решения x∗ ∈ S и таких значений
λ∗i ≥ 0 (i = 1,m), которые в совокупности представляли бы оптималь-
ное решение (x∗, λ∗) задачи (6.87).

Для решения задачи (6.87) может быть использован приближенный
алгоритм, в результате чего при фиксированных значениях перемен-
ных u = u∗ задачи (6.85) получим оптимальное решение задачи (6.87).
Такой алгоритм может быть построен, если для решения задачи (6.87)
будем фиксировать значения параметров λi по следующей формуле:

λ∗i =
ϕi(x∗(u∗))
ψi(x∗(u∗))

, i ∈ I,

в которой x∗(u∗) ∈ S – решение задачи (6.87).
Допустим, что после выполнения r шагов субградиентного метода

имеем значение переменных u = ur. Тогда задача (6.87) на очередном
шаге субградиентного метода решается в следующем порядке:

- фиксируем значения λi по формуле

λ′i =
{

0, для r = 1;
λ∗i (u

r), для r ≥ 2, i ∈ I;

- находим оптимальное решение x∗(ur) задачи линейного програм-
мирования

min
x∈S

n∑

j=1

qjxj (6.88)

в которой qj =
∑

i∈I

ur
i [cij − λ′idij ] (j = 1, n);

- находим новое значение для λi по формуле

λ∗i (u
r) =

ϕi(x∗(ur))
ψi(x∗(ur))

, i ∈ I.
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Пара полученных значений (x∗(ur), λ∗(ur)) будет приближенным ре-
шением задачи (6.87).

В предложенном алгоритме на каждом шаге решается задача ли-
нейного программирования (6.88), в которой меняются только значения
коэффициентов целевой функции, а первоначальные ограничения оста-
ются без изменений. Как уже отмечалось выше, такое обстоятельство
имеет очень важное значение при решении задачи (6.74) с ограничени-
ями специальной структуры.

6.4. Задача мультипликативного
дробного программирования

Рассмотрим другой класс обобщенных задач дробного программи-
рования, в который функционал представляет собой произведение дроб-
ных функций, а именно:

f(x) =
∏

i∈I

ϕi(x)
ψi(x)

→ min, (6.89)

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p), (6.90)

где функции {ϕi(x), i ∈ I}, {−ψi(x), i ∈ I} и {hk(x), k = 1, p} –
непрерывны, выпуклы и дифференцируемы на Rn. Пусть ограничения
(6.90) формируют выпуклое множество S = {x: hk(x) ≤ 0, k = 1, p}
и предположим, что ϕi(x) > 0, i ∈ I и ψi(x) > 0, i ∈ I для любого
x ∈ S. Задачу (6.89), (6.90) назовем задачу мультипликативного дробно-
выпуклого программирования.

Если в дробных мультипликативных задачах (6.89), (6.90) имеем,
что все ψi(x) ≡ 1, i ∈ I для любого x ∈ S, то получим задачу
мультипликативной выпуклой оптимизации, которая является задачей
глобальной оптимизации. Тогда данная задача имеет вид min

x∈S

∏
i∈I

ϕi(x),

для решения которой предложены различные методы глобальной опти-
мизации. Среди них можно выделить различные модификации метода
ветвей и границ [65] и другие приближенные и эвристические методы
[72, 310, 427, 428] глобальной оптимизации.

В случае, когда функции ϕi(x) i ∈ I и hk(x) (k = 1, p) являются
линейными, имеем задачу линейной мультипликативной оптимизации,
которая рассмотрена в работах [216, 309, 324, 361] и для решения ко-
торой предложены аналогичные методы глобальной оптимизации. Для
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случая, когда m = 2, мультипликативные линейные задачи могут быть
сведены к задачам квадратичной оптимизации.

Также могут быть рассмотрены и смешанные обобщенные дробно-
выпуклые задачи в виде суммы выпуклых функций плюс произведе-
ния дробно-выпуклых функций, или наоборот суммы дробно-выпуклых
функций плюс произведения выпуклых функций. Функция f(x) в та-
ких задачах может иметь одну из представленных ниже структур, в
которых входят:

- смешанные функционалы в виде сложения суммы и произведения
выпуклых или дробно-выпуклых функций

f(x) =
∑

i∈I

ϕi(x) +
∏

j∈J

αj(x)
βj(x)

,

f(x) =
∑

i∈I

ϕi(x)
ψi(x)

+
∏

j∈J

αj(x),

- смешанные функционалы в виде сложения произведения выпуклых
и дробно-выпуклых функций

f(x) =
∏

i∈I1

ϕi(x) +
∏

j∈J

αj(x)
βj(x)

,

в которых {ϕi(x), i ∈ I}, {−ψi(x), i ∈ I}, {αj(x), j ∈ J} и
{−βj(x), j ∈ J} – непрерывные, выпуклые и дифференцируемые на
Rn, а I и J – множества соответствующих индексов.

Такие функции также могут быть определены и для разных групп
переменных, например x и y. Тогда могут быть рассмотрены следу-
ющие смешанные обобщенные задачи дробно-выпуклого и выпуклого
программирования

f(x) = f1(x) + f2(y) → min,

hk(x) + gk(y) ≤ 0 (k = 1, p),

в которых f1(x) – произведение или сумма дробно-выпуклых функций,
f2(y) – произведение или сумма выпуклых функций, а hk(x) и gk(y) –
выпуклые функции, k = 1, p.

В общем случае задача (6.89), (6.90) является многоэкстремальной
и для ее решения в работах [251, 273, 308] приводятся алгоритмы гло-
бальной оптимизации. Однако, по сравнению с предыдущими задачами
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обобщенного дробного программирования, данный класс задач дробной
оптимизации, является наиболее сложным, так как с ростом количества
функций, участвующих в формировании функционала (6.89), растет
общая его степень нелинейности. Поэтому для решения такого класса
задач не удалось найти особые методы их решения, отличные от об-
щих методов глобальной оптимизации. Одновременно с нелинейными и
линейными задачами мультипликативного программирования, рассмот-
ренные в работах [65, 72, 216, 309, 310, 427, 428], аналогичные алгорит-
мы предлагаются и для мультипликативных дробных задач [251, 308]. В
данных работах для решения мультипликативных дробных задач опти-
мизации предложены конический метод, метод ветвей и границ и другие
приближенные методы и алгоритмы.

Задача мультипликативной дробной оптимизации может быть рас-
смотрена в виде общей задачи дробного программирования с высокой
степенью нелинейности, а именно минимизировать на S дробный функ-
ционал

f(x) =
∏

i∈I

ϕi(x)
ψi(x)

=

∏
i∈I

ϕi(x)
∏
i∈I

ψi(x)
=

ϕ(x)
ψ(x)

,

для решения которой можно использовать общий нелинейный парамет-
рический метод [172, 260], в которых функции ϕ(x) и ψ(x) рассматри-
ваются как общие нелинейные функции. Тогда имеем параметрическую
задачу

F (v) = min
x∈S

{
Q(x, v) = ϕ(x)− vψ(x) =

∏

i∈I

ϕi(x)− v
∏

i∈I

ψi(x)
}

.

Для задачи (6.89), (6.90) также может быть рассмотрена эквивалент-
ная к ней параметрическая задача:

∏

i∈I

λi → min; (6.91)

ϕi(x)− λiψi(x) = 0, i ∈ I; (6.92)

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p); (6.93)

λi > 0, i ∈ I. (6.94)

Пусть λ = {λi > 0, i ∈ I} вектор параметров, которые согласно (6.92)
определяются по формуле

λi =
ϕi(x)
ψi(x)

, i ∈ I.
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Целевые функции в таких задачах могут быть как дробно-линей-
ными, так и дробно-выпуклыми, а функции hk(x) – линейными или
выпуклыми.

Для задач (6.89), (6.90) и (6.91)–(6.94) имеют место следующие
утверждения, показывающие на их эквивалентность, которые в даль-
нейшем используются для построения алгоритмов решения исходной
задачи (6.89), (6.90).

Теорема 6.10. Если x∗ – оптимальное решение задачи (6.89),

(6.90), то существует такие λ∗i =
ϕi(x∗)
ψi(x∗)

, что (x∗, λ∗) является оп-

тимальным решением задачи (6.91)–(6.94).

Доказательство. Пусть x∗ – оптимальное решение задачи (6.89),
(6.90). Тогда имеем ∏

i∈I

ϕi(x∗)
ψi(x∗)

≤
∏

i∈I

ϕi(x)
ψi(x)

для любого x ∈ S. Если учесть, что для любого i ∈ I параметры λ∗i и
λi определяются однозначно по формулам

λ∗i =
ϕi(x∗)
ψi(x∗)

и λi =
ϕi(x)
ψi(x)

,

то имеет место неравенство
∏

i∈I

λ∗i ≤
∏

i∈I

λi, (6.95)

а пара (x∗, λ∗) удовлетворяет равенству (6.92), т.е. имеем ϕi(x∗) −
−λ∗i ψi(x∗) = ϕi(x∗)− ϕi(x∗)

ψi(x∗)
· ψi(x∗) = 0, т.е. (x∗, λ∗) является допусти-

мым решением задачи (6.91)–(6.94). Так как неравенство (6.95) выпол-
няется для любого x ∈ S и для соответствующих параметров λi, опре-
деленных из равенства (6.92), то пара (x∗, λ∗) является и оптимальным
решением задачи (6.91)–(6.94). Теорема доказана.

Теорема 6.11. Если (x∗, λ∗) – оптимальное решение задачи (6.91)–
(6.94), то x∗ – оптимальное решение задачи (6.89), (6.90).

Доказательство. Пусть (x∗, λ∗) – оптимальное решение задачи
(6.91)–(6.94). Тогда x∗ ∈ S является допустимым планом задачи (6.89),
(6.90). Так как x∗ удовлетворяет равенствам (6.92), то имеем λ∗i =
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=
ϕi(x∗)
ψi(x∗)

и λi =
ϕi(x)
ψi(x)

, которые удовлетворяют равенствам (6.92) при

любом значении x ∈ S. Тогда из оптимальности пары (x∗, λ∗) получаем
неравенство ∏

i∈I

λ∗i ≤
∏

i∈I

λi,

для любого x ∈ S.
Таким образом имеют место неравенства:

∏

i∈I

ϕi(x∗)
ψi(x∗)

≤
∏

i∈I

ϕi(x)
ψi(x)

для любого x ∈ S, т.е. f(x∗) ≤ f(x). Следовательно, x∗ является опти-
мальным решением задачи (6.89), (6.90). Теорема доказана.

Заметим, что задача (6.91)–(6.94) может быть сформулирована сле-
дующим образом: найти те значения переменных x ∈ S, для которых
произведение переменных λi, определенные из равенства (6.92) прини-
мает минимальное значение. Другими словами, необходимо найти зна-
чение x∗ переменных x ∈ S, для которых параметры λ∗i определенные
по формуле

λ∗i =
ϕi(x∗)
ψi(x∗)

, i ∈ I

обеспечат минимальное значение функционала (6.91).
В данной монографии для задачи (6.89), (6.90) рассматривается

функция Лагранжа и ее двойственные аспекты, приводятся парамет-
рические методы, субградиентные методы решения прямой или двой-
ственной задачи, а также схемы декомпозиции по ограничениям в со-
четании с параметрическим методом и методом недифференцируемой
оптимизации. Эти методы ниже конкретизируются для решения задач
оптимизации произведения дробно-выпуклых и дробно-линейных функ-
ций.

1. Двойственная задача. Если рассмотреть задачу (6.89), (6.90)
как общую задачу математического программирования, то один из ва-
риантов двойственной задачи может быть построен на базе функции
Лагранжа, которая в данном случае имеет вид

L(x, z) =
∏

i∈I

ϕi(x)
ψi(x)

+
p∑

k=1

zkhk(x),

которая представляет собой функцию, полученную в результате сложе-
ния суммы выпуклых и произведения дробно-выпуклых функций, что
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говорит о ее невыпуклости по переменными x и ее глобальном характере
с точки зрения оптимизации.

Для анализа двойственности задачи (6.89), (6.90) рассматривает-
ся задача нахождения седловой точки функции Лагранжа в виде
max

z
min

x
L(x, z). Если ввести новую функцию L∗(z) = min

x
L(x, z), то

получим задачу max
z

L∗(z), которую и берем в качестве двойственной
для задачи (6.89), (6.90).

Естественно, что для полученных задач при некоторых z и любых
x ∈ S имеет место неравенство L∗(z) ≤ f(x), а для оптимального
x∗ ∈ S найдутся такие z∗, для которых L∗(z∗) = f(x∗). Такая точка
(x∗, z∗) является седловой точкой функции Лагранжа L(x, z) для за-
дачи (6.89), (6.90). Однако, рассмотрение такого класса двойственных
задач не выводит нас из общего свойства глобальной оптимизации для
задачи (6.89), (6.90).

Далее будут предложены процедуры применения субградиентных
методов нахождения седловой точки функции Лагранжа с учетом па-
раметрического метода.

Для начала рассмотрим параметрические методы и алгоритм ча-
стичной линеаризации для решения задачи (6.89), (6.90).

2. Нелинейный однопараметрический метод. Для решения за-
дачи (6.89), (6.90) рассматривается параметрическая задача с одним
параметром

F (v) = min
x∈S

[
Q(x, v) = ϕ(x)− vψ(x) =

∏

i∈I

ϕi(x)− v
∏

i∈I

ψi(x)
]
.

Тогда в соответствии с параметрическим методом необходимо найти
корень уравнения F (v) = 0. Для этого выполняем следующие шаги.

Шаг 0. Берем v = 0 и находим решение x0 задачи мультипликатив-
ного выпуклого программирования min

x∈S
ϕ(x) = min

x∈S

∏
i∈I

ϕi(x) и полагаем

v0 = ϕ(x0) > 0.
Шаг r. Пусть имеем vr−1 – значение параметра v, найденное на

предыдущем шаге.
Тогда:
- находим решение xr задачи мультипликативного выпуклого про-

граммирования min
x∈S

Q(x, v) при фиксированном значение v = vr−1 > 0,
т.е. решаем задачу

min
x∈S

[ ∏

i∈I

ϕi(x)− vr−1

∏

i∈I

ψi(x)
]
;
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- полагаем vr = f(xr) > 0;
- если |F (vr)| ≤ δ, то vr является корнем уравнения F (v) = 0 с за-

данной точностью, определяемой δ ≥ 0. Тогда xr является решение ис-
ходной задачи мультипликативного дробного программирования (6.89),
(6.90).

3. Нелинейный многопараметрический метод. Другая пара-
метрическая функция может быть построена, если ввести параметр λi

для каждой пары функций ϕi(x) и ψi(x), связанных между собой вы-

ражением λi =
ϕi(x)
ψi(x)

, i ∈ I. Тогда получим следующую многопарамет-
рическую задачу

F (λ) = min
x∈S

[
Z(x, λ) =

∏

i∈I

(
ϕi(x)− λiψi(x)

)
=

∏

i∈I

zi(x, λi)
]
,

в которой λ = (λ1, λ2, . . . , λm) – вектор параметров λi > 0, i ∈ I, а
zi(x, λi) = ϕi(x)− λiψi(x), i ∈ I.

В нелинейном многопараметрическом методе решения задачи
min
x∈S

Z(x, λ) и нахождения корня уравнения F (λ) = 0 может быть про-

ведено по правилу покоординатного фиксирования на каждом его ша-

ге параметра λ по формуле λi =
ϕi(x)
ψi(x)

, i ∈ I. Тогда, если использо-

вать некоторый итерационный процесс, то полученная последователь-
ность оптимальных решений x∗r , r = 1, 2, . . . задачи min

x∈S
Z(x, λr−1), при

λr
i =

ϕi(x∗r−1)
ψi(x∗r−1)

, i ∈ I будет стремиться к оптимальному решению x∗ для

которого будет выполняться неравенства
∣∣ϕi(x∗)− λr−1

i ψi(x∗)
∣∣ =

=
∣∣∣∣
(

ϕi(x∗)
ψi(x∗)

− λr−1
i

)
ψi(x∗)

∣∣∣∣ =
∣∣λ∗i − λr−1

i

∣∣ψi(x∗) ≤ δiψi(x∗), i ∈ I,

т.е. |λ∗i − λr−1
i | ≤ δi, i ∈ I, где λ∗i =

ϕi(x∗)
ψi(x∗)

, i ∈ I, a δi – достаточно

малые неотрицательные числа. В результате чего

|F (λr−1)| = |Z(x∗, λr−1)| ≤
∏

i∈I

∣∣λ∗i − λr−1
∣∣ψi(x∗) ≤ δ,

где δ – достаточно малое неотрицательное число.
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По такому процессу будем искать два последовательные решения
x∗r−1 и x∗r задачи min

x∈S
Z(x, λ) при фиксированном значении параметра λ,

устойчивые не в целом по функции f(x), а по каждой дробной функции

fi(x) =
ϕi(x)
ψi(x)

, i ∈ I. В таком случае решение x∗r может быть взято в ка-

честве приближенного решения задачи произведения дробно-выпуклых
функций (6.89), (6.90).

Если провести анализ устойчивости решений в многопараметриче-
ской задачи F (λ) = min

x∈S
Z(x, λ), то оптимальное решение x∗ будет

оптимально устойчиво, если для каждого параметра λi найдется та-
кой интервал значений [λ i, λi], для которого при любых значениях
λi ∈ [λ i, λi], i ∈ I решение x∗ остается оптимальным решением для
задачи с фиксированными значениями параметров λi, т.е. λi является
корнем уравнения Fi(λi) = min

x∈S
(ϕi(x)− λiψi(x)) = 0, или же для кото-

рого имеет место равенство ϕi(x∗)− λiψi(x∗) = 0.
Такой анализ параметрических задач может быть использован для

решения задачи min
x∈S

Z(x, λ) и нахождения корня уравнения F (λ) = 0, с

учетом корня λi каждого уравнения Fi(λi) = 0, i ∈ I.
Тогда в многопараметрическом методе решения задачи оптимизации

произведения дробных функций (6.89), (6.90) может быть использован
следующий итерационный процесс.

Шаг 0. Находим допустимую точку x0 ∈ S путем решения оптими-
зационной задачи min

t
{t : hk(x) ≤ t, k = 1, p}. Если в полученном

решение (x0, t0) данной задачи имеем t0 = 0, то x0 является допусти-
мым решением, т.е. x0 ∈ S. Если же t0 6= 0, то исходная задача (6.89),
(6.90) не имеет допустимых решений.

Пусть x0 ∈ S , тогда полагаем λ0
i =

ϕi(x0)
ψi(x0)

≥ 0, i ∈ I, т.е. λ0
i

является корнем уравнения Fi(λi) = 0 при x = x0.
Шаг r. Пусть xr−1 ∈ S – допустимое решение, полученной на преды-

дущем шаге, а λr−1
i =

ϕi(xr−1)
ψi(xr−1)

≥ 0, i ∈ I, т.е. λr−1
i является корнем

уравнения Fi(λr−1
i ) = 0 при x = xr−1.

Тогда:
- находим оптимальное решение xr задачи выпуклого программиро-

вания
min
x∈S

∏
i∈I

(
ϕi(x)− λr−1

i ψi(x)
)
;
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- полагаем λr
i =

ϕi(xr)
ψi(xr)

≥ 0, i ∈ I;

- если |λr
i − λr−1

i | ≤ δi, i ∈ I, то получим |F (λr)| ≤ ∏
i∈I

|Fi(λ∗i )| =

=
∏
i∈I

∣∣∣λr
i − λr−1

i

∣∣∣ψi(xr) ≤ δ, где значения δi ≥ 0, i ∈ I и δ ≥ 0 выбира-

ются соответствующим образом, для того чтобы обеспечить сходимость
данного процесса.

Если предположить, что имеются некоторые способы корректировке
параметров λr

i на каждом шаге итерационного процесса, то полученная
последовательность точек {xr} сходится к оптимальному решению x∗

задачи (6.89), (6.90).
4. Алгоритм метода частичной линеаризации. Для решения

невыпуклой задачи (6.91)–(6.94) может быть использован метод частич-
ной линеаризации, который сводил-бы ее к задаче оптимизации нели-
нейного функционала на множестве выпуклых ограничений.

Если рассмотреть функции

Hi(x, λi) = ϕi(x)− λiψi(x), i ∈ I,

которые являются билинейно-выпуклыми, то можно провести частич-
ную линеаризацию таких функций в точке (xr, λr) по переменным
λi, i ∈ I в виде следующих выражений

Hr
i (x, λi) = ϕi(x)− λr

i ψi(x)− (λi − λr
i )ψi(xr), i ∈ I.

Тогда вместо задачи (6.91)–(6.94) можно рассматривать задачу вы-
пуклого программирования: ∏

i∈I

λi → min,

ϕi(x)− λr
i ψi(x)− λiψi(xr) + λr

i ψi(xr) ≤ 0, i ∈ I,

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p),

λi ≥ 0 i ∈ I.

Тогда для решения задачи (6.91)–(6.94) используем следующий ал-
горитм параметрического метода с выполнением операции частичной
линеаризации на каждом его шаге.

Шаг 0. Пусть имеем допустимую точку x0 ∈ S и определяем значе-

ния параметров λ0
i =

ϕi(x0)
ψi(x0)

, i ∈ I.
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Шаг r. Пусть xr−1 ∈ S – допустимое решение, найденное на преды-

дущем шаге, а λr−1
i =

ϕi(xr−1)
ψi(xr−1)

, i ∈ I. Тогда:

- находим решение (xr, λr) задачи выпуклого программирования
∏

i∈I

λi → min,

ϕi(x)− λr−1
i ψi(x)− λiψi(xr−1) ≤ −λr−1

i ψi(xr−1), i ∈ I,

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p),

λi ≥ 0 i ∈ I;

- если |λr
i − λr−1

i | ≤ δi, тогда xr является решением задачи (6.91)–
(6.94), а также и первоначальной задачи (6.89), (6.90). Останов, в про-
тивном случае

- полагаем λr
i =

ϕi(xr)
ψi(xr)

, i ∈ I и выполняем очередной (r + 1)-й шаг
алгоритма.

Данный алгоритм, как и многопараметрический метод, генерирует
последовательность точек (xr, λr), которые стремятся к оптимальному
решению задачи (6.91)–(6.94), и следовательно и к оптимальному ре-
шению исходной задачи оптимизации произведения дробно-выпуклых
функций (6.89), (6.90).

5. Субградиентные методы. Как отмечено ранее, для решения
задачи выпуклой оптимизации субградиентные методы могут быть ис-
пользованы в двух вариантах. В первом варианте субградиентный ме-
тод применяется для оптимизации по переменным прямой задачи, а во
втором варианте – по переменным двойственной задачи. Рассмотрим
особенности применения субградиентных методов решения задачи про-
изведения дробно-выпуклых функций (6.89), (6.90).

А. Субградиентный метод решения задачи (6.89), (6.90). Решение
задачи (6.89), (6.90) субградиентным методом проводится с использо-
ванием эквивалентной параметрической задачи F (λ) = min

x∈S
Z(x, λ) =

= min
x∈S

∏
i∈I

(ϕi(x)− λiψi(x)). Так как функции ϕi(x) и −ψi(x) являются

выпуклыми, то при λ > 0 функция Z(x, λ) является выпуклой по x и
линейной по λ. Если предположить, что функции ϕi(x) > 0, i ∈ I
и ψi(x) > 0, i ∈ I то при выборе значений параметров по формуле

λi =
ϕi(x)
ψi(x)

, i ∈ I для любого x ∈ S, то параметры λi всегда будут
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положительными для любого x ∈ S и тогда функция Z(x, λ) при та-
ком фиксировании параметров λi будет выпуклой по x. Таким образом,
при таких предположениях для нахождения локального, и тем самым
глобального, минимума функции Z(x, λ) по переменным x при фикси-

рованных λi =
ϕi(x)
ψi(x)

может быть использован один из субградиентных

методов, в частности метод эллипсоидов, как это было сделано для за-
дач выпуклого и дробно-выпуклого программирования (см. п. 2.5. и
5.3.).

Рассмотрим случай задачи (6.89), (6.90), когда множество S опре-
делено ограничениями (6.2), т.е. S = {x ∈ Rn : hk(x) ≤ 0, k = 1, p},
а ϕi(x) ≥ 0, ψi(x) > 0, i ∈ I для любого x ∈ S. Тогда для решения
параметрической задачи обобщенного дробного программирования

F (λ) = min
x∈S

Z(x, λ) = min
x∈S

∏

i∈I

(ϕi(x)− λiψi(x)) ,

применяем метод эллипсоидов (см. п. 5.3.), который в данном случае
имеет следующие особенности при вычисления значений обобщенного
градиента.

Пусть на r-м шаге метода эллипсоидов имеем точку xr. Тогда значе-
ния обобщенного градиента функции Z(x, λ) в точке xr определяются
по формуле

g(xr) =

{
g

Z
(xr) =

∏
i∈I

(gϕi
(xr)− λr

i gψi
(xr)) , если hkr

(xr) ≤ 0;

gh(xr) = ghkr
(xr), если hkr

(xr) > 0,

в которой:
kr – индекс для которого достигается поточечный максимум по

функциям ограничений, а hkr (xr) – значение этого максимума в точ-
ке xr, т.е. kr индекс для которого hkr (xr) = max

1≤k≤p
hk(xr);

λr
i – значения параметров λi, которые определяются для текущей

точки xr по формуле

λr
i =





ϕi(xr)
ψi(xr)

, если ϕi(xr) > 0 и ψi(xr) > 0;

0, в противном случае,

g
Z
(xr) – значение субградиента функции Z(x, λ) в точке xr при па-

раметрах λi = λr
i , i ∈ I;

gh(xr) – значение субградиента, определенное для одной из функций
ограничений;
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gϕi
(xr), gψi

(xr), i ∈ I и ghkr
(xr) – значения субградиентов в точке

xr соответственно для функций ϕi(x), ψi(x), i ∈ I и hkr (x).
Полученное решение x∗ по методу эллипсоидов для задачи

min
x∈S

Z(x, λ) = min
x∈S

∏

i∈I

(ϕi(x)− λ∗i ψi(x)) ,

при λ∗i =
ϕi(x∗)
ψi(x∗)

, i ∈ I будет оптимальным решением для исходной

задачи (6.89), (6.90), а именно для задачи

min
x∈S

f(x) = min
x∈S

∏

i∈I

ϕi(x)
ψi(x)

.

Действительно, так как x∗ – оптимальное решение задачи

min
x∈S

Z(x, λ∗) = Z(x∗, λ∗) при λ∗i =
ϕi(x∗)
ψi(x∗)

, i ∈ I, получим

F (λ∗) = Z(x∗, λ∗) =
∏

i∈I

(ϕi(x∗)− λ∗i ψi(x∗)) =

=
∏

i∈I

(
ϕi(x∗)− ϕi(x∗)

ψi(x∗)
ψi(x∗)

)
= 0.

Таким образом λ∗ является решением уравнения F (λ) = 0. Тогда в
соответствии с параметрическим методом x∗ является решением задачи
(6.89), (6.90).

Б. Субградиентный метод решения двойственной задачи. Рассмот-
рим особенности применения субградиентных методов при решении
двойственной задачи max

z
L∗(z) с учетом параметрической задачи. В со-

ответствие с двойственной лагранжевой задачей решение задачи (6.89),
(6.90) сводится к нахождению седловой точке (x∗, z∗) функции Лагран-
жа L(x, z), которая соответствует задачам:

L(x∗, z∗) = max
z

min
x

L(x, z) = min
x

max
z

L(x, z).

С учетом их разделения на подзадачи по уровням анализа имеем сле-
дующие две задачи:

- задачу внутреннего уровня L∗(z) = min
x

L(x, z), которая представ-
ляет собой задачу минимизации суммы дробно-выпуклых функций и
суммы выпуклых функций по переменным x;
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- задачу внешнего уровня max
z

L∗(z), которая является двойственной
задачей для (6.89), (6.90).

Так как по определению, функция L∗(z) является кусочно-линей-
ной, вогнутой и не везде дифференцируемой по переменным z, то для
ее максимизации используются методы недифференцируемой оптими-
зации. Если для этого применить один из субградиентных методов, то
на каждом его шаге, при фиксированных значениях переменных z необ-
ходимо решать задачу невыпуклого программирования min

x
L(x, z), ко-

торая является многоэкстремальной задачей.
Пусть для решения задачи max

z
L∗(z) используется один из субгра-

диентных методов, на r-м шаге которого имеем текущую точку zr. То-
гда на очередном (r + 1)-м шаге необходимо выполнить следующие три
основных этапа.

1. Решить задачу min
x

L(x, z) при фиксированных zk = zr
k (k = 1, p),

для которой функционал по переменным x имеет вид:

Fr(x) =
∏

i∈I

ϕi(x)
ψi(x)

+
p∑

k=1

zr
khk(x),

которая, как отмечено выше, является многоэкстремальной задачей оп-
тимизации. Для решения задачи безусловной минимизации невыпук-
лого функционала Fr(x) можно использовать различные алгоритмы и
методы, среди которых параметрический метод. Для этого рассматри-
вается функция Qr(x, λ) и параметрическая задача β(λ) = min

x
Qr(x, λ),

в которой

Qr(x, λ) =
∏

i∈I

(ϕi(x)− λiψi(x)) +
p∑

k=1

zr
khk(x)

и находится корень λ(xr, z
r) уравнения β(λ) = 0.

Таким образом, вместо задачи min
x

Fr(x) решаем задачу min
x

Qr(x, λ)

при фиксированном значение параметра λ = λr−1
i .

Для этого определяем значение параметра

λr−1
i =





ϕi(x∗r−1)
ψi(x∗r−1)

, i ∈ I, если ϕi(x∗r−1) > 0, ψi(x∗r−1) > 0,

0, в противном случае ,

где x∗r−1 – найденное решение задачи min
x

Qr(x, λr−1) на предыдущем
шаге субградиентного метода.
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Находим оптимальное решение x∗r = x(zr) задачи выпуклой оптими-
зации min

x
Qr(x, λr−1).

2. Находим значения обобщенных градиентов функции L∗(z) по пе-
ременным z в точке zr с учетом полученного решения x∗r и функции
Qr(x, λr−1) по формулам

gzk

L∗ = gzk

Qr
= hk(x∗r) (k = 1, p).

3. Находим значения zr+1
i по формуле

zr+1
k = max

{
0, zr

k + γr+1g
zk

Qr

}
(k = 1, p),

где γr+1 – величина шага в субградиентном методе.
Пусть z∗ – решение задачи max

z
L∗(z), а x∗ – решение задач

min
x

L(x, z∗), min
x

F (x) или же min
x

Q(x, λ∗). Таким образом при λ∗i =

=
ϕi(x∗)
ψi(x∗)

, имеем, что точка x∗ является оптимальным решением задачи

min
x

Q(x, λ∗) и задачи min
x

F (x), т.е. имеем Q(x∗, λ∗) = min
x

Q(x, λ∗), для
которой по теории выпуклого программирования выполняются условия
z∗khk(x∗) = 0 (k = 1, p). Тогда получим что

Q(x∗, λ∗) = min
x

Q(x, λ∗) =

=
∏

i∈I

(ϕi(x∗)− λ∗i ψi(x∗)) =
∏

i∈I

(
ϕi(x∗)− ϕi(x∗)

ψi(x∗)
ψi(x∗)

)
= 0,

т.е. λ∗ является решением уравнения β(λ) = 0, и в соответствии с пара-
метрическим методом x∗ является решением задачи (6.89), (6.90).

6. Схема декомпозиции по ограничениям. Для решения зада-
чи (6.89), (6.90) (для случая, когда ограничения задачи имеют специ-
альную структуру) рассмотрим алгоритм, который соответствует неко-
торому итерационному процессу (относительно двойственных перемен-
ных u для ограничений (6.90)) недифференцируемой оптимизации.

Для задачи (6.89), (6.90) рассмотрим эквивалентную ей задачу
(6.91)–(6.94) и построим алгоритм решения данной задачи, основанный
на функции Лагранжа, схеме декомпозиции по ограничениям и субгра-
диентных методах. Для этого построим функцию Лагранжа для задачи
(6.91), (6.92) по формуле

L(x, λ, u) =
∏

i∈I

λi +
∑

i∈I

ui(ϕi(x)− λiψi(x)),
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где u = {ui, i ∈ I} – множители Лагранжа для ограничений (6.92),
ui ≥ 0, i ∈ I.

Тогда задача (6.91)–(6.94), и тем самым и (6.89), (6.90) сводится
к решению задачи нахождения седловой точки функции Лагранжа
L(x, λ, u), т.е. к решению задачи

L(x∗, λ∗, u∗) = max
u

min
λ≥0

min
x∈S

L(x, λ, u). (6.96)

В свою очередь задачу (6.96) можно свести к решению задачи

max
u

L∗(u), (6.97)

где
L∗(u) = min

λ≥0
min
x∈S

L(x, λ, u). (6.98)

Функция L∗(u) определена для любого u и является кусочно-
линейной, вогнутой и недифференцируемой. Поэтому для решения за-
дачи (6.97) используются субградиентные методы, на каждом шаге ко-
торых необходимо решить задачу (6.98) при фиксированных значениях
переменных u.

Пусть для решения задачи (6.97) используется некоторый субгради-
ентный метод. Тогда на (r + 1)-м (r = 0, 1, 2, . . . ) шаге необходимо
выполнить следующие три основных этапа.

1. Решить задачу (6.98) при фиксированных u = ur и найти опти-
мальное решение (x∗(ur), λ∗(ur)).

2. Определить значения обобщенного градиента функции L∗(u) в
точке u = ur по формуле

gi(ur) = ϕi(x∗(ur))− λ∗i (u
r)ψi(x∗(ur)), i ∈ I.

3. Найти новые значения ur+1 по формуле

ur+1
i = ur

i + γr+1gi(ur), i ∈ I,

где γr+1 – величина шага.

Теорема 6.12. Пусть u∗ – оптимальное решение задачи (6.97), а
(x∗, λ∗) – оптимальное решение задачи (6.98) при фиксированных u =
= u∗. Тогда (x∗, λ∗) – оптимальное решение задачи (6.91)–(6.94), а x∗ –
оптимальное решение задачи (6.89), (6.90).
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Доказательство. Пусть u∗ является оптимальным решением за-
дачи (6.97). Тогда в соответствие с субградиентным методом имеем

gi(u∗) = ϕi(x∗)−λ∗i ψi(x∗) = 0 или λ∗i =
ϕi(x∗)
ψi(x∗)

, где (x∗, λ∗) является оп-

тимальным решением задачи (6.98) при u = u∗, т.е. имеем неравенство

L(x∗, λ∗, u∗) ≤ L(x, λ, u∗), для любого x ∈ S и λi =
ϕi(x)
ψi(x)

. Из данного
неравенства получим следующие соотношения:

∏

i∈I

λ∗i +
∑

i∈I

u∗i (ϕi(x∗)− λ∗i ψi(x∗)) ≤
∏

i∈I

λi +
∑

i∈I

u∗i (ϕi(x)− λiψi(x)),

∏

i∈I

λ∗i +
∑

i∈I

u∗i

(
ϕi(x∗)−ϕi(x∗)

ψi(x∗)
ψi(x∗)

)
≤

∏

i∈I

λi+
∑

i∈I

u∗i

(
ϕi(x)−ϕi(x)

ψi(x)
ψi(x)

)
,

∏

i∈I

λ∗i ≤
∏

i∈I

λi, f(x∗) ≤ f(x) для любого x ∈ S.

Таким образом решение (x∗, λ∗) является оптимальным для задачи
(6.91)–(6.94), и одновременно с этим x∗ является оптимальным решени-
ем задачи (6.89), (6.90). Теорема доказана.

Рассмотрим теперь задачу (6.98), т.е. при фиксированных значениях
двойственных переменных u = u требуется решить следующую задачу:

∏

i∈I

λi +
∑

i∈I

ui(ϕi(x)− λiψi(x)) → min, (6.99)

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p), (6.100)

λi ≥ 0, i ∈ I. (6.101)

При фиксированных λi ≥ 0 задача (6.99)–(6.101) является задачей
выпуклого программирования. Поэтому решение задачи (6.99)–(6.101)
сводится к нахождению такого решения x∗ ∈ S, которое в паре с неко-
торым вектором λ∗ параметров λ∗i ≥ 0 дают минимальное значение
функционала (6.99). Для решения задачи (6.99)–(6.101) может быть ис-
пользован некоторый приближенный алгоритм, который при оптималь-
ных значениях двойственных переменных u = u∗ задачи (6.97) обес-
печил получение оптимального решения задачи (6.99)–(6.101). Такой
алгоритм может быть построен, если при очередном решении задачи
(6.99)–(6.101) фиксировать значения параметров λi по формуле

λi = λi(x∗(ur−1)) =
ϕi(x∗(ur−1))
ψi(x∗(ur−1))

,
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где x∗(ur−1) ∈ S – решение задачи (6.98), найденное на предыдущем
шаге субградиентного метода.

Пусть перед выполнением очередного r-го шага субградиентного
метода имеем значения переменных u = ur и предыдущее решение
(x∗(ur−1), λ∗(ur−1)) задачи (6.99)–(6.101). Тогда задача (6.99)–(6.101) на
r-м шаге субградиентного метода решается в следующем порядке:

- фиксируется значения переменных λ′i по формуле

λ′i = λ∗i (x
∗(ur−1)) =

ϕi(x∗(ur−1))
ψi(x∗(ur−1))

;

- находится оптимальное решение x∗(ur) задачи выпуклого програм-
мирования ∑

i∈I

ur
i (ϕi(x)− λ′iψi(x)) → min, (6.102)

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p); (6.103)

- находятся новые значения параметров λi по формуле

λ∗i (x
∗(ur)) =

ϕi(x∗(ur))
ψi(x∗(ur))

, i ∈ I.

Пусть на последнем r-м шаге субградиентного метода u∗ = ur явля-
ется оптимальным решением задачи (6.97). Находим x∗– оптимальное

решение задачи (6.102), (6.103) при фиксированных λ′i =
ϕi(x∗(ur))
ψi(x∗(ur))

и

полагаем λ∗i =
ϕi(x∗)
ψi(x∗)

. Тогда (x∗, λ∗) будет оптимальным решением за-

дачи (6.91)–(6.94), а x∗ – оптимальным решением задачи (6.89), (6.90).
7. Задача мультипликативного дробно-линейного програм-

мирования. Рассмотрим теперь случай, когда функции

{ϕi(x), i ∈ I}; {ψi(x), i ∈ I} и {hk(x) (k = 1, p)}

являются линейными. Тогда получим следующую обобщенную дробно-
линейную задачу в виде минимизации произведения дробно-линейных
функций, т.е. задачу мультипликативного дробно-линейного програм-
мирования:

min
x∈S

[
f(x) =

∏

i∈I

ϕi(x)
ψi(x)

]
, (6.104)
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в которой

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, I = {1, 2, . . . , m},

ϕi(x) =
n∑

j=1

cijxj + c0
i , ψi(x) =

n∑

j=1

dijxj + d0
i ,

а S =
{

x :
n∑

j=1

akjxj ≤ bk (k = 1, p); xj ≥ 0 (j = 1, n)
}

являет-

ся выпуклым многогранным множеством. Задача (6.104) рассмотрена в
работах [169, 308, 312, 447].

Для задачи (6.104) также может быть построена эквивалентная ей
задача минимизации нелинейного функционала при линейных и били-
нейных ограничениях следующего вида

∏

i∈I

λi → min,

n∑

j=1

(cij − λidij)xj + c0
i − λid

0
i = 0 (i = 1,m),

n∑

j=1

akjxj ≤ bk (k = 1, p),

xj ≥ 0 (j = 1, n),

λi ≥ 0 (i = 1, m).

Данная задача имеет по отношению к исходной m дополнительных ра-
венств и m дополнительных переменных, что существенно изменяет
структуру исходных ограничений, которые формируют многогранное
множество S. Этот факт существенно влияет на методы решения, ко-
гда исходные ограничения имеют специальную структуру.

Предположим, что ϕi(x) > 0, а ψi(x) > 0, i ∈ I для любого x ∈ S.
Тогда функция f(x) является квазивыпуклой и недифференцируемой
на S. Для решения задачи (6.104) могут быть использованы рассмот-
ренные ранее методы для нелинейного случая (параметрический метод,
алгоритм частичной линеаризациии и схема декомпозиции по ограни-
чениям с применением субградиентного метода).
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А. Параметрический метод. В параметрическом методе задача
(6.104) сводится к решению следующей задачи параметрического про-
граммирования:

F (λ) = min
x∈S

Z(x, λ) = min
x∈S

∏

i∈I

(ϕi(x)− λiψi(x)), (6.105)

которая имеет вид:

Z(x, λ) =
∏

i∈I

( n∑

j=1

qij(λi)xj + q0
i (λi)

)
→ min, (6.106)

n∑

j=1

akjxj ≤ bk (k = 1, p), (6.107)

xj ≥ 0, (6.108)

где
qij(λi) = cij − λidij ,

q0
i = c0

i − λid
0
i .

При фиксированных значениях параметров λi, i ∈ I задача (6.106)–
(6.108) является задачей мультипликативного линейного программиро-
вания и в целом она является задачей NP -полной и тем самым глобаль-
ной оптимизации. Для решения таких задач в работах [216, 309, 324, 361]
предложены различные алгоритмы, такие как метод секущих плоско-
стей, эвристические методы, метод ветвей и границ, параметрический
симплекс-метод.

С другой стороны, функционал Z(x, λ) является мультипликатив-
ной функцией от n переменных, и в результате выполнения операции
умножения, суммирования и приведения подобия получаем полиноми-
альную функцию, которую можно записать в общем виде следующим
образом

Z(x, λ) =
∑

i∈I

βi(λ)
n∏

j=1

x
αij

j ,

в котором βi(λ) формируют ненулевые коэффициенты мономов, а αij –
целые положительные числа, которые представляют собой степени со-
ответствующих переменных xj входящих в i-м мономе.

В алгоритме параметрического метода необходимо выполнить сле-
дующие шаги.
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Шаг 0. Найти допустимую точку x0 ∈ S. Положить λ0
i =

ϕi(x0)
ψi(x0)

,

i ∈ I.
Шаг r. Пусть xr−1 ∈ S решение задачи (6.105), полученное на преды-

дущем шаге при фиксированных значениях параметров λr−1
i .

Тогда следует:
- найти оптимальное решение xr задачи (6.105) при λr−1

i =

=
ϕi(xr−1)
ψi(xr−1)

, i ∈ I;

- положить λr
i =

ϕi(xr)
ψi(xr)

, i ∈ I;

- если |λr−1
i − λr

i | ≤ δi, i ∈ I, где δi ≥ 0, достаточно малые числа, то
взять xr в качестве решения задачи (6.104). Останов.

Для λ = λr−1 задача (6.105) сводится к задаче нелинейного програм-
мирования (6.106)–(6.108), которая может быть записана в виде общей
задачей полиномиальной оптимизации

min
x∈S

∑

i∈I

γi

n∏

j=1

x
αij

j ,

где γi = βi(λr−1) i ∈ I.
В соответствии с теорией параметрического программирования, ес-

ли задача (6.106)–(6.108) будет иметь последовательно одно и тоже оп-
тимальное решение в течение двух итераций параметрического метода,
то получим |λr

i − λr−1
i | ≤ δi, и тем самым получим решение уравнения

F (λ) = 0. Действительно, если xr = xr−1, то имеем λr
i =

ϕi(xr)
ψi(xr)

=

=
ϕi(xr−1)
ψi(xr−1)

= λr−1
i . Тогда получим, что

F (λ) =
∏

i∈I

(ϕi(xr)− λr−1
i ψi(xr)) =

∏

i∈I

(
ϕi(xr)− ϕi(xr)

ψi(xr)
· ψi(xr)

)
= 0.

Б. Метод частичной линеаризации. Задача (6.104) переписывается
в следующей эквивалентной форме:

∏

i∈I

λi → min, (6.109)

n∑

j=1

(cij − λidij)xj − d0
i λi = −c0

i (i = 1,m), (6.110)

x ∈ S, (6.111)
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которая является нелинейной задачей из-за произведения λi·xj перемен-
ных λi и xj в ограничениях (6.110) и нелинейности функционала (6.109).
Для ее решения используется итеративный приближенный алгоритм с
применением метода частичной линеаризации на каждом его шаге и
замене произведения параметров λi на их суммирования.

Алгоритм решения задачи (6.104) по такому методу содержит сле-
дующие шаги.

Шаг 0. Пусть x0 ∈ S и λ0
i =

ϕi(x0)
ψi(x0)

, i ∈ I. Тогда точка (x0, λ0)

является допустимым решением задачи (6.104).
Шаг r. Пусть имеем допустимую точку xr−1 ∈ S, найденную на

предыдущем шаге, определяем значения λr−1
i =

ϕi(xr−1)
ψi(xr−1)

, i ∈ I. Тогда:

- находим оптимальное решение (xr, λr) полученной в результате ча-
стичной линеаризации в точке (xr−1, λr−1 следующей задачи линейного
программирования: ∑

i∈I

λi → min, (6.112)

n∑

j=1

qijxj − qiλi = wi (i = 1, m), (6.113)

x ∈ S, λi ≥ 0, i ∈ I, (6.114)

в которой
qij = cij − λr−1

i dij (i = 1,m; j = 1, n),

qi =
n∑

j=1

dijx
r−1
j + d0

i (i = 1,m),

wi = −λr−1
i

n∑

j=1

dijx
r−1
j − (c0

i − λr−1
i d0

i ) (i = 1,m);

- если |λr−1
i −λr

i | ≤ δi, i ∈ I, то xr является оптимальным решением
задачи (6.104). Останов, в противном случае

- находим λr
i =

ϕi(xr)
ψi(xr)

, i ∈ I и выполняем очередной (r + 1)-й шаг
алгоритма.

В алгоритмах А и Б решается последовательность линейных муль-
типликативных задач (6.106)–(6.108) и линейных задач (6.112)–(6.114),
в которых к первоначальным ограничениям прибавляются еще m огра-
ничений, которые меняются на каждом шаге алгоритмов. Для решения
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задачи (6.106)–(6.108) в работах [216, 309, 324, 361] предлагаются раз-
личные точные и приближенные алгоритмы. Как правило, в таких алго-
ритмах решаются вспомогательные задачи линейного программирова-
ния, в которых кроме некоторых ограничений x ∈ S имеются дополни-
тельные ограничения и переменные. Поэтому наличие таких ограниче-
ний не позволяет применить для их решения специальные алгоритмы,
когда первоначальные ограничения задачи (6.104) имеют специальную
структуру (например, блочно-диагональную или транспортного типа).

В. Схема декомпозиции по ограничениям. Для решения задачи
(6.104) специальной структуры или большой размерности можно при-
менить алгоритм, основанный на схеме декомпозиции по ограничениям
и субградиентном методе недифференцируемой оптимизации.

Для задачи (6.104) построим функцию Лагранжа по формуле

L(x, λ, u) =
∏

i∈I

λi +
m∑

i=1

ui

( n∑

j=1

(cij − λidij)xj + c0
i − λid

0
i

)
,

в которой u = {ui, i ∈ I} – множители Лагранжа.
Тогда задача (6.104) сводится к решению задач

max
u

L∗(u), (6.115)

L∗(u) = min
λ≥0

min
x∈S

L(x, λ, u). (6.116)

Функция L∗(u) определена для любого u и является кусочно-
линейной, вогнутой и недифференцируемой. Для ее максимизации ис-
пользуется один из алгоритмов субградиентного метода, на каждом ша-
ге которого решается задача (6.116) при фиксированных значениях пе-
ременных u. Тогда на шаге r + 1 субградиентного метода необходимо
выполнить следующие три этапа.

1. Решить задачу (6.116) при u = ur и найти оптимальное решение
(x∗(ur), λ∗(ur)).

2. Определить значения обобщенного градиента функции L∗(u) в
точке u = ur по формуле

gi(ur) =
n∑

j=1

(cij − λ∗i (u
r)dij)x∗j (u

r) + c0
i − λ∗i (u

r)d0
i , i ∈ I.

3. Найти новые значения переменных u по формуле

ur+1
i = ur

i + hr+1gi(ur), i ∈ I,

где hr+1 – величина шага.
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Если u∗ – оптимальное решение задачи (6.113), то (x∗, λ∗) – реше-
ние задачи (6.116) при u = u∗. Тогда (x∗, λ∗) являются оптимальным
решением задачи (6.109)–(6.111), а x∗ – задачи (6.104).

Г. Алгоритм решения задачи (6.116). На каждом шаге субгради-
ентного метода при фиксированных двойственных переменных u = ur

решается следующая задача:

min
x∈S

min
λ≥0

[∏

i∈I

λi +
m∑

i=1

ur
i

( n∑

j=1

(cij − λidij)xj + c0
i − λid

0
i

)]
, (6.117)

которая является задачей мультипликативного билинейного програм-
мирования из-за произведений λixj и произведения переменных λi,
i ∈ I.

При фиксированных λi > 0 (i = 1,m) задача (6.117) является за-
дачей линейного программирования. Поэтому процесс решения данной
задачи сводится к нахождению такого решения x∗ ∈ S и таких значений
λ∗i > 0 (i = 1,m), которые в совокупности представляли бы оптималь-
ное решение (x∗, λ∗) задачи (6.117).

Для решения задачи (6.117) может быть использован приближенный
алгоритм, в результате чего при фиксированных значениях переменных
u = u∗ задачи (6.115) получим оптимальное решение задачи (6.117).
Такой алгоритм может быть построен, если для решения задачи (6.117)
будем фиксировать значения параметров λi по следующей формуле:

λ∗ =
ϕi(x∗(u∗))
ψi(x∗(u∗))

,

в которой x∗(u∗) ∈ S – решение задачи (6.117).
Допустим, что после выполнения r шагов субградиентного метода

имеем значение переменных u = ur. Тогда задача (6.117) на очередном
шаге субградиентного метода решается в следующем порядке:

- фиксируем значения λi по формуле

λ′i =
{

0, для r = 1;
λ∗i (u

r), для r ≥ 2, i ∈ I;

- находим оптимальное решение x∗(ur) задачи линейного програм-
мирования

min
x∈S

n∑

j=1

qjxj , (6.118)
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в которой qj =
∑

i∈I

ur
i

(
cij − λ′idij

)
(j = 1, n);

- находим новое значение для λi по формуле

λ∗i (u
r) =

ϕi(x∗(ur))
ψi(x∗(ur))

, i ∈ I.

Пара полученных значений (x∗(ur), λ∗(ur)) будет приближенным ре-
шением задачи (6.117).

В предложенном алгоритме на каждом шаге решается задача линей-
ного программирования (6.118), в которой меняются только значения
коэффициентов, а первоначальные ограничения остаются без измене-
ний. Как уже отмечалось выше, такое обстоятельство имеет очень важ-
ное значение при решении задачи (6.114) с ограничениями специальной
структуры.

6.5. Задача оптимизации отношения
максимума и минимума
конечного числа функций

Рассмотрим задачу дробной оптимизации, в которой требуется ми-
нимизировать отношение двух функций, полученных в результате при-
менения операции взятия поточечного максимума от конечного числа
выпуклых функций и операции взятия поточечного минимума от ко-
нечного числа вогнутых функций, т.е. имеем задачу дробного програм-
мирования следующего вида:

f(x) =
ϕ(x)
ψ(x)

=
max
i∈I

ϕi(x)

min
i∈I

ψi(x)
→ min, (6.119)

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p), (6.120)

в которой функции {ϕi(x), i ∈ I}, {−ψi(x), i ∈ I} и {hk(x), k = 1, p} –
непрерывны, выпуклы и недифференцируемы на Rn. Предполагается
также, что функции ϕi(x) ≥ 0, i ∈ I, а ψi(x) > 0, i ∈ I для всех
x ∈ S, где S – множество допустимых решений x, удовлетворяющие
ограничениям (6.120), т.е. S = {x : hk(x) ≤ 0, k = 1, p}.

Для задачи (6.119), (6.120) можно рассматривать две отдельные за-
дачи

min
x∈S

[
ϕ(x) = max

i∈I
ϕi(x)

]
, (6.121)
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max
x∈S

[
ψ(x) = min

i∈I
ψi(x)

]
. (6.122)

Каждая из задач (6.121) и (6.122), в отдельности, являются задачами
дискретного минимакса и для их решения можно применять приведен-
ные в п. 5.1 методы, а именно методы сведения к задачам выпуклого
программирования или недифференцируемой оптимизации с примене-
нием субградиентных методов.

Тогда, если решения задач (6.121) и (6.122) совпадают, то они бу-
дут оптимальными решениями и для исходной задачи (6.119), (6.120).
Однако, такое имеет место не всегда.

Поэтому для решения задач (6.119), (6.120) применяются другие ме-
тоды, среди которых двойственный параметрический метод, субгради-
ентные методы и схемы декомпозиции по ограничениям.

Сначала рассмотрим эквивалентную задачу в виде серии эквива-
лентных задач дробного программирования:

min
x∈S

f(x) = min
x∈S

ϕ(x)
ψ(x)

= min
x∈S

max
u∈U
v∈V

ϕ(x, u)
ψ(x, v)

= min
x∈S

max
u∈U
v∈V

m∑
i=1

uiϕi(x)

m∑
i=1

viψi(x)
, (6.123)

в которой
S = {x: hk(x) ≤ 0, k = 1, p},

U =
{

u:
m∑

i=1

ui = 1, ui ≥ 0, i = 1, m
}

,

V =
{

v:
m∑

i=1

vi = 1, vi ≥ 0, i = 1,m
}

.

Задача (6.123) эквивалентна исходной задаче (6.119), (6.120), которая
используется в дальнейшем для построения двойственной задачи. С
другой стороны, в соответствие с теорией минимакса, задача (6.123)
эквивалентна другой задаче дробной оптимизации

max
u∈U
v∈V

min
x∈S

m∑
i=1

uiϕi(x)

m∑
i=1

viψi(x)
. (6.124)

Тогда решение задачи (6.124) может быть разбита на решение двух оп-
тимизационных задач
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1) внешняя задача
max
u∈U
v∈V

Θ(u, v), (6.125)

2) внутренняя задача

Θ(u, v) = min
x∈S

ϕ(x, u)
ψ(x, v)

= min
x∈S

m∑
i=1

uiϕi(x)

m∑
i=1

viψi(x)
. (6.126)

Задача (6.125) может быть рассмотрена как двойственная к задаче
(6.119), (6.120), а функция Θ(u, v) является квазивогнутой и недиф-
ференцируемой.

Для задачи (6.126) рассмотрим параметрическую задачу

F (u, v, λ) = min
x∈S

m∑

i=1

(
uiϕi(x)− λviψi(x)

)
. (6.127)

Тогда в соответствии с параметрическим методом для оптимальных ре-
шений x∗, u∗ и v∗ задачи (6.124) имеем λ∗ = f(x∗) и F (u∗, v∗, λ∗) = 0,
или же F (u∗, v∗,Θ(u∗, v∗)) = 0. Тогда вместо исходной задачи (6.119),
(6.120) или эквивалентной ей задачи (6.124) решаем ее двойственную
задачу (6.125). Для ее решения применим двойственный параметриче-
ский метод и субградиентный метод.

1. Двойственный параметрический метод. Для решения экви-
валентной задачи (6.123) используем двойственный параметрический
метод, который содержит следующие шаги.

Шаг 0. Пусть u0 ∈ U и v0 ∈ V . Находим решение x∗(u0, v0) задачи
дробно-выпуклого программирования

λ0 = Θ(u0, v0) = min
x∈S

m∑
i=1

u0
i ϕi(x)

m∑
i=1

v0
i ψi(x)

,

для решения которой можно применить любые имеющиеся методы и
алгоритмы, в частности параметрический метод для решения эквива-
лентной задачи выпуклого программирования (6.127) вида

min
x∈S

m∑

i=1

(
u0

i ϕi(x)− λv0
i ψi(x)

)
.
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Шаг r. Пусть на (r−1)-м шаге получены следующие значения: (ur−1,
vr−1) – значения переменных (u, v); x∗(ur−1, vr−1) – значения перемен-
ных x; λr−1 = Θ(ur−1, vr−1) – значения параметра λ. Тогда на r-м шаге
двойственного параметрического метода выполняем следующие проце-
дуры.

1. Находим оптимальное решение (ur, vr) задачи (6.127), которая при
фиксированном λ = λr−1 и x∗(ur−1, vr−1) имеет вид задачи линейного
программирования

m∑

i=1

aiui +
m∑

i=1

bivi → max, (6.128)

m∑

i=1

ui = 1, ui ≥ 0, i ∈ I, (6.129)

m∑

i=1

vi = 1, vi ≥ 0, i ∈ I, (6.130)

в которой
ai = ur−1

i ϕi(x∗(ur−1, vr−1)) ≥ 0, i ∈ I;

bi = −vr−1
i ψi(x∗(ur−1, vr−1)) ≤ 0, i ∈ I.

Решение данной задачи определяется по формулам:

ur
i =

{
1, для i = ir1 ,

0, для i = 1,m, i 6= ir1 ;

vr
i =

{
1, для i = ir2 ,

0, для i = 1,m, i 6= ir2 ,

где ir1 – значение индекса i для которого air1
= max

i∈I
ai; ir2 – значение

индекса i для которого bir2
= min

i∈I
bi.

2. Если F (ur, vr, λr−1) = 0, то (ur−1, vr−1) – оптимальное решение
двойственной задачи (6.125), а x∗(ur−1, vr−1) – оптимальное решение
исходной задачи (6.119), (6.120). Останов. В противном случае перехо-
дим к процедуре 3.

3. Находим новое значение параметра λ путем решения задачи
дробно-выпуклого программирования

λr = Θ(ur, vr) = min
x∈S

m∑
i=1

ur
i ϕi(x)

m∑
i=1

vr
i ψi(x)

= min
x∈S

ϕir1
(x)

ψir2
(x)

=
ϕir1

(x∗(ur, vr))
ψir2

(x∗(ur, vr))
,
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т.е. параметрическим методом при λr−1 = Θ(ur−1, vr−1) находим реше-
ние x∗(ur, vr) задачи выпуклого программирования

min
x∈S

m∑

i=1

(
ur

i ϕi(x)−Θ(ur−1, vr−1)vr
i ψi(x)

)
=

= min
x∈S

(
ϕir1

(x)−Θ(ur−1, vr−1)ψir2
(x)

)
.

Так как ur
i = 1 для i = ir1 , для которого имеем air1

= max
i∈I

ai, а

остальные ur
i = 0 для i = 1,m, i 6= ir1 , а также vr

i = 1 для i = ir2 ,
для которого имеем bir2

= min
i∈I

bi, а остальные vr
i = 0 для i = 1,m,

i 6= ir2 , то данная задача выпуклого программирования решается толь-
ко относительно функций ϕir1

(x) и ψir2
(x), т.е. параметрическим мето-

дом получаем решение для задачи дробно-выпуклого программирова-
ния

λr = Θ(ur, vr) = min
x∈S

ϕir1
(x)

ψir2
(x)

=
ϕir1

(x∗(ur, vr))
ψir2

(x∗(ur, vr))
.

В результате применения двойственного параметрического метода
получаем итерационный процесс относительно параметра λr, в резуль-
тате которого полученная последовательность {λr} стремится к корню
λ∗ уравнения F (u∗, v∗, λ∗) = 0, т.е. получим равенство

m∑

i=1

(
u∗i ϕi(x∗)− λ∗v∗i ψi(x∗)

)
= 0,

в которой:
(u∗, v∗) – оптимальное решение соответствующей задачи линейного

программирования (6.128)–(6.130), в которой u∗i∗1 = 1, а u∗i = 0 для
всех i = 1,m, i 6= i∗1, а i∗1 – значение индекса i, для которого имеем
ai∗1 = max

i∈I
ai, а также v∗i∗2 = 1, а v∗i = 0 для всех i = 1,m, i 6= i∗2, а i∗2 –

значение индекса i, для которого имеем bi∗2 = min
i∈I

bi;

x∗ – оптимальное решение задачи выпуклого программирования

min
x∈S

(
ϕi∗1 (x)− λ∗ψi∗2 (x)

)
.

Таким образом, для параметров (u∗, v∗) и решения x∗ имеем равен-
ства

λ∗ = f(x∗) =
ϕi∗1 (x

∗)
ψi∗2 (x

∗)
=

m∑
i=1

u∗i ϕi(x∗)

m∑
i=1

v∗i ψi(x∗)
=

max
i∈I

ϕi(x∗)

min
i∈I

ψi(x∗)
= min

x∈S

max
i∈I

ϕi(x)

min
i∈I

ψi(x)
,
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т.е. x∗ является оптимальным решением исходной задачи обобщенного
дробно-выпуклого программирования (6.119), (6.120).

2. Субградиентный метод решения двойственной задачи.
Для решения двойственной задачи (6.125) применим субградиентный
метод недифференцируемой оптимизации, а именно решаем задачу
max
u∈U
v∈V

Θ(u, v). Пусть имеем точку (ur, vr), тогда на (r + 1)-м шаге суб-

градиентного метода необходимо выполнить следующие три основных
этапа.

1. При фиксированном λr = Θ(ur, vr) решить задачу выпуклого про-
граммирования

min
x∈S

m∑

i=1

(
ur

i ϕi(x)− λrv
r
i ψi(x)

)

и найти ее оптимальное решение x∗(ur, vr).
2. Найти значения субградиента функции F (u, v, Θ(ur, vr)) =

= F (u, v, λ) в точке (ur, vr) по формулам

gu
F
(ur, vr) =

{
gui

F
(ur, vr) = ϕi(x∗(ur, vr)), i = 1,m

}
,

gv
F
(ur, vr) =

{
gvi

F
(ur, vr) = −λrψi(x∗(ur, vr)), i = 1,m

}
.

3. Найти новую точку (ur+1, vr+1) по формулам ur+1 = Π
U
(ũr+1)

и vr+1 = Π
V
(ṽr+1), где ũr+1

i = max
{
0, ur

i + γr+1g
ui
F

(ur, ur)
}

, i =
= 1,m, ṽr+1

i = max
{
0, vr

i + γr+1g
vi
F

(ur, ur)
}

, i = 1,m, а Π
U
(ũr+1) –

оператор проектирования точки ũr+1 на линейное многообразие U =

=
{

u :
m∑

i=1

ui = 1, ui ≥ 0, i ∈ I
}
; Π

V
(ṽr+1) – оператор проектирования

точки ṽr+1 на линейное многообразие V =
{

v :
m∑

i=1

vi = 1, vi ≥ 0,

i ∈ I
}
.

Пусть (u∗, v∗) – оптимальное решение задачи недифференцируемой
оптимизации (6.125), а λ∗ = Θ(u∗, v∗), тогда полученное решение x∗

задачи выпуклого программирования

min
x∈S

m∑

i=1

(u∗i ϕi(x)− λ∗v∗i ψi(x))

является оптимальным решением исходной задачи (6.119), (6.120),
причем

λ∗ = Θ(u∗, v∗) = f(x∗), а F ∗(u∗, v∗, λ∗) = 0.
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3. Субградиентный метод решения задачи (6.119), (6.120).
Пусть имеем общую задачу дробного программирования (6.119), (6.120)
и соответствующую ей параметрическую задачу

F (λ) = min
x∈S

[
Z(x, λ) = max

i∈I
ϕi(x)− λ min

i∈I
ψi(x)

]

или же задачу

F (λ) = min
x∈S

[
Z(x, λ) = ϕ(x)− λψ(x)

]
,

в которой функции ϕ(x) = max
i∈I

ϕi(x) и ψ(x) = min
i∈I

ψi(x) являются

недифференцируемыми функциями, ϕ(x) – выпукла, а ψ(x) – вогнута
на S, притом ϕ(x) ≥ 0, ψ(x) > 0 для любого x ∈ S. Тогда функция
Z(x, λ) является выпуклой недифференцируемой функцией при λ ≥ 0.

Применим метод эллипсоидов для решения задачи min
x∈S

Z(x, λ) при

условии обеспечения неотрицательности значения параметра λ на мно-
жестве допустимых решений S. Тогда в соответствии с методом эллип-
соидов минимизации выпуклых функций (см. п. 5.3.) значения обобщен-
ных градиентов функции Z(x, λ) в точке xr определяются по следующей
формуле:

g(xr) =
{

g
Z
(xr) = gϕir1

(xr)− λrgψir2
(xr), если hkr

(xr) ≤ 0;
gh(xr) = ghkr

(xr), если hkr (xr) > 0,

в которой:
xr – найденная точка на r-м шаге;
kr – индекс, для которого достигается поточечный максимум по

функциям ограничений, а hkr (xr) – значение этого максимума в точ-
ке xr, т.е. kr – индекс, для которого hkr

(xr) = max
1≤k≤p

hk(xr);

ir1 – индекс, для которого достигается поточечный максимум по
функциям ϕi(xr), т.е. ir1 – индекс, для которого ϕir1

(xr) = max
i∈I

ϕi(xr);

ir2 – индекс, для которого достигается поточечный минимум по
функциям ψi(xr), т.е. ir2 – индекс, для которого ψir2

(xr) = min
i∈I

ψi(xr);

λr – значение параметра λ, которое определяется в текущей точке
xr по формуле

λr =





f(xr) =
ϕir1

(xr)
ψir2

(xr)
, если ϕir1

(xr) ≥ 0 и ψir2
(xr) > 0;

0, в противном случае;
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g
Z
(xr) – значение субградиента функции Z(x, λ) в точке xr при фик-

сированном значении параметра λ = λr;
gh(xr) – значение субградиента, определенное для одной из функций

ограничений hk(x) ≤ 0 (k = 1, p);
gϕir1

(xr), gψir2
(xr) и ghkr

(xr) – значения субградиентов в точке xr

соответственно для функций ϕir1
(x), ψir2

(x) и hkr (x).
Пусть x∗ оптимальное решение задачи min

x∈S
Z(x, λ), найденное мето-

дом эллипсоидов при λ∗ = f(x∗). Тогда x∗ будет оптимальным реше-
нием и для исходной задачи (6.119), (6.120). Действительно, так как
x∗ является оптимальным решением задачи min

x∈S
Z(x, λ) при фиксиро-

ванном значением параметра λ, то, в соответствие с методом эллипсо-
идов, субградиентное множество в точке x∗ содержит нулевой вектор,
т.е. 0 ∈ g(x∗). Так как x∗ ∈ S, т.е. является допустимым решением для
задачи (6.119), (6.120), то 0 ∈ gZ (x∗) и тогда имеется хотя бы одно ну-
левое значение субградиента g

Z
(x∗). Таким образом, имеем равенство

gϕi∗1
(x∗)− λ∗gψi∗2

(x∗) = 0, в котором:
x∗ – допустимое решение, т.е. x∗ ∈ S;
i∗1 – индекс, для которого достигается поточечный максимум функ-

ций ϕi(x) в точке x∗, т.е. для которого ϕi∗1 = max
i∈I

ϕi(x∗);

i∗2 – индекс, для которого достигается поточечный минимум функций
ψi(x) в точке x∗, т.е. для которого ψi∗2 = min

i∈I
ψi(x∗).

Откуда получим, что

λ∗ =
gϕi∗1

(x∗)

gψi∗2
(x∗)

= f(x∗) =
ϕi∗1 (x

∗)
ψi∗2 (x

∗)
.

Тогда имеем

F (λ∗) = Z(x∗, λ∗) = ϕi∗1 (x
∗)− λ∗ψi∗2 (x

∗) = ϕi1(x
∗)− ϕi∗1 (x

∗)
ψi∗2 (x

∗)
ψi∗2 (x

∗) = 0,

т.е. λ∗ является корнем уравнения F (λ) = 0, а x∗ является оптимальным
решением исходной задачи (6.119), (6.120).

4. Эквивалентные задачи. Как отмечено ранее некоторые мето-
ды решения обобщенных задач дробно-выпуклого программирования
сводятся к решению их эквивалентных выпуклых задач но не с дроб-
ным функционалом. Для задачи (6.119), (6.120) можно рассматривать
эквивалентную задачу не дробной оптимизации:

λ → min; (6.131)
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ϕi(x) ≤ t1, i ∈ I; (6.132)

ψi(x) ≥ t2, i ∈ I; (6.133)

t1 − λt2 = 0; (6.134)

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p); (6.135)

t1 ≥ 0, t2 ≥ 0. (6.136)

Задача (6.131)–(6.136) является задачей оптимизации линейной
функции при выпуклых ограничениях.

Рассмотрим следующие утверждения, показывающие на эквива-
лентность задач (6.119), (6.120) и (6.131)–(6.136).

Теорема 6.13. Если x∗ – оптимальное решение задачи (6.119),
(6.120), то существуют такие t∗1 (t∗1 = ϕ(x∗)), t∗2 (t∗2 = ψ(x∗)) и
λ∗ = t∗1/t∗2, что (x∗, t∗1, t

∗
2, λ

∗) является оптимальным решением зада-
чи (6.131)–(6.136).

Доказательство. Пусть x∗ – оптимальное решение задачи (6.119),

(6.120). Тогда имеем f(x∗) ≤ f(x),
ϕ(x∗)
ψ(x∗)

≤ ϕ(x)
ψ(x)

, или же
max
i∈I

ϕi(x∗)

min
i∈I

ψi(x∗)
≤

≤
max
i∈I

ϕi(x)

min
i∈I

ψi(x)
для любого x ∈ S. Определим параметры t∗1 и t∗2 по фор-

мулам t∗1 = max
i∈I

ϕi(x∗) = ϕ(x∗) и t∗2 = min
i∈I

ψi(x∗) = ψ(x∗). Откуда

получим, что ϕi(x∗) ≤ t∗1, i ∈ I, а ψi(x∗) ≥ t∗2, i ∈ I. Определим
λ∗ = t∗1/t∗2, откуда имеем t∗1 − λ∗t∗2 = 0. Таким образом (x∗, t∗1, t

∗
2, λ

∗)
является допустимым решением задачи (6.131)–(6.136).

Покажем теперь, что (x∗, t∗1, t
∗
2, λ

∗) является оптимальным решени-
ем задачи (6.131)–(6.136). Допустим обратное, что существует такой λ,
для которого λ∗ > λ, а (x∗, t∗1, t

∗
2, λ

∗) является только допустимым реше-
нием задачи (6.131)–(6.136). Действительно, из определения параметров
t∗1 = max

i∈I
ϕi(x∗) и t∗2 = min

i∈I
ψi(x∗) имеем ограничения ϕi(x∗) ≤ t∗1, i ∈ I

и ψi(x∗) ≥ t∗2, i ∈ I. Откуда получаем выполнение ограничений
(6.132) и (6.133). С другой стороны, с учетом равенства (6.134) имеем

λ∗ =
t∗1
t∗2

=
ϕ(x∗)
ψ(x∗)

=
max
i∈I

ϕi(x∗)

min
i∈I

ψi(x∗)
и λ =

t∗1
t∗2

=
max
i∈I

ϕi(x∗)

min
i∈I

ψi(x∗)
= λ∗, что проти-

воречит предположению λ < λ∗. Таким образом (x∗, t∗1, t
∗
2, λ

∗) является
оптимальным решением задачи (6.131)–(6.136). Теорема доказана.
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Теорема 6.14. Если (x∗, t∗1, t
∗
2, λ

∗) – оптимальное решение задачи
(6.131)–(6.136), то x∗ – оптимальное решение задачи (6.119), (6.120).

Доказательство. Пусть (x∗, t∗1, t
∗
2, λ

∗) – оптимальное решение зада-
чи (6.131)–(6.136). Тогда x∗ удовлетворяет ограничениям (6.135), т.е.
является допустимым решением задачи (6.119), (6.120). Так как λ∗ яв-
ляется оптимальным значением функционала (6.131), а x∗ удовлетво-
ряет ограничениям (6.132)–(6.134), то имеем λ∗ ≤ λ для любого λ, удо-
влетворяющего равенству (6.134) при любых значениях x ∈ S. Тогда
получим неравенства ϕi(x∗) ≤ t∗1 и ψi(x∗) ≥ t∗2, i ∈ I, или же равенства
max
i∈I

ϕi(x∗) = t∗1 и min
i∈I

ψi(x∗) = t∗2. Откуда имеем

λ∗ =
t∗1
t∗2

==
max
i∈I

ϕi(x∗)

min
i∈I

ψi(x∗)
≤ λ =

t1
t2

=
max
i∈I

ϕi(x)

min
i∈I

ψi(x)
,

для любого x ∈ S, т.е. имеем неравенства

max
i∈I

ϕi(x∗)

min
i∈I

ψi(x∗)
≤

max
i∈I

ϕi(x)

min
i∈I

ψi(x)
или

ϕ(x∗)
ψ(x∗)

≤ ϕ(x)
ψ(x)

, или же f(x∗) ≤ f(x).

Следовательно, x∗ является оптимальным решением задачи (6.119),
(6.120). Теорема доказана.

Заметим, что задача (6.131)–(6.136) может быть сформулирован сле-
дующим образом: найти те значения переменных x ∈ S, для которых
переменные t1 и t2 удовлетворяют ограничениям (6.132)–(6.134), а λ
принимает минимальное значение. Другими словами, необходимо найти
значение x∗ переменных x ∈ S, для которых определенное по формуле

λ∗ =
t∗1
t∗2

=
max
i∈I

ϕi(x∗)

min
i∈I

ψi(x∗)

значение переменной λ будет минимальным.
5. Схема декомпозиции по ограничениям. Другим, двойствен-

ным подходом, при решении задачи (6.119), (6.120) или ее эквивалент-
ной задачи (6.131)–(6.136) является построение функции Лагранжа и
рассмотрение двойственных лагранжевых задач с учетом параметриче-
ской задачи. Для решения полученной двойственной задачи применя-
ются субградиентные методы недифференцируемой оптимизации.

Для эквивалентной задачи (6.131)–(6.134) построим функцию Ла-
гранжа по формуле
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L(x, t1, t2, λ, β, u, v) = λ+β(t1−λt2)+
m∑

i=1

ui(ϕi(x)−t1)+
m∑

i=1

vi(t2−ψi(x)) =

= λ + t1

(
β −

m∑

i=1

ui

)
− t2

(
λβ +

m∑

i=1

vi

)
+

m∑

i=1

(
uiϕi(x)− viψi(x)

)
,

где: β – множитель Лагранжа для равенства (6.134), u = {ui ≥ 0,
i ∈ I} – множители Лагранжа для ограничений (6.132), а v =
= {vi ≥ 0, i ∈ I} – множители Лагранжа для ограничений (6.133).
Тогда задача (6.131)–(6.136), и тем самым (6.119), (6.120) сводится к на-
хождению седловой точки функции Лагранжа L(x, t1, t2, λ, u, v, β), т.е.
к решению задачи

L(x∗, t∗1, t
∗
2, λ

∗, u∗, v∗, β∗) =

= max
u,v,β

min
x∈S,λ≥0
t1≥0,t2≥0

L(x, t1, t2, λ, u, v, β). (6.137)

В свою очередь задачу (6.137) можно свести к решению двойственной
по Лагранжу задачи

max
u,v,β

L∗(u, v, β), (6.138)

где
L∗(u, v, β) = min

x∈S,λ≥0
t1≥0,t2≥0

L(x, t1, t2, λ, u, v, β). (6.139)

Функция L∗(u, v, β) определяется для любых u ≥ 0, v ≥ 0 и β ≥ 0
и является кусочно-линейной, вогнутой и недифференцируемой. Поэто-
му для решения задачи (6.138) используем субградиентный метод, на
каждом шаге которого необходимо решить задачу (6.139) при фиксиро-
ванных значениях переменных u, v и β.

Пусть для решения задачи (6.138) используется некоторый субгради-
ентный метод на r-м шаге которого имеем некоторую точку (ur, vr, βr).
Тогда на (r+1)-м шаге необходимо выполнить следующие три основных
этапа.

1. Решить задачу (6.139) при фиксированных u = ur, v = vr и
β = βr, т.е. найти оптимальное решение задачи

min
x∈S,λ≥0
t1≥0,t2≥0

[
λ + t1

(
βr −

m∑

i=1

ur
i

)
− t2

(
λβr +

m∑

i=1

vr
i

)
+

+
m∑

i=1

(
ur

i ϕi(x)− vr
i ψi(x)

)]
.
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2. Определить значения обобщенного градиента функции L∗(u, v, β)
в точке (ur, vr, βr) по формулам

gu
i (ur, vr, βr) = ϕi

(
x∗(ur, vr, βr)

)− t1, i ∈ I,

gv
i (ur, vr, βr) = t2 − ψi

(
x∗(ur, vr, βr)

)
, i ∈ I,

gβ(ur, vr, βr) = t1 − λt2.

3. Найти новые значения переменных ur+1, vr+1 и βr+1 по формулам

ur+1
i = max {0, ur

i + γr+1g
u
i (ur, vr, βr)} , i ∈ I,

vr+1
i = max {0, vr

i + γr+1g
v
i (ur, vr, βr)} , i ∈ I,

βr+1 = max
{
0, βr + γr+1g

β(ur, vr, βr)
}

,

где γr+1 – величина шага в субградиентном методе.

Теорема 6.15. Пусть (u∗, v∗, β∗) – оптимальное решение задачи
(6.138), а (x∗, t∗1, t

∗
2, λ

∗) – оптимальное решение задачи (6.139) при фик-
сированных u = u∗, v = v∗ и β = β∗. Тогда (x∗, t∗1, t

∗
2, λ

∗) – опти-
мальное решение задачи (6.131)–(6.136), а x∗ – оптимальное решение
задачи (6.119), (6.120).

Доказательство. Так как при u = u∗, v = v∗ и β = β∗ точка
(x∗, t∗1, t2, λ

∗) является оптимальным решением задачи выпуклого про-
граммирования (6.139), то в соответствии с теоремой Куна-Таккера име-
ем:

1) x∗ ∈ S и тем самым, x∗ удовлетворяет ограничениям (6.135) и
(6.120);

2) L(x∗, t∗1, t
∗
2, λ

∗, u∗, v∗, β∗) ≤ L(x, t1, t2, λ, u∗, v∗, β∗) для любого
x ∈ S;

3) u∗i (ϕi(x∗)− t∗1) = 0, i ∈ I;
4) v∗i (t∗2 − ψi(x∗)) = 0, i ∈ I;
5) β∗(t∗1 − λ∗t∗2) = 0.
Тогда из 2) с учетом 3)–5) получим

λ∗ − λ ≤ β∗(t1 − λt2) +
m∑

i=1

u∗i
(
ϕi(x)− t1

)
+

m∑

i=1

v∗i
(
t2 − ψi(x)

)
.

Так как u∗i ≥ 0 и v∗i ≥ 0 для всех i ∈ I, то для любых x, t1, t2 и λ, удо-
влетворяющих ограничениям (6.132)–(6.134) имеем λ∗ ≤ λ, т.е. решение
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(x∗, t∗1, t
∗
2, λ

∗) является оптимальным для задачи (6.131)–(6.136), и одно-
временно с этим, x∗ является оптимальным решением задачи (6.119),
(6.120). Теорема доказана.

Рассмотрим теперь задачу (6.139), т.е. при фиксированных значени-
ях двойственных переменных u = u, v = v и β = β необходимо решить
следующую задачу:

λ(1− t2β) + α1t1 + α2t2 +
m∑

i=1

(
uiϕi(x)− viψi(x)

) → min, (6.140)

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p), (6.141)

λ ≥ 0, t1 ≥ 0, t2 ≥ 0, (6.142)

в которой α1 = β −
m∑

i=1

ui, α2 = −
m∑

i=1

vi ≤ 0.

При фиксированных λ ≥ 0, t1 ≥ 0 и t2 ≥ 0 задача (6.140)–(6.142)
является задачей выпуклого программирования. Тогда решение задачи
(6.140)–(6.142) сводится к нахождению такого решения x∗ ∈ S, кото-
рое в сочетание с некоторыми значениями λ∗ ≥ 0, t∗1 ≥ 0 и t∗2 ≥ 0,
дает минимальное значение функционала (6.140). Для решения задачи
(6.140)–(6.142) может быть использован некоторый приближенный ал-
горитм, который при оптимальных значениях двойственных перемен-
ных u = u∗, v = v∗ и β = β∗ задачи (6.138) обеспечил-бы получение
оптимального решения задачи (6.140)–(6.142). Такой алгоритм может
быть построен, если при очередном решении задачи (6.140)–(6.142) фик-
сировать значения соответствующих параметров по формулам

t∗1
(
x∗(ur−1, vr−1, βr−1)

)
= max

i∈I
ϕi

(
x∗(ur−1, vr−1, βr−1)

)
,

t∗2
(
x∗(ur−1, vr−1, βr−1)

)
= min

i∈I
ψi

(
x∗(ur−1, vr−1, βr−1)

)
,

λ∗
(
x∗(ur−1, vr−1, βr−1)

)
=

t∗1
(
x∗(ur−1, vr−1, βr−1)

)

t∗2
(
x∗(ur−1, vr−1, βr−1)

) ,

где x∗(ur−1, vr−1, βr−1) ∈ S – решение задачи (6.139), найденное на пре-
дыдущем шаге субградиентного метода.

Пусть перед выполнением очередного r-го шага субградиентного ме-
тода имеем значения переменных u = ur, v = vr, β = βr и предыдущее
решение

(
x∗(ur−1, vr−1, βr−1), t∗1(x

∗(ur−1, vr−1, βr−1)), t∗2(x
∗(ur−1, vr−1,
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βr−1)), λ∗(x∗(ur−1, vr−1, βr−1))
)
задачи (6.140)–(6.142). Тогда для реше-

ния задачи (6.140)–(6.142) на r-м шаге субградиентного метода исполь-
зуем следующий порядок вычислений.

1. Находим оптимальное решение x∗(ur, vr, βr) задачи выпуклого
программирования

m∑

i=1

(
ur

i ϕi(x)− vr
i ψi(x)

) → min, (6.143)

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p). (6.144)

2. Находим новые значения параметров t1, t2 и λ по формулам

t∗1
(
x∗(ur, vr, βr)

)
= ϕ

(
x∗(ur, vr, βr)

)
= max

i∈I
ϕi

(
x∗(ur, vr, βr)

)
,

t∗2
(
x∗(ur, vr, βr)

)
= ψ

(
x∗(ur, vr, βr)

)
= min

i∈I
ψi

(
x∗(ur, vr, βr)

)
,

λ∗
(
x∗(ur, vr, βr)

)
=

t∗1
(
x∗(ur, vr, βr)

)

t∗2
(
x∗(ur, vr, βr)

) .

Пусть на последнем r-м шаге субградиентного метода u∗ = ur, v∗ =
= vr и β∗ = βr являются оптимальным решением задачи (6.138). На-
ходим x∗– оптимальное решение задачи (6.143), (6.144) и определяем
значения t∗1 = ϕ(x∗), t∗2 = ψ(x∗) и λ∗ = t∗1/t∗2. Тогда (x∗, t∗1, t

∗
2, λ

∗) будет
оптимальным решением задачи (6.131)–(6.136), а x∗ – оптимальным ре-
шением задачи (6.119), (6.120).

6. Задача оптимизации отношения максимума и минимума
линейных функций. Рассмотрим теперь случай, когда функции

{ϕi(x), i ∈ I}; {ψi(x), i ∈ I} и {hk(x) (k = 1, p)}
являются линейными. Тогда получим следующую обобщенную дробно-
линейную задачу:

min
x∈S

[
f(x) =

ϕ(x)
ψ(x)

=
max
i∈I

ϕi(x)

min
i∈I

ψi(x)

]
, (6.145)

в которой
x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, I = {1, 2, . . . , m},

ϕi(x) =
n∑

j=1

cijxj + c0
i , ψi(x) =

n∑

j=1

dijxj + d0
i ,

ϕ(x) = max
i∈I

ϕi(x), ψ(x) = min
i∈I

ψi(x),
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а S =
{

x :
n∑

j=1

akjxj ≤ bk (k = 1, p); xj ≥ 0 (j = 1, n)
}

является

выпуклым многогранным множеством, притом ϕi(x) ≥ 0, i ∈ I, а
ψi(x) > 0, i ∈ I для любого x ∈ S.

Так как функции ϕi(x) и ψi(x) – линейны, то функции ϕ(x) и
ψ(x) являются кусочно-линейными и недифференцируемыми, притом
ϕ(x) = max

i∈I
ϕi(x) – выпукла, а ψ(x) = min

i∈I
ψi(x) – вогнута. Тогда зада-

ча (6.145) является задачей оптимизации дробно-выпуклого, кусочно-
линейного, не везде дифференцируемого функционала на выпуклом

многограннике. Так как дробный функционал f(x) =
ϕ(x)
ψ(x)

является

квазивыпуклым, то задача (6.145) является одноэкстремальной, для ко-
торой минимальное значение функционала необязательно достигается
в крайней точке многогранника S.

Задача (6.145) является задачей обобщенного дробного програм-
мирования в виде задачи минимизации отношения кусочно-линейных
функций при линейных ограничениях. Она может быть записана в эк-
вивалентной форме в виде задачи билинейного программирования сле-
дующего вида

λ → min,

ϕi(x)− t1 ≤ 0, i ∈ I,

t2 − ψi(x) ≤ 0, i ∈ I,

t1 − λt2 = 0,

x ∈ S,

в которой имеется билинейное ограничение, содержащее произведение
переменных λ и t2.

Предположим, что линейные функции ϕi(x) ≥ 0, а ψi(x) > 0, i ∈ I
для любого x ∈ S. Тогда функции ϕ(x) ≥ 0 и ψ(x) > 0 для любого
x ∈ S, причем ϕ(x) является кусочно-линейной и выпуклой функцией, а
ψ(x) – кусочно-линейной и вогнутой функцией, и в свою очередь, функ-
ция f(x) является квазивыпуклой на S. Для решения задачи (6.145)
или для ее эквивалентной задачи билинейного программирования могут
быть использованы рассмотренные выше методы нелинейного случая, а
именно субградиентные методы решения прямой и двойственной зада-
чи, параметрический прямой и двойственной метод, алгоритм частич-
ной линеаризации, алгоритмы субградиентного метода и схемы деком-
позиции по ограничениям, в которых учитывается линейность функций
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ϕi(x), ψi(x) и hk(x). В данном случае внутренние задачи в итеративных
методах будут задачами линейного программирования.

А. Двойственная задача. В качестве двойственной для задачи
(6.145) может быть использована следующая задача дробного билиней-
ного программирования

v∗ = f(x∗) = min
x∈S

ϕ(x)
ψ(x)

=
max
i∈I

n∑
j=1

cijxj + c0
i

min
i∈I

n∑
j=1

dijxj + d0
i

=

= max
u∈U
v∈V

min
x∈S

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxjui +
m∑

i=1

c0
i ui

m∑
i=1

n∑
j=1

dijxjvi +
m∑

i=1

d0
i vi

= max
u∈U
v∈V

min
x∈S

C(x, u)
D(x, v)

,

(6.146)

в которой

U =
{

ui:
m∑

i=1

ui = 1, ui ≥ 0, i ∈ I,
}

,

V =
{

vi:
m∑

i=1

vi = 1, vi ≥ 0, i ∈ I,
}

,

а билинейные функции C(x, u) и D(x, v) имеют вид

C(x, u) =
m∑

i=1

n∑

j=1

cijxjui +
m∑

i=1

c0
i ui,

D(x, v) =
m∑

i=1

n∑

j=1

dijxjvi +
m∑

i=1

d0
i vi.

Определим квазивыпуклую и недифференцируемую функцию

Θ(u, v) = min
x∈S

C(x, u)
D(x, v)

, (6.147)

и рассмотрим задачу
max
u∈U
v∈V

Θ(u, v), (6.148)

которая является двойственной для задачи (6.145).
Для решения задачи (6.148) можно применить субградиентный ме-

тод как для задачи недифференцируемой оптимизации, или же двой-
ственный параметрический метод, если ее рассматривать как дробную
задачу.
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Если для решения двойственной задачи (6.148) применить субгра-
диентные методы, то на каждом его r-м шаге, при фиксированных зна-
чениях u = ur и v = vr, решается задача дробно-линейного программи-

рования min
x∈S

n∑
j=1

αr
jxj + αr

0

n∑
j=1

βr
j xj + βr

0

, в которой

αr
j =

m∑

i=1

ciju
r
i , βr

j =
m∑

i=1

dijv
r
i (j = 1, n),

αr
0 =

m∑

i=1

c0
i u

r
i , βr

0 =
m∑

i=1

d0
i v

r
i .

Если же для решения двойственной задачи (6.148) в виде дроб-
ной задаче (6.146) применить параметрический метод, то при фикси-
рованных ur, vr и λr вместо задачи дробно-линейного программирова-

ния min
x∈S

n∑
j=1

αr
jxj + αr

0

n∑
j=1

βr
j xj + βr

0

решаем задачу линейного программирования

min
x∈S

n∑
j=1

γr
j xj , где γr

j = αr
j − λrβ

r
j (j = 1, n).

Б. Параметрический метод. В параметрическом методе задача
(6.145) сводится к решению следующей задачи параметрического про-
граммирования:

F (λ) = min
x∈S

[
Z(x, λ) = ϕ(x)− λψ(x) =

= max
i∈I

(
n∑

j=1

cijxj + c0
i

)
− λ min

i∈I

(
n∑

j=1

dijxj + d0
i

)]
,

(6.149)

которая представляет собой параметрическую задачу дискретного ми-
нимакса с билинейным функционалом, в которой имеется произведение
переменных λ и xj . Однако, если фиксировать параметр λ, то получим
обычную задачу линейного дискретного минимакса. Для определения
значений параметра λ используем алгоритм параметрического метода.

В алгоритме параметрического метода необходимо выполнить сле-
дующие шаги.

Шаг 0. Находим допустимую точку x0 ∈ S. Полагаем
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λ1 = f(x0) =
ϕ(x0)
ψ(x0)

=
max
i∈I

ϕi(x0)

min
i∈I

ψi(x0)
и r = 1.

Шаг r. Пусть xr−1 ∈ S решение задачи (6.149), полученное на преды-
дущем шаге при фиксированном значении параметра λ. Находим опти-
мальное решение xr задачи (6.149) при λr = f(xr−1) и если F (λr) = 0,
то xr является оптимальным решением задачи (6.145).

При λ = λr задача дискретного линейного минимакса (6.149) сво-
дится к эквивалентной задаче линейного программирования следующе-
го вида:

t1 − λrt2 → min, (6.150)
n∑

j=1

cijxj − t1 ≤ −c0
i (i = 1, m), (6.151)

n∑

j=1

dijxj − t2 ≥ −d0
i (i = 1,m), (6.152)

x ∈ S, (6.153)

t1 ≥ 0, t2 ≥ 0. (6.154)

Таким образом, решение задачи минимизации отношения максиму-
ма и минимума линейных функций при линейных ограничениях (6.145)
сводится к решению последовательности задач линейного программи-
рования (6.150)–(6.154), полученных в результате применения парамет-
рического метода решения задачи (6.149), что соответствует задаче на-
хождения корня уравнения F (λ) = 0.

В. Метод частичной линеаризации. Задача (6.145) переписывается
в следующей эквивалентной форме:

λ → min, (6.155)
n∑

j=1

cijxj − t1 ≤ −c0
i (i = 1, m), (6.156)

n∑

j=1

dijxj − t2 ≥ −d0
i (i = 1,m), (6.157)

t1 − λt2 = 0, (6.158)

x ∈ S, (6.159)
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которая является билинейной задачей из-за произведения t2 · λ пере-
менных t2 и λ в равенстве (6.158). Для ее решения используется ите-
ративный алгоритм с применением метода частичной линеаризации на
каждом его шаге, который заключается в замене произведения t2 · λ
на его линейное приращение в точке (xr, tr1, t

r
2, λr) путем фиксирования

значения переменной λ = λr, определенного на предыдущем шаге и за
счет полученного решения xr по переменным x.

В данном случае функции частичной линеаризации Hr(x, t1, t2, λ) в
точке (xr, tr1, t

r
2, λr) на каждом шаге имеют вид:

Hr(x, t1, t2, λ) = t1 − λrt2 − (λ− λr)tr2.

Алгоритм решения задачи (6.145) по такому параметрическому ме-
тоду содержит следующие шаги.

Шаг 0. Пусть x0 ∈ S и λ0 = f(x0) =
ϕ(x0)
ψ(x0)

=
max
i∈I

ϕi(x0)

min
i∈I

ψi(x0)
. Тогда точ-

ка (x0, t01, t
0
2, λ0) является допустимым решением задачи (6.155)–(6.159).

Полагаем r = 1.

Шаг 1. Находим оптимальное решение (xr, tr1, t
r
2, λr) следующей за-

дачи линейного программирования, полученной в результате частичной
линеаризации задачи (6.155)–(6.159) в точке (xr−1, tr−1

1 , tr−1
2 , λr−1):

λ → min, (6.160)

n∑

j=1

cijxj − t1 ≤ −c0
i (i = 1, m), (6.161)

n∑

j=1

dijxj − t2 ≥ −d0
i (i = 1,m), (6.162)

t1 − λrt2 − λ = −λrt
r
2, (6.163)

x ∈ S. (6.164)

Шаг 2. Если λr = λr−1, то xr является оптимальным решением за-
дачи (6.145). Останов. В противном случае переходим на шаг 3.

Шаг 3. Находим tr1 = ϕ(xr) = max
i∈I

ϕi(xr), tr2 = ψ(xr) = min
i∈I

ψi(xr)

и λr = f(xr) =
tr1
tr2
, полагаем r = r + 1 и переходим к первому шагу

алгоритма.
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В алгоритмах Б и В решается последовательность линейных задач
(6.150)–(6.154) и (6.160)–(6.164), в которых к первоначальным ограниче-
ниям прибавляются еще 2m + 1 ограничение. Наличие таких ограниче-
ний не позволяет применить для их решения специальные алгоритмы,
когда первоначальные ограничения задачи (6.145) имеют специальную
структуру (например, блочно-диагональную или транспортного типа).

Г. Схема декомпозиции по ограничениям. Для решения задачи
(6.145) специальной структуры или большой размерности можно при-
менить алгоритм, основанный на схеме декомпозиции по ограничениям
и субградиентном методе недифференцируемой оптимизации.

Для задачи (6.145) с учетом ее эквивалентной задачи (6.160)–(6.164)
построим функцию Лагранжа по формуле

L(x, t1, t2, λ, u, v, β) =

= λ+ β(t1−λt2)+
m∑

i=1

ui

(
n∑

j=1

(cijxj − t1 + c0
i

)
+

m∑
i=1

vi

(
t2−

n∑
j=1

(dijxj − d0
i

)
,

в которой u = {ui ≥ 0, i = 1,m}, v = {vi ≥ 0, i = 1,m} и β –
множители Лагранжа, соответственно для ограничений (6.161), (6.162)
и (6.163).

Тогда задача (6.145) сводится к решению задач

max
u≥0

v≥0

L∗(u, v, β), (6.165)

L∗(u, v, β) = min
x∈S,λ≥0

t1≥0,t2≥0

L(x, t1, t2, λ, u, v, β). (6.166)

Функция L∗(u, v, β) определена для любого u ≥ 0, v ≥ 0 и β, явля-
ется кусочно-линейной, вогнутой и недифференцируемой. Для ее мак-
симизации используется один из алгоритмов субградиентного метода,
на каждом шаге которого решается задача (6.166) при фиксированных
значениях переменных u, v и β. Тогда на (r+1)-м шаге субградиентного
метода необходимо выполнить следующие три основных этапа.

1. Решить задачу (6.166) при u = ur, v = vr и β = βr и на-
ходится оптимальное решение

(
x∗(ur, vr, βr), t∗1(u

r, vr, βr), t∗2(u
r, vr, βr),

λ∗(ur, vr, βr)
)
.

2. Определить значения обобщенного градиента функции
L∗(u, v, β) в точке u = ur, v = vr, β = βr по формулам
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gi(ur) =
n∑

j=1

cijx
∗
j (u

r, vr, βr) + c0
i − t∗1(u

r, vr, βr), i ∈ I,

gi(vr) = t∗2(u
r, vr, βr)−

n∑

j=1

dijx
∗
j (u

r, vr, βr)− d0
i , i ∈ I,

g(βr) = t∗1(u
r, vr, βr)− λ∗(ur, vr, βr) · t∗2(ur, vr, βr).

3. Найти новые значения переменных u, v и β по формулам

ur+1
i = max{0, ur

i + hr+1gi(ur)}, i ∈ I,

vr+1
i = max{0, vr

i + hr+1gi(vr)}, i ∈ I,

βr+1 = βr + hr+1g(βr),

где hr+1 – величина шага.
Если (u∗, v∗, β∗) – оптимальное решение задачи (6.165), то (x∗, t∗1,

t∗2, λ
∗) – решение задачи (6.166) при u = u∗, v = v∗ и λ = λ∗. Тогда

(x∗, t∗1, t
∗
2, λ

∗) являются оптимальным решением задачи (6.155)–(6.159),
а x∗ – оптимальным решением задачи (6.145).

Д. Решение задачи (6.166). На каждом шаге субградиентного мето-
да при фиксированных значениях двойственных переменных
u = ur, v = vr и β = βr решается задача (6.166), которая может быть
переписана в следующем виде:

min
x∈S,λ≥0

t1≥0,t2≥0

[
λ+

(
βr−

m∑

i=1

ur
i

)
t1+

( m∑

i=1

vr
i −βrλ

)
t2+

n∑

j=1

αr
jxj +αr

0

]
, (6.167)

где αr
j =

m∑
i=1

(ciju
r
i − dijv

r
i ) (j = 1, n), αr

0 =
m∑

i=1

(ur
i c

0
i − vr

i d0
i ). Задача

(6.162) является задачей билинейного программирования из-за произ-
ведения λ · t2.

При фиксированном λ ≥ 0 задача (6.167) является задачей ли-
нейного программирования. Поэтому процесс решения данной задачи
сводится к нахождению такого решения x∗ ∈ S и такого значения
λ∗ ≥ 0, которые в совокупности представляли бы оптимальное решение
(x∗, t∗1, t

∗
2, λ

∗) задачи (6.167). Такой процесс может быть итерационным,
на каждой итерации которого приближаемся к значению параметра
λ, сходящегося к оптимальному решению (x∗, t∗1, t

∗
2, λ

∗) задачи (6.167).
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Данный эффект имеет место в субградиентных методах, которые устой-
чивы относительно точности определения значений субградиентов. По-
этому для решения задачи (6.167) на каждом шаге субградиентного
метода используем приближенный алгоритм решения задачи (6.167).

Для решения задачи (6.167) может быть использован одноитераци-
онный приближенный алгоритм, в результате которого при фиксиро-
ванных значениях переменных u = u∗, v = vr и β = βr задаче (6.165)
получим оптимальное решение задачи (6.167), а следовательно и ис-
ходной задаче (6.145). Такой алгоритм может быть построен, если при
решении задачи (6.167) будем фиксировать значения параметров λ, t1 и
t2 по следующим формулам:

tr1 = ϕ
(
x∗(ur, vr, βr)

)
, tr2 = ψ

(
x∗(ur, vr, βr)

)
, λr = tr1/tr2,

в которых x∗(ur, vr, βr) ∈ S – решение задачи (6.167), полученное на
предыдущем шаге субградиентного метода.

Допустим, что после выполнения r шагов субградиентного метода
имеем значения переменных u = ur, v = vr и β = βr. Тогда задача
(6.167) на очередном шаге субградиентного метода решается в следую-
щем порядке:

- находим оптимальное решение x∗(ur, vr, βr) задачи линейного про-
граммирования

min
x∈S

n∑

j=1

αr
jxj , (6.168)

- находим новые значения для переменных t1, t2 и λ по формулам:

t∗1(u
r, vr, βr) = ϕ

(
x∗(ur, vr, βr)

)
, t∗2(u

r, vr, βr) = ψ
(
x∗(ur, vr, βr)

)
,

λ∗(ur, vr, βr) = f
(
x∗(ur, vr, βr)

)
= t∗1/t∗2,

которые будут использованы для определения значений обобщенного
градиента.

Полученные значения
(
x∗(ur, vr, βr), λ∗(ur, vr, βr), t∗1(u

r, vr, βr),
t∗2(u

r, vr, βr)
)
будут приближенным решением задачи (6.167), которые

при k →∞ в субградиентном методе стремятся к оптимальному реше-
нию (x∗, λ∗, t∗1, t

∗
2) задачи (6.167).

В отличие от параметрического метода и метода частичной линеа-
ризации, внутренняя задача линейного программирования (6.168) ре-
шается на множестве исходных ограничений, что является очень важ-
ным фактором при решение задач специальной структуры, таких как
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транспортного типа, блочной структуры и других задач, для решения
которых имеются специальные эффективные методы и алгоритмы.

В предложенном алгоритме на каждом шаге решается задача линей-
ного программирования (6.168), в которой меняются только значения
коэффициентов целевой функции, а первоначальные ограничения оста-
ются без изменений. Это обстоятельство имеет важное значение, когда
решается задача (6.145) с ограничениями специальной структуры.

6.6. Задача многокритериальной
дробно-выпуклой оптимизации

Рассмотрим следующее возможное обобщение задачи дробно-вы-
пуклого программирования в смысле минимизации многокритериаль-
ного функционала, построенного в виде вектора дробных функций:

f(x) =
(

ϕ1(x)
ψ1(x)

,
ϕ2(x)
ψ2(x)

, . . . ,
ϕm(x)
ψm(x)

)
→ min (6.169)

hk(x) ≤ 0 (k = 1, p), (6.170)

в которой функции {ϕi(x), i ∈ I}, {−ψi(x), i ∈ I} и {hk(x), k = 1, p} –
непрерывны, выпуклы и недифференцируемы на Rn. Предполагается
также, что функции ϕi(x) ≥ 0, i ∈ I, a ψi(x) > 0, i ∈ I для всех
x ∈ S, где S = {x : hk(x) ≤ 0, k = 1, p}, т.е. S – множество ре-
шений, удовлетворяющие ограничениям (6.170). Задачу (6.169), (6.170),
которую назовем задачей многокритериальной (векторной) дробной оп-
тимизации, рассмотрена в работах [111, 137, 168, 235, 291, 295, 385, 493,
494, 561], для которых может быть применен общий подход их анализа
[79, 82, 87, 119, 180, 347, 348, 364, 400, 430, 442, 503, 634, 650, 653, 654]
для нахождения эффективных решений. Для дробных задач много-
критериальной оптимизации рассмотрены необходимые и достаточные
условия оптимальности [54, 138, 298, 299, 340, 343, 346, 398], приведе-
ны различные двойственные задачи [54, 56, 57, 91, 114, 116, 138, 179,
279, 292, 298, 299, 301, 321, 322, 340, 343, 346, 374, 386, 398, 412, 534],
[536]–[539], рассмотрены недифференцируемые дробные многокрите-
риальные задачи [54, 138, 296, 299, 301, 346, 398], а также пред-
ложены различные методы решения исходных многокритериальных
задач или их сведения к однокритериальным задачам оптимизации
[95, 102, 207, 316, 350, 363, 399, 535].
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Для задачи (6.169), (6.170) можно рассматривать ее эквивалентную
параметрическую задачу многокритериальной оптимизации

F (λ) = min
x∈S

Z(x, λ) = (z1(x, λ1), z2(x, λ2), . . . , zm(x, λm)) , (6.171)

где zi(x, λi) = ϕi(x)− λiψi(x), i ∈ I.
Различные теоретические вопросы, свойства и методы решения за-

дач многокритериальной дробно-выпуклой оптимизации, рассмотрены
на основе анализа соответствующих параметрических задач многокри-
териальной выпуклой оптимизации.

Нами предлагается использовать различные варианты метода свер-
ток, которые сводят решение задачи многокритериальной дробной оп-
тимизации к обобщенным задачам дробного программирования, рас-
смотренные в данной главе. Приводятся основные понятия эффектив-
ных точек для многокритериальных задач и для каждого типа сверт-
ки приводится необходимые и достаточные условия получения эффек-
тивных решений исходной многокритериальной задачи (6.169), (6.170).
Также рассматриваются смешанные многокритериальные задачи, в ко-
торых имеются дробные функционалы.

1. Основные определения. Задачи многокритериальной оптими-
зации рассмотрены одновременно с задачами линейного программиро-
вания и задачами теории игр. Основные определения и теоретические
результаты приведем в дальнейшем только для дробно-выпуклых функ-
ций и многокритериальных дробных задач оптимизации.

Одно из основных понятий в задачах многокритериальной оптими-
зации является понятие наилучшего решения в смысле его сравнения
по векторному критерию f(x), состоящему из m отдельных показате-
лей оценки выбранного решения в качестве оптимального. Поэтому, в
таких задачах говорят не об оптимальности полученного решения, а
об его эффективности. Для этого решения сравниваются между собой
понятиями предпочтения: лучше, хуже, наилучшее, нелучшее, наихуд-
шее, не хуже, или эквивалентны (равноценны). Каждый критерий fi(x)
векторной функции f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fm(x)) называется частным
критерием, который в данном случае является дробной функцией. В за-
дачах векторной оптимизации решения оцениваются в совокупности по
всем частным критериям. В таких задачах решение x1 считается не ху-
же решения x2, если для всех частных критериев fi(x1) ≥ fi(x2), i ∈ I
и оно не лучше x2, если fi(x1) ≤ fi(x2), i ∈ I; они эквивалентны, если
fi(x1) = fi(x2), i ∈ I. Решение x∗ называется эффективным если для
него не существует лучшего.
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Поэтому в задачах многокритериальной оптимизации необходимо
найти эффективное решение с точки зрения минимизации векторной
целевой функции f(x) или же ее максимизации. Также следует отме-
тить, что в смысле эффективных решений (эффективных точек) в зада-
чах векторной оптимизации может выступать не одно отдельное реше-
ние, а целое множество таких эффективных решений (точек), которые
являются между собой эквивалентными (равноценными). В таких зада-
чах ставится цель, либо нахождения одного представителя множества
эффективных точек, либо же описать полное множество таких точек.
Эффективные точки также называются оптимальными по Парето, а
множество эффективных точек – множеством точек оптимальных по
Парето. Также, в теории игр такое множество называют компромис-
сным или переговорным множеством.

Таким образом, решение x1 называется эффективным решением за-
дачи векторной оптимизации, если не существует другого решения x2

лучшее чем x1, т.е. такое, чтобы fi(x2) ≤ fi(x1), причем хоть для одного
частного критерия выполнялось бы строгое неравенство. Другими сло-
вами, эффективное решение – это решение неулучшаемое ни по одному
из заданных частных критериев.

Для задачи многокритериальной дробной оптимизации (6.169),
(6.170) имеем, что точка x0 ∈ S оптимальна по Парето (эффектив-

ная точка), если не существует другой точки x1, для которой
ϕi(x1)
ψi(x1)

≤

≤ ϕi(x0)
ψi(x0)

для любого i ∈ I и хотя бы для одного i0 ∈ I выполняется

строгое неравенство
ϕi0(x1)
ψi0(x1)

<
ϕi0(x0)
ψi0(x0)

.

Функция Лагранжа. Применение векторной функции Лагран-
жа при решении задачи многокритериальной дробно-выпуклой задачи
(6.169), (6.170) позволяет связать ее с задачей отыскания эффектив-
ных седловых пар функции Лагранжа. При этом задача поиска таких
пар соответствует нахождению пересечения множества эффективных
решений прямой и двойственной задач. Как правило, функция Лагран-
жа в задачах многокритериальной оптимизации рассматривается для
каждого частного критерия, и поэтому она также является многокри-
териальной, т.е. имеем векторные функции Лагранжа.

Для исходной задачи дробно-выпуклой многокритериальной опти-
мизации можно построить два типа векторных функций Лагранжа

Lr(x, z) = (Lr
1(x, z), Lr

2(x, z), . . . , Lr
m(x, z)) (r = 1, 2),
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в которых частные критерии определяются по одной из формул

L1
i (x, z) =

ϕi(x)
ψi(x)

+
p∑

k=1

zkhk(x), i ∈ I;

L2
i (x, z) =

ϕi(x) +
p∑

k=1

zkhk(x)

ψi(x)
, i ∈ I,

в которых zk ≥ 0 (k = 1, p) – множители Лагранжа для ограниче-
ний (6.170). Для таких векторных функций Лагранжа рассматривают-
ся задачи нахождения эффективных седловых точек функций L1(x, z)
и L2(x, z), которые соответствуют задачам

max
z≥0

min
x∈S

Lr(x, z) (r = 1, 2). (6.172)

Для задач (6.172) можно рассматривать две группы задач, которые
также являются задачами векторной оптимизации.

Первая группа задач: найти множества Парето-оптимальных реше-
ний для векторных задач, которые соответствуют минимизациям функ-
ций Лагранжа прямой задачи, т.е. имеем задачи

L∗r(z) = min
x∈S

Lr(x, z) (r = 1, 2). (6.173)

Вторая группа задач: найти множества Парето-оптимальных реше-
ний для векторных задач

max
z≥0

L∗r(z) (r = 1, 2), (6.174)

в которых L∗r(z) =
(
L∗1r(z), L∗2r(z), . . . , L∗mr(z)

)
(r = 1, 2), а L∗ir(z) =

= Lr
i (x

∗, z), где x∗ – эффективное решение прямой задачи.
Задачи (6.174) являются двойственными задачами для исходной за-

дачи (6.169), (6.170).
Для пары соответствующих двойственных задач (6.173) и (6.174) для

r = 1 или для r = 2 необходимо найти множества Парето оптимальных
решений, которые в конечном итоге совпадают и формируют множество
пар седловых точек векторной функции Лагранжа L1(x, z) или L2(x, z)
соответственно. Решение каждой пары двойственных задач заключает-
ся в нахождение минимальных точек прямого множества и максималь-
ных точек двойственного множества, соответствующие эффективным
седловым точкам функции Лагранжа.



380

Условия оптимальности. Для задач многокритериальной дроб-
ной оптимизации условия оптимальности позволяют разработать раз-
личные методы отыскания эффективных решений. На основе выве-
денных условий оптимальности разрабатываются различные спосо-
бы проверки эффективности полученных решений эквивалентных од-
нокритериальных или многокритериальных задач. Как отмечено вы-
ше, для дробной многокритериальной задачи (6.169), (6.170) рассмот-
рены различные необходимые и достаточные условия оптимальности
[54, 138, 298, 299, 340, 343, 346, 398]. Ниже мы приведем условия опти-
мальности, связанные с возможными свертками и примененные для за-
дач многокритериальной дробной оптимизации, которые соответствуют
рассмотренным выше задач обобщенного дробно-выпуклого программи-
рования.

Метод свертки критериев. Основная трудность при решении за-
дач многокритериальной оптимизации является описание и определе-
ние множества эффективных решений [634, 650, 653, 654]. Важной про-
блемой является и нахождение отдельных точек данного множества.
Поэтому, для этих целей, применяются различные методы и приемы.
Одним из таких методов является применение процедуры свертки кри-
териев в один (так называемая процедура скаляризации критериев) и
сведение задачи многокритериальной оптимизации к решению задачи
с одним критерием. В зависимости от метода свертки формируются
частные условия оптимальности, которые применяются при разработке
конкретных методов решения многокритериальных задач оптимизации.

Если имеем общую задачу многокритериальной оптимизации

min
x∈S

(
f1(x), f2(x), . . . , fm(x)

)
, (6.175)

в которой функции fi(x), i ∈ I – непрерывны и определены в Rn,
то возможно применить следующие процедуры свертки сведения ее к
задачам однокритериальной (скалярной) оптимизации:

- линейные (аддитивные) свертки

G(x) =
∑

i∈I

αifi(x);

- минимизационные свертки

G(x) = min
i∈I

{
αifi(x) + βi

}
;

- максимизационные свертки

G(x) = max
i∈I

{
αifi(x) + βi

}
;
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- мультипликативные свертки

G(x) =
∏

i∈I

αifi(x);

- полиномиальные свертки

G(x) =
∏

i∈I

[αifi(x)]βi .

Для коэффициентов свертки αi, i ∈ I, как правило, требуется чтобы
αi > 0, i ∈ I и

∑
i∈I

αi = 1. Коэффициенты βi > 0, i ∈ I.

Рассмотрим применение метода сверток для решения многокрите-
риальных задач дробно-выпуклой оптимизации. В зависимости от при-
мененной свертки получаем различные задачи обобщенного дробного
программирования. Такие задачи были рассмотрены в предыдущих па-
раграфах данной главы, для решения которых предложены различные
методы и алгоритмы. Также следует отметить, что данные свертки при-
менимы как для решения дробно-выпуклых многокритериальных за-
дач, так и для задачах с дробно-линейными частными критериями, в
многокритериальных транспортных задачах с дробными частными кри-
териями, в дробных задачах блочной структуры и в задачах дробного
сепарабельного программирования.

Рассмотрим некоторые возможные свертки, применимые для реше-
ния многокритериальных задач дробной оптимизации.

а) Линейная свертка.
Линейная свертка является наиболее наглядным методом решения

общей задачи многокритериальной оптимизации (6.175). Введем век-
тор весовых коэффициентов α = (α1, α2, . . . , αm), характеризующие
каждый критерий в отдельности, удовлетворяющие условиям αi > 0

(i = 1, m),
m∑

i=1

αi = 1, и назовем их коэффициентами свертки. Тогда

многокритериальная задача (6.175) сводится к решению скалярной за-
дачи

min
x∈S

m∑

i=1

αifi(x). (6.176)

В результате решения задачи (6.176) получаем оптимальную точку по
Парето для задачи (6.175).

Основным достоинством линейной свертки является то, что с ней
связаны классические достаточные и необходимые условия оптималь-
ности по Парето, основанные на следующих двух теоремах.
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Теорема 6.16. В задаче (6.175) точка x0 ∈ S оптимальна по Паре-
то, если существует вектор весовых коэффициентов α0 =
= {α0

i ≥ 0, i ∈ I}, для которого выполняется соотношение

m∑

i=1

α0
i fi(x0) = min

x∈S

m∑

i=1

α0
i fi(x),

в которой x0 является оптимальным решением задачи (6.176) при
α = α0.

Теорема 6.17. Если в задаче (6.175) точка x0 ∈ S оптималь-
на по Парето, то существует вектор весовых коэффициентов α0 =

= {α0
i ≥ 0, i ∈ I},

m∑
i=1

α0
i = 1, для которого выполняется соотноше-

ние

min
α

m∑

i=1

αifi(x0) =
m∑

i=1

α0
i fi(x0).

В дальнейшем линейную свертку применяем для решения многокри-
териальных дробных задач (6.169), (6.170).

Имеет место теорема, которая подтверждает линейную свертку для
дробной задачи многокритериальной оптимизации.

Теорема 6.18. Пусть S выпуклое множество, а fi(x) =
ϕi(x)
ψi(x)

–

квазивыпуклые на S функции. Тогда x0 ∈ S является эффективной
точкой для задачи векторной дробной оптимизации (6.169), (6.170),
тогда и только тогда, когда x0 является оптимальным решением за-
дачи

min
x∈S

∑

i∈I

αi
ϕi(x)
ψi(x)

,

для некоторого α = (α1, α2, . . . , αm) > 0,
∑
i∈I

αi = 1.

Применение линейной (аддитивной) свертки для решения много-
критериальной дробно-выпуклой задачи приводит к обобщенной задаче
дробного программирования в виде суммы дробно-выпуклых функций,
которая рассмотрена в п. 6.3. и для решения которой можно использо-
вать уже рассмотренные методы и алгоритмы.
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б) Минимизационные и максимизационные свертки.
Для многокритериальных задач используют предложенную Гермей-

ером [650] свертку, которая для задачи дробной оптимизации представ-
лена в виде следующей теоремы.

Теорема 6.19. Пусть S – выпуклое множество, а fi(x) =
ϕi(x)
ψi(x)

–

квазивыпуклые на S функции. Тогда x0 ∈ S является эффективной
точкой для задачи векторной дробной оптимизации (6.169), (6.170),
тогда и только тогда, когда x0 является оптимальным решением за-
дачи

min
x∈S

max
i∈I

αi
ϕi(x)
ψi(x)

,

где αi > 0, i ∈ I,
∑
i∈I

αi = 1.

в) Мультипликативная свертка.

Теорема 6.20. Пусть S – выпуклое множество, а fi(x) =
ϕi(x)
ψi(x)

–

квазивыпуклые на S, ϕi(x) > 0, ψi(x) > 0 для любых x ∈ S. Тогда
x0 ∈ S является эффективной точкой для задачи векторной дробной
оптимизации (6.169), (6.170), тогда и только тогда, когда x0 явля-
ется оптимальным решением задачи

max
x∈S

∏

i∈I

αi
ϕi(x)
ψi(x)

,

где αi > 0, i ∈ I,
∑
i∈I

αi = 1.

г) Смешанные свертки.
Метод сверток для задачи дробно-выпуклой оптимизации может

применяться как для исходной задачи (6.169), (6.170), так и для ее экви-
валентной параметрической задачи (6.171). Также могут быть постро-
ены и другие эквивалентные задачи, которые связаны с дробным про-
граммированием, одна из которых получена при применение дробной
свертки. В такой свертке многокритериальная дробная задача сводится
к задаче дробного программирования с одним критерием.

Для этих целей строятся различные функции, к которым сводит-
ся задача дробно-выпуклой многокритериальной оптимизации. Первая
функция g(x, α) соответствует применению свертки непосредственно к
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исходной многокритериальной дробной задачи. В результате примене-
ния линейной свертки, функция g(x, α) соответствует одному из классов
обобщенных задач дробно-выпуклого программирования.

Вторая функция G(x, α) соответствует дробной свертке, т.е. когда
дробная многокритериальная задача сводится к задаче дробного про-
граммирования, в которой числитель и знаменатель определяется соот-
ветствующей процедурой свертки.

Третья функция Z(x, α, λ) соответствует примененной процедуре
свертки для эквивалентной задачи многокритериальной параметриче-
ской задачи. В данном случае, процедура свертки применяется для вы-
пуклых параметрических функций.

Полученные функции g(x, α), G(x, α) и Z(x, α, λ) используются в
дальнейшем для построения смешанных сверток.

Рассмотрим основные возможные функции, получаемые в результа-
те применения различных процедур сверток.

1. Аддитивные функции

g1(x, α) =
∑

i∈I

αi
ϕi(x)
ψi(x)

, G1(x, α) =

∑
i∈I

αiϕi(x)
∑
i∈I

αiψi(x)
,

Z1(x, α, λ) =
∑

i∈I

αi (ϕi(x)− λiψi(x)) ,

в которых αi > 0, i ∈ I, λi ≥ 0, i ∈ I,
∑
i∈I

α = 1.

2. Функции максимума и минимума

g2(x, α) = max
i∈I

αi
ϕi(x)
ψi(x)

, G2(x, α) =
max
i∈I

αiϕi(x)

min
i∈I

αiψi(x)
,

Z2(x, α, λ) = max
i∈I

αi (ϕi(x)− λiψi(x)) ,

в которых αi > 0, i ∈ I; λi ≥ 0, i ∈ I,
∑
i∈I

α = 1.

3. Мультипликативные функции

g3(x, α) =
∏

i∈I

αi
ϕi(x)
ψi(x)

, G3(x, α) =

∏
i∈I

αiϕi(x)
∏
i∈I

αiψi(x)
,

Z3(x, α, λ) =
∏

i∈I

αi (ϕi(x)− λiψi(x)) ,

в которых αi > 0, i ∈ I; λi ≥ 0, i ∈ I,
∑
i∈I

α = 1.
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Тогда задача дробно-выпуклой многокритериальной оптимизации
(6.169), (6.170) может быть сведена к одной из следующих трех типов
однокритериальных задач:

min
x∈S

gr(x, α), min
x∈S

Gr(x, α), min
x∈S

Zr(x, α, λ) (r=1, 2, 3), (6.177)

которые соответствуют примененной процедуре свертки и рассмотрен-
ных выше задач обобщенного дробно-выпуклого программирования.
Выбор той или иной однокритериальной задачи зависит от структу-
ры и свойства функций исходной задачи многокритериальной дробной
оптимизации (6.169), (6.170).

Однокритериальные задачи (6.177) могут быть использованы для
каждой из них в отдельности или в совокупности для каждого класса
функций g(x, α), G(x, α) или Z(x, α, λ). Таким образом, получаем так-
называемые смешанные многокритериальные задачи, в зависимости от
применяемых процедур свертки. В данном случае имеем векторные за-
дачи с тремя частными критериями:

min
x∈S

(g1(x, α), g2(x, α), g3(x, α)) ,

min
x∈S

(G1(x, α), G2(x, α), G3(x, α)) ,

min
x∈S

(Z1(x, α, λ), Z2(x, α, λ), Z3(x, α, λ)) .

Обобщенные задачи многокритериальной дробной оптими-
зации.

Изложенное выше указывает на необходимость рассмотрения и ис-
следования обобщенных дробных задач многокритериальной оптимиза-
ции. В таких задачах предполагается, что частные критерии являются
обобщенными дробными функциями, определенными одной из рассмот-
ренных выше операций над дробными функциями, а именно операции
взятия максимума, суммирования или мультипликатирования.

Рассмотрим многокритериальные задачи, с частными критериями в
виде обобщенных дробных функций

min
x∈S

{fr
i (x), i ∈ I} (r = 1, 3), (6.178)

в которых функции fr
i (x), i ∈ I являются обобщенными дробными

функциями одного из следующих типов:
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- многокритериальные, в которых частные критерии являются дис-
кретным максимумом дробно-выпуклых функций

f1
i x) = max

j∈Ji

ϕij(x)
ψij(x)

, i ∈ I;

- многокритериальные аддитивные дробно-выпуклые функции

f2
i (x) =

∑

j∈Ji

ϕij(x)
ψij(x)

, i ∈ I;

- многокритериальные мультипликативные дробно-выпуклые фун-
кции

f3
i (x) =

∏

j∈Ji

ϕij(x)
ψij(x)

, i ∈ I,

в которых функции ϕij(x), −ψij(x) – выпуклы на S, j ∈ Ji, i ∈ I, а
множества Ji содержат различные количества дробных функций. Ес-
ли ||Ji|| = 1, то имеем обычную задачу многокритериальной дробной
оптимизации типа (6.169), (6.170).

Одновременно с задачами (6.178) может быть рассмотрена и сме-
шанная трехкритериальная обобщенная задача

min
x∈S

{f1
i (x), f2

i (x), f3
i (x), i ∈ I}, (6.179)

в которых функции частных критериев являются обобщенными дроб-
ными функциями.

Задачи (6.179) могут быть рассмотрены в виде параметрической
трехкритериальной выпуклой задачи

min
x∈S

{Z1
i (x, λ), Z2

i (x, λ), Z3
i (x, λ), i ∈ I}, (6.180)

Z1
i (x, λ) = max

j∈Ji

(ϕij(x)− λijψij(x)) , i ∈ I,

Z2
i (x, λ) =

∑
j∈Ji

(ϕij(x)− λijψij(x)) , i ∈ I,

Z3
i (x, λ) =

∏
j∈Ji

(ϕij(x)− λijψij(x)) , i ∈ I.

Приведенные обобщенные задачи многокритериальной дробной оп-
тимизации (6.178), (6.179) и (6.180) требуют дополнительных исследова-
ний, для которых необходимо определить условия оптимальности, рас-
смотреть двойственные задачи, построить функции Лагранжа и разра-
ботать новых методов и алгоритмов их решения. Такие задачи могут
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быть рассмотрены, когда входящие в них функции являются выпуклы-
ми, линейными или дробными.

Задачи многокритериальной оптимизации с неоднотипны-
ми функциями.

Задачи многокритериальной оптимизации могут быть усложнены,
если в качестве частных критериев использовать различные типы функ-
ций, соответствующие разным задачам оптимизации. Таких функций
и задач объединяет только единственная область оптимизации. В та-
ких задачах не требуется, чтобы все частные критерии соответствовали
одному классу задач оптимизации, например, линейному, выпуклому,
квадратичному или дробному программированию. Таким образом, за-
дача многокритериальной оптимизации может содержать неоднотип-
ные частные критерии и соответствующие им функции.

Рассмотрим общую формулировку многокритериальной задачи с
неоднотипными функциями

min
x∈S

{{f j
i (x), j ∈ Ji}, i ∈ I

}
, (6.181)

в которой:
j – номер функции из соответствующего i-го класса задач оптими-

зации,
f j

i (x) – определенная в Rn j-я функция i-го класса задач оптимиза-
ции,

Ji – множество функций i-го класса задач оптимизации,
I – множество классов задач оптимизации, функции из которых вхо-

дят в многокритериальную неоднородную задачу.
В качестве функции для частных критериев (многокритериальной

задачи (6.181) могут быть взяты любые целевые функции задач мате-
матического программирования. Рассмотрим неоднотипные многокри-
териальные задачи, в которых функции частных критериев выбираются
с точки зрения дробности таких функций. Тогда в многокритериальной
смешанной задаче могут входить функции трех типов, а именно:

- линейные и дробно-линейные функции;
- выпуклые и дробно-выпуклые функции;
- квадратичные и дробно-квадратичные функции.
Также могут быть рассмотрены функции, полученные в результате

применения операций суммирования, произведения или взятие макси-
мума на множестве тех же классов задач оптимизации.

Рассмотрим следующую задачу многокритериальной оптимизации с
двумя типами функций:
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min
x∈S

{
fj(x), j ∈ J ;

ϕi(x)
ψi(x)

, i ∈ I
}

(6.182)

в которой функции fj(x), j ∈ J и ϕi(x), −ψi(x), i ∈ I принадлежат
одному и тому же классу (линейные, выпуклые, квадратичные и т.п.),
а S – соответствующее выпуклое множество.

В таких задачах с помощью анализа параметрической задачи опти-
мизации можем рассматривать задачу типа

min
x∈S

{
fj(x), j ∈ J ; Zi(x, λi) = ϕi(x)− λiψi(x), i ∈ I

}
. (6.183)

Тогда при фиксированных значениях λi ≥ 0 функции fj(x), j ∈ J
и Zi(x, λi), i ∈ I принадлежат одному и тому же классу. Если для
решения задачи многокритериальной оптимизации (6.183) применить
метод линейной аддитивной свертки, то получим однокритериальную
задачу

min
x∈S

[ ∑

j∈J

vjfj(x) +
∑

i∈I

uiZi(x, λi

]
,

функции которой соответствуют одному и тому же классу задач опти-
мизации.

Таким образом, вместо задачи (6.182) можно рассматривать пара-
метрическую задачу (6.183) и при некоторой процедуре фиксирования
значений параметров λi, i ∈ I провести анализ многокритериальной за-
дачи (6.183) и тем самым найти эффективные решения задачи (6.182).

Другой класс многокритериальных задач оптимизации с дробны-
ми функциями может быть рассмотрен, когда используются различные
операции над входящими в них функциями. Рассмотрим некоторые из
возможных формулировок задач многокритериальной оптимизации с
дробными обобщенными функциями:

min
x∈S

{ pj∑
r=1

fr
j (x), j ∈ J ;

qi∑

k=1

ϕk
i (x)

ψk
i (x)

, i ∈ I
}

,

min
x∈S

{ pj∏
r=1

fr
j (x), j ∈ J ;

qi∏

k=1

ϕk
i (x)

ψk
i (x)

, i ∈ I
}

,

min
x∈S

{
max

r=1,pj

fr
j (x), j ∈ J ; max

k=1,qi

ϕk
i (x)

ψk
i (x)

, i ∈ I
}

,
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или же в общем виде задачу

min
x∈S

{ pj∧
r=1

fr
j (x), j ∈ J ;

qi∧

k=1

ϕk
i (x)

ψk
i (x)

, i ∈ I
}

, (6.184)

где
∧

означает одну из возможных операций
∑

,
∏

или max.
Тогда вместо таких задач можно рассматривать параметрические

задачи

min
x∈S

{ pj∧
r=1

fr
j (x), j ∈ J ;

qi∧

k=1

Zk
i (x, λk

i ), i ∈ I
}

, (6.185)

в которых Zk
i (x, λk

i ) = ϕk
i (x)− λk

i ψk
i (x), r = 1, qi, i ∈ I.

Тогда при фиксированных λk
i ≥ 0, функции Zk

i (x, λk
i ) имеют те же

свойства, что и функции fr
j (x), и тогда, для решения таких задач при

λ
r

i можно провести анализ многокритериальной задачи (6.184) и найти
эффективные решения для задачи (6.185).

Одной из постановок такого класса задач многокритериальной оп-
тимизации функций разных классов может быть рассмотрена задача с
двумя типами функций: линейными и дробно-линейными, выпуклыми
и дробно-выпуклыми, квадратичными и дробно-квадратичными. Для
таких функций также могут быть применены операции суммирования,
мультипликатирования или взятия максимума конечного числа функ-
ций. В таких задачах можно использовать некоторые процедуры пре-
образования функций из одного класса в другой.

В задачах многокритериальной оптимизации с разнотипными функ-
циями рассматриваются различные задачи математического програм-
мирования. Решение таких задач представляет собой сложный процесс,
в которых необходимо учитывать различные аспекты входящих в них
функций, среди которых относится их линейность или нелинейность,
выпуклость или невыпуклость, дифференцируемость или недифферен-
цируемость, а также и другие свойства функций, влияющие на выбор
метода решения соответствующих задач оптимизации.

При решении таких задач также следует учесть возможность пере-
хода от более простых классов задач к более сложным классам задач,
охватывающие все остальные простые классы задач оптимизации. В
качестве примера, можно рассмотреть последовательность, определяю-
щая сложность задач оптимизации:



390

- линейные =⇒ нелинейные задачи

линейные
тран-

спортные
задачи

=⇒
задачи

линейного
програм-
мирования

=⇒
задачи

выпуклого
програм-
мирования

=⇒
задачи

нелинейного
програм-
мирования

- дробно-линейные =⇒ нелинейные задачи

дробно-ли-
нейные
тран-

спортные
задачи

=⇒

задачи
дробно-ли-
нейного
програм-
мирования

=⇒

задачи
дробно-вы-
пуклого
програм-
мирования

=⇒
задачи

нелинейного
програм-
мирования

- дифференцируемые =⇒ недифференцируемые задачи

дифференци-
руемые функции =⇒

почти-диффе-
ренцируемые
функции

=⇒ недифференци-
руемые функции

В завершение данного параграфа отметим, что приведенные выше
задачи многокритериальной дробной оптимизации требуют дальнейше-
го подробного исследования и разработки методов их решения.

6.7. Блочная задача сепарабельного
дробно-выпуклого программирования

Рассмотрим задачу дробно-выпуклого программирования, в кото-
рой система ограничений имеет блочно-диагональную структуру, а
функционал является сепарабельной функцией

F1(x) =
p∑

j=1

ϕj(xj)
ψj(xj)

→ min, (6.186)

p∑

j=1

gi
j(xj) ≤ ai (i = 1,m), (6.187)

hl
j(xj) ≤ bl

j (l = 1,mj ; j = 1, p). (6.188)
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Переменные данной задачи разбиты на p групп

xj = (x1
j , x

2
j , . . . , x

nj

j ) ∈ Rnj (j = 1, p),

которые образуют вектор x = (x1, x2, . . . , xp) ∈ Rn, где n =
p∑

j=1

nj .

На множестве каждой группы переменных xj определены непрерывные
функции

ϕj , ψj , gi
j (i = 1,m), hl

j (l = 1,mj) : Rnj → R.

Предположим, что функции ϕj , −ψj , gi
j и hl

j выпуклы по группе
переменных xj (j = 1, p), а ai (i = 1,m), bl

j (l = 1,mj ; j = 1, p) –
заданные числа. Обозначим через S множество значений переменных
x, удовлетворяющих ограничениям (6.187) и (6.188).

В задаче (6.186)–(6.188) можно использовать и другие сепарабель-
ные обобщенные дробные функционалы. Тогда получим задачи обоб-
щенного сепарабельного дробного программирования:

min
x∈S

[
F2(x) = max

j=1,p

ϕj(xj)
ψj(xj)

]
, (6.189)

или же

min
x∈S

[
F3(x) =

p∏

j=1

ϕj(xj)
ψj(xj)

]
. (6.190)

Приведенную ниже схему решения задачи (6.186)–(6.188) можно с та-
ким же успехом применить и для решения задачи (6.189) или задачи
(6.190).

Предположим, что функции ϕj(xj) и ψj(xj) такие, что функцио-
налы F1(x), F2(x) и F3(x) являются квазивыпуклыми, без уточнения
необходимых условий, которым они должны удовлетворять.

В общем случае задачи минимизации обобщенных дробных функци-
оналов F1(x), F2(x) и F3(x) при ограничениях (6.187) и (6.188) являются
многоэкстремальными и для их решения необходимо использовать об-
щие методы математического программирования. Такие методы приве-
дены в предыдущих параграфах данной главы. Однако имеются случаи,
когда они являются одноэкстремальными и возможно нахождение гло-
бального минимума. В таких случаях для решения данных задач можно
применить некоторые модификации общих методов дробно-выпуклого
программирования.
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Рассмотрим каждый возможный вариант постановки данных задач
в отдельности.

Пусть p = 1, n1 ≥ 1, m ≥ 1 и m1 = 0. Тогда для всех трех задач
получим задачу дробно-выпуклого программирования

ϕ(x)
ψ(x)

→ min,

gi(x) ≤ ai (i = 1,m),

которая имеет единственный минимум. Это позволят использовать
общие методы решения задач дробно-выпуклого программирования
(см. п. 5.1.).

Пусть теперь p ≥ 2, nj ≥ 2, m = 0 и mj ≥ 1. Тогда получим зада-
чи минимизации сепарабельных функционалов F1(x), F2(x) и F3(x) на
множестве блочно-диагональных ограничений без связующих ограни-
чений, а именно: найти минимум функционала F1(x) (F2(x) или F3(x))
при ограничениях (6.188).

Поскольку данные функционалы являются сепарабельными, то они
сводятся к решению, отдельно для каждого j, задач дробно-выпуклого
программирования следующего вида:

ϕj(xj)
ψj(xj)

→ min, (6.191)

hl
j(xj) ≤ bl

j (l = 1,mj). (6.192)

Если задачу (6.191), (6.192) решать параметрическим методом, то
при фиксированных λj = λj получим следующие задачи выпуклого
программирования:

ϕj(xj)− λjψj(xj) → min,

hl
j(xj) ≤ bl

j (l = 1,mj).

Рассмотрим общий случай задачи (6.186)–(6.188), т.е. когда p ≥ 2,
nj ≥ 2, m ≥ 1 и mj ≥ 1. Тогда задача (6.186)–(6.188) будет многоэкс-
тремальной, и мы остановимся на нахождении некоторого локального
минимума, а в отдельных случаях, при выполнении соответствующих
условий, – глобального.

Приведем метод решения задачи (6.186)–(6.188) с использованием
схемы декомпозиции по ограничениям и субградиентных методов.
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Для задачи (6.186)–(6.188) построим функцию Лагранжа

L1(x, u) =
p∑

j=1

[
ϕj(xj)
ψj(xj)

+
m∑

i=1

uig
i
j(xj)

]
−

m∑

i=1

uiai, (6.193)

где u = (u1, u2, . . . , um) – множители лагранжа для ограничений (6.187),
и рассмотрим задачу

max
u≥0

L∗1(u), (6.194)

в которой
L∗1(u) = min

x∈S1×···×Sp

L1(x, u), (6.195)

а Sj – множество значений переменных xj , удовлетворяющих ограни-
чениям (6.188) для каждого j в отдельности.

Для решения задачи (6.194) используем субградиентный метод, на
(t+1)-м шаге которого необходимо выполнить следующие три основных
этапа.

1. Решить задачу (6.195) при фиксированных u = ut. Так как функ-
ция Лагранжа L1(x, u) является сепарабельной на множестве перемен-
ных x, то задача (6.195) решается для каждого блока в отдельности.
Таким образом, имеем p задач вида

ϕj(xj)
ψj(xj)

+
m∑

i=1

ut
ig

i
j(xj) → min, (6.196)

hl
j(xj) ≤ bl

j (l = 1,mj). (6.197)

Задача (6.196), (6.197) является обобщением задач выпуклого и
дробно-выпуклого программирования, для решения которой можно ис-
пользовать общие методы глобальной оптимизации.

Для решения задачи (6.196), (6.197) также можно использовать па-
раметрический метод. Тогда при фиксированном параметре λ = λt

j =

=
ϕj(x∗j (u

t−1))
ψj(x∗j (ut−1))

необходимо решить задачу минимизации выпуклого

функционала

ϕj(xj)− λt
jψj(xj) +

m∑

i=1

ut
ig

i
j(xj)

при ограничениях (6.197).
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2. Определить значения обобщенного градиента функции L∗1(u) в
точке ut по формуле

Gi(ut) =
p∑

j=1

gi
j(x

∗
j (u

t))− ai (i = 1,m),

где x∗(ut) – решение задачи (6.195).
3. Найти новые значения

ut+1
i = max

{
0, ut

i + γt+1Gi(ut)
}

(i = 1,m),

где γt+1 – величина шага.
Для задачи минимизации функционала (6.189) или (6.190) при огра-

ничениях (6.187), (6.188) получим следующие вариации предложенного
метода.

Функции Лагранжа имеют вид

L2(x, u) = max
j=1,p

ϕj(xj)
ψj(xj)

+
p∑

j=1

m∑

i=1

uig
i
j(xj)−

m∑

i=1

uiai,

и

L3(x, u) =
p∏

j=1

ϕj(xj)
ψj(xj)

+
p∑

j=1

m∑

i=1

uig
i
j(xj)−

m∑

i=1

uiai.

Исходя из приведенной выше общей схемы декомпозиции по огра-
ничениям с применением субградиентных методов, для этих функций
Лагранжа при фиксированных значениях u = ut необходимо решить
задачу (6.195). Так как функционалы в данном случае не являются
сепарабельными, то для нахождения обобщенного градиента функции
L∗2(u) = max

u≥0
L2(x, u) или L∗3(u) = max

u≥0
L3(x, u) применяется прибли-

женный алгоритм. А именно, решение задачи (6.195) для функционалов
L2(x, ut) и L3(x, ut) сводится к решению задач типа (6.196), (6.197)
для каждого блока в отдельности.

Пусть задана задача (6.186)–(6.188) и для ее решения использова-
на схема декомпозиции по ограничениям. Из теоремы Куна-Таккера
известно, что для того, чтобы x∗ было решением задачи (6.186)–(6.188),
необходимо существование таких множителей u∗ = {u∗i } (i = 1,m) для
ограничений (6.187) и v∗ = {vl∗

j } (l = 1,mj ; j = 1, p) для ограничений
(6.188), для которых выполняется условие:

L(x∗, u, v) ≤ L(x∗, u∗, v∗) ≤ L(x, u∗, v∗), (6.198)
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где

L(x, u, v) =
p∑

j=1

ϕj(xj)
ψj(xj)

+
p∑

j=1

m∑

i=1

ui(gi
j(xj)− ai) +

p∑

j=1

mj∑

l=1

vl
j(h

l
j(xj)− bl

j),

притом

u∗i
( p∑

j=1

gi
j(x

∗
j )− ai

)
= 0 (i = 1,m) (6.199)

vl∗
j

(
hl

j(x
∗
j )− bl

j

)
= 0 (l = 1,mj ; j = 1, p). (6.200)

Покажем, что полученные решения по общей схеме декомпозиции
по ограничениям удовлетворяют оптимальным условиям для задач
(6.186)–(6.188).

Пусть u∗ – оптимальное решение задачи (6.194), найденное мето-
дом обобщенного градиента. Тогда для оптимального u∗ выполняются
условия

Gi(u∗) = 0 (i = 1,m),

т.е.
p∑

j=1

gi
j(x

∗
j (u

∗))− ai = 0 (i = 1,m),

где x∗j (u
∗) – оптимальное решение задачи (6.195) при u = u∗. Таким

образом, условия (6.199) выполняются.
Так как x∗j является оптимальным решением задачи (6.195), то для

него существуют множители vl∗
j , для которых выполняются условия

(6.200).
Докажем выполнение неравенств (6.198). Пусть x∗, u∗ и v∗ удовле-

творяют вышеупомянутым условиям. Тогда имеем:

ϕj(x∗j )
ψj(x∗j )

+
m∑

i=1

u∗i (g
i
j(x

∗
j )− ai) ≤ ϕj(xj)

ψj(xj)
+

m∑

i=1

u∗i (g
i
j(xj)− ai) (j = 1, p).

Или же, просуммировав по всем j = 1, p, получаем

p∑

j=1

ϕj(x∗j )
ψj(x∗j )

+
p∑

j=1

m∑

i=1

u∗i (g
i
j(x

∗
j )−ai)≤

p∑

j=1

ϕj(xj)
ψj(xj)

+
p∑

j=1

m∑

i=1

u∗i (g
i
j(xj)−ai).

Тогда с учетом равенства (6.200) получаем, что

L(x∗, u∗, v∗) ≤ L(x, u∗, v∗).
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С другой стороны, так как u∗ является оптимальным решением имеем,
что

L∗1(u) ≤ L∗1(u
∗)

или же неравенство

min
x

L1(x, u) ≤ min
x

L1(x, u∗),

которое также выполняется и в оптимальной точке x∗ задачи (6.195)
при u = u∗, т.е. имеем:

L1(x∗, u) ≤ L1(x∗, u∗). (6.201)

Так как для задачи (6.196), (6.197) выполняются условия

vl
j(h

l
j(x

∗
j )− bl

j) ≤ vl∗
j (hl

j(x
∗
j )− bl

j),

то получим

p∑

j=1

mj∑

l=1

vl
j(h

l
j(x

∗
j )− bl

j) ≤
p∑

j=1

mj∑

l=1

vl∗
j (hl

j(x
∗
j )− bl

j)

и тогда с учетом неравенства (6.201) имеем

L(x∗, u, v) ≤ L(x∗, u∗, v∗),

откуда следует, что (x∗, u∗, v∗) является седловой точкой функции
Лагранжа L(x, u, v), т.е. является оптимальным решением задачи
(6.186)–(6.188).

Аналогичным образом можно доказать, что полученные решения
задач (6.189), (6.187), (6.188) и (6.190), (6.187), (6.188) по схеме деком-
позиции по ограничениям также являются оптимальными.

В задачи сепарабельного дробно-выпуклого блочного программиро-
вания можно также использовать функционал

F4(x) =
max
j=1,p

ϕj(x)

min
j=1,p

ψj(x)
,

или же рассмотреть многокритериальный дробный функционал вида

F5(x) =
(

ϕ1(x1)
ψ1(x1)

,
ϕ2(x2)
ψ2(x2)

, . . . ,
ϕp(xp)
ψp(xp)

)
.
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Если для функции F5(x) построить функцию Лагранжа на множе-
стве связующих ограничений, для которой частные критерии L5

j (xj , u)
имеют вид

L5
j (xj , u) =

ϕj(xj)
ψj(xj)

+ A(x, u) (j = 1, p),

где

A(x, u) =
p∑

j=1

m∑

i=1

uig
i
j(xj)−

m∑

i=1

uiai (j = 1, p),

то задача многокритериальной оптимизации min
x∈S

F5(x) сводится к реше-

нию задачи нахождения седловой точки для многокритериальной функ-
ции Лагранжа L5

j (xj , u), т.е. к решению задачи

max
u≥0

min
x∈S

[
L5(x, u) =

(
L5

1(x1, u), L5
2(x2, u), . . . , L5

p(xp, u)
)]

,

которая разбивается на две задачи, соответствующие задачам (6.194)
и (6.195). В данном случае функции L∗5(u) и L5(x, u) являются вектор-
ными функциями и тогда задачи (6.194) и (6.195) являются задачами
векторной оптимизации.

Векторная функция L∗5(u) является вогнутой, кусочно-линейной, не-
дифференцируемой по каждой компоненте и имеет вид

L∗5(u) =
(
L5

1(u), L5
2(u), . . . , L5

p(u)
)
,

в которой L5
j (u) =

m∑
i=1

qi(x∗)ui + fj(x∗j ) (j = 1, p), а fj(x∗j ) =

=
ϕj(x∗j )
ψj(x∗j )

(j = 1, p), qi(x∗) =
p∑

j=1

gi
j(x

∗
j )− ai (i = 1,m).

Для решения задачи векторной оптимизации max
u≥0

L∗5(u) используем
метод сверток с применением операции поточечного минимума част-
ных критерий, а именно определяем функцию L(u) = min

1≤j≤p
L∗5(u). То-

гда имеем задачу max
u≥0

[
L(u) = min

1≤j≤p
L5

j (u)
]
, которая является задачей

дискретного максимума с вогнутым и недифференцируемым функцио-
налом L(u).

Для решения такой задачи в п. 6.1. применен субградиентный метод.
Пусть имеем некоторую точку ut, полученной на предыдущем шаге суб-
градиентного метода. Тогда выполняем следующие три основных этапа:
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1) находим значение функции

L(ut) = min
1≤j≤p

L5
j (u

t) = min
1≤j≤p

[ m∑

i=1

qi(x∗(ut))ut
i + fj(x∗j (u

t))
]

=

= fjt(x
∗
jt

(ut)) +
m∑

i=1

qi(x∗(ut))ut
i,

где x∗(ut) является эффективным решением векторной задачи
min

x∈S1×S2×···×Sp

L5(x, ut), а jt – индекс функции fj(x∗j (u
t)), которая имеет

минимальное значение в точке x∗j (u
t);

2) находим значения обобщенного градиента функции L(u) в точке
ut по формуле

gi
L
(ut) = qi(x∗(ut)) =

p∑

j=1

gi
j(xj(ut))− ai (i = 1,m);

3) находим новую точку ut+1 по формуле

ut+1
i = max{0, ut

i + γt+1g
i
L
(ut)}.

В рассмотренном субградиентном методе на каждом шаге при фик-
сированном u = ut решается векторная задача минимизации функции
L5(x, ut), в которой частные критерии имеют вид

L5
j (xj , u

t) =
ϕj(xj)
ψj(xj)

+ A(x, ut) (j = 1, p),

где

A(x, ut) =
p∑

j=1

m∑

i=1

ut
ig

t
j(xj)−

m∑

i=1

ut
iai (j = 1, p).

Для данной векторной задачи используем метод линейной свертки
и тогда для ее решения рассмотрим задачу

min
x∈S1×S2×···×Sp

L(x, ut),

в которой

L(x, ut) =
p∑

j=1

L5
j (xj , u

t) =
p∑

j=1

(
ϕj(xj)
ψj(xj)

+ p

m∑

i=1

ut
ig

t
j(xj)

)
.
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Тогда данная задача распадается на p отдельных задач для каждого
блока в отдельности, т.е. получим задачу

min
xj∈Sj

(
ϕj(xj)
ψj(xj)

+ p

m∑

i=1

ut
ig

t
j(xj)

)

для решения которой применим параметрический метод.
Таким образом, при решении сепарабельной многокритериальной за-

дачи дробной оптимизации получаем аналогичные подзадачи в субгра-
диентном методе, как и для задачи (6.186)–(6.188), или задач с обоб-
щенными дробными функционалами (6.189) и (6.190).

6.8. Блочная задача дробно-выпуклого
программирования со связующими
переменными и ограничениями

Пусть имеем p групп переменных xj = (x1
j , x

2
j , . . . , x

nj

j ) ∈ Rnj , об-

разующих вектор x = (x1, x2, . . . , xp) ∈ Rn, где n =
p∑

j=1

nj . На множе-

стве каждой группы переменных xj определим следующие непрерывные
функции: ϕj , ψj , gi

j (i = 1, m), hl
j (l = 1,mj) : Rnj → R.

Пусть также имеются переменные y = (y1, y2, . . . , yk) ∈ Rk, на кото-
рых определены функции α, β, F i

0 (i = 1,m), F l
j (l = 1,mj ; j = 1, p) :

Rk → R. Предположим, что функции ϕj , −ψj , gi
j (i = 1,m), hl

j (l =
= 1, mj) выпуклы на множестве значений переменных xj , а функции
α, −β, F i

0 (i = 1,m), F l
j (l = 1,mj ; j = 1, p) выпуклы на множестве

значений переменных y.
Рассмотрим задачу дробно-выпуклого программирования на множе-

стве переменных (x, y), в которой система ограничений имеет блочно-
диагональную структуру со связующими переменными и ограничения-
ми:

F (x, y) =
C(x, y)
D(x, y)

=

p∑

j=1

ϕj(xj) + α(y)

p∑

j=1

ψj(xj) + β(y)

→ min, (6.202)
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p∑

j=1

gi
j(xj) + F i

0(y) ≤ ai (i = 1,m), (6.203)

hl
j(xj) + F i

j (y) ≤ bl
j (l = 1,mj ; j = 1, p), (6.204)

в которой ai (i = 1, m) и bl
j (l = 1,mj ; j = 1, p) – заданные числа.

Через M(x, y) обозначим множество значений переменных (x, y),
удовлетворяющих ограничениям (6.203), (6.204), и предположим, что
оно ограничено, и представляет собой некоторый компакт.

Предположим также, что функции ϕj(xj) и ψj(xj) неотрицательны,
а α(y) и β(y) положительны на компакте M(x, y).

Для решения задачи (6.202)–(6.204) можно построить итеративный
алгоритм с использованием субградиентных методов, применяя схему
декомпозиции по переменным y, а при решении задачи на множестве
переменных x – схему декомпозиции по ограничениям. В таком случае
алгоритм решения задачи (6.202)–(6.204) будет иметь два уровня, на
каждом из которых используются субградиентные методы.

Рассмотрим алгоритм более подробно.
Первый (внешний) уровень . Применяем схему декомпозиции по

переменным. Тогда для фиксированных переменных y = y получим
задачу:

C(x, y)
D(x, y)

=

p∑

j=1

ϕj(xj) + α(y)

p∑

j=1

ψj(xj) + β(y)

→ min, (6.205)

p∑

j=1

gi
j(xj) ≤ ai(y) (i = 1,m), (6.206)

hl
j(xj) ≤ bl

j(y) (l = 1,mj ; j = 1, p), (6.207)

где ai(y) = ai − F i
0(y), b

l

j(y) = bl
j − F l

j(y) (l = 1,mj ; j = 1, p) –
постоянные коэффициенты.

На множестве значений переменных x определим функцию

Φ(y) = min
x∈R(y)

C(x, y)
D(x, y)

.

Здесь R(y) – множество значений переменных x, удовлетворяющих
ограничениям (6.206), (6.207) при фиксированных значениях перемен-
ной y = y.
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Тогда на внешнем уровне итеративного алгоритма решения зада-
чи (6.202)–(6.204) необходимо минимизировать строго квазивыпуклую
функцию Φ(y) при ограничениях y ≥ 0. Для этого используем метод
обобщенного градиентного спуска, на t-м шаге которого необходимо вы-
полнить следующие три основных этапа.

1. Решить задачу (6.205)–(6.207) при фиксированных y = yt, т.е. най-
ти оптимальное решение x(yt) и двойственные оценки {ui(yt)} и
{vl

j(y
t)} соответственно для ограничений (6.206) и (6.207).

2. Определить значения обобщенного градиента функции Φ(y) в точ-
ке y = yt по формуле

G(yt) = −
m∑

i=1

ui(yt)Gi
0(y

t)−
p∑

j=1

m∑

i=1

vl
j(y

t)Gl
j(y

t)+

+
GαD(x(yt), yt)−GβC(x(yt), yt)

[D(x(yt), yt)]2
,

где Gα и Gβ – обобщенные градиенты функций α(y) и β(y), а
Gi

0(y
t) и Gl

j(y
t) – обобщенные градиенты функций F i

0(y) и F l
j(y) в

точке y = yt.

3. Найти новые значения

yt+1 = yt − γt+1G(yt),

где γt+1 – величина шага.

В первом пункте внешнего уровня итеративного алгоритма необхо-
димо решить задачу (6.205)–(6.207). Так как эта задача имеет блочно-
диагональную структуру, то, используя схему декомпозиции по огра-
ничениям, сводим ее к решению выпуклых задач для каждого блока в
отдельности.

Решение задачи (6.205)–(6.207) составляет второй (внутренний)
уровень итеративного алгоритма. Для этого рассмотрим следующие две
задачи:

max
u≥0

L∗(u)

и
L∗(u) = min

x∈S(x)
L(x, u),

где u = {ui} – множители Лагранжа функции L(x, u), определенной по
формуле
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L(x, u) =

p∑

j=1

[
ϕj(xj) +

m∑

i=1

uig
i
j(xj)

]
+ α(y)−

m∑

i=1

uiāi(y)

p∑

j=1

ψj(xj) + β(y)

,

а S(x) – множество значений переменных x, удовлетворяющих ограни-
чениям (6.207).

Тогда, на (s+1)-м шаге субградиентного метода максимизации функ-
ции L∗(u) необходимо выполнить следующие три основных этапа.

1. Решить следующую задачу дробно-выпуклого программирования
параметрическим методом при фиксированных u = us

p∑

j=1

[
ϕj(xj) +

m∑

i=1

us
i g

i
j(xj)

]
+ α0(us, y)

p∑

j=1

ψj(xj) + β(y)

→ min, (6.208)

hl
j(xj) ≤ bl

j(y) (l = 1,mj ; j = 1, p), (6.209)

где α0(us, y) = α(y)−
m∑

i=1

us
i ai(y).

При фиксированном параметре

λ = λs = L(x∗(us−1), us)

решить задачу выпуклого программирования

ϕj(xj)− λsψj(xj) +
m∑

i=1

us
i g

i
j(xj) → min,

hl
j(xj) ≤ bl

j(y) (l = 1,mj).

Пусть x∗j (u
s) – решение задачи, а vl∗

j (us) – соответствующие зна-
чения множителей Лагранжа для данного решения. Тогда x∗(us) =
= {x∗j (us)} является решением задачи (6.208), (6.209).

2. Определить значения обобщенного градиента функции L∗(u) в
точке u = us по формуле
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G(us) =
{[ p∑

j=1

gi
j(x

∗
j (u

s))− αi(y)
]/

D(x∗(us), y)
}

.

3. Найти новые значения

us+1 = max(0, us + γs+1G(us)),

где γs+1 – величина шага.
Следует заметить, что поскольку внутренняя задача (6.205)–(6.207)

решается приближенно, то значение обобщенного градиента функции
Φ(y) в точке y = yt определяется с некоторой погрешностью. При этом
последовательность внутренних задач необходимо решить с некоторой
заданной точностью.

Таким образом, в результате решения задачи (6.202)–(6.204) по ука-
занному алгоритму получим оптимальные значения переменных (x, y)
и двойственных оценок u и {vj}.

Заметим, что если в задаче (6.202)–(6.204) имеются некоторые от-
клонения от общей постановки, то для ее решения можно использовать
другие схемы итеративного алгоритма. Рассмотрим некоторые вариа-
ции структуры системы ограничений.

Пусть m = 0, т.е. связующие ограничения (6.203) отсутствуют. То-
гда, если использовать схему декомпозиции по переменным, то задачу
(6.205)–(6.207) можно решить параметрическим методом для каждого
блока в отдельности. В конечном итоге получим одноуровневый алго-
ритм. Аналогично имеет место, когда m > 0, но все функции gi

j(xj)
тождественно равны нулю на множестве переменных x (т.е. отсутству-
ют связующие ограничения по x).

Если же mj = 0 (j = 1, p), т.е. блочно-диагональные ограничения
(6.204) отсутствуют, то получим задачу, для которой достаточно при-
менить схему декомпозиции по переменным. В этом случае эффектив-
ность данного метода достигается за счет специальной структуры огра-
ничений (6.203) при фиксированных значениях y (задача транспортного
типа, блочная структура ограничений и т.п.).

Рассмотрим теперь некоторые варианты задачи (6.202)–(6.204) в
зависимости от структуры функционала (6.202). В практических за-
дачах возможен случай, когда функционал (6.202) будет иметь вид
C(x, y)/D(y). Тогда задача (6.205)–(6.207) будет задачей выпуклого про-
граммирования, и по схеме декомпозиции по ограничениям она реша-
ется для каждого блока в отдельности.
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6.9. Блочные задачи обобщенного
дробно-выпуклого программирования
со связующими переменными
и ограничениями

Рассмотрим обобщенные задачи дробно-выпуклого программирова-
ния (в виде сумм выпуклого и дробно-выпуклого или двух дробно-
выпуклых функционалов) блочно-диагональной структуры со связую-
щими переменными и связующими ограничениями. Для решения задач
со связующими переменными приводится общая схема декомпозици-
онных алгоритмов с применением схем разложения по переменным и
субградиентных методов. Для каждого конкретного вида функционала
обобщенной задачи дробно-выпуклого программирования приводятся
формулы вычисления обобщенных градиентов и вид подзадач, которые
необходимо решить для каждого блока.

1. Постановка задачи. Пусть имеем p групп переменных xj =
= (x1

j , x
2
j , . . . , x

nj

j ) ∈ Rnj , образующих вектор x = (x1, x2, . . . , xp) ∈ Rn,

где n =
p∑

j=1

nj . На множестве каждой группы переменных xj определим

следующие непрерывные функции: ϕj , ψj , gi
j (i = 1,m), hl

j (l =
= 1,mj) : Rnj → R.

Пусть также имеются переменные y = (y1, y2, . . . , yk) ∈ Rk, на ко-
торых определены функции: α, β, F i

0 (i = 1,m), F l
j (l = 1,mj ; j =

= 1, p) : Rk → R. Предположим, что функции ϕj , −ψj , gi
j (i =

= 1,mj), hl
j (l = 1,mj) выпуклы на множестве значений переменных

xj , а функции α, −β, F i
0 (i = 1,m), F l

j (l = 1,mj ; j = 1, p) выпуклы
на множестве значений переменных y.

Рассмотрим следующие два множества допустимых значений пере-
менных x и y :

Q(x, y) =
{
x, y : hl

j(xj) + F l
j(y) ≤ bl

j (l = 1,mj ; j = 1, p)
}

,

S(x, y) =
{

x, y :
p∑

j=1

gi
j(xj) + F i

0(y) ≤ ai (i = 1,m),

hl
j(xj) + F l

j(y) ≤ bl
j (l = 1,mj ; j = 1, p)

}
,
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в которых a = (a1, . . . , am) ∈ Rm; bj = (b1
j , . . . , b

mj

j ) ∈ Rmj (j =
= 1, p) – заданные числа. Системы ограничений данных множеств име-
ют следующую структуру:

1) для множества Q(x, y) они имеют блочно-диагональную структу-
ру со связующими переменными;

2) для множества S(x, y) они имеют блочно-диагональную структуру
со связующими ограничениями и связующими переменными.

Для функционалов

F1(x, y) =

p∑

j=1

ϕj(xj)

p∑

j=1

ψj(xj)

+
α(y)
β(y)

,

F2(x, y) =

p∑

j=1

ϕj(xj)

p∑

j=1

ψj(xj)

+ α(y),

F3(x, y) =
p∑

j=1

ϕj(xj)
ψj(xj)

+
α(y)
β(y)

,

F4(x, y) =
p∑

j=1

ϕj(xj)
ψj(xj)

+ α(y),

F5(x, y) = max
j

ϕj(xj)
ψj(xj)

+
α(y)
β(y)

,

F6(x, y) = max
j

ϕj(xj)
ψj(xj)

+ α(y),

F7(x, y) =
max

j
ϕj(xj)

min
j

ψj(xj)
+

α(y)
β(y)

,

F8(x, y) =
max

j
ϕj(xj)

min
j

ψj(xj)
+ α(y),
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F9(x, y) =
p∑

j=1

ϕj(xj) +
α(y)
β(y)

,

F10(x, y) = max
j

ϕj(xj) +
α(y)
β(y)

рассмотрим следующие задачи:

min
(x,y)∈Q(x,y)

Fr(x, y) (r = 1, 10) (6.210)

или
min

(x,y)∈S(x,y)
Fr(x, y) (r = 1, 10). (6.211)

Каждая из задач (6.210) или (6.211) не является задачей выпукло-
го или дробно-выпуклого программирования. Они являются их обоб-
щениями, в которых необходимо минимизировать функционалы в виде
суммы выпуклых и дробно-выпуклых функций или суммы двух дробно-
выпуклых функций, каждая из которых зависит от разных групп пере-
менных.

Это дает возможность построения декомпозиционных алгоритмов с
учетом структуры системы ограничений множеств Q(x, y) и S(x, y). Для
решения задач (6.210) и (6.211) эффективными являются итеративные
алгоритмы с использованием субградиентных методов.

2. Одноуровневые декомпозиционные алгоритмы. Из струк-
туры системы ограничений множества Q(x, y) и функционалов Fr(x, y)
(r = 1, 10), видно, что если применять схему декомпозиции по перемен-
ным y, то полученные задачи для определения значений обобщенных
градиентов будут решаться для каждого блока в отдельности.

Построим функцию Лагранжа для задач (6.210) по общей формуле

Lr(x, y, v) = Fr(x, y) +
p∑

j=1

mj∑

l=1

vl
j

[
hl

j(xj) + F l
j(y)− bl

j

]
(r = 1, 10),

где v = {vl
j} – множители Лагранжа. Рассмотрим декомпозиционные

алгоритмы, построенные на базе схемы декомпозиции по переменным с
применением субградиентных методов.

Фиксируем значения переменных y = y. Тогда получим задачи

Φr(y) = min
x∈Q(y)

Fr(x, y) (r = 1, 10), (6.212)

в которых Q(y) –множество значений переменных x, удовлетворяющих
ограничениям множества Q(x, y) при фиксированных y = y.
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Если каждый блок в отдельности обозначить через

Qj(y) =
{
xj : hl

j(xj) ≤ bl
j − F l

j(y) (l = 1,mj)
}

(j = 1, p),

то множество Q(y) может быть представлено в виде декартова произ-
ведения множеств Qj(y), т.е.

Q(y) = Q1(y)× · · · ×Qp(y).

Также предположим, что ϕj(xj) ≥ 0 и ψj(xj) > 0 для всех xj ∈
∈ Qj(y) (j = 1, p).

Тогда функции Φr(y), определенные по формуле (6.212), являются
выпуклыми или квазивыпуклыми на множестве переменных y. Поэтому
для решения задач минимизации функций Φr(y) (r = 1, 10) использу-
ются субградиентные методы, на (t + 1)-м шаге которых необходимо
выполнить следующие три основных этапа.

1. Решить задачу (6.212) при фиксированных y = yt, т.е. найти опти-
мальные решения x∗(y) и соответствующие им двойственные оцен-
ки v∗(y).

2. Определить значения обобщенных градиентов по одной из фор-
мул:

Gr(yt) =
{

Gαβ(yt)−Gβα(yt)
[β(yt)]2

+
p∑

j=1

mj∑

l=1

vl
j(y

t)GF l
j
(yt)

}
,

r = 1, 3, 5, 7, 9, 10;

Gr(yt) =
{

Gα +
p∑

j=1

mj∑

l=1

vl
j(y

t)GF l
j
(yt)

}
,

r = 2, 4, 6, 8;

в которых Gα, Gβ – соответственно обобщенные градиенты функ-
ций α(y) и β(y) в точке y = yt; а GF l

j
(yt) – обобщенные градиенты

функций F l
j(y) в той же точке y = yt.

3. Найти новые значения

yt+1 = yt − γt+1Gr(yt) (r = 1, 10),

где γt+1 – величина шага.
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Следует отметить, что на каждом шаге субградиентного метода
необходимо решить задачи (6.212). Именно при решении этих задач
видна эффективность применения схемы декомпозиции по перемен-
ным. Так как переменные y фиксированы, то при y = y на каждом
шаге субградиентного метода необходимо минимизировать функцио-
налы Fr(x, y) на множестве переменных x, удовлетворяющих блочно-
диагональным ограничениям.

Поскольку функционалы Fr(x, y), r = 3, 4, 5, 6, 9, 10, являются се-
парабельными на множестве переменных x, то соответствующие зада-
чи (6.212) решаются для каждого блока в отдельности. Таким обра-
зом, на каждом шаге субградиентного метода решаются задачи дробно-
выпуклого программирования

min
xj∈Qj(y)

ϕj(xj)
ψj(xj)

(6.213)

или выпуклого программирования
min

xj∈Qj(y)
ϕj(xj) (6.214)

для которых находятся оптимальные решения x∗(y) и соответствующие
им двойственные оценки v∗j (y) =

{
v1

j (y), . . . , vmj

j (y)
}
.

При решении задачи (6.213) параметрическим методом фиксируем
значение параметра

λt
j = ϕj(x∗j (y

t−1)/ψj(x∗j (y
t−1))

и решаем задачу
min

xj∈Qj(yt)
{ϕj(xj)− λt

jψj(xj)}.

Для минимизации функционалов Fr(x, y), r = 1, 2, 7, 8, задачи
(6.212), которые в данных случаях не являются сепарабельными, ис-
пользуется параметрический метод решения задач дробно-выпуклого
программирования. Тогда на каждом шаге субградиентного метода при
фиксированном значении параметра λ = λt = Fr(x∗(yt−1), yt), r =
= 1, 2, 7, 8 решаются выпуклые задачи:

min
xj∈Qj(y)

{
ϕj(xj)− λtψj(xj)

}
. (6.215)

3. Двухуровневые декомпозиционные алгоритмы. Рассмот-
рим случай, когда система ограничений имеет не только связующие пе-
ременные, но и связующие ограничения. Пусть система ограничений
образует множество S(x, y) и для задачи (6.211) построим функции
Лагранжа не только на множестве блочных ограничений, но и с уче-
том связующих ограничений по общей формуле
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Lr(x, y, u, v) = Fr(x, y) +
p∑

j=1

mj∑

l=1

vl
j

[
hl

j(xj) + F l
j(y)− bl

j

]
+

+
m∑

i=1

ui

[ p∑

j=1

gi
j(xj) + F i

0(y)− ai

]
(r = 1, 10),

(6.216)

где u = {ui} и v =
{
v∗j (y) =

{
v1

j (y), . . . , vmj

j (y)
}}

– соответствующие
векторы множителей Лагранжа u ≥ 0, v ≥ 0.

Для решения задач (6.211) приведем двухуровневые алгоритмы, в
которых на первом уровне для переменных y используется схема де-
композиции по переменным, а на втором уровне для переменных x –
схема декомпозиции по ограничениям.

1) Схема декомпозиции по переменным
Первый уровень алгоритма не отличается от алгоритма решения за-

дач (6.210), т.е. фиксируются переменные y = y и получаются задачи

Φr(y) = min
x∈S(x,y)

Fr(x, y) (r = 1, 10), (6.217)

в которых S(x, y) – множество значений переменных x, удовлетворяю-
щих ограничениям множества S(x, y) при y = y. Тогда для минимиза-
ции функций Φr(y) (r = 1, 10) используются субградиентные методы,
на (t+1)-м шаге которых необходимо выполнить следующие три основ-
ных этапа схемы декомпозиции по переменным.

1. Решить задачу (6.217) при фиксированных y = yt, т.е. найти опти-
мальные решения x∗(y) и соответствующие им двойственные оцен-
ки u∗(y) и v∗(y).

2. Определить значения обобщенных градиентов по одной из фор-
мул:

Gr(yt) =
{

Gαβ(yt)−Gβα(yt)
[β(yt)]2

+

+
p∑

j=1

mj∑

l=1

vl
j(y

t)GF l
j
(yt) +

m∑

i=1

ui(yt)GF i
0
(yt)

}
,

r = 1, 3, 5, 7, 9, 10;

Gr(yt) =
{

Gα +
p∑

j=1

mj∑

l=1

vl
j(y

t)GF l
j
(yt) +

m∑

i=1

ui(yt)GF i
0
(yt)

}
,

r = 2, 4, 6, 8,



410

в которых Gα, Gβ , GF l
j
и GF i

0
– значения обобщенных градиентов

функции α(y), β(y), F l
j(y) и F i

0(y) в точке y = yt, а vl
j(y

t) и ui(yt) –
множители Лагранжа функции (6.216), соответствующие ограни-
чениям и вычисленные в точке y = yt.

3. Найти новые значения

yt+1 = yt − γt+1Gr(yt) (r = 1, 10),

где γt+1 – величина шага.
2) Схема декомпозиции по ограничениям
На втором уровне алгоритма применяется схема декомпозиции по

ограничениям для решения задач (6.217) при фиксированных y = y.
Так как на первом уровне фиксируются переменные y = y, то система
ограничений множества S(x, y) имеет блочно-диагональную структуру
на множестве переменных x со связующими ограничениями.

Для решения задач (6.217) строятся функции Лагранжа по формуле

Lr(x, y, u) = Fr(x, y)+
m∑

i=1

ui

[ p∑

j=1

gi
j(xj)+F i

0(y)−ai

]
(r = 1, 10) (6.218)

и рассматриваются задачи

max
u≥0

L∗r(y, u) (r = 1, 10), (6.219)

в которых
L∗r(y, u) = min

x∈Q(y)
L∗r(x, y, u) (r = 1, 10). (6.220)

Функции L∗r(y, u), определенные по формуле (6.220), являются ку-
сочно-линейными и вогнутыми функциями, и для решения задач (6.219)
используются субградиентные методы, на s-м шаге которых необходи-
мо выполнить следующие три основных этапа схемы декомпозиции по
ограничениям.

1. Решить задачу (6.220) при u(y) = us(y) и найти оптимальные ре-
шения x∗(y, us) и соответствующие значения множителей Лагран-
жа v∗(y).

2. Определить значения обобщенных градиентов функций
L∗r(y, u) в точке u(y) = us(y) по формуле

Gi
r(y, us(y)) =

p∑

j=1

gi
j(x

∗
j (y, us)) + F i

0(y)− ai (r = 1, 10).



411

3. Найти новые значения

us+1
i (y) = max(0, us

i (y) + δs+1G
i
r(y, us(y))) (r = 1, 10),

где δs+1 – величина шага.

Таким образом, на каждом шаге субградиентного метода необходи-
мо решить задачи (6.220) при фиксированных u(y). Функционалы этих
задач имеют вид:

- для r = 1 и r = 2

n∑

j=1

ϕj(xj)

n∑

j=1

ψj(xj)

+
p∑

j=1

m∑

i=1

ui(y)gi
j(xj),

- для r = 3 и r = 4

n∑

j=1

ϕj(xj)
ψj(xj)

+
p∑

j=1

m∑

i=1

ui(y)gi
j(xj),

- для r = 5 и r = 6

max
j

ϕj(xj)
ψj(xj)

+
p∑

j=1

m∑

i=1

ui(y)gi
j(xj),

- для r = 7 и r = 8

max
j

ϕj(xj)

min
j

ψj(xj)
+

p∑

j=1

m∑

i=1

ui(y)gi
j(xj),

- для r = 9
n∑

j=1

ϕj(xj) +
p∑

j=1

m∑

i=1

ui(y)gi
j(xj),

- для r = 10

max
j

ϕj(xj) +
p∑

j=1

m∑

i=1

ui(y)gi
j(xj).



412

Как видно, только для r = 3, 4 и 9 функционал (6.220) является
сепарабельным и решение задачи сводится к задаче

min
xj∈Qj(y)

{
ϕj(xj)
ψj(xj)

+
m∑

i=1

ui(y)gi
j(xj)

}
(6.221)

или

min
xj∈Qj(y)

{
ϕj(xj) +

m∑

i=1

ui(y)gi
j(xj)

}
.

При решении задачи (6.221) параметрическим методом фиксируем
значение параметра λ по формуле

λs
j =

ϕj

(
x∗j (y, us)

)

ψj

(
x∗j (y, us)

)

и тогда получим задачу выпуклого программирования вида

min
xj∈Qj(y)

{
ϕj(xj)− λs

jψj(xj) +
m∑

i=1

ui(y)gi
j(xj)

}
.

Решение задач (6.220) для r = 1, 2, 5, 6, 7 и 8 усложняется, так как
функционалы не являются сепарабельными функциями. В таких случа-
ях для решения задач (6.220) применяются эвристические алгоритмы, в
которых последовательно решаются задачи типа (6.213)–(6.215), а так-
же выпуклые задачи

min
xj∈Qj(y)

m∑

i=1

ui(y)gi
j(xj).

Предложенные алгоритмы решения задач (6.210) и (6.211) были
использованы для решения задач обобщенного дробно-линейного про-
граммирования блочно-диагональной структуры со связующими пере-
менными и ограничениями.
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6.10. Двухуровневые схемы декомпозиции
по ресурсам и по переменным для
решения сепарабельных задач
обобщенного дробно-выпуклого
программирования

Рассмотрим задачи обобщенного дробно-выпуклого программиро-
вания блочно-диагональной структуры, в которых функционалы явля-
ются сепарабельными по переменным x и y. Для их решения применим
схемы декомпозиции по переменным на первом уровне и по ресурсам –
на втором уровне алгоритма.

1. Постановка задач. Пусть имеем p групп переменных xj =
= (x1

j , x
2
j , . . . , x

nj

j ) ∈ Rnj , образующих вектор x = (x1, x2, . . . , xp) ∈ Rn,

где n =
p∑

j=1

nj . На множестве каждой группы переменных xj опреде-

лим следующие непрерывные функции ϕj , ψj , gi
j (i = 1,m) и вектор-

функции Wj : Rmj →R.
Пусть также имеются переменные y = (y1, y2, . . . , yk) ∈ Rk, на

которых определены функции α, β, F i
0 (i = 1, m) и вектор-функции

Fj (j = (1, p) : Rk → R. Предположим, что функции ϕj , −ψj , gi
j

(i = 1, m), Wj (j = 1, p) выпуклы на множестве значений переменных
x, а функции α, −β, F i

0 (i = 1, m), Fj (j = 1, p) выпуклы на множестве
значений переменных y.

Рассмотрим систему ограничений, которая имеет связующие огра-
ничения и связующие переменные:

p∑

j=1

gi
j(xj) + F i

0(y) ≤ bi (i = 1, m), (6.222)

Wj(xj) + Fj(y) ≤ bj (j = 1, p), (6.223)

где b = (b1, b2, . . . , bm) и b = (b1, b2, . . . , bp) – заданные числа.
Через M(x, y) обозначим множество значений переменных (x, y),

удовлетворяющие ограничениям (6.222), (6.223), и предположим, что
оно ограничено.

Рассмотрим задачи:

min
(x,y)∈M(x,y)

Fr(x, y) (r = 1, 6), (6.224)
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в которых Fr(x, y) соответствует одному из следующих функционалов:

F1(x, y) =
p∑

j=1

ϕj(xj)
ψj(xj)

+
α(y)
β(y)

,

F2(x, y) =
p∑

j=1

ϕj(xj)
ψj(xj)

+ α(y),

F3(x, y) = max
j

ϕj(xj)
ψj(xj)

+
α(y)
β(y)

,

F4(x, y) = max
j

ϕj(xj)
ψj(xj)

+ α(y),

F5(x, y) =
p∑

j=1

ϕj(xj) +
α(y)
β(y)

,

F6(x, y) = max
j

ϕj(xj) +
α(y)
β(y)

.

2. Двухуровневый алгоритм. Построим функции Лагранжа на
множестве системы ограничений (6.222), (6.223) по общей формуле

Lr(x, y, u, v) = Fr(x, y) +
m∑

i=1

ui

[ p∑

j=1

gi
j(xj) + F i

0(y)− bi

]
+

+
p∑

j=1

vj

[
Wj(xj) + Fj(y)− bj

]
(r = 1, 6),

где u = {ui} и v = {vj} – соответствующие множители Лагранжа, u –
m-мерный вектор, vj – mj-мерные векторы.

Для решения задач (6.224) приведем двухуровневые алгоритмы, в
которых на первом уровне для переменных y используется схема де-
композиции по переменным, а на втором для переменных x – схема
декомпозиции по ресурсам.

1) Схема декомпозиции по переменным
Первый уровень алгоритма не отличается от алгоритма решения за-

дач (6.211), т.е. фиксируются переменные y = y и получаются задачи:

Φr(y) = min
x∈M(x,y)

Fr(x, y) (r = 1, 6), (6.225)

где M(x, y) – множество значений переменных x, удовлетворяющих
ограничениям (6.222), (6.223) при y = y. Тогда для минимизации функ-
ций Φr(y) (r = 1, 6) используются субградиентные методы, на t-м шаге
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которых необходимо выполнить следующие три этапа схемы декомпо-
зиции по переменным.

1. Решить задачу (6.225) при фиксированных y = yt, т.е. найти ре-
шения x(yt) и соответствующие им двойственные оценки u(yt) и
v(yt).

2. Определить значения обобщенных градиентов по одной из фор-
мул:

Gr(yt) =
{

Gα(yt)β(yt)−Gβ(yt)α(yt)[
β(yt)

]2 +

+
p∑

j=1

vj(yt)GFj
(yt) +

m∑

i=1

ui(yt)GF i
0
(yt)

}
, r = 1, 3, 5, 6;

Gr(yt) =
{

Gα(yt) +
p∑

j=1

vj(yt)GFj
(yt)+

+
m∑

i=1

ui(yt)GF i
0
(yt)

}
, r = 2, 4.

3. Найти новые значения

yt+1 = yt − ht+1Gr(yt) (r = 1, 6),

где ht+1 – величина шага.

2) Схема декомпозиции по ресурсам
На втором уровне алгоритма применяется схема декомпозиции по

ресурсам для решения задач (6.225) при фиксированных y = y. Так как
на первом уровне фиксируются переменные y = y, то система ограни-
чений (6.222), (6.223) имеет блочно-диагональную структуру на множе-
стве переменных x со связующими ограничениями.

Пусть имеем задачу:

Fr(x, y) → min, (6.226)

p∑

j=1

gi
j(xj) ≤ b′i(y) (i = 1,m), (6.227)

Wj(xj) ≤ b
′
j(y) (j = 1, p), (6.228)
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где b′i(y) = bi − F i
0(y); b

′
j(y) = bj − Fj(y).

Представим ресурсы b′i(y) в виде следующих равенств

b′i(y) = z′i1(y) + z′i2(y) + · · ·+ z′ip(y) (i = 1,m). (6.229)

В векторной форме равенство (6.229) имеет вид

b′(y) = z′1(y) + z′2(y) + · · ·+ z′p(y),

где z′j(y) – вектор-столбец выделенных ресурсов j-му блоку.
Тогда задача (6.226)–(6.228) разлагается на p подзадач дробно-вы-

пуклого программирования типа

Φ1
j (xj(z′j(y))) =

ϕj(xj)
ψj(xj)

→ min, (6.230)

gi
j(xj) ≤ z′ij(y) (i = 1,m), (6.231)

Wj(xj) ≤ b
′
j(y), (6.232)

или p подзадач минимизации выпуклого функционала

Φ2
j (xj(z′j(y))) = ϕj(xj) (6.233)

при ограничениях (6.231), (6.232).
Пусть xj(z′j(y)) – оптимальное решение задачи (6.230)–(6.232) или

(6.231)–(6.233) при заданном z′(y), а uij(z′ij(y)), vj(z′ij(y)) – значе-
ния множителей Лагранжа, соответствующие ограничениям (6.231) и
(6.232), где функция Лагранжа определяется по одной из формул:

L1
j (xj , uj , vj) =

1
ψj(xj)

[
ϕj(xj) +

m∑

i=1

uij

[
gi

j(xj)− z′ij(y)
]
+

+vj(Wj(xj)− b
′
j(y))

]
,

L2
j (xj , uj , vj) = ϕj(xj) +

m∑

i=1

uij

[
gi

j(xj)− z′ij(y)
]
+ vj(Wj(xj)− b

′
j(y)).

Определим следующие функции:

Φs
1(x(z′(y))) =

p∑

j=1

Φs
j(xj(z′j(y))), s = 1, 2;
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Φs
2(x(z′(y))) = max

1≤j≤p
Φs

j(xj(z′j(y))), s = 1, 2,

которые являются выпуклыми или квазивыпуклыми. Субградиент этих
функций соответственно определяется по одной из формул:

G1
Φ(z′(y)) =

{
gj(z′j(y)) =

−uj(z′j(y))
ψj(xj(z′j(y)))

}
,

G2
Φ(z′(y)) =

{
gj(z′j(y)) = −uj(z′j(y))

}
.

Тогда любая из задач (6.226)–(6.228) сводится к решению зада-
чи минимизации одного из функционалов Φs

1(x(z′(y))), s = 1, 2 или
Φs

2(x(z′(y))), s = 1, 2 при линейных ограничениях (6.229). Для решения
этих задач может быть использован субградиентный метод с проекти-
рованием на линейное многообразие. На k-м шаге выбранного метода
необходимо выполнить три этапа схемы декомпозиции по ресурсам.

1. При фиксированных z′j(y) = z′kj (y) решить задачи (6.230)–(6.232)
или (6.231)–(6.233) и найти оптимальные решения xj(z′j(y)) и соот-
ветствующие двойственные оценки uj(z′j(y)) ограничений (6.231).

2. Определить значения обобщенного градиента функций
Φs

1(x(z′(y))) в точке z′j(y) = z′kj (y) по соответствующей формуле.

3. Найти новые значения z′k+1
j (y) по формулам выбранного суб-

градиентного метода с учетом выполнения линейных уравнений
(6.229).

Следует отметить, что на последнем шаге субградиентного метода
при решении задач (6.230)–(6.232) или (6.231)–(6.233) находятся и оп-
тимальные значения vj(z′j(y)) множителей Лагранжа.





Глава 7

Специальные задачи
дробного
программирования

В данной главе рассматриваются вопросы применения методов
недифференцируемой оптимизации для решения некоторых специаль-
ных задач дробного программирования. Среди них относится задачи
дробно-выпуклого квадратичного программирования, для решения ко-
торых предлагается использовать нелинейный параметрический метод
и метод подстановке переменных, с использованием методов недиффе-
ренцируемой оптимизации. Если в первом случае получаем последова-
тельность выпуклых задач квадратичной оптимизации, то во втором – в
результате применения схемы декомпозиции по переменным на каждом
шаге субградиентного метода решаются линейные задачи.

Применение схем декомпозиции по ограничениям позволяет све-
сти дробно-полиномиальную задачу к решению задач дробно-линейного
программирования на каждом шаге субградиентного метода.

Для двухэтапной задачи дробно-стохастического программирования
применение схемы декомпозиции по переменным позволяет их свести к
субградиентным методам, на каждом шаге которого решаются линей-
ные или дробно-линейные задачи.

Для решения дробно-линейных задач с переменными коэффициен-
тами предлагается использовать метод декомпозиции Данцига-Вулфа,
схемы декомпозиции по ограничениям и переменным.
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7.1. Задачи дробно-выпуклого
квадратичного программирования

Наиболее известными задачами оптимизации являются задачи квад-
ратичного программирования с линейными или квадратичными ограни-
чениями, для решения которых применяются различные по своей слож-
ности алгоритмы и методы [632], [656]–[658], [734]. Один из первых таких
методов относится к симплекс-методам решения квадратичных задач с
линейными ограничениями [200, 501, 547]. В дальнейшем были предло-
жены и другие подходы решения задач квадратичной выпуклой и нели-
нейной оптимизации, полиномиальной оптимизации с вещественными и
булевскими переменными, получения квадратичных двойственных оце-
нок для различных многоэкстремальных задач [467, 470, 471, 712, 734].

Можно отметить и другие методы и алгоритмы решения задач квад-
ратичной оптимизации, а именно: методы, предназначенные для реше-
ния выпуклых задач [198, 212, 215, 405, 518, 527, 557], методы глобаль-
ной оптимизации [45, 403, 392] и штрафных функций [411], полиноми-
альные алгоритмы Кармаркара [558], методы решения квадратичных
задач полуопределенного программирования [14], [572]–[574], [245] и ме-
тоды недифференцируемой оптимизации различных многоэкстремаль-
ных квадратичных задач [470, 712, 734].

Одновременно с обычными квадратичными задачами в работах
[5, 6, 66, 97, 229, 262, 373, 452, 456, 510] рассмотрены и дробные квад-
ратичные задачи оптимизации с линейными и выпуклыми ограничени-
ями, в которых приводятся необходимые и достаточные условия опти-
мальности, двойственные задачи, методы преобразования переменных
и параметрические методы.

В данном параграфе для решения общей задачи дробно-выпуклого
квадратичного программирования предлагаются методы множителей
Лагранжа, параметрический нелинейный метод, метод подстановки пе-
ременных с применением схем декомпозиции по переменным и методов
недифференцируемой оптимизации.

1. Задача дробно-выпуклого квадратичного программиро-
вания. Рассмотрим следующую задачу дробно-выпуклого квадратич-
ного программирования:

F (x) =
C(x)
D(x)

→ min, (7.1)

Kr(x) ≤ 0 (r = 1,m), (7.2)

x ≥ 0, (7.3)
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в которой: x – n-мерный вектор переменных, x ∈ En, C(x), D(x),
Kr(x) (r = 1, k) – квадратичные функции, определенные в n-мерном
евклидовом пространстве, вида

C(x) = (x, Cx) + αx + c0,

D(x) = (x,Dx) + βx + d0,

Kr(x) = (x, Arx) + γrx + br (r = 1,m),

где C, D, Ar (r = 1,m) – квадратичные и симметричные матри-
цы размерности n × n; α, β, γr (r = 1,m) – n-мерные векторы, а
c0, d0, br (r = 1, m) постоянные величины. В развернутом виде дан-
ные функции записываются следующим образом:

C(x) =
n∑

i=1

n∑

j=1

cijxixj +
n∑

j=1

αjxj + c0,

D(x) =
n∑

i=1

n∑

j=1

dijxixj +
n∑

j=1

βjxj + d0,

Kr(x) =
n∑

i=1

n∑

j=1

ar
ijxixj +

n∑

j=1

γr
j xj + br (r = 1, m).

Если предположим, что матрицы C, Ar (r = 1,m) являются по-
ложительно определенными, а D – отрицательно определенная мат-
рица, то функции C(x), Kr(x) (r = 1,m) являются выпуклыми, а
функция D(x) – вогнута. При таких предположениях задача квадратич-
ного программирования (7.1)–(7.3) представляет собой задачу дробно-
выпуклого программирования, а функция F (x) является квазивыпук-
лой функцией.

Для решения задачи (7.1)–(7.3) в общем случае могут быть исполь-
зованы различные методы решения задачи дробно-выпуклого програм-
мирования, которые были ранее рассмотрены. Их можно разделить на
следующие группы:

- методы множителей Лагранжа и необходимые и достаточные усло-
вия оптимальности;

- нелинейные параметрические методы;
- методы подстановке переменных;
- методы штрафных и барьерных функций;
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- методы множителей Лагранжа и недифференцируемая оптимиза-
ция нахождения седловой точке;

- схемы декомпозиции по переменных и ограничениям и недиффе-
ренцируемая оптимизация.

Применение таких методов не выводит задачи (7.1)–(7.3) из класса
задач квадратичного программирования. Как правило, в данных мето-
дах на некотором этапе необходимо решать одну задачу квадратичной
оптимизации.

Однако в каждом конкретном методе существуют некоторые осо-
бенности, которые позволяют разработать более эффективные методы
и алгоритмы решения дробных квадратичных задач.

Рассмотрим некоторые из таких методов и алгоритмов.
2. Метод множителей Лагранжа. Для задачи (7.1)–(7.3), кото-

рая является задачей дробно-выпуклого программирования, функцию
Лагранжа рассмотрим в следующем виде

L1(x, u) =
C(x)
D(x)

+
m∑

r=1

urKr(x).

В соответствии с теоремой Куна-Таккера (см. теоремы 1.20 и 1.21)
рассмотрим необходимые и достаточные условия оптимальности для за-
дачи (7.1)–(7.3) в виде системы уравнений:

∂L

∂xj
− vj = 0 (j = 1, n);

∂L

∂ur
+ yr = 0 (r = 1,m);

xj vj = 0 (j = 1, n); ur yr = 0 (r = 1, m),

в которых v = (v1, v2, . . . , vn) и y = (y1, y2, . . . , ym) – векторы дополни-
тельных переменных, vj ≥ 0 (j = 1, n) и yr ≥ 0 (r = 1,m).

Для задачи (7.1)–(7.3) они имеют вид




D(x)
∂C(x)
∂xj

−C(x)
∂D(x)
∂xj

+D2(x)
m∑

r=1

ur
∂Kr(x)

∂xj
−vj =0 (j =1, n),

Kr(x) + yr = 0 (r = 1, m),

xj vj = 0 (j = 1, n); ur yr = 0 (r = 1,m).

(7.4)

Если функцию Лагранжа для задачи (7.1)–(7.3) определить по
формуле

L2(x, u) =
C(x) +

m∑
r=1

urKr(x)

D(x)
,
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то данные условия имеют вид следующей системе уравнений:




∂C(x)
∂xj

− ∂D(x)
∂xj

L2(x, u) +
m∑

r=1

ur
∂Kr(x)

∂xj
− vj = 0 (j = 1, n);

Kr(x) + yr = 0 (r = 1, m);

xj vj = 0 (j = 1, n); ur yr = 0 (r = 1,m).

(7.5)

Условия (7.4) или (7.5) имеют нелинейный характер и для их ре-
шения можно использовать общие методы решения нелинейных систем
уравнений.

Один из способов ”линеаризации” данных условий оптимальности
является применение параметрического метода для решения задач
дробно-выпуклого квадратичного программирования.

3. Нелинейный параметрический метод. В параметрическом
методе решение задач дробно-выпуклого программирования исходная
задача (7.1)–(7.3) сводится к решению задачи выпуклого квадратичного
программирования параметрического вида:

F (λ) = min
x∈S(x)

Z(x, λ) = C(x)− λD(x), (7.6)

в которой S(x) представляет собой множество допустимых решений для
ограничений (7.2), (7.3), а именно

S(x) = {x ≥ 0 : Kr(x) ≤ 0 (r = 1,m)}.
Тогда задача дробно-выпуклого программирования сводится к ре-

шению уравнения F (λ) = 0 или C(x) − λD(x) = 0. Решение данного
уравнения сводится к итеративной процедуре, в которой для каждого
фиксированного значения параметра λ решается задача квадратично-
го выпуклого программирования (7.6).

Процедура начинается с λ = λ0 = 0 и находим оптимальное решение
x∗(λ0) задачи (7.6). Пусть после k шагов имеем решение x∗(λk) зада-
чи (7.6). Тогда (k + 1)-й шаг процедуры состоит из следующих этапов:

- определяем очередное значение параметра λ по формуле

λk+1 = F
(
x∗(λk)

)
=

C
(
x∗(λk)

)

D
(
x∗(λk)

) ;

- если λk+1 = λk, то λk является решением уравнения F (λ) = 0, а
x∗(λk) – решением исходной задаче дробно-выпуклого квадратич-
ного программирования (7.1)–(7.3);
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- если λk+1 6= λk, то решаем очередную задачу выпуклого квадра-
тичного программирования (7.6) при λ = λk+1.

В данном случае нелинейные условия оптимальности (7.4) и (7.5)
имеют одинаковую структуру, так как они определены для функции
Лагранжа параметрической задачи (7.6), а именно

L(x, u, λ) = C(x)− λD(x) +
m∑

r=1

urKr(x).

Тогда данные условия оптимальности имеют вид




∂C(x)
∂xj

− λ
∂D(x)
∂xj

+
m∑

r=1

ur
∂Kr(x)

∂xj
− vj = 0 (j = 1, n),

Kr(x) + yr = 0 (r = 1, m),

xjvj = 0 (j = 1, n); uryr = 0 (r = 1,m).

В общем случае задача (7.6) является задачей многоэкстремально-
го квадратичного программирования. Для ее решения можно исполь-
зовать различные алгоритмы и методы глобальной оптимизации [88],
[194]–[196], [255]–[257], [521, 278].

Если предположить, что ограничения (7.2) представляют собой си-
стему линейных неравенств или уравнений

n∑

j=1

arjxj ≤ br (r = 1,m),

то при фиксированных λ = λk, на каждом шаге параметрического ме-
тода вместо задачи (7.6) получим задачу линейного программирования
(см. п. 1.8) следующего вида

Z(ξ, η) =
n∑

j=1

Mξj +
m∑

r=1

Mηr → min,

при ограничениях
n∑

j=1

arjxj + yr + ηr = br (r = 1,m),

n∑

i=1

(cij − λdij)xi +
m∑

r=1

arjur − vj + ξj = −(αj − λkβj) (j = 1, n),
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xj ≥ 0, vj ≥ 0, ξj ≥ 0 (j = 1, n),

ur ≥ 0, yr ≥ 0, ηr ≥ 0 (r = 1,m),

где M > 0 – достаточно большое число.
4. Метод подстановке переменных. Рассмотрим для начало сле-

дующий частный случай задачи дробно-выпуклого квадратичного про-
граммирования (7.1)–(7.3), а именно

Q(x) =

n∑
i=1

n∑
j=1

cijxixj

( n∑
j=1

βjxj + d0

)2 → min, (7.7)

n∑

j=1

arjxj ≤ br (r = 1,m), (7.8)

xj ≥ 0 (j = 1, n), (7.9)

в которой
n∑

j=1

βjxj + d0 > 0.

Для решения данной задачи применим метод подстановке пере-
менных ее сведения к задаче выпуклого квадратичного программи-
рования с линейными ограничениями. Для этого введем обозначения

t =
1

n∑
j=1

βjxj + d0

и yj = xj · t (j = 1, n). Тогда получим задачу:

P (y, t) =
n∑

i=1

n∑

j=1

cijyiyj → min, (7.10)

n∑

j=1

arjyj − brt ≤ 0 (r = 1,m), (7.11)

n∑

j=1

βjyj + d0t = 1, (7.12)

t ≥ 0, yj ≥ 0 (j = 1, n), (7.13)

которая является задачей квадратичного программирования с линей-
ными ограничениями.
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Для полученной задачи (7.10)–(7.13) можно использовать мето-
ды и алгоритмы решения обычных задач квадратичной оптимизации
(см. п. 1.8).

Тогда, если (y∗, t∗) является решением задачи (7.10)–(7.13), то x∗ =
= y∗/t∗ является решением дробно-выпуклой задачи квадратичного
программирования (7.7)–(7.9).

Рассмотрим теперь задачу дробно-выпуклого программирования
(7.1)–(7.3) для которой предположим, что D(x) > 0 для любого
x ∈ S(x). Для решения данной задаче применим метод подстановке
переменных с целью получения некоторой задачи не дробной оптими-
зации. Введем новую переменную

t =
1

D(x)
.

Если использовать переменную t, определенную по данной формуле,
то функции C(x), D(x), Kr(x) (r = 1,m) из задачи (7.1)–(7.3) могут
быть записаны в следующем виде:

C(x, t) =
(
x,C(xt)

)
+ αxt + c0t,

D(x, t) =
(
x,D(xt)

)
+ βxt + d0t,

Kr(x, t) =
(
x,Ar(xt)

)
+ γrxt + brt (r = 1,m).

Если ввести переменные y = xt, то задача дробно-выпуклого про-
граммирования (7.1)–(7.3) сводится к новой задаче следующего вида

C(x, y, t) = (x,Cy) + αy + c0t → min, (7.14)

D(x, y, t) = (x,Dy) + βy + d0t = 1, (7.15)

Kr(x, y, t) = (x,Ary) + γry + brt ≤ 0 (r = 1,m), (7.16)

x ≥ 0, y ≥ 0, t ≥ 0, (7.17)

В новых обозначениях имеем билинейные функции

C(x, y, t) =
n∑

i=1

n∑

j=1

cijxiyj +
n∑

j=1

αjyj + c0t,

D(x, y, t) =
n∑

i=1

n∑

j=1

dijxiyj +
n∑

j=1

βjyj + d0t,
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Kr(x, y, t) =
n∑

i=1

n∑

j=1

ar
ijxiyj +

n∑

j=1

γr
j yj + brt (r = 1,m).

Задача (7.14)–(7.17) представляет собой билинейную задачу квадра-
тичного программирования, в которой имеются два типа переменных
x и y, которые связаны между собой соотношением y = x · t и равен-
ством (7.15).

Аналогичные задачи с двумя группами переменных рассмотрены в
предыдущих главах, для решения которых применялась схемы деком-
позиции по переменным и методы недифференцируемой оптимизации.
Рассмотрим аналогичные процедуры для решения задачи (7.14)–(7.17),
применяя схему декомпозиции по переменным x. Для этого фиксируем
значения переменных x = x и рассмотрим задачу линейного програм-
мирования

ϕ(x) = p(x)y + c0t → min, (7.18)

ψ(x)y + d0t = 1, (7.19)

qr(x)y + brt ≤ 0 (r = 1,m), (7.20)

y ≥ 0, t ≥ 0, (7.21)

в которой использованы обозначения:

p(x) = (x,C) + α, ψ(x) = (x, D) + β,

qr(x) = (x,Ar) + γr (r = 1,m).

Если вычислить каждый элемент векторов и матриц в отдельности
по формулам

pj(x) =
n∑

i=1

cijxi + αj (j = 1, n), ψj(x) =
n∑

i=1

dijxi + βj (j = 1, n),

qr
j (x) =

n∑

i=1

ar
ijxi + γr

j (r = 1,m; j = 1, n),

то получим следующую задачу линейного программирования
n∑

j=1

pj(x)yj + c0t → min,

n∑

j=1

ψj(x)yj + d0t = 1,
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n∑

j=1

qr
j (x)yj + brt ≤ 0 (r = 1,m),

yj ≥ 0 (j = 1, n), t ≥ 0.

В методе декомпозиции по переменным задача (7.18)–(7.21) являет-
ся внутренней задачей, которая каждый раз решается при фиксирован-
ных (обновленных) значениях переменных x. Вычисляя каждый раз
значения коэффициентов, которые формируют вектора p(x), ψ(x) и
qr(x) (r = 1,m), то задача (7.18)–(7.21) представляет собой обычную
задачу линейного программирования.

Внешняя задача в схеме декомпозиции по переменным имеет вид:
ϕ(x) → min, (7.22)

x ≥ 0. (7.23)
Из определения, функция ϕ(x) является частично-линейной, выпук-

лой и недифференцируемой. Для решения задачи (7.22), (7.23) приме-
няем один из субградиентных методов, на (k + 1)-м шаге которого вы-
полняем следующие три основных этапа:

1) решаем линейную задачу (7.18)–(7.21) при фиксированных значе-
ниях переменных x = x = x∗(k) и находим ее оптимальное реше-
ние {y∗(x∗(k)

)
, t∗};

2) вычисляем значения субградиента функции ϕ(x) в точке x = x =
= x∗(k) по формуле

gϕ(x) = Cy + vDy +
m∑

r=1

urAry,

полученную в соответствии с функцией Лагранжа для задачи
(7.14)–(7.17) или (7.18)–(7.21), которая имеет вид

L(x, y, t, v, u) = (x, Cy) + αy + c0t + v
(
(x, Dy) + βy + d0t− 1

)
+

+
m∑

r=1

ur

(
(x,Ary) + γry + brt

)
,

3) находим значения новой точки x(k + 1) по формуле

x(k + 1) = max{0, x(k)− hk+1gϕ(x)},
где hk+1 – величина шага в субградиентном методе.

Теорема 7.1. Если x∗(k) является решением задачи (7.22), (7.23),
а {y∗(x∗(k)

)
, t∗} – решением задачи (7.18)–(7.21) при x = x = x∗(k), то

x = y∗
(
x∗(k)

)
/t∗ является решением задачи дробно-выпуклого квадра-

тичного программирования (7.1)–(7.3).
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7.2. Задача дробно-полиномиальной
оптимизации

В работах [467, 470, 722, 723, 727, 735] изучены задачи полиноми-
альной оптимизации, которые были сведены к задачам квадратично-
го программирования. В работе [470] была сформулирована и дробно-
полиномиальная задача, без детализации схем ее решения. В данном
пункте для задачи дробно-полиномиальной оптимизации используем
схему ее сведения к задачи дробно-квадратичного программирования
и субградиентные методы [482].

Пусть задана задача дробной оптимизации, в которой числитель,
знаменатель и ограничения являются полиномами, определенные для
переменных x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ En и которые для данной задачи
имеют вид:

C(x) =
∑

r∈RC

cr

n∏

j=1

x
αrj

j ,

D(x) =
∑

r∈RD

dr

n∏

j=1

x
βrj

j ,

Pi(x) =
∑

r∈RPi

air

n∏

j=1

x
γi

rj

j (i = 1,m),

в которых: RC – множество индексов мономов с ненулевыми коэффи-
циентами cr, которые формируют полином C(x); RD – множество ин-
дексов мономов с ненулевыми коэффициентами dr, которые формиру-
ют полином D(x); RPi (i = 1,m) – множество индексов мономов с
ненулевыми коэффициентами air, которые формируют полиномы Pi(x);
cr, dr, air (i = 1,m) – ненулевые коэффициенты мономов, которые со-
ответственно содержатся в полиномах C(x), D(x) и Pi(x) (i = 1,m),
а также целые положительные числа αrj (r ∈ RC , j = 1, n), βrj

(r ∈ RD, j = 1, n) и γi
rj (r ∈ RPi ; i = 1,m; j = 1, n), которые пред-

ставляют собой степени соответствующих переменных xj (j = 1, n),
входящие в те или иные мономы, формирующие полиномы C(x), D(x)
и Pi(x) (i = 1,m).

В развернутом виде любой полином представляет собой сумму раз-
личных мономов любой степени. Запишем рассматриваемые полиномы
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более детально. Тогда для C(x) имеем запись

C(x) = c1 · xα11
1 · xα12

2 · xα13
3 · . . . · xα1n

n +

+ c2 · xα21
1 · xα22

2 · xα23
3 · . . . · xα2n

n +
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+ ck · xαk1

1 · xαk2
2 · xαk3

3 · . . . · xαkn
n ,

где k = ||RC || – количество мономов с ненулевыми коэффициентами
cr (r = 1, k) для полинома C(x). Степень полинома C(x) определяется
по формуле

NC = max
1≤r≤k

n∑

j=1

αrj .

Если NC – четное число, то C(x) является полиномом четной степени,
в противном случае – нечетной степени.

Аналогичное можно записывать для полинома D(x) и полиномов
Pi(x) (i = 1,m). Полином D(x) имеет следующую запись

D(x) = d1 · xβ11
1 · xβ12

2 · xβ13
3 · . . . · xβ1n

n +

+ d2 · xβ21
1 · xβ22

2 · xβ23
3 · . . . · xβ2n

n +
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+ ds · xβs1

1 · xβs2
2 · xβs3

3 · . . . · xβsn
n ,

где s = ||RD|| – количество мономов с ненулевыми коэффициентами
dr (r = 1, s) для полинома D(x). Степень полинома D(x) определяется
по формуле

ND = max
1≤r≤s

n∑

j=1

βrj .

Число ND определяет степень полинома D(x), который также может
быть четной или нечетной степени.

Полиномы Pi(x) (i = 1,m) имеют записи

Pi(x) = ai1 · xγi
11

1 · xγi
12

2 · xγi
13

3 · . . . · xγi
1n

n +

+ ai2 · xγi
21

1 · xγi
22

2 · xγi
23

3 · . . . · xγi
2n

n +
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ aili · x
γi

li1

1 · xγi
li2

2 · xγi
li3

3 · . . . · xγi
lin

n ,
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где li = ||RPi
|| – количество мономов с ненулевыми коэффициентами

air (r = 1, li) для полиномов Pi(x) (i = 1, m). Степени полиномов Pi(x)
определяются по формуле

NPi
= max

1≤r≤li

n∑

j=1

γi
rj .

Числа NPi
, которые определяют степени полиномов Pi(x), также могут

быть как четными, так и нечетными, и тогда полиномы Pi(x) являются
полиномами четной или нечетной степени.

Тогда задачи оптимизации, в которых входят такие полиномы, будут
задачами полиномиальной оптимизации четной или нечетной степени.

1. Дробно-полиномиальная задача. Задачи полиномиальной оп-
тимизации рассмотрены в различных работах [470, 722, 723, 727, 735],
для решения которых рассматриваются схемы и процедуры их сведения
к задачам квадратичного программирования с применением методов
недифференцируемой оптимизации. В сделанных выше обозначениях
рассмотрим следующую задачу оптимизации отношения двух полино-
мов

F (x) =
C(x)
D(x)

→ min (7.24)

при ограничениях в виде полиномов

Pi(x) = 0 (i = 1,m). (7.25)

Задача (7.24), (7.25) является задачей дробно-полиномиальной оп-
тимизации. Для данной задачи определяем:

NC = max
r∈RC

n∑
j=1

αrj – степень полинома C(x);

ND = max
r∈RD

n∑
j=1

βrj – степень полинома D(x);

NPi = max
r∈RPi

n∑
j=1

γi
rj (i = 1,m) – степень полиномов Pi(x).

Предположим, что все степени NC , ND, NPi
являются четными чис-

лами. Находим N = max(NC , ND, max
1≤i≤m

NPi) – максимальная степень

полиномов задачи (7.24), (7.25).
Тогда задача (7.24), (7.25) является задачей полиномиальной опти-

мизации четной степени N с дробным функционалом, которая является
общей задачей математического программирования глобальной оптими-
зации.
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Для ее решения может быть использован метод сведения к зада-
че дробно-квадратичного программирования. Для этого вместо каждой
переменной xj (j = 1, n) вводим N новых переменных x

(1)
j , x

(2)
j , . . . , x

(N)
j

и N − 1 дополнительных ограничений, которые связывают данные пе-
ременные между собой с помощью некоторой цепочки равенств. Пере-
менные x

(k)
j имеют единичную степень, для записи которых использу-

ются два индекса, а именно индекс j, который соответствует индексу
переменной xj и индекс k, который соответствует порядковому номе-
ру повторения переменной xj до максимальной степени N полиномов
C(x), D(x) и Pi(x) (i = 1,m). Таким образом, каждая переменная xj

входит в N равенств, связанные между собой пошаговыми равенствами.
Вводим следующие тождественные соотношения между новыми пе-

ременными x
(k)
j (j = 1, n; k = 1, N) и переменными xj различной

степени:

xj ≡ x
(1)
j ,

x2
j ≡ x

(2)
j = x

(1)
j · x(1)

j ⇒ x
(2)
j − x

(1)
j · x(1)

j = 0,

x3
j ≡ x

(3)
j = x

(2)
j · x(1)

j ⇒ x
(3)
j − x

(2)
j · x(1)

j = 0,

x4
j ≡ x

(4)
j = x

(3)
j · x(1)

j ⇒ x
(4)
j − x

(3)
j · x(1)

j = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xk

j ≡ x
(k)
j = x

(k−1)
j · x(1)

j ⇒ x
(k)
j − x

(k−1)
j · x(1)

j = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xN

j ≡ x
(N)
j = x

(N−1)
j · x(1)

j ⇒ x
(N)
j − x

(N−1)
j · x(1)

j = 0.

Через данными соотношениями любая степенная переменная xk
j может

быть представлена в виде произведением двух новых переменных еди-
ничной степени, т.е. данные соотношения имеют степень равную двум.

В общем виде они могут быть представлены следующим образом:

x
(k)
j − x

(k−1)
j · x(1)

j = 0 (k = 2, N ; j = 1, n). (7.26)

Соотношение (7.26) показывает связь между очередной переменной
x

(k)
j , соответствующая переменной xj в k-й степени, представленной че-

рез предыдущую переменную x
(k−1)
j и первой переменной x

(1)
j , которая

и является переменной xj .
С помощью отношений (7.26) все полиномы задачи (7.24), (7.25) мо-

гут быть приведены к виду:
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C(X) =
∑

r∈RC

cr

n∏

j=1

x
(αrj)
j ,

D(X) =
∑

r∈RD

dr

n∏

j=1

x
(βrj)

j ,

Pi(X) =
∑

r∈RPi

air

n∏

j=1

x
(γi

rj)

j (i = 1, m),

в которых вместо степенях αrj , βrj и γi
rj используются соответствую-

щие этим степеням числа αrj , βrj и γi
rj , которые представляют собой

индексы новых переменных x
(k)
j , имеющие только единичные степени и

формирующие новую матрицу переменных X = (x(k)
j )n×N .

В новых переменных все мономы представляют собой произведения
различных множеств переменных x

(k)
j первой степени. В дальнейшем,

введя поочередно новые переменные с помощью соотношений

x
(ks,kt)
st = x(ks)

s · x(kt)
t (s = 1, n; t = 1, n), (7.27)

степень мономов может быть сведена до двух. Действительно, по со-
отношениям (7.27) переменные единичной степени x

(ks)
s и x

(kt)
t попар-

но группируются и вместо их произведения вводится новая перемен-
ная x

(ks,kt)
st , которая имеет уже единичную степень. В результате этой

операции получаем новую четырехмерную матрицу переменных X =
=

(
x

(ks,kt)
st

)
, которые уменьшают ровно в два раза степень каждого мо-

нома, и соответственно, каждого полинома C(X), D(X) и Pi(X) (i =
= 1,m). В такой матрице X не все переменные определены, а только те,
которые соответствуют номерам индексов s, t, ks и kt. Количество пере-
менных по формуле (7.27) также уменьшаются в два раза. Повторяя эту
процедуру несколько раз получим, что каждый полином имеет степень
равную двум. Таким образом, вместо полиномов максимальной четной
степени N , получаем квадратичные функции с небольшим числом пе-
ременных, соответственно по две переменные для каждого монома.

В последних обозначениях полиномы исходной задачи (7.24), (7.25)
имеют следующие квадратичные структуры:

C(x) ≡ C(X) =
∑

r∈RC

cr · xsr · xtr ,



434

где индексы sr и tr соответствуют номерам переменных в новых обо-
значениях, к произведением которых сводится r-й моном полинома
C(x), r ∈ RC ;

D(x) ≡ D(X) =
∑

r∈RD

dr · xsr
· xtr

,

где индексы sr и tr соответствуют номерам переменных в новых обо-
значениях, к произведением которых сводится r-й моном полинома
D(x), r ∈ RD;

Pi(x) ≡ Pi(X) =
∑

r∈RPi

air · xsir · xtir (i = 1,m),

где индексы sir и tir соответствуют номерам переменных в новых обо-
значениях, к произведением которых сводится r-й моном полинома
Pi(x) (i = 1,m); r ∈ RPi .

Таким образом, исходная задача (7.24), (7.25) может быть сведена
к некоторой задаче дробно-квадратичного программирования с новыми
переменными и с новыми дополнительными ограничениями типа (7.26)
и (7.27), по которым проводится обратный пересчет значений введен-
ных переменных. Для решения такой задачи может быть использова-
на схема декомпозиции по ограничениям с применением субградиент-
ных методов. Ниже рассмотрим применение такого метода для решения
дробно-полиномиальной задачи с одной переменной.

2. Дробно-полиномиальная задача с одной переменной. Рас-
смотрим частный случай задачи (7.24), (7.25), в которой все полиномы
определены для одной переменной x1. Пусть задана задача:

C(x1)
D(x1)

=

n∑
k=1

ckxk
1

n∑
k=1

dkxk
1

→ min, (7.28)

n∑

k=1

aikxk
1 = 0 (i = 1,m), (7.29)

где n является четным числом и представляет степень полиномов, т.е. по
крайней мере один из коэффициентов cn, dn или ain (i = 1,m) отличен
от нуля.
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Введем новые переменные x2, . . . , xn, связанные между собой равен-
ствами:

x2
1 ≡ x2 = x1 · x1,

x3
1 ≡ x3 = x2 · x1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn

1 ≡ xn = xn−1 · x1

или в общем случае

xk
1 ≡ xk = xk−1 · x1 (k = 2, n). (7.30)

Тогда задача (7.28), (7.29) имеет вид:

C(x)
D(x)

=

n∑
k=1

ckxk

n∑
k=1

dkxk

→ min, (7.31)

n∑

k=1

aikxk = 0 (i = 1,m), (7.32)

xk − xk−1 · x1 = 0 (k = 2, n). (7.33)

Для решения задачи (7.31)–(7.33) применяем схему декомпозиции
по ограничениям с использованием методов недифференцируемой оп-
тимизации. Для этого построим функцию Лагранжа по нелинейным
ограничениям (7.33):

L(x, u) =

n∑
k=1

ckxk +
n∑

k=2

uk(xk − xk−1 · x1)

n∑
k=1

dkxk

и рассмотрим следующие две задачи

L∗(u) = min
x∈R(x)

L(x, u), (7.34)

max
u

L∗(u), (7.35)

где u = (u2, . . . , un) являются двойственными переменными для огра-
ничений (7.33), а R(x) – допустимое множество, определяемое ограни-
чениями (7.32).



436

Для решения задачи (7.34) недифференцируемой оптимизации ис-
пользуем субградиентный метод.

Пусть на t-й итерации определены значения ut двойственных пере-
менных u. Тогда на (t + 1)-м шаге субградиентного метода выполняем
три основных этапа.

1. Определяем оптимальное решение x∗(u∗) задачи (7.35) при фик-
сированных значениях u = ut, которая в общем представляет собой
задачу дробно-линейного программирования.

2. Определяем значения обобщенного градиента функции L∗(u) в
точке ut по формуле

gk(ut) = xk(ut)− xk−1(ut) · x1(ut).

3. Находим новые значения переменных ut+1
k по формуле

ut+1
k = ut

k + γt+1gk(ut) (k = 2, . . . , n).

Пусть u∗ является оптимальным решением задачи (7.35). Тогда зна-
чение обобщенного градиента g(u∗) равна нулю. Таким образом, в точке
u∗ обеспечивается выполнение ограничений (7.33) для оптимального ре-
шения x∗(u∗) задачи (7.34) при uk = u∗k. Так как задачи (7.31)–(7.33)
и (7.28)–(7.33) эквивалентны, то решение x∗(u∗) будет оптимальна для
обеих задач.

7.3. Двухэтапная задача
дробно-стохастического
программирования

Задачи стохастического программирования условно можно разде-
лить на две группы. К первой из них относятся задачи оптимизации,
для которых решения находятся стохастическими методами, или зада-
чи, в которых имеются вероятностные ограничения [81, 183, 184, 281,
282, 413, 651, 743]. Ко второй группе отнесем те задачи оптимизации,
в которых данные задаются с помощью некоторых случайных чисел.
Такие постановки приводят к двухэтапным или многоэтапным задачам
стохастического программирования [73, 74, 162, 167, 246, 602, 605, 615,
728, 737, 738], для решения которых применяются декомпозиционные
методы. К таким методам относятся схемы декомпозиции по ограниче-
ниям с применением субградиентных методов [728, 737, 738].
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Аналогичные стохастические задачи для дробно-линейного програм-
мирования рассмотрены в работах [120]–[130], [238, 483], в которых при-
ведены как стохастические методы, так и декомпозиционные методы ре-
шения двухэтапных задач дробно-стохастического программирования.
Рассмотрим схемы декомпозиции по ограничениям и субградиентные
методы для решения дробных задач стохастической оптимизации.

1. Двухэтапная задача стохастического программирования.
Двухэтапная задача стохастического программирования имеет следую-
щий вид [737, 738]:

min
x

[(c, x) + E(x)] , (7.36)

x ≥ 0, (7.37)

в которой: c, x – n1-мерные вектора, E(x) – математическое ожидание
случайной функции ϕ(x, ω), определенной следующим образом:

ϕ(x, ω) = min
z

(h, z) (7.38)

z ≥ 0, (7.39)

Dz ≥ bω −Ax, (7.40)

в которой: h, z – n2 -мерные вектора, A,D – матрицы размерностей
(m× n1) и (m× n2) соответственно, bω – случайный m-мерный вектор.

Когда случайный вектор bω принимает конечное число значений
br (r = 1, k) с соответствующими вероятностями pr (r = 1, k), для кото-

рых
k∑

r=1
pr = 1, стохастическая задача (7.36), (7.37) сводится к обычной

задаче линейного программирования следующего вида [737, 738]:

min
x,z

[
(c, x) +

k∑
r=1

pr · (h, zr)
]
, (7.41)

Ax + Dz1 ≥ b1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Ax+ Dzr ≥ br,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Ax+ Dzk ≥ bk,

(7.42)

x ≥ 0, zr ≥ 0 (r = 1, k). (7.43)
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Двойственная для задачи (7.41)–(7.43) имеет вид:

max
u

k∑
r=1

(br, ur), (7.44)

AT u1 + AT u2 + · · ·AT uk ≤ c, (7.45)

DT u1 ≤ p1h,

DT u2 ≤ p2h,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
DT uk ≤ pkh

(7.46)

ur ≥ 0 (r = 1, k). (7.47)

Как видно, задачи (7.41)–(7.43) и (7.44)–(7.47) имеют блочно-диа-
гональную структуру, для решения которых можно применить схемы
декомпозиции и субградиентные методы.

2. Двухэтапные задачи дробно-стохастического программи-
рования. Одновременно с линейными функциями в двухэтапной зада-
че стохастического программирования (7.36)–(7.40) можно рассматри-
вать и некоторые дробные функции. Рассмотрим следующие возмож-
ные линейные или дробные функции в двухэтапной задаче стохастиче-
ского программирования:

F1(x) = (c, x) + E1(x),

F2(x) = (c, x) + E2(x),

F3(x) =
(c, x) + E1(x)

(d, x)
,

F4(x) =
(c, x)
(d, x)

+ E1(x),

F5(x) =
(c, x)
(d, x)

+ E2(x),

в которых d – n1-мерный вектор, а E1(x) и E2(x) математические ожи-
дания случайных функций ϕ1(x, ω) и ϕ2(x, ω) соответственно.

В соответствии с этими функциями получаем двухэтапные задачи
стохастического программирования типа (7.36)–(7.40), но с дробными
функциями. В таких задачах целевые функции первого этапа соответ-
ствуют функциям Ft(x) (t = 1, 5), в результате которых получаем сто-
хастические задачи оптимизации, которые представляют:
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• задачи оптимизации некоторой линейной функции типа F1(x);
• задачи оптимизации некоторой дробно-линейной функции типа

F3(x);
• задачи оптимизации некоторой функции, представленной в ви-

де суммы одной линейной функции типа F2(x) и одной дробно-
линейной функции типа F4(x);

• задачи оптимизации некоторой функции, представленной в виде
суммы двух дробно-линейных функций типа F5(x).

В общем случае, двухэтапные задачи стохастического программиро-
вания для таких функций имеют следующие постановки:

- на первом этапе рассматривается одна из задач:

min
x

Ft(x), для t = 1, 2, 3, 4 или 5, (7.48)

x ≥ 0, (7.49)

- на втором этапе для определения математического ожидания E1(x)
или E2(x) для одной из случайных функций ϕ1(x, ω) или ϕ2(x, ω) со-
ответственно используется одна из следующих задач линейной или
дробно-линейной оптимизации:

ϕ1(x, ω) = min
z

(h, z) (7.50)

или
ϕ2(x, ω) = min

z

(h, z)
(g, z)

(7.51)

при ограничениях
z ≥ 0, (7.52)

Dz ≥ bω −Ax, (7.53)

где g – n2-мерный вектор.
Для каждой из функций Ft(x) (t = 1, 5) и соответственно одной из

случайных функций ϕ1(x, ω) или ϕ2(x, ω), которые соответствуют ма-
тематическим ожиданиям E1(x) или E2(x), получаем различные двух-
этапные задачи стохастического программирования, которые содержат
как линейные, так и дробно-линейные функции.

Рассмотрим в дальнейшем случаи, когда случайный вектор bω при-
нимает некоторое конечное число значений br (r = 1, k) с соответству-
ющими вероятностями pr (r = 1, k), которые позволяют нам опреде-
лить значения математических ожиданий E1(x) и E2(x) для случайных
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функций ϕ1(x, ω) и ϕ2(x, ω) в соответствии со следующими выражени-
ями:

E1

(
x(z)

)
=

k∑
r=1

pr · (h, zr);

E2

(
x(z)

)
=

k∑
r=1

pr
(h, zr)
(g, zr)

.

В зависимости от использования одной из функций Ft(x) (t = 1, 5)
и, соответственно, одной из случайных функций ϕ1(x, ω) или ϕ2(x, ω)
получаем различные задачи стохастического программирования. Рас-
смотрим возможные случаи постановок двухэтапных задач стохастиче-
ской оптимизации с линейными и дробными функциями.

Случай 1. В случае функции F1(x) и соответственно случайной
функции ϕ1(x, ω) получаем рассмотренную выше двухэтапную задачу
стохастического линейного программирования типа (7.36)–(7.40), кото-
рую перепишем в следующем общем виде

min
x,z∈R(x,z)

[
(c, x) +

k∑
r=1

pr · (h, zr)
]
, (7.54)

в которой множество R(x, z) содержит всевозможные значения пере-
менных (x, z), которые удовлетворяют ограничениям (7.42) и (7.43).

В остальных случаях, для функций Ft(x) (t = 2, 5), и соответствен-
но одной из случайных функций ϕ1(x, ω) или ϕ2(x, ω), получаем зада-
чи дробно-стохастического программирования. Дробные функции по-
являются как на первом этапе, так и на втором этапе задач дробно-
стохастического программирования.

Следует отметить, что появление дробных функций в задачах стоха-
стического программирования усложняют такие задачи и не позволяют
напрямую использовать процедуры решения, применяемые в случае ли-
нейной задачи (7.42). В таких случаях для решения двухэтапных задач
дробно-стохастического программирования требуется модифицировать
используемые данные процедуры и применять другие схемы и алгорит-
мы их решения. Рассмотрим структуру целевых функций для каждого
случая оптимизации в отдельности.

Случай 2. Рассмотрим задачу (7.36)–(7.40), в которой на первом
этапе используется линейная функция F2(x), а на втором этапе – слу-
чайная дробная функция ϕ2(x, ω). В таком случае, задача (7.36), (7.37) с
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функцией F2(x) сводится к задаче оптимизации суммы линейной функ-
ции и k дробно-линейных функций следующего вида:

min
x,z∈R(x,z)

[
(c, x) +

k∑
r=1

pr
(h, zr)
(g, zr)

]
. (7.55)

Случай 3. Если в задаче (7.36)–(7.40) на первом этапе используется
дробная функция F3(x) и соответственно случайная линейная функция
ϕ1(x, ω) на втором этапе, то получаем задачу дробно-линейного про-
граммирования следующего вида:

min
x,z∈R(x,z)

(c, x) +
k∑

r=1
pr · (h, zr)

(d, x)
. (7.56)

Случай 4. Рассмотрим случай, когда в задаче (7.36)–(7.40) на пер-
вом этапе используется дробная функция F4(x), а на втором этапе –
случайная линейная функция ϕ1(x, ω). Тогда получаем задачу оптими-
зации суммы одной дробно-линейной функции и k линейных функций,
которая имеет следующий вид:

min
x,z∈R(x,z)

[ (c, x)
(d, x)

+
k∑

r=1

pr · (h, zr)
]

(7.57)

Случай 5. Для последнего случая таких двухэтапных задач стоха-
стического программирования предположим, что в задаче (7.36)–(7.40)
на каждом этапе используются дробные функции, а именно дробную
функцию F5(x) на первом этапе и соответственно случайную дробную
функцию ϕ2(x, ω) – на втором этапе. Тогда получаем задачу оптимиза-
ции суммы из k + 1 дробно-линейных функций, которая имеет следую-
щий вид:

min
x,z∈R(x,z)

[ (c, x)
(d, x)

+
k∑

r=1

pr
(h, zr)
(g, zr)

]
. (7.58)

Множество ограничений задачи (7.54)–(7.58), которые соответству-
ют случаях 1–5 имеют специальную структуру, а именно, для перемен-
ных zr ограничения в них представляют собой отдельные диагональные
блоки для каждого r = 1, k, однако они связаны между собой через пе-
ременные x. Следует отметить, что каждый блок содержит ограничения
определенные относительно одной матрицы D, но с разными перемен-
ными zr и одной матрицы A с одними и теми же переменными x. Для
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каждой из задач (7.54)–(7.58) структура ограничений, которые опреде-
ляют множество R(x, z) имеет блочно-диагональную структуру со свя-
зующими переменными:

Ax + Dz1 ≥ b1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Ax+ Dzr ≥ br,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Ax+ Dzk ≥ bk.

Если рассмотрим двойственные задачи, то они имеют одинаковые
ограничения блочно-диагональной структуры со связующими ограни-
чениями, для которых правые части различаются для каждой задачи в
отдельности, но с одинаковым целевым функционалом, а именно:

max
u

k∑
r=1

(br, ur),

AT u1 + AT u2 + · · ·AT uk ≤ α,

DT u1 ≤ β1,
DT u2 ≤ β2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
DT uk ≤ βk,

в котором параметры α и βr (r = 1, k) определяются следующим
образом:

α = c или α = c− λd, а βr = prh или βr = pr(h− λrg), r = 1, k.
С учетом введения новых параметров дробные задачи (7.55)–(7.58)

могут быть записаны в следующие виды:

• для задачи (7.55) имеем задачу

min
x,z∈R(x,z)

[
(c, x) +

k∑
r=1

pr(h− λrg, zr),

• для задач (7.56) и (7.57) имеем задачу

min
x,z∈R(x,z)

[
(c− λd, x) +

k∑
r=1

pr(h, zr)
]
,
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• для задачи (7.58) имеем задачу

(c− λd, x) +
k∑

r=1

pr(h− λrg, zr).

Для решения задач таких структур в предыдущих главах предло-
жены использовать схемы декомпозиции по переменным или ограниче-
ниям с применением методов недифференцируемой оптимизации для
задач линейного и дробного программирования. Для линейных функ-
ций в работах [737, 738] такие схемы декомпозиции по ограничениям
использованы для решения двухэтапной задачи стохастического про-
граммирования (7.54).

3. Общие схемы декомпозиции по переменным. Рассмотрим
в дальнейшем общие схемы декомпозиции по переменным для решения
каждой из задач (7.54)–(7.58) в отдельности.

Для каждой из задач (7.54)–(7.58) построим соответствующие функ-
ции Лагранжа по одной из формул:

L1(x, z, u) = (c, x) +
k∑

r=1

pr · (h, zr) +
k∑

r=1

ur(br −Ax−Dzr),

L2(x, z, u) = (c, x) +
k∑

r=1

pr
(h, zr)
(g, zr)

+
k∑

r=1

ur(br −Ax−Dzr),

L3(x, z, u) =
(c, x) +

k∑
r=1

pr · (h, zr)

(d, x)
+

k∑
r=1

ur(br −Ax−Dzr),

L4(x, z, u) =
(c, x)
(d, x)

+
k∑

r=1

pr · (h, zr) +
k∑

r=1

ur(br −Ax−Dzr),

L5(x, z, u) =
(c, x)
(d, x)

+
k∑

r=1

pr
(h, zr)
(g, zr)

+
k∑

r=1

ur(br −Ax−Dzr),

в которых ur представляют собой множители Лагранжа для каждой
группы ограничений (7.42) в отдельности r = 1, k.

Если для решения задачи стохастического программирования ис-
пользуем схему декомпозиции по переменным, тогда при фиксирован-
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ных значениях переменные x = x для задач (7.54)–(7.58) получаем сле-
дующие недифференцируемые функции:

Ψ1(x) = min
z∈R(z(x))

[
(c, x) +

k∑
r=1

pr · (h, z)
]
, (7.59)

Ψ2(x) = min
z∈R(z(x))

[
(c, x) +

k∑
r=1

pr
(h, z)
(g, z)

]
, (7.60)

Ψ3(x) = min
z∈R(z(x))

[ (c, x) +
k∑

r=1
pr · (h, z)

(d, x)

]
, (7.61)

Ψ4(x) = min
z∈R(z(x))

[ (c, x)
(d, x)

+
k∑

r=1

pr · (h, z)
]
, (7.62)

Ψ5(x) = min
z∈R(z(x))

[ (c, x)
(d, x)

+
k∑

r=1

pr
(h, z)
(g, z)

]
, (7.63)

в которых множество R(z(x)) представляет собой все возможные значе-
ния переменных z, удовлетворяющие ограничениям (7.42) и (7.43) при
x = x.

Тогда задачи недифференцируемой оптимизации имеют вид:

min
x≥0

Ψt(x) (t = 1, 5). (7.64)

Функции Ψt(x) (t = 1, 5) в задачах (7.64) являются недифферен-
цируемыми и для их решения используются методы субградиентного
типа.

Значения субградиентов для каждой функции Ψt(x) (t = 1, 5) в
точке x = x определяются соответственно по одной из следующих фор-
мул:

G1
L1

(x) =
{

c−
k∑

r=1

ur(x)A
}

, (7.65)

G2
L2

(x) =
{

c−
k∑

r=1

ur(x)A
}

, (7.66)



445

G3
L3

(x) =





c · (d, x)− d ·
[
(c, x) +

k∑
r=1

pr · (h, zr)
]

[(d, x)]2
−

k∑
r=1

ur(x)A





, (7.67)

G4
L4

(x) =
{c · (d, x)− d · (c, x)

[d, x)]2
−

k∑
r=1

ur(x)A
}

, (7.68)

G5
L5

(x) =
{c · (d, x)− d · (c, x)

[d, x)]2
−

k∑
r=1

ur(x)A
}

. (7.69)

Для решения задач (7.64) используем один из методов субградиент-
ного типа минимизации одной из недифференцируемой функции кон-
кретного типа Ψt(x) (t = 1, 5). Пусть выполнено s шагов субградиент-
ного метода и получены значения xs переменных оптимизации x для
соответствующей функции Ψt(x), тогда на (s + 1)-м шаге выполняем
следующие вычисления.

I. Решаем одну из задач оптимизации (7.59)–(7.63), которая соот-
ветствует функции Ψt(x) с фиксированными значениями переменных
x = x = xs. Для каждой из них получаем следующие задачи оптимиза-
ции по переменным z.

Для случая 1 получаем задачу линейного программирования:

k∑
r=1

pr · (h, zr) → min, (7.70)

Dz1 ≥ b1 −Axs,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Dzr ≥ br −Axs,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Dzk ≥ bk −Axs.

(7.71)

zr ≥ 0 (r = 1, k). (7.72)

Задача (7.70)–(7.72) имеет блочно-диагональную структуру и она
распадается на k линейных задач для каждого блока в отдельности,
а именно для каждого r = 1, k имеем прямую задачу
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pr · (h, zr) → min, (7.73)

Dzr ≥ br −Axs, (7.74)

zr ≥ 0 (7.75)

и соответствующую ей двойственную задачу

(br −Axs, ur) → max, (7.76)

DT ur ≤ prh, (7.77)

ur ≥ 0. (7.78)

Находим оптимальное решение z∗r (xs) линейной задачи (7.73)–(7.75)
и соответствующее ей двойственное решение u∗r(x

s) (множители Ла-
гранжа) задачи (7.76)–(7.78) для каждой группы ограничений в отдель-
ности r = 1, k.

Для случая 2 получаем задачу дробно-линейного программирова-
ния:

k∑
r=1

pr
(h, zr)
(g, zr)

→ min (7.79)

при ограничениях (7.71), (7.72).
Так как функционал (7.79) сепарабельный, то задача (7.79), (7.71),

(7.72) распадается на отдельные блоки для каждого r = 1, k и получаем
k задач дробно-линейного программирования вида:

(h, zr)
(g, zr)

→ min, (7.80)

Dzr ≥ br −Axs, (7.81)

zr ≥ 0. (7.82)

Для решения таких задач применяем один из приведенных в преды-
дущих главах методов решения задач дробного программирования. Ес-
ли использовать параметрический метод, то при фиксированном пара-
метре λr решаем прямые и двойственные задачи линейной оптимизации
для каждого r = 1, k в отдельности:

- прямая задача
(h− λrg, zr) → min, (7.83)

Dzr ≥ br −Axs, (7.84)

zr ≥ 0; (7.85)
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- двойственная задача

(br −Axs, ur) → max, (7.86)

DT ur ≤ h− λrg, (7.87)

ur ≥ 0. (7.88)

Определяем значение параметра λr = λ∗r задачи параметрическо-
го программирования, в которой z∗r (xs) является решением линейной
задачи (7.83)–(7.85), для которого находим оптимальное решение z∗ =
= {z∗r (xs) (r = 1, k)} дробно-линейной задаче (7.79), (7.71), (7.72), а
u∗r(x

s) – оптимальное решение двойственной задаче (7.86)–(7.88) для
каждой группы ограничений в отдельности r = 1, k. В результате полу-
чаем значения параметров {λ∗r}, для которых z∗r является оптимальным
решением дробно-линейной задачи (7.79), (7.71), (7.72).

Для случая 3 получаем задачу линейного программирования:

1
(d, xs)

k∑
r=1

pr · (h, zr) → min (7.89)

при ограничениях (7.71), (7.72).
Линейная задача (7.89), (7.71), (7.72) имеет блочно-диагональную

структуру и, как и для случая 1, распадается на k прямых и двойствен-
ных линейных задач для каждого блока в отдельности, для которых
определяются оптимальные решения z∗r (xs) и u∗r(xs) (r = 1, k).

Для случая 4 получаем такие же задачи (прямую и двойственную)
линейного программирования как и для случая 1 и 3, которые распада-
ются по каждому блоку. В результате для каждого блока в отдельности
определяются оптимальные решения z∗r (xs) и u∗r(x

s) (r = 1, k).
Для случая 5 получаем аналогичную задачу дробно-линейного про-

граммирования как и для случая 2. Находим значение параметра λr =
= λ∗r задачи параметрического программирования (7.83)–(7.85), для ко-
торого получаем оптимальное решение z∗ = {z∗r (xs) (r = 1, k)} зада-
чи дробно-линейного программирования (7.79), (7.71), (7.72), где z∗r (xs)
решение прямой линейной задачи (7.83)–(7.85), а u∗r(x

s) – оптимальное
решение двойственной задачи (7.86)–(7.88) для каждой группе ограни-
чений в отдельности r = 1, k.

II. Определяем в точке x = x = xs значения одного из субградиен-
тов Gt

Lt
(x) (t = 1, 5), которые соответствуют функциям оптимизации

Ψt(x) (t = 1, 5) по одной из формул (7.65)–(7.69), в которых исполь-
зуются решения z∗ = {z∗r (xs) (r = 1, k)} и u∗ = {u∗r(xs) (r = 1, k)},
полученные в результате решения соответствующей задачи (7.60).
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III. Имея значения одного из субградиентов Gt
Lt

(x) (t = 1, 5), вы-
полняем соответствующие вычисления при переходе к другой точке
xs+1 по формуле

xs+1 = max{0, xs − µs+1G
t
Lt

(x)},

где µs+1 величина шага в субградиентном методе.
В результате получаем, что точка x = x∗, которое дает Ψt(x∗) =

= min
x≥0

Ψt(x), оптимальное решение задачи первого этапа двухэтапной

задачи стохастического программирования, а значения z = z∗, которые
соответствуют оптимальным решениям линейных задач (7.83)–(7.85)
для x = xs, представляют собой мультипликатором оптимальных ре-
шений второго этапа при различных значениях br (r = 1, k).

Таким образом, из изложенного видно, что схема решения задач
(7.64), или первоначальной двухэтапной задачи дробно-стохастического
программирования (7.36), (7.37) является одинаковой для каждой из
функций Ft(x) (t = 1, 5). На каждой итерации субградиентного метода
решаются одни и те же прямые (7.83)–(7.85) или двойственные (7.86)–
(7.88) задачи линейного программирования. Данные схемы различают-
ся только формулами вычисления субградиентов функций Ψt(x) (t =
= 1, 5).

Такая схема решения линейных или дробных двухэтапных задач сто-
хастического программирования требует для ее реализации на ЭВМ
наличия программного обеспечения для недифференцируемой оптими-
зации и решения задач линейного программирования.

7.4. Задачи дробно-линейного
программирования с переменными
коэффициентами

Рассмотрим задачу дробно-линейного программирования, в кото-
рой неизвестны не только переменные xj , но и коэффициенты столбцов
aj матрицы ограничений, коэффициенты cj числителя и dj знамена-
теля дробно-линейного функционала. Таким образом, сформулируем
следующую задачу дробно-линейного программирования: найти неот-
рицательные значения переменных xj и значения векторов (aj , cj , dj),
обеспечивающие минимум целевой функции
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F (A, c, d, x) =
F1(c, x)
F2(d, x)

=

n∑
j=1

cjxj

n∑
j=1

djxj

→ min (7.90)

при ограничениях
n∑

j=1

ajxj ≤ b, (7.91)

xj ≥ 0 (j = 1, n), (7.92)

(aj , cj , dj) ∈ Sj (j = 1, n), (7.93)

где aj , b – векторы размерности m; A = (a1, a2, . . .
. . . , an); c = (c1, c2, . . . , cn); d = (d1, d2, . . . , dn); x = (x1, x2, . . . , xn);
Sj предполагаются выпуклыми ограниченными многогранными множе-
ствами в (m + 2)-мерном пространстве.

Задача (7.90)–(7.93) является задачей нелинейного дробного про-
граммирования. В общем случае она является многоэкстремальной и
для ее решения могут быть использованы общие методы математиче-
ского программирования. Однако для решения задачи (7.90)–(7.93) мо-
гут быть разработаны декомпозиционные алгоритмы, основанные на
принципе разложения Данцига-Вулфа и схемах декомпозиции по пере-
менным и ограничениям.

1. Декомпозиционный алгоритм Данцига-Вулфа. Рассмотрим
для начала декомпозиционный алгоритм решения задачи (7.90)–(7.93),
основанный на принципе разложения Данцига-Вулфа. Так как множе-
ство Sj является выпуклым и ограниченным многогранником, то любой
вектор (aj , cj , dj) ∈ Sj может быть представлен в виде линейной выпук-
лой комбинации крайних точек многогранника Sj .

Пусть (ak
j , ck

j , dk
j ) (k = 1, rj) – крайние точки многогранника Sj .

Тогда

(aj , cj , dj) =
rj∑

k=1

λk
j (ak

j , ck
j , dk

j ) (j = 1, n), (7.94)

rj∑

k=1

λk
j = 1 (j = 1, n), λk

j ≥ 0 (j = 1, n; k = 1, rj).
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Подставив (7.94) в (7.90) и (7.91) получим задачу:

n∑
j=1

rj∑
k=1

λk
j ck

j xj

n∑
j=1

rj∑
k=1

λk
j dk

j xj

→ min,

n∑

j=1

rj∑

k=1

λk
j ak

j xj ≤ b,

rj∑

k=1

λk
j = 1 (j = 1, n),

xj ≥ 0 (j = 1, n),

λk
j ≥ 0 (j = 1, n; k = 1, rj).

Введем новые переменные:

yk
j = λk

j xj (j = 1, n; k = 1, rj). (7.95)

Тогда эту задачу можно записать в следующем виде:

F1(y)
F2(y)

=

n∑
j=1

rj∑
k=1

ck
j yk

j

n∑
j=1

rj∑
k=1

dk
j yk

j

→ min, (7.96)

n∑

j=1

rj∑

k=1

ak
j yk

j ≤ b, (7.97)

yk
j ≥ 0 (j = 1, n; k = 1, rj). (7.98)

Полученная задача является задачей дробно-линейного программи-
рования и для ее решения используем модифицированный симплекс-
метод. Следует заметить, что при решении задачи (7.96)–(7.98) нет необ-
ходимости заранее знать все крайние точки многогранников Sj .

Пусть B – текущий базис задачи (7.96)–(7.98), u и v – векторы
двойственных переменных соответственно для числителя и знаменате-
ля функционала (7.96), которые определяются по формулам

u = cBB−1, v = dBB−1,
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а F1(y) и F2(y) – значения числителя и знаменателя в текущем базисе.
Тогда признаком оптимальности текущего базиса задачи (7.96)–(7.98)
является выражение

∆k
j = F2(y)(ck

j − uak
j )− F1(y)(dk

j − vak
j ) ≥ 0,

j = 1, n; k = 1, rj .

В базис вводится вектор с наименьшим значением выражения ∆k
j .

Для этого решаем n задач линейного программирования:
(
F1(y)v − F2(y)u

)
aj − F2(y)cj − F1(y)dj → min, (7.99)

(aj , cj , dj) ∈ Sj . (7.100)

Пусть решение j-й задачи (7.99), (7.100) (atj

j , c
tj

j , d
tj

j ) достигается в
tj-й крайней точке многогранника Sj и пусть ∆tj

j – оптимальное значе-
ние функционала (7.99). Тогда находим

∆tl

l = min
j

∆tj

j .

Если ∆tl

l < 0, то в базис вводится вектор (al, cl, dl) с координатами
(atl

l , ctl

l , d tl

l ).
Если ∆tl

l ≥ 0, то текущий базис является оптимальным.
Пусть {yk

j } – оптимальное решение задачи (7.96)–(7.98). Тогда учи-
тывая (7.94) и (7.95), находим оптимальное решение задачи (7.90)–(7.93)
по формулам

xj =
rj∑

k=1

yk
j (j = 1, n),

(aj , cj , dj) =
rj∑

k=1

λ
k

j (ak
j , ck

j , dk
j ) (j = 1, n),

λ
k

j = yk
j /xj (j = 1, n; k = 1, rj).

Таким образом задача (7.90)–(7.93) сводится к решению задачи
дробно-линейного программирования (7.96)–(7.98). На каждой итера-
ции модифицированного симплекс-метода ее решения необходимо ре-
шать n задач линейного программирования на выпуклых множествах
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Sj . В общей сложности метод решения задачи (7.90)–(7.93), основан-
ный на принципе разложения Данцига-Вулфа, представляет собой двух-
уровневый алгоритм. На первом уровне решается координирующая за-
дача дробно-линейного программирования (7.96)–(7.98), а на втором –
n задач линейного программирования (7.99), (7.100).

2. Двухуровневый алгоритм декомпозиции по переменным
и ограничениям. Рассмотрим теперь двухуровневый алгоритм реше-
ния задачи (7.90)–(7.93), основанный на схемах декомпозиции по пе-
ременным и ограничениям с использованием субградиентных методов.
Предположим, что aj ≥ 0 (j = 1, n). Тогда для задачи (7.90)–(7.93)
можно применить теорию Куна-Таккера и множителей Лагранжа, тем
самым использовать схемы декомпозиции по переменным и ограниче-
ниям и свести ее к нахождению седловой точки функции Лагранжа
субградиентными методами.

Так как переменные xj входят только в ограничения (7.91), то целе-
сообразно первоначально применить схему декомпозиции по перемен-
ным. Тогда при фиксированных значениях переменных xj получим за-
дачу минимизации дробно-линейного функционала на множестве пе-
ременных (aj , cj , dj), удовлетворяющих ограничениям (7.91) и блочно-
диагональным ограничениям (7.93). Для решения такой задачи приме-
няем схему декомпозиции по ограничениям. Используя параметриче-
ский метод, полученную задачу дробно-линейного программирования
определения значений обобщенного градиента решаем для каждого бло-
ка в отдельности.

На внешнем уровне итеративного алгоритма решения задачи (7.90)–
(7.93) применяем схему декомпозиции по переменным, для чего фикси-
руем переменные xj = xj . Тогда получим задачу минимизации квази-
выпуклой функции

Φ(x) = min
(A,c,d)∈R(x)

F (A, c, d, x)

на множестве переменных x ≥ 0, где R(x) – множество значений пе-
ременных (A, c, d), удовлетворяющих ограничениям (7.91) при фикси-
рованных x = x. Для минимизации функции Φ(x) используем субгра-
диентные методы, на t-м шаге которых для достигнутой точке x = xt

необходимо выполнить следующие три основных этапа.
1. При фиксированных xj = xt

j решить задачу дробно-линейного
программирования
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F1(c, xt)
F2(d, xt)

=

n∑
j=1

xt
jcj

n∑
j=1

xt
jdj

→ min, (7.101)

n∑

j=1

xt
jaj ≤ b, (7.102)

(aj , cj , dj) ∈ Sj (j = 1, n) (7.103)

и найти оптимальное решение {a∗j (xt), c∗j (x
t), d∗j (x

t)}, значения числи-
теля F1(c, xt) и знаменателя F2(d, xt), а также двойственные оценки
u∗(xt) ограничениям (7.102).

2. Определить значения обобщенных градиентов функции Φ(x) в
точке x = xt по формуле

gΦ
j (xt) =

(
c∗j (x

t)F2(d, xt)− d∗j (x
t)F1(c, xt)

)
/[F2(d, xt)]2+

+
(
u∗(xt), a∗j (x

t)
)

(j = 1, n).

3. Найти новые значения

xt+1
j = max

{
0, xt

j − ht+1g
Φ
j (xt)

}
(j = 1, n),

где ht+1 – величина шага.
Для решения задачи (7.101)–(7.103) применяем схему декомпозиции

по ограничениям. Построим функцию Лагранжа на множестве ограни-
чений (7.102) и рассмотрим задачу

L∗(u) = min
(A,c,d)∈S(x)

n∑
j=1

xjcj +
(
u,

n∑
j=1

xjaj − b
)

n∑
j=1

xjdj

, (7.104)

где xj = xt
j (j = 1, n), u = (u1, u2, . . . , um) – множители Лагранжа для

ограничений (7.102), а S(x) = S1 × S2 × · · · × Sn.
На втором уровне итеративного алгоритма решаем задачу безуслов-

ной оптимизации функции L∗(u), которая является вогнутой и кусочно-
линейной на множестве переменных u ≥ 0. Тогда на r-м шаге субгради-
ентного метода, в сочетании с параметрическим методом решения за-
дачи дробно-линейного программирования, необходимо выполнить сле-
дующие четыре основных этапа.
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1. Находим значение параметра λr по формуле

λr =

n∑
j=1

xt
jc
∗
j (u

r−1) +
(

ur−1,
n∑

j=1

xt
ja
∗
j (u

r−1)− b

)

n∑
j=1

xt
jd
∗
j (ur−1)

,

где {a∗j (ur−1), c∗j (u
r−1), d∗j (u

r−1)} решение задачи (7.104), найденное на
предыдущем шаге субградиентного метода.

2. Решить задачу дробно-линейного программирования (7.104) пара-
метрическим методом при фиксированном λ = λr. Тогда для каждого
блока решаем задачу линейного программирования

min
(aj ,cj ,dj)∈Sj

(
cj + (ur, aj)− λrdj

)
, (7.105)

для которой находим решение (a∗j (u
r), c∗j (u

r), d∗j (u
r)).

3. Определить значения обобщенного градиента функции L∗(u) в
точке u = ur по формуле

G(ur) =
{( n∑

j=1

xt
ja
∗
j (u

r)− b

)/ n∑

j=1

xt
jd
∗
j (u

r)
}

,

где
(
a∗j (u

r), c∗j (u
r), d∗j (u

r)
)
, j = 1, n – оптимальные решения задач

(7.105) при фиксированных u = ur и λ = λr.
4. Найти новые значения

ur+1 = max
{
0, ur + hr+1G(ur)

}
,

где hr+1 – величина шага.
Таким образом, решить задачу (7.90)–(7.93) можно с помощью двух-

уровнего итеративного алгоритма, на внешнем уровне которого решает-
ся задача минимизации функции Φ(x), а на внутреннем уровне – задача
максимизации функции L∗(u). Для решения этих задач используются
субградиентные методы, что обеспечивает сходимость итеративного ал-
горитма. Эффективность решения задачи (7.90)–(7.93) этим алгорит-
мом достигается за счет решения задач (7.105) для каждого блока в
отдельности.

3. Задача дробно-линейного программирования с нелиней-
ными коэффициентами. Рассмотрим задачу дробно-линейного про-
граммирования, в которой коэффициенты cj , dj и aj являются нелиней-
ными функциями от некоторой группы переменных y = (y1, y2, . . . , yk) ∈
∈ Rk. Эта задача имеет вид
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F1(x, y)
F2(x, y)

=

n∑
j=1

cj(y)xj

n∑
j=1

dj(y)xj

→ min, (7.106)

n∑

j=1

aj(y)xj ≤ b, (7.107)

xj ≥ 0, (7.108)

y ∈ Y ⊆ Rk. (7.109)

Предположим, что cj(y) ≥ 0 (j = 1, n), dj(y) > 0 (j = 1, n)
и вектор-функции aj(y) (j = 1, n) определены для любых значений
переменных y ∈ Y , где Y ⊆ Rk – заданный компакт.

В общем случае задача (7.106)–(7.109) является многоэкстремаль-
ной, трудно разрешимой, и в зависимости от сложности функций cj , dj

и aj применяются различные методы ее решения. Мы рассмотрим под-
ход решения задачи (7.106)–(7.109), основанный на схеме декомпозиции
по переменным.

Зафиксируем переменные y = y ∈ Y и рассмотрим задачу дробно-
линейного программирования

F1(x, y)
F2(x, y)

=

n∑
j=1

cj(y)xj

n∑
j=1

dj(y)xj

→ min, (7.110)

n∑

j=1

aj(y)xj ≤ b, (7.111)

xj ≥ 0. (7.112)

Определим функцию

Φ(y) = min
x∈S(y)

F1(x, y)
F2(x, y)

, (7.113)

где S(y) – множество допустимых решений задачи (7.110)–(7.112) при
фиксированных значениях переменных y ∈ Y . При сделанных пред-
положениях функция Φ(y) является квазивыпуклой и рассматривается
задача
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min
y∈Y

Φ(y), (7.114)

в которой функция Φ(y) определяется по формуле (7.113). Функция
Φ(y) является недифференцируемой и для ее минимизации использует-
ся метод обобщенного градиентного спуска.

Если для задачи (7.106)–(7.109) построить функцию Лагранжа по
формуле

L(x, y, u) =

n∑
j=1

cj(y)xj +
(
u,

n∑
j=1

aj(y)xj − b
)

n∑
j=1

dj(y)xj

,

где u – вектор множителей Лагранжа ограничений (7.107). Тогда обоб-
щенный градиент функции Φ(y) в точке y = y ∈ Y определяется по
формуле

gΦ(y) = gy
L

(
y, x(y)

)
, (7.115)

где x(y) – решение задачи (7.110)–(7.112) в точке y = y; gy
L

(
y, x(y)

)
–

проекция такого обобщенного градиента функции L(z, u) = L(x, y, u)
на пространство Rk

y , у которого проекция на подпространство Rn
x равна

нулю (обобщенный градиент берется в точке z =
(
y, x(y)

)
).

Таким образом решение задачи (7.106)–(7.109) сводится к решению
задачи (7.114) одним из методов обобщенного градиента. Тогда на t-м
шаге алгоритма метода обобщенного градиентного спуска необходимо
выполнить следующие три основных этапа.

1. Решить задачу дробно-линейного программирования (7.110)–
(7.112) при фиксированных y = yt и найти оптимальное решение x∗(yt)
и двойственные оценки u∗(yt).

2. Найти значения обобщенного градиента функции Φ(y) в точке
y = yt по формуле (7.115).

3. Найти новые значения переменных yt+1 в соответствии с выбран-
ным методом обобщенного градиента и структуры ограничений, зада-
ющие компакт Y .

В общей сложности, алгоритм решения задачи (7.106)–(7.109) сво-
дится к задаче недифференцируемой оптимизации (7.114) одним из суб-
градиентных методов и решением на каждом его шаге задачи дробно-
линейного программирования для определения значений субградиента
функции Φ(y).
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Замечание. Если для решения задачи дробно-линейного програм-
мирования (7.110)–(7.112) применить параметрический метод, то при
этом достаточно выполнить только одну его итерацию.

Для этого фиксируем значение параметра

λ = λt+1 = F
(
x∗(yt, λt), yt

)

и решаем задачу линейного программирования

min
x∈S(yt+1)

(
F1(x, yt+1)− λt+1F2(x, yt+1)

)
.

Полученное решение x∗(yt+1, λt+1) и двойственные оценки u∗(yt+1, λt+1)
используются для вычисления значений обобщенного градиента по
формуле (7.115), полученной в соответствии с функцией Лагранжа
L(x, y, u).





Глава 8

Задачи дробно-линейного
программирования
транспортного типа

Большинство практических задач оптимизации являются задачами
производственно-транспортного типа. Именно для решения таких задач
первоначально была опробована эффективность методов недифферен-
цируемой оптимизации. Одновременно с линейными транспортными за-
дачами на практике встречаются различные постановки таких задач с
дробно-линейными функционалами.

Если задачу дробно-линейного программирования можно свести к
линейной задачи, то в случае транспортной задачи, такое сведение вы-
водит нас из этого класса оптимизационных задач. Поэтому для ре-
шения дробно-линейных транспортных задач необходимо использовать
другие алгоритмы и методы, которые позволяют учитывать специфику
транспортных ограничений.

В данной главе рассматриваются три группы транспортных за-
дач с дробно-линейными функционалами: обычные транспортные зада-
чи, производственно-транспортные задачи, обобщенные транспортные
задачи.

Для их решения приводятся алгоритмы метода потенциалов, поко-
ординатного спуска, штрафных функций, вектора спада, параметричес-
кого метода, декомпозиции Данцига-Вулфа, а также схемы декомпози-
ции по ограничениям и переменным, основанные на методах недиффе-
ренцируемой оптимизации.
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8.1. Дробно-линейные транспортные задачи
Пусть задана дробно-линейная транспортная задача

F (x) =
C(x)
D(x)

=

m∑

i=1

n∑

j=1

cijxij

m∑

i=1

n∑

j=1

dijxij

→ min, (8.1)

n∑

j=1

xij = ai (i = 1,m), (8.2)

m∑

i=1

xij = bj (j = 1, n), (8.3)

xij ≥ 0 (i = 1, m; j = 1, n), (8.4)

где m и n – соответственно количество поставщиков и потребителей; ai

и bj – соответственно объемы поставки i-го поставщика и объемы по-
требления j-го потребителя; xij – объем перевозки однородного груза от
i-го поставщика j-му потребителю; cij – характеристика транспортного
процесса, имеющая ”отрицательное” влияние на работу транспорта, при
перевозке грузов от i-го поставщика j-му потребителю (затраты, рас-
стояние, время и т.п.); dij – характеристика транспортного процесса,
имеющая ”положительное” влияние на работу транспорта, при перевоз-
ке грузов от i-го поставщика j-му потребителю (доходы, производитель-
ность, транспортная работа и т.п.).

Предположим, что D(x) > 0 для любых допустимых планов задачи
(8.1)–(8.4), а также имеем равенство (баланс между объемами поставки
и потребления)

m∑

i=1

ai =
n∑

j=1

bj .

Рассмотрим двойственную к ней задачу

m∑

i=1

aiu
1
i −

n∑

j=1

bjv
1
j

m∑

i=1

aiu
2
i −

n∑

j=1

bjv
2
j

→ max, (8.5)
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(cij − u1
i + v1

j )
( m∑

i=1

aiu
2
i −

n∑

j=1

bjv
2
j

)
−

−(dij − u2
i + v2

j )
( m∑

i=1

aiu
1
i −

n∑

j=1

bjv
1
j

)
≥ 0 (i = 1,m; j = 1, n),

(8.6)

m∑

i=1

aiu
2
i −

n∑

j=1

bjv
2
j ≥ 0. (8.7)

Для задач (8.1)–(8.4) и (8.5)–(8.7) справедливы основные теоремы
двойственности [601, 740, 741].

Ниже рассмотрим алгоритмы решения дробно-линейных транспорт-
ных задач.

1. Алгоритм метода потенциалов. Применим метод потенциалов
для решения задачи (8.1)–(8.4). По своей структуре алгоритм метода по-
тенциалов решения дробно-линейной транспортной задачи соответству-
ет аналогичному алгоритму линейной задачи. Отличие состоит в кри-
терии оптимальности и в системе потенциалов. Для дробно-линейной
задачи выделяются две группы потенциалов, одна – для числителя,
другая – для знаменателя.

Тогда алгоритм метода потенциалов для решения дробно-линейной
транспортной задачи заключается в следующем.

1. Находим первоначальный опорный план задачи (8.1)–(8.4) мето-
дом ”северо-западного угла” или минимального отношения cij/dij , если
все dij 6= 0.

2. Определяем значения потенциалов u1, u2, v1 и v2, решая следую-
щие системы уравнений

{u1
i − v1

j = cij} и {u2
i − v2

j = dij}
для всех i и j, для которых xij 6= 0.

3. Определяем значения числителя C(x) и знаменателя D(x) функ-
ционала (8.1).

4. Находим ∆1
ij = cij − u1

i + v1
j и ∆2

ij = dij − u2
i + v2

j для всех i, j, для
которых xij 6= 0.

5. Вычисляем ∆ij = D(x)∆1
ij − C(x)∆2

ij и находим ∆rt = min
ij

∆ij .

6. Если ∆rt ≥ 0, то план x является оптимальным для задачи (8.1)–
(8.4).

7. Если ∆rt < 0, то переходим к новому опорному плану x′ зада-
чи (8.1)–(8.4) по известным правилам линейного случая транспортной
задачи и возвращаемся ко второму шагу алгоритма.
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Полученное решение x по данному алгоритму является оптималь-
ным для исходной дробно-линейной транспортной задачи (8.1)–(8.4), а
соответствующие потенциалы u1, u2, v1 и v2 – решением двойственной
дробно-линейной задачи (8.5)–(8.7).

2. Алгоритм параметрического метода. Применим параметри-
ческий метод для решения дробно-линейной транспортной задачи. Обо-
значим через M(x) множество значений переменных x, удовлетворяю-
щих ограничениям (8.2)–(8.4), и рассмотрим следующую задачу пара-
метрического программирования транспортного типа:

min
x∈M(x)

m∑

i=1

n∑

j=1

(cij − λdij)xij . (8.8)

Как и для задачи дробно-линейного программирования, алгоритм
параметрического метода решения задачи (8.1)–(8.4) заключается в сле-
дующем.

0-й шаг. Берем λ = µ0 = 0 и находим оптимальное решение x∗0
задачи (8.8), которая является линейной транспортной задачи.

k-й шаг. Определяем значение параметра µk = F (x∗k−1) и нахо-
дим оптимальное решение x∗k линейной транспортной задачи (8.8) при
λ = µk. Если F (x∗k) = F (x∗k−1), то план x∗k является оптимальным ре-
шением исходной дробно-линейной транспортной задачи (8.1)–(8.4).

Замечание 1. На каждом k-м шаге параметрического метода при
решении линейной транспортной задачи (8.8) с фиксированном значе-
ние параметра λ = µk в качестве первоначального опорного плана ис-
пользуем полученное на предыдущем шаге оптимальное x∗k−1, т.е. на
каждом k-м шаге параметрического метода дооптимизируем преды-
дущее оптимальное решение x∗k−1 с несущественными изменениями
значениями коэффициентов линейной целевой функцией.

Замечание 2. Если задача (8.1)–(8.4) решается неоднократно в
некотором итерационном процессе с незначительными изменениями
коэффициентов cij и dij, то можно решать только одну линейную
транспортную задачу типа (8.8) при фиксированном значении пара-
метра λ. Пусть на предыдущем шаге итерационного метода получено
оптимальное решение x∗k−1 задачи (8.8) при фиксированном значении
параметра λ = λk−1. Тогда на k-ом шаге итерационного метода, после
незначительных изменениях коэффициентов cij и dij решаем только
одну задачу типа (8.8) при λ = λk = F (x∗k−1).
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3. Алгоритмы метода покоординатного спуска. Рассмотрим
случай дробно-линейной транспортной задачи, когда объемы поставки
или потребления неограничены, т.е. в задаче (8.1)– (8.4) отсутствуют
ограничения (8.2) или (8.3). Если предположить, что отсутствуют огра-
ничения (8.3), то имеем следующую дробно-линейную задачу:

F (x) =
C(x)
D(x)

=

m∑

i=1

n∑

j=1

cijxij

m∑

i=1

n∑

j=1

dijxij

→ min, (8.9)

n∑

j=1

xij = ai (i = 1,m), (8.10)

xij ≥ 0 (i = 1, m; j = 1, n). (8.11)

Пусть R(x) – множество допустимых решений задачи (8.9)–(8.11).
Так как ограничения (8.10) имеют специальную структуру, то реше-
ние задачи (8.9)–(8.11) сводится к нахождению индексов {j1, j2, . . . , jm}
таких, что план x, определенный по формуле

xij =

{
ai, для i = 1,m; j = ji,

0, для i = 1,m; j 6= ji

является оптимальным.
При разработке вычислительного алгоритма решения задачи (8.9)–

(8.11) используется тот факт, что для любого опорного плана в каждом
равенстве (8.10) только одна переменная отлична от нуля и равна ai и
что соседние крайние точки многогранника R(x) различаются только
двумя координатами.

Для определения первоначального опорного плана задачи (8.9)–
(8.11) используем метод минимального отношения в строке: для каж-
дого i находим j = l, для которого

cil/dil = min
j

(cij/dij), dij 6= 0,

и полагаем

xij =

{
ai, для i = 1,m; j = l,

0, для i = 1,m; j 6= l.
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Определим процесс перехода от одного опорного плана задачи (8.9)–
(8.11) к другому. Для того чтобы перейти к новому опорному плану
x′, достаточно найти такие индексы k, l и t, для которых xkl = ak, а
xkt = 0, и положить x′kt = ak, а x′kl = 0. Остальные компоненты плана
x′ совпадают с компонентами плана x. Новый план x′ является опорным
для задачи (8.9)–(8.11). Это означает переход от одной крайней точки к
другой (соседней), которые различаются только двумя координатами.

Значение функционала (8.9) в новой точке определяется по формуле

C(x′)
D(x′)

=
C(x) + ak(ckt − ckl)
D(x) + ak(dkt − dkl)

.

Обозначим ∆1
kt = (ckt − ckl), ∆2

kt = (dkt − dkl) и определим разность

C(x′)
D(x′)

− C(x)
D(x)

=
ak

D(x′)D(x)

(
D(x)∆1

kt − C(x)∆2
kt

)
. (8.12)

Так как D(x) > 0, D(x′) > 0 и ai > 0, то знак разности (8.12) зависит
от знака выражения

∆kt = D(x)∆1
kt − C(x)∆2

kt. (8.13)

Сформулируем следующий признак оптимальности опорного плана
x задачи (8.9)–(8.11).

Теорема 8.1. Если ∆ij ≥ 0 для всех i и j, то опорный план x
является оптимальным для задачи (8.9)–(8.11).

Рассмотрим следующий итерационный алгоритм покоординатного
спуска решения задачи (8.9)–(8.11).

1. Определяем первоначальный опорный план x методом минималь-
ного отношения в строке.

2. Находим значения C(x) и D(x).
3. Вычисляем значения выражения ∆ij по формуле (8.13) для всех

i и j, для которых xij = 0.
4. Находим ∆kt = min

ij
∆ij .

5. Если ∆kt ≥ 0, то план x является оптимальным.
6. Если ∆kt < 0, то переходим к новому плану x′ :

x′ij =





ak, для i = k; j = t,
0, для i = k; j = l,
xij , для всех i 6= k; j 6= l; j 6= t,

где l – индекс, для которого xkl = ak.
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7. Находим новые значения числителя и знаменателя по формулам

C(x′) = C(x) + ak∆1
kt, D(x′) = D(x) + ak∆2

kt

и переходим к третьему пункту алгоритма.
Изложенный выше алгоритм позволяет найти оптимальное решение

задачи (8.9)–(8.11) за конечное число итераций. Однако иногда целе-
сообразно найти некоторое приближенное решение за одну итерацию
алгоритма, который состоит в следующем.

1. Определяем первоначальный опорный план x методом минималь-
ного отношения в строке.

2. Ставим i = 1.

3. Находим значения C(x) и D(x).
4. Вычисляем значения выражения ∆ij по формуле (8.13) для всех

j = 1, n, и j 6= l, где l – индекс, для которого xij = ai.

5. Находим ∆kt = min
ij

∆ij .

6. Если ∆it ≥ 0, то переходим к девятому пункту алгоритма.
7. Если ∆kt < 0, то переходим к новому плану x′ :

x′ij =





ak, для j = t,
0, для j = l,
xij , для всех j 6= l; j 6= t.

8. Находим новые значения числителя и знаменателя по формулам

C(x′) = C(x) + ai∆1
it, D(x′) = D(x) + ai∆2

it.

9. Ставим i = i + 1, и если i ≤ m, то перейдем к четвертому пункту,
в противном случае – конец работы алгоритма.

Кроме этих алгоритмов, для решения задачи (8.9)–(8.11) можно ис-
пользовать алгоритм параметрического метода, который в данном слу-
чае состоит в следующем.

1. Находим оптимальное решение x∗ задачи

min
x∈R(x)

m∑

i=1

n∑

j=1

cijxij ,

т.е. решаем линейную задачу
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m∑

i=1

n∑

j=1

cijxij → min,

n∑

j=1

xij = ai (i = 1,m),

xij ≥ 0 (i = 1,m; j = 1, n)

следующим образом: для каждого i находим j = l, для которого
cil = min

j
cij , и полагаем

x′ij =

{
ai, для i = 1,m; j = l,

0, для i = 1,m; j 6= l.

2. Находим оптимальное решение x′ линейной задачи

min
x∈R(x)

m∑

i=1

n∑

j=1

(
cij − F (x∗)dij

)
xij

по формуле

x′ij =

{
ai, для i = 1,m; j = l;

0, для i = 1,m; j 6= l,

где l – значения индексов j (j = 1, n), для которых

(
cil − F (x∗)dil

)
= min

j

(
cij − F (x∗)dij

)
.

3. Если F (x∗) = F (x′), то оптимальный план x∗ линейной задачи
является оптимальным решением и для дробно-линейной задачи (8.1)–
(8.4).

4. Если F (x∗) 6= F (x′), то ставим x∗ = x′ и переходим ко второму
пункту алгоритма.

Замечание. В некоторых вычислительных процедурах, когда зада-
ча (8.9)–(8.11) решается циклически с несущественными изменениями
значений коэффициентов cij и dij, то достаточно выполнить только
один раз пункт 2 алгоритма параметрического метода, где x∗ пред-
ставляет собой решение, полученное на предыдущей итерации цикла,
а x′ новое приближенное решение задачи (8.9)–(8.11). Таким образом
получаем одноитерационный алгоритм параметрического метода.
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4. Алгоритм субградиентного метода. Рассмотрим дробно-
линейную транспортную задачу:

F (x) =
C(x)
D(x)

=

m∑

i=1

n∑

j=1

cijxij

m∑

i=1

n∑

j=1

dijxij

→ min, (8.14)

n∑

j=1

xij ≤ ai (i = 1,m), (8.15)

m∑

i=1

xij = bj (j = 1, n), (8.16)

xij ≥ 0 (i = 1, m; j = 1, n), (8.17)

в которой предполагается, что объем поставки превышает объем по-
требления, а количество потребителей намного больше, чем количество
поставщиков. Тогда для ее решения можно использовать алгоритмы, ос-
нованные на схемах декомпозиции по ограничениям и субградиентных
методов, или же декомпозиционный метод Данцига-Вулфа.

Так как D(x) > 0, то решение задачи (8.14)–(8.17) сводится к макси-
мизации кусочно-линейной вогнутой функции L∗(u) при ограничениях
u ≥ 0. Функция L∗(u) имеет вид

L∗(u) = min
x∈R(x)

L(x, u), (8.18)

в которой

L(x, u) =

m∑

i=1

n∑

j=1

cijxij +
m∑

i=1

ui

( n∑

j=1

xij − ai

)

m∑

i=1

n∑

j=1

dijxij

,

а R(x) – ограниченное выпуклое многогранное множество значений
переменных x, удовлетворяющих ограничениям (8.16), (8.17), а u =
= (u1, u2, . . . , um) – множители Лагранжа для ограничений (8.15), u ≥ 0.

Рассмотрим следующий алгоритм схемы декомпозиции по ограниче-
ниям для решения дробно-линейной транспортной задачи.
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1. Решаем задачу максимизации функции L∗(u) при ограничениях
u ≥ 0 одним из методов недифференцируемой оптимизации. Тогда на
(t+1)-м шаге субградиентного метода необходимо выполнить основные
три этапа схемы декомпозиции по ограничениям.

а) Решить задачу дробно-линейного программирования (8.18), кото-
рая соответствует задачи (8.9)–(8.11). При фиксированных зна-
чениях u = ut для ее решения используем один из алгоритмов
параметрического метода или покоординатного спуска и находим
решение x∗t . Следует заметить, что при повторном решении зада-
чи (8.18) на (t+1)-м шаге субградиентного метода изменяются по
отношению к предыдущему t-му шагу только значения коэффици-
ентов числителя ct+1

ij = cij+ut+1
i , т.е. они изменяются на величины

ht+1 · gi(ut), которые, в соответствии с субградиентным методом,
стремятся к нулю. Поэтому в данном случае для решения задачи
(8.18) можно использовать одноитерационный алгоритм парамет-
рического метода, т.е. решить только одну задачу типа

m∑

i=1

n∑

j=1

qijxij → min,

m∑

i=1

xij = bj (j = 1, n),

xij ≥ 0 (i = 1, m; j = 1, n),

в которой qij = cij +ut
i−λtdij , а λt = L(x∗t−1, u

t), решение которой
определяется по формуле:

x∗ij =
{

bj , для j = 1, n, i = k;
0, для j = 1, n, i 6= k,

где k значение индексов i (i = 1,m) для которых

qkj = min
i
{qij = cij + ut

i − λtdij}.

б) Вычислить значения обобщенного градиента функции L∗(u) в
точке u = ut по формуле

gi(ut) =
( ∑

i∈Mi

bj − ai

)/
D(x∗t ) (i = 1,m),
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где Mi – множество значений индексов j, для которых x∗ij = bj

в оптимальном решением задачи (8.18). Используя множества Mi

оптимальное решение x∗t представим следующим образом:

x∗t = {x∗ij : x∗ij = bj , j ∈ Mi, x∗ij = 0, j 6∈ Mi, i = 1,m}.

в) Найти новые значения

ut+1
i = max

{
0, ut

i + ht+1 · gi(ut)
}

(i = 1,m),

где ht+1 – величина шага.

2. Пусть u∗ – оптимальное решение задачи максимизации функции
L∗(u), а x∗ – оптимальное решение задачи (8.18) при фиксированных
u = u∗. Тогда находим значения

∆1
ij = ckj + u∗k − cij − u∗i ; ∆2

ij = dkj − dij

для всех i и j, где k – индекс для которого j ∈ Mk.
3. Находим множество J тех значений индексов j, для которых имеет

место выражение
∆ij = |∆1

ij − F (x∗)∆2
ij | ≤ ε

хотя бы для одного значения индекса i 6= k, где ε > 0 – достаточно
малое число.

4. Находим множество I тех значений индексов i, для которых ко-
эффициенты a′i, определенные по формуле

a′i = ai −
∑

j 6∈J

x∗ij ,

положительны.
5. По алгоритму метода потенциалов или параметрического метода

решаем дробно-линейную транспортную задачу:
∑

i∈I

∑

j∈J

cijxij + c0

∑

i∈I

∑

j∈J

dijxij + d0

→ min;

∑

j∈J

xij ≤ a′i, i ∈ I;
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∑

i∈I

xij = bj , j ∈ J ;

xij ≥ 0, i ∈ I; j ∈ J ;

в которой
c0 =

∑

i 6∈I

∑

j 6∈J

cijx
∗
ij , d0 =

∑

i 6∈I

∑

j 6∈J

dijx
∗
ij

и она имеет существенно уменьшенные размеры относительно первона-
чальной задачи (8.14)–(8.17), т.е. имеем ||I|| ≈ ||J || ≈ m.

5. Алгоритм декомпозиции Данцига-Вулфа. Другой декомпо-
зиционный алгоритм задачи (8.14)–(8.17) может быть построен на базе
принципа разложения Данцига-Вулфа. Если через {xk

ij} (k = 1, r), обо-
значить координаты всех крайних точек многогранника R(x), то любая
точка x ∈ R(x) может быть представлена в виде:

xij =
r∑

k=1

λkxk
ij (i = 1,m; j = 1, n),

r∑

k=1

λk = 1, λk ≥ 0 (k = 1, r).

Тогда задача (8.14)–(8.17) сводится к следующей координирующей
задаче:

P (x, λ)
Q(x, λ)

=

r∑

k=1

pkλk

r∑

k=1

qkλk

→ min, (8.19)

r∑

k=1

tikλk ≤ ai (i = 1,m), (8.20)

λk ≥ 0 (k = 1, r), (8.21)

где

pk =
m∑

i=1

n∑

j=1

cijx
k
ij (k = 1, r),

qk =
m∑

i=1

n∑

j=1

dijx
k
ij (k = 1, r),
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tik =
n∑

j=1

xk
ij (i = 1,m; k = 1, r).

Задача (8.19)–(8.21) является задачей дробно-линейного программи-
рования относительно переменных λk (k = 1, r), для решения которой
используется модифицированный симплекс-метод.

Пусть B – текущий базис, B−1 – соответствующая обратная мат-
рица, λB – значения переменных λk в данном базисе, P (xB , λB) и
Q(xB , λB) – соответственно значения числителя и знаменателя в теку-
щем базисе, а xB – крайние точки {xk

ij}, соответствующие переменным
λB = {λk}. Тогда:

1) находим значения двойственных оценок ограничений (8.20) соот-
ветственно для числителя u и знаменателя v по формулам

u = pBB−1 и v = qBB−1,

где pB и qB – векторы коэффициентов числителя и знаменателя, соот-
ветствующие текущему базису B;

2) находим l-ю крайнюю точку {xl
ij} многогранника R(x), в которой

достигается минимальное значение функционала

F (x) =
m∑

i=1

n∑

j=1

γijxij ,

при ограничениях
m∑

i=1

xij = bj (j = 1, n),

xij ≥ 0 (i = 1, m; j = 1, n),

где γij = Q(xB , λB)(cij + ui) − P (xB , λB)(dij + vi). Координаты такой
точки, которое соответствует оптимальному решению данной задачи
определяются по формуле

xl
ij =

{
bj , для j = 1, n; i = s;

0, для j = 1, n; i = 1,m; i 6= s,

где s – значения индекса i, для которого γsj = min
i

γij ;

3) если F (xl) ≥ 0, то текущий базис является оптимальным;
4) пусть F (xl) < 0, тогда вектор l вводится в базис, для чего находят-

ся значения коэффициентов pl, ql и til по соответствующим формулам.
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Следует заметить, что перед вводом вектора l в базис, его координаты
pl, ql и til необходимо умножить на обратную матрицу B−1.

Пусть {λ∗k} – оптимальное решение задачи (8.19)–(8.21), тогда оп-
тимальное решение для исходной задачи (8.14)–(8.17) определяется по
формуле

x∗ij =
m∑

k=1

λ∗kxk
ij (i = 1,m; j = 1, n),

где {xk
ij} – координаты крайних точек многогранника R(x), соответ-

ствующие базисным переменных λk оптимального базиса B.
Таким образом решение дробно-линейной транспортной задачи

(8.14)–(8.17) сводится к задаче дробно-линейного программирования
(8.19)–(8.21) с уменьшенным количеством ограничений, специальным
правилом выбора вектора для ввода в базис и новым критерием опти-
мальности.

8.2. Обобщенная дробно-линейная
транспортная задача

Пусть задана обобщенная (распределительная) дробно-линейная транс-
портная задача

F (x) =
C(x)
D(x)

=

m∑

i=1

n∑

j=1

cijxij

m∑

i=1

n∑

j=1

dijxij

→ min, (8.22)

m∑

i=1

fijxij ≤ bj (j = 1, n), (8.23)

n∑

j=1

xij = ai (i = 1,m), (8.24)

xij ≥ 0 (i = 1, m; j = 1, n), (8.25)

где ai, bj и fij – положительные числа. Обобщение дробно-линейной
транспортной задачи (8.1)–(8.4) проводится в смысле, что коэффициен-
ты перед переменных xij в ограничениях (8.3) отличны от единицы и
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равны числами fij , которые как правило являются целыми и положи-
тельными.

Предположим, что D(x) > 0 для любых допустимых планов задачи
(8.22)–(8.25).

Рассмотрим двойственную к ней задачу

m∑

i=1

aiu
1
i −

n∑

j=1

bjv
1
j

m∑

i=1

aiu
2
i −

n∑

j=1

bjv
2
j

→ max, (8.26)

(cij − u1
i + v1

j fij)
( m∑

i=1

aiu
2
i −

n∑

j=1

bjv
2
j

)
−

−(dij−u2
i +v2

j fij)
( m∑

i=1

aiu
1
i−

n∑

j=1

bjv
1
j

)
≥0 (i=1,m; j =1, n),

(8.27)

v1
j ≥ 0; v2

j ≥ 0 (j = 1, n), (8.28)
m∑

i=1

aiu
2
i −

n∑

j=1

bjv
2
j ≥ 0. (8.29)

Для задач (8.22)–(8.25) и (8.26)–(8.29) справедливы основные теоре-
мы двойственности.

Ниже рассмотрим алгоритмы решения обобщенных дробно-линей-
ных транспортных задач (8.22)–(8.25).

1. Алгоритм метода потенциалов. Применим метод потенциа-
лов для решения задачи (8.22)–(8.25). По своей структуре алгоритм
метода потенциалов решения обобщенной задачи с дробно-линейным
функционалом аналогичен алгоритмам линейных и дробно-линейных
транспортных задач [493, 494, 601] и состоит в следующем.

1. Находим первоначальный опорный план задачи (8.22)–(8.25) мето-
дом ”северо-западного угла” или минимального отношения cij/dij , если
все dij 6= 0.

2. Определяем значения потенциалов u1, u2, v1 и v2, решая следую-
щие системы уравнений

{u1
i − v1

j fij = cij} и {u2
i − v2

j fij = dij}

для всех i и j, для которых xij 6= 0.
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3. Определяем значение числителя C(x) и знаменателя D(x) функ-
ционала (8.22).

4. Находим ∆1
ij = cij −u1

i + v1
j fij и ∆2

ijdij −u2
i + v2

j fij для всех i, j,
для которых xij 6= 0.

5. Вычисляем
∆ij = D(x)∆1

ij − C(x)∆2
ij

и находим ∆rt = min
ij

∆ij .

6. Если ∆rt ≥ 0, то план x является оптимальным.
7. Если ∆rt < 0, то переходим к новому опорному плану x′ задачи

(8.22)–(8.25) по известным правилам линейного случая [601] и возвра-
щаемся ко второму шагу алгоритма. Полученное решение x по данному
алгоритму является оптимальным для исходной задачи (8.22)–(8.25), а
соответствующие потенциалы u1, u2, v1 и v2 – решением двойственной
задачи (8.26)–(8.29).

2. Алгоритм параметрического метода. Применим параметри-
ческий метод для решения обобщенной дробно-линейной транспортной
задачи. Обозначим через M(x) множество значений переменных x, удо-
влетворяющих ограничениям (8.23)–(8.25), и рассмотрим следующую
задачу параметрического программирования

min
x∈M(x)

m∑

i=1

n∑

j=1

(cij − λdij)xij , (8.30)

которая является параметрической линейной распределительной зада-
чей транспортного типа.

Как и для задачи дробно-линейного программирования, а также для
дробно-линейной транспортной задачи (8.1)–(8.4) алгоритм параметри-
ческого метода решения обобщенной дробно-линейной транспортной за-
дачи (8.22)–(8.25) заключается в следующем.

0-й шаг. Берем λ = µ0 = 0 и находим оптимальное решение x∗0
задачи (8.30), которая является обычной распределительной задачей с
линейным функционалом.

k-й шаг. Определяем значение параметра µk = F (x∗k−1) и нахо-
дим оптимальное решение x∗k задачи (8.30) при λ = µk. Если F (x∗k) =
= F (x∗k−1), то план x∗k является оптимальным решением и для задачи
(8.22)–(8.25).

Замечание. При повторном решении задачи (8.22)–(8.25) с незна-
чительными изменениями коэффициентов числителя можно исполь-
зовать одноитерационный алгоритм параметрического метода, т.е.
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используя предыдущее решение x∗ решаем только одну задачу (8.30)
(так называемый одноитерационный алгоритм параметрического ме-
тода).

В случае, когда n намного больше m, для решения линейных рас-
пределительных задач эффективно используют декомпозиционные ал-
горитмы [335, 543, 602, 635, 639, 662, 715, 733].

Рассмотрим два алгоритма декомпозиции, основанные на схеме раз-
ложении по ограничениям и принципа Данцига-Вулфа.

3. Алгоритм субградиентного метода. Для задачи (8.22)–(8.25)
на множестве ограничений (8.23) построим функцию Лагранжа

L(x, v) =

m∑

i=1

n∑

j=1

cijxij +
n∑

j=1

vj

( m∑

i=1

fijxij − bj

)

m∑

i=1

n∑

j=1

dijxij

и рассмотрим задачу

L∗(v) = min
x∈R(x)

L(x, v), (8.31)

в которой R(x) – ограниченное выпуклое многогранное множество зна-
чений переменных x, удовлетворяющих ограничениям (8.24), (8.25), а
v = (v1, v2, . . . , vn) – множители Лагранжа для ограничений (8.23),
v ≥ 0.

Для решения задачи (8.22)–(8.25) применяем схему декомпозиции по
ограничениям, которая сводится к следующему.

1. Решаем задачу максимизации функции L∗(v) при ограничениях
v ≥ 0. Так как функция L∗(v) является кусочно-линейной и вогнутой,
то для ее максимизации используем одним из субградиентным методов
недифференцируемой оптимизации. Тогда на (t + 1)-м шаге субгради-
ентного метода необходимо выполнить основные три этапа вычислений
по схеме декомпозиции по ограничениям.

а) Решить задачу дробно-линейного программирования (8.31), кото-
рая соответствует задачи (8.9)–(8.11) при фиксированных значе-
ниях v = vt по одному из алгоритмов параметрического метода
или покоординатного спуска, т.е. найти решение (оптимальное или
приближенное) x∗t (v) задачи (8.31).
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Замечание. Так как коэффициенты cij в задаче типа (8.9)–
(8.11), которая соответствует задачи (8.31) изменяются соот-
ветственно на величины ht+1 · gj(vt) · fij, которые стремятся к
нулю, то для решения задачи (8.31) можно использовать однои-
терационный алгоритм параметрического метода, т.е. решить
только одну задачу типа

m∑

i=1

n∑

j=1

qijxij → min,

n∑

j=1

xij = ai (i = 1,m),

xij ≥ 0 (i = 1, m; j = 1, n),

в которой qij = cij + vt
jfij − λtdij , а λt = L(x∗t−1, v

t).

б) Вычислить значения обобщенного градиента функции L∗(v) в
точке v = vt по формуле

gj(vt) =

m∑

i=1

fijx
∗
ij(v)− bj

m∑

i=1

n∑

j=1

dijx
∗
ij(v)

(j = 1, n),

где {x∗ij(v)} – решение задачи (8.31) при v = vt.
в) Найти новые значения

vt+1
j = max

{
0, vt

j + ht+1 · gj(vt)
}

(j = 1, n),

где ht+1 – величина шага.

2. Пусть v∗ – оптимальное решение задачи максимизации функции
L∗(v), а x∗ – оптимальное решение задачи (8.31) при фиксированных
v = v∗. Тогда находим значения

∆1
ij = cik + v∗kfik − cij − v∗j fij ; ∆2

ij = dik − dij

для всех i и j для которых x∗ij(v) = 0, где k – значение индекса j, для
которого x∗ik(v) = ai.



477

3. Находим множество I тех значений индексов i, для которых имеет
место выражение

∆ij = |∆1
ij − F (x∗)∆2

ij | ≤ ε

хотя бы для одного значения индекса j 6= k, где ε > 0 – достаточно
малое число.

4. Находим множество J тех значений индексов j, для которых ко-
эффициенты b′j , определенные по формуле

b′j = bj −
∑

i 6∈I

fijx
∗
ij ,

положительны.
5. По алгоритму метода потенциалов или параметрического метода

решаем распределительную дробно-линейную транспортную задачу:
∑

i∈I

∑

j∈J

cijxij + c0

∑

i∈I

∑

j∈J

dijxij + d0

→ min;

∑

i∈I

fijxij ≤ b′j , j ∈ J ;

∑

j∈J

xij = ai, i ∈ I;

xij ≥ 0, i ∈ I; j ∈ J,

в которой ||I|| ≈ ||J || ≈ m, а

c0 =
∑

i 6∈I

∑

j 6∈J

cijx
∗
ij , d0 =

∑

i 6∈I

∑

j 6∈J

dijx
∗
ij .

4. Алгоритм декомпозиции Данцига-Вулфа. Обозначим через
{xk

ij} (k = 1, r), координаты всех крайних точек многогранника R(x).
Тогда любая точка x ∈ R(x) может быть представлена в виде

xij =
r∑

k=1

λkxk
ij (i = 1,m; j = 1, n),

r∑

k=1

λk = 1, λk ≥ 0 (k = 1, r).
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Тогда задача (8.22)–(8.25) сводится к следующей координирующей
задаче:

P (x, λ)
Q(x, λ)

=

r∑

k=1

pkλk

r∑

k=1

qkλk

→ min, (8.32)

r∑

k=1

tjkλk ≤ bj (j = 1, n), (8.33)

r∑

k=1

λk = 1, (8.34)

λk ≥ 0 (k = 1, r), (8.35)

где

pk =
m∑

i=1

n∑

j=1

cijx
k
ij (k = 1, r),

qk =
m∑

i=1

n∑

j=1

dijx
k
ij (k = 1, r),

tjk =
m∑

i=1

fijx
k
ij (j = 1, n; k = 1, r).

Задача (8.32)–(8.35) является задачей дробно-линейного програм-
мирования, для решения которой используем модифицированный сим-
плекс-метод.

Рассмотрим алгоритм декомпозиции Данцига-Вулфа для решения
обобщенной дробно-линейной транспортной задачи (8.22)–(8.25).

Пусть B – текущий базис, B−1 – соответствующая обратная мат-
рица, λB – значения переменных λk в данном базисе, P (xB , λB) и
Q(xB , λB) – соответственно значения числителя и знаменателя в те-
кущем базисе, а xB – крайние точки {xk

ij}, соответствующие базисным
переменным λB = {λk} Тогда:

1) находим значения двойственных оценок ограничений (8.33) и
(8.34) соответственно для числителя u = (u1, u2, . . . , un, u) и знамена-
теля v = (v1, v2, . . . , vn, v) по формулам

u = pBB−1 и v = qBB−1,
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где pB и qB – векторы коэффициентов числителя и знаменателя для
переменных, соответствующие текущему базису B;

2) находим l-ю крайнюю точку xl = {xl
ij} многогранника R(x), в

которой достигается минимальное значение функционала

G(x) =
m∑

i=1

n∑

j=1

gijxij + g0

при ограничениях
n∑

j=1

xij = ai (i = 1,m),

xij ≥ 0 (i = 1, m; j = 1, n),

где
gij = Q(xB , λB)(cij − ujfij)− P (xB , λB)(dij − vjfij);

g0 = Q(xB , λB)u− P (xB , λB)v.

Порядковый номер l, соответствует индексу переменной λl, которую
следует ввести в базис. Координаты такой точки находятся по формуле

xl
ij =

{
ai, для i = 1, m; j = s;

0, для i = 1, m; j = 1, n; j 6= s,

где s – значения индекса j, для которого gis = min
j

gij ;

3) если G(xl) ≥ 0, то текущий базис является оптимальным.
4) пусть G(xl) < 0, тогда вектор l вводится в базис, т.е. переменная λl

станет базисной, для чего находятся значения коэффициентов pl, ql и tjl

по соответствующим формулам, которые формируют вектор-столбец,
соответствующий переменной λl для ввода в базис.

Пусть {λ∗k, k = 1, n + 1} – оптимальное решение задачи (8.32)–
(8.35), тогда оптимальное решение для исходной задачи (8.22)–(8.25)
определяется по формуле

x∗ij =
n+1∑

k=1

λ∗kxk
ij (i = 1,m; j = 1, n),

где {xk
ij , k = 1, n + 1} – координаты крайних точек многогранника

R(x), соответствующие базисным переменным {λ∗k, k = 1, n + 1} опти-
мального базиса B.
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Таким образом решение обобщенной дробно-линейной транспортной
задачи (8.22)–(8.25) сводится к задаче дробно-линейного программиро-
вания (8.32)–(8.35) с уменьшенным количеством ограничений, специ-
альным правилом выбора вектора для ввода в базис и новым критерием
оптимальности.

8.3. Производственно-транспортные задачи
с дробно-линейными функционалами

Рассмотрим одну из постановок задач производственно-транспорт-
ного типа с дробно-линейным функционалом:

F (x, y) =
C(x, y)
D(x, y)

=

m∑

i=1

n∑

j=1

cijxij +
n∑

j=1

cjyj

m∑

i=1

n∑

j=1

dijxij +
n∑

j=1

djyj

→ min, (8.36)

n∑

j=1

xij = ai (i = 1,m), (8.37)

m∑

i=1

xij = yj (j = 1, n), (8.38)

αj ≤ yj ≤ βj (j = 1, n), (8.39)

xij =
{

ai

0 (i = 1,m; j = 1, n), (8.40)

где m и n – соответственно количество пунктов потребления и произ-
водства продукции; ai – объемы потребления продукции в i-м пункте;
yj – искомый объем производства продукции в j-м пункте; xij – иско-
мый объем перевозки продукции i-му потребителю от j-го производи-
теля; cij – характеристика транспортного процесса, имеющая ”отрица-
тельное” влияние на работу транспорта, при перевозке продукции i-му
потребителю от j-го производителя; dij – характеристика транспортно-
го процесса, имеющая ”положительное” влияние на работу транспорта,
при перевозке продукции i-му потребителю от j-го производителя; cj –
характеристика, имеющая ”отрицательное” влияние на процесс произ-
водства продукции в j-м пункте; dj – характеристика, имеющая ”поло-
жительное” влияние на процесс производства продукции в j-м пункте;
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αj – минимальный возможный объем производства продукции в j-м
пункте; βj – максимальный возможный объем производства продукции
в j-м пункте; c0 и d0 – постоянные величины.

В отличие от других постановок производственно-транспортных за-
дач [639], задача (8.36)–(8.40) имеет дискретное ограничение (8.40), что
приводит ее к классу целочисленных задач. Задачу (8.36)–(8.40) можно
свести к задаче дробно-линейного программирования с булевыми пере-
менными. Для решения такого рода задач можно использовать алго-
ритмы метода ветвей и границ.

Однако, учитывая специфику структуры ограничений, для решения
задачи (8.36)–(8.40) можно привести более эффективные алгоритмы,
удобные для решения практических задач с большим числом потреби-
телей, т.е. ограничений (8.37).

1. Алгоритмы методов штрафных функций и вектора спа-
да. Опишем случай задачи (8.36)–(8.40), когда любая частная сумма
чисел ai отлична от αj и βj . Рассмотрим приближенный алгоритм с
использованием штрафных функций:

ϕj(yj) =

{
cjyj , если yj ∈ [αj , βj ];

cjyj + γj(αj , βj)(yj − αj)(yj − βj), если yj 6∈ [αj , βj ].

Функции ϕj(yj) обладают следующими свойствами:
- на отрезке [αj , βj ] они линейны;
– если все коэффициенты γj(αj , βj) положительны, то за пределами

отрезков [αj , βj ] они монотонно возрастают для yj > βj и моно-
тонно убывают для yj < αj ;

- функция ϕ(y) =
n∑

j=1

ϕj(yj) является непрерывной и кусочно-

линейной строго выпуклой функцией.
Согласно введенным функциям ϕj(yj) задача (8.36)–(8.40) сводится

к следующей задаче:

Φ(x, y) =
P (x, y)
Q(x, y)

=

m∑

i=1

n∑

j=1

cijxij +
n∑

j=1

ϕj(yj)

m∑

i=1

n∑

j=1

qijxij

→ min, (8.41)

n∑

j=1

xij = ai (i = 1,m), (8.42)
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xij =
{

ai

0 (i = 1,m; j = 1, n), (8.43)

где qij = dij + dj , а переменные yj определяются по формуле (8.38).
Задача (8.41)–(8.43) является задачей целочисленного дробного про-

граммирования, и ее оптимальное решение может быть найдено точны-
ми методами дискретного программирования. Однако практическая ре-
ализация таких методов для рассматриваемой задачи связана с больши-
ми вычислительными трудностями, поскольку она относится к классу
NP-полных задач. Поэтому для ее решения целесообразнее использо-
вать приближенные алгоритмы. Далее предлагается один из таких ал-
горитмов решения задачи (8.41)–(8.43), основанный на методе вектора
спада [661].

Остановимся подробнее на специфике применения метода вектора
спада для приближенного решения задачи (8.41)–(8.43). С этой целью
на множестве G целочисленных решений задачи (8.41)–(8.43) определя-
ем метрику

ρ(x, z) =
m∑

i=1

n∑

j=1

sign(xij − zij), x, z ∈ G,

а для любой точки x ∈ G введем понятие окрестности

OG(x, r) = {z ∈ G: ρ(x, z) ≤ r}
относительно заданного радиуса r.

Тогда с помощью одного из алгоритмов метода вектора спада можно
найти точку локального минимума функции Φ(x, y), т.е. точку миниму-
ма функции Φ(x, y) в окрестности радиуса r.

Заметим, что если ввести обозначение

R(x) =
{

xij :
n∑

j=1

xij = ai (i = 1, m); xij ≥ 0 (i = 1,m; j = 1, n)
}

,

то множество G целочисленных допустимых решений задачи (8.41)–
(8.43) совпадает со множеством крайних точек многогранника R(x), и
существует взаимно-однозначное соответствие между элементами мно-
жества G и крайними точками многогранника R(x).

Тогда если взять r = 2, то приближенный алгоритм метода вектора
спада решения задачи (8.41)–(8.43) относительно окрестности радиуса
r, по существу, означает следующее. Если находимся в некоторой край-
ней точке (x, y) многогранника R(x), то в качестве окрестности OG(x, r)
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этой точки берется множество всех соседних с ней крайних точек. Для
всех таких точек определяется значение координат вектора спада и вы-
бирается направление, или точнее говоря крайняя точка, в которой зна-
чение функционала Φ(x, y) уменьшается. Если такой точки нет, то в
текущей крайней точке (x, y) функционал Φ(x, y) достигает локально-
го минимума. Таким образом, процесс решения задачи (8.41)–(8.43) по
алгоритму метода вектора спада состоит в последовательном перехо-
де от одной крайней точки многогранника R(x) к другой (соседней), в
которой значение функционала Φ(x, y) уменьшается.

Рассмотрим теперь вопросы перехода от одной крайней точки к дру-
гой (соседней) и определения значений координат вектора спада функ-
ции Φ(x, y) в заданной окрестности.

Для перехода от одного целочисленного решения задачи (8.41)–
(8.43) к другому (т.е. от одной крайней точки многогранника R(x) к
другой, соседней) достаточно найти такие индексы k, l и t, для которых
xkl = ak, а xkt = 0. Тогда координаты соседней точки определяются по
следующим формулам:

x′ij =





ak для i = k; j = t,
0 для i = k; j = l,
xij для всех i 6= k; j 6= l; j 6= t,

(8.44)

y′j =





yt + ak для j = t,
yl − ak для j = l,
yj для всех j 6= l; j 6= t.

(8.45)

Значение функционала (8.41) в новой точке крайней точке (x, y)
определяется по формуле

P (x′, y′)
Q(x′, y′)

=
P (x, y) + ∆1

kt(yt)
Q(x, y) + ∆2

kt

,

где

∆1
kt(yt) = ak(ckt − ckl) + ϕt(yt + ak)− ϕt(yt) + ϕl(yl − ak)− ϕl(yl);

∆2
kt = ak(dkt − dkl).

Находим разность

P (x′, y′)
Q(x′, y′)

− P (x, y)
Q(x, y)

=
Q(x, y)∆1

kt − P (x, y)∆2
kt

Q(x′, y′)Q(x, y)
. (8.46)
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Так как Q(x, y) > 0 и Q(x′, y′) > 0, то знак разности (8.46) зависит
от знака выражения

∆kt(yt) = Q(x, y)∆1
kt − P (x, y)∆2

kt. (8.47)

На множестве G определим следующую векторную функцию
∆(x, y) = {∆ij(yj)}, для которой значения координат определяются по
формуле (8.47). Тогда, если окрестность OG(x∗, r) с центром в точке
(x∗, y∗) с заданным радиусом r определяется как множество всех сосед-
них крайних точек многогранника R(x), то в качестве вектора спада
функции Φ(x, y) выбирается функция ∆(x, y).

Функция ∆(x, y) удовлетворяет всем условиям определения вектора
спада [661] и она может быть использована для построения прибли-
женного алгоритма нахождения локального минимума (относительно
заданной окрестности) задачи (8.41)–(8.43).

Тогда можно сформулировать следующий признак достижимости
локального минимума (относительно заданной окрестности) задачи
(8.41)–(8.43).

Теорема 8.2. Если ∆ij(yj) > 0 для всех i и j, то соответству-
ющая крайняя точка (x, y) многогранника R(x) является точкой ло-
кального минимума задачи (8.41)–(8.43).

На основе вышеизложенного можно предложить следующий прибли-
женный алгоритм решения задачи (8.36)–(8.40), основанный на методах
штрафных функций, вектора спада и покоординатного спуска.

1. Решаем задачу min
x∈R(x)

Φ(x, y) по одному из алгоритмов парамет-

рического метода или метода покоординатного спуска. Пусть (x, y) –
оптимальное решение. Если для всех j = 1, n yj ∈ [αj , βj ], то план
(x, y) является оптимальным для задачи (8.36)–(8.40).

2. Вычисляем значения функций ϕ(yj) для плана (x, y) и находим
значения P (x, y) и Q(x, y).

3. Вычисляем значения выражения ∆ij(yj) по формуле (8.47) для
всех i и j, для которых xij = 0.

4. Находим ∆kt(yt) = min
ij

∆ij(yj).

5. Если ∆kt(yt) ≥ 0, то план (x, y) дает локальный минимум задачи
(8.41)–(8.43).

6. Если ∆kt(yt) < 0, то находим новый план (x′, y′) по формулам
(8.44), (8.45) и переходим ко второму пункту алгоритма.



485

7. Если все переменные yj ∈ [αj , βj ], то план (x, y) является до-
пустимым для задачи (8.36)–(8.40), но не всегда оптимальным. В та-
ком случае он берется в качестве некоторого приближенного решения
задачи (8.36)–(8.40).

3. Алгоритм субградиентного метода.Приведем теперь прибли-
женный алгоритм решения задачи (8.36)–(8.40), основанный на схеме
декомпозиции по ограничениям и одного из субградиентных методов.
Для этого задачу (8.36)–(8.40) перепишем в следующем виде:

P (x, y)
Q(x, y)

=

m∑

i=1

n∑

j=1

pijxij

m∑

i=1

n∑

j=1

qijxij

→ min, (8.48)

m∑

i=1

xij ≤ βj (j = 1, n), (8.49)

m∑

i=1

xij ≥ αj (j = 1, n), (8.50)

n∑

j=1

xij = ai (i = 1,m), (8.51)

xij =
{

ai

0 (i = 1,m; j = 1, n), (8.52)

здесь предполагается, что количество пунктов потребления намного
больше количества пунктов производства. Для данного алгоритма нет
необходимости предполагать, что любая частная сумма чисел ai от-
лична от αj и βj . Коэффициенты pij и qij определяются по формулам
pij = cij + cj и qij = dij + dj для всех i = 1, m, j = 1, n.

Так как Q(x) > 0, то решение задачи (8.48)–(8.52) сводится к мак-
симизации функции L∗(u, v) при ограничениях u ≥ 0 и v ≥ 0. Функция
L∗(u, v) имеет вид

L∗(u, v) = min
x∈R(x)

L(x, u, v), (8.53)
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где

L(x, u, v) =

m∑

i=1

n∑

j=1

(pij + uj − vj)xij +
n∑

j=1

(αjvj − βjuj)

m∑

i=1

n∑

j=1

qijxij

– функция Лагранжа для задачи (8.48)–(8.50); R(x) – ограниченное
выпуклое многогранное множество значений переменных x, удовле-
творяющих ограничениям (8.51), (8.52); u = (u1, u2, . . . , un) и v =
= (v1, v2, . . . , vn) – множители Лагранжа для ограничений (8.49), (8.50);
u ≥ 0 и v ≥ 0. Обобщенный градиент функции L∗(u, v) в точке (u, v)
определяется по формулам

gj(u) =
( m∑

i=1

x∗ij(u, v)− βj

)/
Q(x∗(u, v)) (j = 1, n), (8.54)

gj(v) =
(

αj −
m∑

i=1

x∗ij(u, v)
)/

Q(x∗(u, v)) (j = 1, n), (8.55)

где x∗(u, v) = {x∗ij(u, v)} – оптимальное решение задачи (8.53) при фик-
сированных значениях переменных u и v.

Для решения задачи (8.48)–(8.52) применяем схему декомпозиции по
ограничениям, которая заключается в следующем.

1. Решаем задачу максимизации функции L∗(u, v) при ограничениях
u ≥ 0 и v ≥ 0. Тогда на t-м шаге субградиентного метода необходимо
выполнить основные три этапа вычислений:

- решить задачу дробно-линейного программирования (8.53) при
фиксированных значениях u = ut и v = vt по одному из алгорит-
мов параметрического метода или метода покоординатного спуска;

- вычислить значения обобщенного градиента функции L∗(u, v) в
точке (ut, vt) по формулам (8.54) и (8.55) с учетом полученного
решения x∗(ut, vt) задачи (8.53);

- найти новые значения

ut+1
j = max

{
0, ut

j + ht+1 · gj(ut)
}

(j = 1, n),

vt+1
j = max

{
0, vt

j + ht+1 · gj(vt)
}

(j = 1, n),

где ht+1 – величина шага.
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2. Пусть (u∗, v∗) – оптимальное решение задачи максимизации функ-
ции L∗(u, v). Тогда если выполняются условия (8.49) и (8.50), то опти-
мальный план x∗(u, v) задачи (8.53), найденный при фиксированных
u = ut и v = vt, будет оптимальным и для задачи (8.48)–(8.52). В про-
тивном случае x∗(u, v) будет приближенным решением задачи (8.48)–
(8.52).

8.4. Обобщенная линейная и
дробно-линейная транспортная задача

Рассмотрим следующую задачу:

F (x) =

m∑

i=1

n∑

j=1

cijxij

m∑

i=1

n∑

j=1

dijxij

+
m∑

i=1

n∑

j=1

pijxij → min, (8.56)

n∑

j=1

xij = ai (i = 1,m), (8.57)

m∑

i=1

xij = bj (j = 1, n), (8.58)

xij ≥ 0 (i = 1, m; j = 1, n), (8.59)
m∑

i=1

ai =
n∑

j=1

bj . (8.60)

Задача (8.56)–(8.60) является обобщением задач линейного и дробно-
линейного программирования [355, 431, 631, 700] но с транспортными
ограничениями, т.е. является обобщением линейной и дробно-линейной
транспортной задачи.

Обозначим через M(x) множество значений переменных x, удовле-
творяющих ограничениям (8.57)–(8.60). Введем обозначения

C(x) =
m∑

i=1

n∑

j=1

cijxij , D(x) =
m∑

i=1

n∑

j=1

dijxij , P (x) =
m∑

i=1

n∑

j=1

pijxij ,

и предположим, что D(x) > 0 для всех x ∈ M(x).
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Известно [431, 700], что если P (x) ≤ 0, то функционал F (x) име-
ет несколько локальных минимумов, которые достигаются в крайних
точках многогранника M(x). Если же P (x) > 0, то функционал F (x)
имеет единственный минимум, который, вообще говоря, необязательно
достигается в крайней точке многогранника M(x).

Рассмотрим случай, когда P (x) ≤ 0. Частные производные функции
F (x) в точке x определяются по формуле

∂F (x)
∂xij

=
cijD(x)− dijC(x)

[D(x)]2
+ pij (i = 1,m; j = 1, n).

Пусть имеем некоторую крайнюю точку x′ ∈ M(x). Тогда если част-
ная производная по направлению ребра многогранника M(x), ведущего
в некоторую соседнюю точку x′′, отрицательна, то значение функциона-
ла F (x′′) < F (x′). Если же производная по всем направлениям неотри-
цательна, то в этой точке функционал F (x) достигает своего минимума.
Рассмотрим эффективный способ вычисления производной по направ-
лению ребра многогранника R(x).

Пусть x – некоторый опорный план задачи (8.56)–(8.60). Введем пе-
ременные u = {u1

i , u
2
i , u

3
i } и v = {v1

j , v2
j , v3

j }, для которых выполняются
следующие равенства:

cij = u1
i + v1

j ,

dij = u2
i + v2

j ,

pij = u3
i + v3

j





(8.61)

для всех i и j, для которых xij 6= 0, и

c′ij = cij − u1
i − v1

j ,

d′ij = dij − u2
i − v2

j ,

p′ij = pij − u3
i − v3

j

для всех i и j, для которых xij = 0. Тогда

C(x) =
∑

i,j∈S

c′ijxij + L1(u1, v1),

D(x) =
∑

i,j∈S

d′ijxij + L2(u2, v2),

P (x) =
∑

i,j∈S

p′ijxij + L3(u3, v3),
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где

Lk(uk, vk) =
m∑

i=1

aiu
k
i +

n∑

j=1

bjv
k
j , k = 1, 2, 3, (8.62)

а S – множество индексов небазисных переменных опорного плана x.
Таким образом, частные производные функционала F (x) по направ-

лениям ребер многогранника M(x), идущих в соседние точки опорного
плана x, определяются по формулам

∂F (x)
∂xij

=
c′ijL2(u2, v2)− d′ijL1(u1, v1)

[L2(u2, v2)]2
+ p′ij , i, j ∈ S

или

∆ij =
L2(u2, v2)(cij − u1

i − v1
j )− L1(u1, v1)(dij − u2

i − v2
j )

[L2(u2, v2)]2
+

+pij − u3
i − v3

j , i, j ∈ S,

(8.63)

где {u1
i , u

2
i , u

3
i } и {v1

j , v2
j , v3

j } – некоторые решения систем линейных
уравнений (системы потенциалов) (8.61). Тогда критерием оптималь-
ности опорного плана x задачи (8.56)–(8.60) является

Теорема 8.3. Для того чтобы опорный план x ∈ M(x) был ре-
шением задачи (8.56)–(8.60), достаточно существования таких зна-
чений переменных {u1

i , u
2
i , u

3
i } и {v1

j , v2
j , v3

j }, удовлетворяющих равен-
ствам (8.61), для которых ∆ij ≥ 0 для всех i и j.

1. Алгоритм метода потенциалов. Приведем метод потенциалов
решения задачи (8.56)–(8.60), являющийся обобщением метода потенци-
алов решения задач линейного и дробно-линейного программирования
транспортного типа. Так как рассматривается случай, когда P (x) ≤ 0,
то решение задачи (8.56)–(8.60) достигается в крайней точке многогран-
ника M(x).

Алгоритм метода потенциалов решения задачи (8.56)–(8.60) состоит
в следующем.

1. Строим первоначальный опорный план задачи (8.56)–(8.60) мето-
дом ”северо-западного угла” или минимального значения cij/dij + pij .

2. Находим значения потенциалов u и v решая системы уравнений
(8.61).

3. Вычисляем значения Lk(uk, vk), k = 1, 2, 3, по формуле (8.60).
4. Определяем значения выражения ∆rt по формуле (8.63) для всех

i, j, для которых xij = 0.
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5. Находим ∆rt = min
ij

∆ij .

6. Если ∆rt ≥ 0, то опорный план x является решением задачи
(8.56)–(8.60).

7. Если ∆rt < 0, то переходим к новому опорному плану x′ задачи
(8.56)–(8.60) по известным правилам линейного случая [601] и возвра-
щаемся ко второму шагу алгоритма.

2. Функция Лагранжа и условия оптимальности. Так как
D(x) > 0 для любого x ∈ M(x), то для задачи (8.56)–(8.60) функцию
Лагранжа можно построить следующим образом:

L(x, u, v) =
m∑

i=1

n∑

j=1

pijxij+

+

m∑

i=1

n∑

j=1

(cij + ui + vj)xij −
m∑

i=1

aiui −
n∑

j=1

bjvj

m∑

i=1

n∑

j=1

dijxij

,

(8.64)

где u = (u1, u2, . . . , um) и v = (v1, v2, . . . , vn) являются множителями
Лагранжа соответственно для ограничений (8.57) и (8.58).

Теорема 8.4. Для того чтобы x∗ было оптимальным решением
задачи (8.56)–(8.60), необходимо и достаточно существования таких
значений переменных u∗ и v∗, чтобы (x∗, u∗, v∗) была седловой точ-
кой функции Лагранжа L(x, u, v) (определенной по формуле (8.64)), при
x ≥ 0.

Таким образом решение задачи (8.56)–(8.60) может быть сведено к
нахождению седловой точки функции Лагранжа, т.е. к решению одной
из следующих задач:

L(x∗, u∗, v∗) = max
u,v

min
x≥0

L(x, u, v) = min
x≥0

max
u,v

L(x, u, v).

3. Алгоритм параметрического метода. С помощью парамет-
рического метода решение задачи (8.56)–(8.60) сводится к задаче пара-
метрического программирования

min
x∈M(x)

m∑

i=1

n∑

j=1

(cij − λdij + pij)xij . (8.65)
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Алгоритм параметрического метода решения задачи (8.56)–(8.60) за-
ключается в следующем.

0-й шаг. Берем λ = µ0 = 0 и находим оптимальное решение x∗0
задачи (8.65).

k-й шаг. Определяем значение параметра µk =
C(x∗k−1)
D(x∗k−1)

и находим

оптимальное решение x∗k линейной транспортной задачи (8.65) при λ =
= µk. Если F (x∗k) = F (x∗k−1), то план x∗k является оптимальным реше-
нием задачи (8.56)–(8.60).

4. Алгоритмы метода покоординатного спуска. Рассмотрим
частный случай задачи (8.56)–(8.60), когда ограничения (8.57) отсут-
ствуют

F (x) =
C(x)
D(x)

+ P (x) → min, (8.66)

m∑

i=1

xij = bj (j = 1, n), (8.67)

xij ≥ 0 (i = 1, m; j = 1, n), (8.68)

при предположениях, что D(x) > 0 и P (x) ≤ 0 для любого допустимого
плана задачи (8.66)–(8.68).

Опорный план задачи (8.66)–(8.68) определяется по формуле: для
каждого j положим

xij =
{

bj , для некоторого i = ij ,
0, для всех i 6= j.

Для любого опорного плана определяем значения

∆ij =
D(x)∆1

ij − C(x)∆2
ij

D(x)
(
D(x) + bj∆2

ij

) + ∆3
ij (8.69)

для всех i и j, где

∆1
ij = cij − cijj ; ∆2

ij = dij − dijj ; ∆3
ij = pij − pijj .

Тогда сформулируем следующий признак оптимальности опорного
плана x задачи (8.66)–(8.68).

Теорема 8.5. Если ∆ij ≥ 0 для всех i и j, то опорный план x
является оптимальным для задачи (8.66)–(8.68).
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Алгоритм метода покоординатного спуска для решения задачи
(8.66)–(8.68) состоит в следующем.

1. Определяем первоначальный опорный план x методом минималь-
ного значения коэффициента pij , отношения cij/dij или выражения
pij + cij/dij в столбце.

2. Находим значения C(x), D(x) и P (x).
3. Вычисляем значения выражения ∆ij по формуле (8.69) для всех

i и j, для которых xij = 0.
4. Находим ∆kt = min

ij
∆ij .

5. Если ∆kt ≥ 0, то план x является оптимальным решением задачи
(8.66)–(8.68).

6. Если ∆kt < 0, то переходим к новому плану x′ :

x′ij =





bt, для i = k; j = t,
0, для i = k; j = l,
xij , для всех i 6= k; i 6= l; j 6= t,

где l – индекс, для которого xlt = bt.
7. Находим новые значения

C(x′) = C(x) + bk∆1
kt, D(x′) = D(x) + bk∆2

kt, P (x′) = P (x) + bk∆3
kt

и переходим к третьему пункту алгоритма.
Поскольку P (x) ≤ 0, то полученное решение задачи (8.66)–(8.68)

по данному алгоритму может быть как локальным, так и глобальным
минимумом.

Для решения задачи (8.66)–(8.68) можно использовать и некоторый
приближенный одноитерационный алгоритм.

1. Определим первоначальный опорный план x задачи (8.66)–(8.68)
по описанному выше правилу.

2. Положим j = 1.
3. Найдем значения C(x), D(x) и P (x).
4. Вычислим значения выражения

∆ij =
D(x)(cij − ckj)− C(x)(dij − dkj)

D(x)
(
D(x) + bj(dij − dkj)

) + pij − pkj

для всех i 6= k, где k индекс, для которого xkj = bj .
5. Найдем ∆tj = min

j
∆ij .

6. Если ∆tj ≥ 0, то перейдем к девятому пункту алгоритма.
7. Если ∆tj < 0, то перейдем к новому плану x′ :
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x′ij =





bj , для i = t,
0, для i = k,
xij , для всех i 6= k; i 6= t.

8. Найдем новые значения

C(x′) = C(x) + bj(cij − ckj),

D(x′) = D(x) + bj(dij − dkj),

P (x′) = P (x) + bj(pij − pkj).

9. Положим j = j+1, и если j ≤ n, то перейдем к четвертому пункту,
в противном случае – конец работы алгоритма.

Кроме этих алгоритмов, для решения задачи (8.66)–(8.68) можно
использовать алгоритм параметрического метода, который состоит в
следующем.

1. Находим оптимальное решение x′ задачи

min
x∈R(x)

m∑

i=1

n∑

j=1

(cij + pij)xij

следующим образом: для каждого j находим i = k, для которого

(ckj + pkj) = min
i

(cij + pij),

и полагаем

x∗ij =

{
bj , для j = 1, n; i = k,

0, для j = 1, n; i 6= k.

2. Находим оптимальное решение x∗ задачи

min
x∈R(x)

m∑

i=1

n∑

j=1

(cij − µdij + pij)xij ,

в которой µ =
C(x′)
D(x′)

по формуле

x∗ij =

{
bj , для j = 1, n; i = k;

0, для j = 1, n; i 6= k,

где k значения индексов i (i = 1,m), для которых

(ckj − µdkj + pkj) = min
i

(cij − µdij + pij).
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3. Если F (x∗) = F (x′), то план x∗ является оптимальным решением
и для задачи (8.66)–(8.68).

4. Если F (x∗) 6= F (x′), то x′ = x∗ и переходим ко второму пункту
алгоритма.

5. Алгоритм субградиентного метода. Рассмотрим теперь ал-

горитм решения задачи (8.56)–(8.59) для случая, когда
m∑

i=1

ai ≥
n∑

j=1

bj и

количество потребителей n намного больше чем количество поставщи-
ков m. Тогда задачу (8.56)–(8.59) запишем в виде:

F (x) =
C(x)
D(x)

+ P (x) → min, (8.70)

n∑

j=1

xij ≤ ai (i = 1,m), (8.71)

m∑

i=1

xij = bj (j = 1, n), (8.72)

xij ≥ 0 (i = 1, m; j = 1, n), (8.73)

при предположениях, что C(x) > 0 и P (x) ≤ 0 для любого допустимого
плана задачи (8.70)–(8.73).

Построим функцию Лагранжа для задачи (8.70)–(8.73) по формуле

L(x, u) =

m∑

i=1

n∑

j=1

(cij − ui)xij −
m∑

i=1

aiui

D(x)
+ P (x),

где u = (u1, u2, . . . , um) – множители Лагранжа для ограничений (8.71).
Тогда (8.70)–(8.73) сводится к решению задачи

max
u≥0

L∗(u), (8.74)

где
L∗(u) = min

x∈R(x)
L(x, u). (8.75)

Здесь R(x) – ограниченное выпуклое многогранное множество значений
переменных x, удовлетворяющих ограничениям (8.72), (8.73)

Рассмотрим следующий алгоритм схемы декомпозиции по ограниче-
ниям для решения задачи (8.70)–(8.73).



495

1. Решаем задачу максимизации функции L∗(u) при ограничениях
u ≥ 0. Тогда на t-м шаге субградиентного метода необходимо выполнить
основные три этапа вычислений:

- решить задачу дробно-линейного программирования (8.75) при
фиксированных значениях u = ut по одному из алгоритмов па-
раметрического метода или метода покоординатного спуска;

- вычислить значения обобщенного градиента функции L∗(u) в точ-
ке u = ut по формуле

gi(ut) =
( ∑

i∈Mi

bj − ai

)
/D(x∗) (i = 1, m),

где Mi – множество значений индексов j, для которых xij = bj

в оптимальном решении задачи (8.75). Используя множества Mi

оптимальное решение x∗ представим следующим образом:

x∗ = {x∗ij : x∗ij = bj , j ∈ Mi; x∗ij = 0, j 6∈ Mi, i = 1,m};

- найти новые значения

ut+1
i = max

{
0, ut

i + ht+1 · gi(ut)
}

(i = 1,m),

где ht+1 – величина шага.

2. Пусть u∗ – оптимальное решение задачи (8.74), а x∗ – оптимальное
решение задачи (8.75) при фиксированных u = u∗. Тогда для каждого
j и для всех i 6= k находим значения

∆ij =
D(x)(ckj + u∗k − cij − u∗i )− C(x)(dkj − dij)

)

D(x)
(
D(x) + bj(dkj − dij)

) + pij − pkj ,

где k – индекс, для которого j ∈ Mk.

3. Находим множество J тех значений индексов j, для которых имеет
место выражение |∆ij | < ε хотя бы для одного значения индекса i 6= k,
где ε > 0 – достаточно малое число.

4. Находим множество I тех значений индексов i, для которых ко-
эффициенты a′i, определенные по формуле

a′i = ai −
∑

j 6∈J

x∗ij ,

положительны.



496

5. По алгоритму метода потенциалов или параметрического метода
решаем задачу:

∑

i∈I

∑

j∈J

cijxij + c′0

∑

i∈I

∑

j∈J

dijxij + d′0
+

∑

i∈I

∑

j∈J

pijxij + p′0 → min;

∑

j∈J

xij ≤ a′i, i ∈ I;

∑

i∈I

xij = bj , j ∈ J ;

xij ≥ 0, i ∈ I; j ∈ J,

где
c′0 =

∑

i 6∈I

∑

j 6∈J

cijx
∗
ij , d′0 =

∑

i 6∈I

∑

j 6∈J

dijx
∗
ij , p′0 =

∑

i6∈I

∑

j 6∈J

pijx
∗
ij .

8.5. Дробно-линейная транспортная задача
с дополнительными ограничениями

Рассмотрим следующую задачу

F (x) =
C(x)
D(x)

=

m∑

i=1

n∑

j=1

cijxij

m∑

i=1

n∑

j=1

dijxij

→ min, (8.76)

m∑

i=1

n∑

j=1

fr
ijxij ≤ βr (r = 1, k), (8.77)

n∑

j=1

xij = ai (i = 1,m), (8.78)

m∑

i=1

xij = bj (j = 1, n), (8.79)

xij ≥ 0 (i = 1, m; j = 1, n). (8.80)
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Задача (8.76)–(8.80) представляет собой дробно-линейную транс-
портную задачу с дополнительными ограничениями (8.77). Несмотря на
то, что в задаче (8.76)–(8.80) присутствуют транспортные ограничения
(8.78)–(8.80), наличие ограничений (8.77) выводит ее из класса транс-
портных задач и для ее решения не могут быть использованы эффек-
тивные алгоритмы типа метода потенциалов. Поэтому задачу (8.76)–
(8.80) рассматривают как общую задачу дробно-линейного программи-
рования и для ее решения применяют известные методы (симплекс-
метод, модифицированный симплекс-метод, параметрический метод и
т.п.).

Однако, для решения задачи (8.76)–(8.80) могут быть построены и
другие алгоритмы. Рассмотрим алгоритм схемы декомпозиции по огра-
ничениям с применением субградиентных методов и алгоритм декомпо-
зиции Данцига-Вулфа.

1. Схемы декомпозиции по ограничениям. Построим функ-
цию Лагранжа задачи (8.76)–(8.80) на множестве ограничений (8.77) по
формуле

L(x, y) =

m∑

i=1

n∑

j=1

cijxij +
k∑

r=1

yr

( m∑

i=1

n∑

j=1

fr
ijxij − βr

)

m∑

i=1

n∑

j=1

dijxij

,

где yr = (y1, y2, . . . , yk) – множители Лагранжа для ограничений (8.77),
y ≥ 0. Обозначим через M(x) множество значений переменных x, удо-
влетворяющих ограничениям (8.78)–(8.80), т.е. M(x) является выпук-
лым, ограниченным транспортным многогранником.

Рассмотрим задачи
max
y≥0

L∗(y), (8.81)

где
L∗(y) = min

x∈M(x)
L(x, y). (8.82)

Тогда решение задачи (8.76)–(8.80) по схеме декомпозиции по огра-
ничениям сводится к решению задачи (8.81) субградиентным методом.

1. Решаем задачу (8.81) субградиентным методом. Тогда на (t+1)-м
шаге необходимо:

а) решить задачу дробно-линейного программирования транспорт-
ного типа (8.82) при фиксированных значениях v = vt по одному
из алгоритмов параметрического метода или метода потенциалов
при фиксированных значениях y = yt;
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б) вычислить значения обобщенного градиента функции L∗(y) в
точке y = yt по формуле

gi(yt
r) =

m∑

i=1

n∑

j=1

fr
ijx

∗
ij(y

t)− βr

m∑

i=1

n∑

j=1

dijx
∗
ij(y

t)

(r = 1, k),

где x∗ij(y
t) – решение задачи (8.82) при фиксированных y = yt;

в) найти новые значения

yt+1
r = max

{
0, yt

r + ht+1 · gr(yt
r)

}
(r = 1, k),

где ht+1 – величина шага.
Следует отметить, что так как задача (8.82) решается неоднократ-

но в итерационном процессе субградиентного метода, то в алгоритме
параметрического метода достаточно решить только одну задачу типа
(8.8). Пусть на предыдущем шаге итерационного метода найдено реше-
ние x∗t−1 транспортной задачи (8.8) при фиксированных λ. Тогда на t-м
шаге решаем одну транспортную задачу (8.82) при λ = λk = L(x∗t−1, y

t).
2. Алгоритм декомпозиции Данцига-Вулфа. Обозначим через

{xl
ij} (l = 1, s), координаты всех крайних точек многогранника M(x).

Тогда любая точка x ∈ M(x) может быть представлена в виде

xij =
s∑

l=1

λlx
l
ij (i = 1, m; j = 1, n),

s∑

l=1

λl = 1, λl ≥ 0 (l = 1, s).

Тогда задача (8.76)–(8.80) сводится к следующей координирующей
задаче:

P (x, λ)
Q(x, λ)

=

s∑

l=1

plλl

s∑

l=1

qlλl

→ min, (8.83)

s∑

l=1

trl λl ≤ br (r = 1, k), (8.84)
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s∑

l=1

λl = 1, (8.85)

λl ≥ 0 (l = 1, s), (8.86)

где

pl =
m∑

i=1

n∑

j=1

cijx
l
ij (l = 1, s),

ql =
m∑

i=1

n∑

j=1

dijx
l
ij (l = 1, s),

trl =
m∑

i=1

n∑

j=1

fr
ijx

l
ij (l = 1, s; r = 1, k).

Задача (8.83)–(8.86) является задачей дробно-линейного програм-
мирования, для решения которой используем модифицированный сим-
плекс-метод.

Рассмотрим алгоритм декомпозиции Данцига-Вулфа для решения
исходной задачи (8.22)–(8.25).

Пусть B – текущий базис, B−1 – соответствующая обратная мат-
рица, λB – значения переменных λl в данном базисе, P (xB , λB) и
Q(xB , λB) – соответственно значения числителя и знаменателя в те-
кущем базисе, а xB – крайние точки {xl

ij}, соответствующие базисным
переменным λB = {λl} Тогда:

1) находим значения двойственных оценок ограничений (8.84) и
(8.85) соответственно для числителя u = (u1, u2, . . . , uk, u) и знамена-
теля v = (v1, v2, . . . , vk, v) по формулам

u = pBB−1 и v = qBB−1,

где pB и qB – векторы коэффициентов числителя и знаменателя при
базисных переменных λB ;

2) находим очередную крайнюю точку {xl
ij} многогранника M(x), в

которой достигается минимальное значение функционала

G(x) =
m∑

i=1

n∑

j=1

gijxij + g0

где gij = Q(xB , λB)
(
cij −

k∑
r=1

urf
r
ij

)
− P (xB , λB)

(
dij −

k∑
r=1

vrf
r
ij

)
; g0 =

= Q(xB , λB)u − P (xB , λB)v, при исходных ограничениях (8.78)–(8.80),
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т.е. решаем обычную линейную транспортную задачу одним из извест-
ных методов.

Пусть xl = {xl
ij} – оптимальное решение данной задачи транспорт-

ной задачи.
3) если G(xl) ≥ 0, то текущий базис является оптимальным.
4) пусть G(xl) < 0. Тогда вектор l вводится в базис, для чего находят-

ся значения коэффициентов pl, ql и tjl по соответствующим формулам.
Пусть {λ∗k} – оптимальное решение задачи (8.83)–(8.86), тогда оп-

тимальное решение для исходной задачи (8.76)–(8.80) определяется по
формуле

x∗ij =
k+1∑

l=1

λ∗l x
l
ij (i = 1,m; j = 1, n),

где {xk
ij} – координаты крайних точек многогранника M(x), соответ-

ствующие базисным переменных λ∗l оптимального базиса B.
Таким образом решение дробно-линейной транспортной задачи с до-

полнительными ограничениями (8.76)–(8.80) сводится к задачи дробно-
линейного программирования (8.83)–(8.86) с уменьшенным количе-
ством ограничений, специальным правилом выбора вектора для ввода
в базис и новым критерием оптимальности.

8.6. Производственно-транспортная
задача дробного программирования
с неизвестными мощностями

Рассмотрим следующую производственно-транспортную задачу с
дробным функционалом

F (x, y, z) =
F1(x, y, z)
F2(x, y, z)

=
C(x) + ϕ(y) + P (z)
D(x) + ψ(y) + Q(z)

→ min, (8.87)

n∑

j=1

xij = ai (i = 1,m), (8.88)

m∑

i=1

fijxij = yj (j = 1, n), (8.89)

xij ≥ 0 (i = 1, m; j = 1, n), (8.90)
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k∑

l=1

zjl = yj (j = 1, n), (8.91)

n∑

j=1

zjl = bl (l = 1, k), (8.92)

zjl ≥ 0 (j = 1, n; l = 1, k), (8.93)

в которой

C(x) =
m∑

i=1

n∑

j=1

cijxij , D(x) =
m∑

i=1

n∑

j=1

dijxij ,

P (z) =
n∑

j=1

k∑

l=1

pjlzjl, Q(z) =
n∑

j=1

k∑

l=1

qjlzjl,

ϕ(y) =
n∑

j=1

ϕj(yj), ψ(y) =
n∑

j=1

ψj(yj),

а функции ϕj(yj) и −ψj(yj) являются выпуклыми, {fij}, {cij}, {dij},
{pjl}, {qjl}, {ai}, {bl} – заданные числа, {xij}, {zjl}, {yj} – переменными
(неизвестными) величинами.

Задача (8.87)–(8.93) является задачей дробного программирования,
в которой имеются линейные ограничения, дробно-выпуклый функци-
онал и три группы переменных, определяющие план перевозки сырья
{xij}, мощности производства {yj} и план перевозки готовой продукции
{tjl}.

Для решения задачи (8.87)–(8.93) можно использовать схемы деком-
позиции по переменным и субградиентные методы.

Пусть переменные yj фиксированы и принимают значение yj . Тогда
получим задачу

Φ(y) = min
x∈M(x,z,y)

F (x, z, y), (8.94)

в которой M(x, z, y) – множество допустимых решений (x, y), удовлетво-
ряющие ограничениям (8.89)–(8.93) при фиксированном y = y. Тогда
решение задачи (8.87)–(8.93) сводится к задаче

min
y≥0

Φ(y). (8.95)

Функция Φ(y) является кусочно-линейной и не везде дифференци-
руемой, для минимизации которой используем субградиентные методы.
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Тогда имеем двухуровневую схему решения задачи (8.87)–(8.93),
на внешнем уровне которой решается задача (8.95), а на внутреннем
уровне – задача (8.94).

Пусть для решения задачи (8.95) применяется один из субградиент-
ным методов, на t-м шаге, которого имеем значения yt и решение (xt, zt)
задачи (8.94) при фиксированных y = yt. Тогда на очередном, (t + 1)-м
шаге, необходимо выполнить следующие три основных этапа.

1. Решить при y = yt задачу дробной оптимизации (8.94). Пусть
(x∗(yt), z∗(yt)) – решение задачи (8.94), которая является задачей
дробно-линейного программирования следующего вида

W (x, z) =

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij +
n∑

j=1

k∑
l=1

pjlzjl + ϕ(yt)

m∑
i=1

n∑
j=1

dijxij +
n∑

j=1

k∑
l=1

qjlzjl + ψ(yt)
, (8.96)

n∑

j=1

xij = ai (i = 1,m), (8.97)

m∑

i=1

fijxij = yt
j (j = 1, m), (8.98)

xij ≥ 0 (i = 1, m; j = 1, n), (8.99)

k∑

l=1

zjl = yt
j (j = 1, n), (8.100)

n∑

j=1

zjl = bl (l = 1, k), (8.101)

zjl ≥ 0 (j = 1, n; l = 1, k). (8.102)

Дробно-линейная задача (8.96)–(8.102) имеет ограничения разделен-
ными на две независимые группы переменных, связанных между собой
значениями {yt

j}, которые переопределяются на каждом шаге субгради-
ентного метода. Если для ее решения применить параметрический ме-
тод (в частности одноитерационный), то получим две отдельные задачи.
Первая из них это распределительно-транспортная задача для опреде-
ления плана перевозке и переработке сырья, а вторая – транспортная
задача определения плана перевозки готовой продукции.
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Если в параметрическом методе решения дробных задач выбрать
λ = µt = W (xt, zt), то получим следующие две задачи:

– распределительная задача линейного программирования транс-
портного типа

m∑

i=1

n∑

j=1

(cij − µtdij)xij → min, (8.103)

n∑

j=1

xij = ai (i = 1,m), (8.104)

m∑

i=1

fijxij = yt
j (j = 1, n), (8.105)

xij ≥ 0 (i = 1, m; j = 1, n); (8.106)

– обычная линейная транспортная задача

n∑

j=1

k∑

l=1

(pjl − µtqjl)zjl → min, (8.107)

k∑

l=1

zjl = yt
j (j = 1, n), (8.108)

n∑

j=1

zjl = bl (l = 1, k), (8.109)

zjl ≥ 0 (j = 1, n; l = 1, k). (8.110)

Пусть x(yt) – решение задачи (8.103)–(8.106), а {ut
i} и {vt

j} значения
потенциалов (двойственные оценки) для ограничений (8.104) и (8.105)
соответственно. Также допустим, что z(yt) является решением задачи
(8.107)–(8.110), а {αt

j} и {βt
l } – значения потенциалов (двойственные

оценки) для ограничений (8.108) и (8.109) соответственно.
Следует отметить, что при фиксированных значениях yt

j транспорт-
ная задача (8.107)–(8.110) может не иметь допустимые решения, так

как может быть, что
n∑

j=1

yt
j 6=

k∑
l=1

bl, т.е. транспортная задача не являет-

ся сбалансированной (закрытой). Поэтому, для выхода из этой ситуации
вводится дополнительный (искусственный) поставщик с номером n+1,
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для которого yn+1 =
∣∣∣

k∑
l=1

bl−
n∑

j=1

yt
j

∣∣∣, а pn+1,l = M и qn+1,l = 0 (l = 1, k),

где M – достаточно большое положительное число.
Задача (8.103)–(8.106), также может быть неразрешимой. Поэтому

для этой задачи вводим дополнительный потребитель с номером n + 1

для которого полагаем объем потребления an+1 =
m∑

i=1

ai, а ci,n+1 = 0 и

di,n+1 = 0 (i = 1, m).
2. Найти значения субградиента функции Φ(y) в точке y = yt.

Для этого используем функцию Лагранжа, которая соответствует па-
раметрической задачи, используемой в методе решения дробной зада-
чи (8.87)–(8.93) с учетом значений переменных x и y, полученных на
(t + 1)-м шаге субградиентного метода.

Рассмотрим функцию Лагранжа задачи (8.87)–(8.93) в параметри-
ческом методе, которая при λ = µt = W (xt, zt) имеет следующий вид

L(x, y, z, u, v, α, β) =
m∑

i=1

n∑

j=1

(cij − µtdij + ut
i + fijv

t
j)xij−

−
m∑

i=1

aiu
t
i −

n∑

j=1

yt
j · vt

j +
n∑

j=1

k∑

l=1

(pjl − µtqjl + αt
j + βt

l )zjl−

−
n∑

j=1

yt
jα

t
j −

k∑

l=1

blβ
t
l +

n∑

j=1

(
ϕj(yt

j)− µtψj(yt
j)

)
.

Тогда обобщенный градиент функции Φ(y) в точке y = yt определя-
ется по формуле

gj(yt
j) = gϕ

j (yt
j)− µkgψ

j (yt
j)− vt

j − αt
j (j = 1, n),

где gϕ
j (yt

j) и gψ
j (yt

j) – соответственные градиенты (субградиенты) функ-
ций ϕj(yj) и ψj(yj), вычисленные в точке yj = yt

j .
3. Определить новые значения для переменных yj по формуле

yt+1
j = max

{
0, yt

j − ht+1 · gj(yt
j)

}
(j = 1, n),

где ht+1 – величина шага в субградиентном методе.
Таким образом, для решения производственной транспортной зада-

чи (8.87)–(8.93) можно использовать схему декомпозиции по перемен-
ным с применением субградиентного метода, на каждом шаге которого
решаются две линейные задачи транспортного типа.
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