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Мета, об’єкт, предмет та методи дослiдження

▶ Метою роботи є розробка та теоретичне обґрунтування
ефективних наближених та робастних алгоритмiв для
розв’язання задач комбiнаторної оптимiзацiї, а також
дослiдження фундаментальних властивостей дискретних
структур, що лежать в їхнiй основi.

▶ Об’єктом дослiдження є задачi комбiнаторної оптимiзацiї на
дискретних структурах та процеси прийняття рiшень в умовах
невизначеностi.

▶ Предметом дослiдження є методи побудови, аналiзу
складностi та оцiнки ефективностi наближених i робастних
алгоритмiв для задач дискретної математики та оптимiзацiї.

▶ Методами дослiдження є апарат теорiї алгоритмiв та
обчислювальної складностi, методи динамiчного програмування,
теорiї графiв, адитивної комбiнаторики, метод гiлок i меж, а
також генетичнi алгоритми та методи математичного
моделювання.
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Постановка задачi

Нехай задано двi послiдовностi цiлих чисел a = (a0, . . . , an−1) та
b = (b0, . . . , bn−1).

Означення
Максимум-плюс згорткою послiдовностей a та b називається
послiдовнiсть c довжини 2n − 1, елементи якої визначаються як:

ck = (a ∗ b)k = max
i+j=k

(ai + bj), k = 0, . . . , 2n − 2. (1)



Застосування

Команда Marek Cygan’а [2] показала, що наступнi та iншi задачi
мають еквiвалентну складнiсть (є швидкi ⇐⇒ зведення):

▶ Задача мiнiмум-плюс згортки ck = mini+j=k(ai + bj) тривiально
зводиться до вихiдної замiною знакiв x 7→ −x .

▶ Перевiрка суперадитивностi послiдовностi, тобто чи виконується
ai+j ≥ ai + aj для всiх i , j вимагає обчислення згортки a ∗ a
послiдовностi a iз собою.

▶ Задача про 0-1 рюкзак, де операцiя згортки використовується
для ефективного об’єднання множин часткових розв’язкiв.

▶ Обмежена задача 3SUM: дано три множини цiлих чисел
A,B,C ⊆ {−n, . . . , n}. Необхiдно визначити, чи iснують
a ∈ A, b ∈ B, c ∈ C , такi що a + b = c .



Складнiсть

▶ Iснує очевидний алгоритм перебору зi складнiстю O(n2).

▶ David Bremner та iн. [1] запропонували нетривiальний метод зi
складнiстю:

O

(
n2 log log3 n

log2 n

)
= o(n2). (2)

▶ Наразi невiдомо про iснування суттєво субквадратного
алгоритму з часом роботи O(n2−ε) для будь-якого ε > 0.

▶ Для багатьох важливих частинних випадкiв (опуклi або
монотоннi послiдовностi) вiдомi швидкi алгоритми зi складнiстю
O(n log n) або навiть O(n).

▶ Для звичайної (+,×)-згортки iснують алгоритми на основi
швидкого перетворення Фур’є зi складнiстю O(n log n).



Апроксимацiя

Oliver Serang [4] запропонував швидкий наближений метод:

▶ Замiна пiвкiльця (R ∪ {−∞},max,+) кiльцем (R,+,×) через
експоненцiйне вiдображення з параметром p > 0:

(a⊕ b)k ≈ 1
p

log

∑
i+j=k

epai · epbj
 . (3)

Це дозволяє застосувати FFT за час O(n log n).

▶ Наприклад:

max
p=1

(2, 5) = log(e2 + e5) ≈ 5.05, (4)

max
p=10

(2, 5) =
1
10

log(e20 + e50) ≈ 5.000000000000009. (5)

▶ Точнiсть зростає при збiльшеннi p, проте швидко призводить до
переповнення. У стандартi IEEE 754 не можна представити e710.



Поширення похибки

Нехай iснує алгоритм, що обчислює (max,+)-згортку з адитивною
похибкою, яка не перевищує δ:

|c̃k − ck | ≤ δ, ∀k . (6)

Для задач отримано наступнi теоретичнi оцiнки точностi розв’язкiв:

Задача Глибина зведення Результуюча похибка

(min,+)-згортка O(1) δ

Суперадитивнiсть O(1) δ

0-1 рюкзак O(logN) δ · ⌈log2 N⌉1

Обмежена 3SUM O(1) δ

Найдовший шлях O(N) δ · N

1Для одержання такої оцiнки необхiдний адаптивний вибiр δ, iнакше похибка
буде δ · N.
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Постановка задачi

Вхiднi данi
▶ K БПЛА з максимальною швидкiстю V .
▶ M ≫ K цiлей з вiдомими законами руху zj(t).
▶ Швидкiсть цiлей vj(t) < V i вiддiлена вiд V .

Задача оптимiзацiї
Розбити множину цiлей на K маршрутiв S1, . . . ,SK та знайти
траєкторiї БПЛА, щоб мiнiмiзувати час завершення мiсiї:

T ∗ = max
k=1..K

T (Sk) → min, (7)

де T (Sk) — час, необхiдний k-му БПЛА для послiдовного
перехоплення всiх цiлей зi своєї пiдмножини Sk .
Фундаментальнi результати щодо задач переслiдування (7) зi
складним рухом загалом та динамiчної задачi комiвояжера зокрема
отриманi в роботах А.О. Чикрiя, його учнiв та колег [8].



Обчислювальна складнiсть

Hammar та Nilsson довели таке:

Теорема
Навiть для одного БПЛА K = 1 i лiнiйного руху zj(t) = vj · t + zj(0)
задача NP-складна. Бiльше того, NP-складною є навiть задача
побудови апроксимацiї з мультиплiкативною константою C < 2.

▶ Зведення до класичної задачi X3C про точне покриття
3-елементними множинами.

▶ Використовується конструкцiя GGJ (Garey, Graham та Johnson).

Теорема
Для одного БПЛА K = 1 i спiльного лiнiйного руху zj(t) = v · t + zj(0)
iснує схема апроксимацiї з полiномiальним часом роботи.



Дворiвневий алгоритм

Зводимо задачу до K незалежних пiдзадач:
1. Кластеризацiя цiлей: S = S1 ⊔ · · · ⊔ SK .
2. Маршрутизацiя K = 1: для кожного кластера Sk наближено

розв’язується задача комiвояжера з рухомими цiлями.
Як кластеризувати?
▶ Друга теорема спонукає кластеризувати за напрямком vj .
▶ Статична задача комiвояжера спонукає кластеризувати за

позицiєю zj(0).
▶ В роботi:

∫∞
0 d(zi (t), zj(t))ρ(t)dt.



Робастна кластеризацiя

Метод K -середнiх

K∑
k=1

∑
x∈Sk

d(x , µk)2 → min, (8)

де µk = 1
|Sk |
∑

x∈Sk
x — середнє, яке може не належати множинi S .

Поняття середньої траєкторiї µk аналiтично складне.

Метод K -медоїдiв

K∑
k=1

∑
x∈Sk

d(x ,mk) → min, (9)

де mk ∈ Sk — реальний об’єкт iз вихiдної множини.
Задача (9) є задачею негладкої оптимiзацiї. Kaufman та
Rousseeuw [3] розробили для неї наближений метод PAM.



Вплив 1% викидiв (M = 2000, K = 20)

Показник Без класт. K -середнiх K -медоїдiв
Середнiй час 320.4 286.1 281.5
Середня довжина 16528.1 9541.1 9266.9
Максимальний час 523.1 437.4 384.2
Максимальна довжина 22844.8 10371.1 9932.8
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Постановка задачi I

Розглядається задача алгоритмiчної торгiвлi одним активом на
дискретному промiжку часу i = 1, . . . , n.

Iнтервальна невизначенiсть
▶ Точнi цiни pi невiдомi, але належать заданим довiрчим

iнтервалам:
pi ∈ [li , ri ]. (10)

▶ Стан портфеля si ∈ {0, 1} (0 — грошi, 1 — акцiя).

Важливо зазначити, що така модель коректно моделює лише
нескiнченно подiльнi акцiї. Вона вiдносно добре працює для
криптовалютних активiв якi дiляться дуже сильно: в одному бiткоїнi
100 мiльйонiв сатошi.



Постановка задачi II

Жаль (regret)
Знайти стратегiю ALG = (s1, . . . , sn), що мiнiмiзує максимальну
рiзницю мiж прибутком OPT та нашим прибутком:

regret(ALG) = max
P

(profit(OPT,P) − profit(ALG,P)) → min, (11)

де profit(ALG,P) — реалiзований прибуток стратегiї ALG на
траєкторiї цiн P.



Комiсiя та охолодження

Комiсiя
Вводиться фiксована комiсiя f ≥ 0 за кожну операцiю. Для
отримання прибутку розмах цiни має перевищувати порiг:

psell − pbuy > 2f . (12)

Охолодження
Вводиться перiод охолодження τ (у нашому випадку τ = 1) пiсля
продажу активу. Тепер три стани: si ∈ {cash, hold, cool}. Переходи:
▶ cash → {cash, hold} — дозвiл на покупку або очiкування.
▶ hold → {hold, cool} — дозвiл на продаж або утримання.
▶ cool → {cash} — примусове очiкування.



Динамiчне програмування

Оскiльки дiї OPT нам невiдомi, ми не можемо обчислити точне
значення жалю. Тому ми вiдстежуємо вектор умовних жалiв для
можливих станiв OPT.

Вектор жалю
Для кожної стратегiї на кроцi i визначаємо вектор vi ∈ R2:

vi =

(
vi,0
vi,1

)
=

(
regret if sOPT,i = cash
regret if sOPT,i = hold

)
(13)

Фронт Парето
Зберiгаємо множину векторiв Fi . Вектор u домiнує над v , якщо вiн
менший за обома компонентами:

u ⪯ v ⇐⇒ u0 ≤ v0 ∧ u1 ≤ v1. (14)

Стратегiї, що домiнуються iншими, видаляються.



Розмiр фронту Парето

Ключовим фактором швидкодiї алгоритму є поточний розмiр фронту
Парето Ki = |Fi |.

Теоретичнi оцiнки
▶ Без вiдсiкання кiлькiсть станiв зростає експоненцiйно як O(2i ).

Для n = 50 розв’язати задачу неможливо.
▶ З вiдсiканням доведено, що фронт зростає лiнiйно, Ki = O(i).
▶ Експериментально для декiлькох класiв невизначеностi

встановлено Ki = O(log i).







Основнi науковi результати

1. Вперше одержано оцiнки поширення похибки апроксимацiї
(max,+)-згортки на пов’язанi задачi комбiнаторної оптимiзацiї.

2. Експериментально визначено практичнi межi застосування
алгоритму апроксимацiї Серанга для задач про 0-1 рюкзак та
задачi про найдовший шлях. [7]

3. Запропоновано новий метод кластеризацiї рухомих об’єктiв та
успiшно випробувано його на задачi маршрутизацiї БПЛА.

4. Розроблено новий алгоритм маршрутизацiї БПЛА та
експериментально пiдтверджено його перевагу на 13%+ над
класичними евристиками. [6]

5. Вперше одержано лiнiйнi оцiнки на розмiр фронту Парето
задачi про робастну торгiвлю акцiями з мiнiмальним жалем та її
варiантiв з комiсiєю та кулдауном.

6. Розроблено перший полiномiальний алгоритм мiнiмiзацiї жалю
у робастнiй торгiвлi акцiями на основi метода динамiчного
програмування. [5]
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