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Важное место в исследованиях, осуществляемых в 

последние десятилетия специалистами в области дискретной 

оптимизации, в частности, научными сотрудниками Института 

кибернетики имени В.М. Глушкова НАН Украины, занимает 

проблема устойчивости многокритериальных (векторных) 

задач. 



3 

Рассмотрим векторную задачу дискретной оптимизации  

( ( , )) : max{ ( )  }Z M F X F x x X , 

состоящую в поиске элементов некоторого множества оптимальных 

решений ( , )M F X M , где  

 ( , ), ( , ), ( , )Sl F X P F X Sm F XM , 

( , )P F X   множество Парето-оптимальных (эффективных) 

решений задачи, ( , )S F X   множество оптимальных по Слейтеру 

(слабо эффективных) решений, ( , )Sm F X   множество 

оптимальных по Смейлу (строго эффективных) решений.  

Постановка задачи. 
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Согласно [3, 14] справедливы соотношения: 

 ( , ) ( , ( , ))M F X x X x M F X    , 

( , ( , ))x P F X { ( ) ( ),  ( ) ( )}z X F z F x F z F x   , 

( , ( , ))x Sl F X { ( ) ( )}z X F z F x  , 

( , ( , ))x Sm F X { ,  ( ) ( )}z X z x F z F x    , 

1 2( , ,..., )F f f f   векторный критерий, 
1 : n

if R R , i N ,  

частные критерии,  1,...,N  ,   количество частных 

критериев, 2 , 
nX Z , 

nZ  множество всех целочисленных 

векторов в 
nR , 2 X < . 
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Пусть 1 2( , )u u u   набор входных данных задачи 

( ( , ))Z M F X , который является элементом некоторого 

пространства U  всех входных данных задачи. Это пространство 

можно представить как декартово произведение 1 2U U U   

пространства 1U  входных данных, необходимых для описания 

векторного критерия F , и пространства 2U  тех входных данных, 

которые описывают допустимое множество X .  
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Например, если частные критерии задачи представлены 

квадратичными функциями  ( ) , ,i i if x x D x c x  , i N , то 

положим 1 ( , )u D C  1
n n nU R R    , где 

1( ,..., ) n nD D D R    , 
n n

iD R  , ijC c   
nR 

, 

1( ,..., ) n
i i inc c c R  .  
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Если допустимая область X  задачи – непустое конечное 

множество вида  

( , , ) n
GX G Q p h Z , 

где  ( , , ) ( ) 0,n
i mG Q p h x R g x i N     – выпуклое множество, 

( ) , , ,i i i ig x x Q x p x h    ,n
ip R  ih R , 

n n
iQ R    

симметричная неотрицательно определенная матрица, mi N , то 

положим 2 2( , , )u Q p h U  m m n m n mR R R     . 
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Исследовано пять типов устойчивости задачи ( ( , ))Z M F X , 

где ( , )M F X M , относительно возмущений ее входных данных. 

При этом рассмотрено три возможных варианта учета таких 

возмущений, а именно: 

1) принимаются во внимание только возмущения во входных 

данных для векторного критерия,  

2) учитываются возмущения только во входных данных, 

необходимых для описания ограничений задачи,  

3) рассматриваются возмущения во всех входных данных, 

которые привлекаются к описанию задачи.  
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Для набора 1 2( , )u u u U   входных данных задачи 

( ( , ))Z M F X  и любого число 0   определим множество ( )O u  

возмущенных входных данных согласно одной из следующих 

формул:  

 1 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ( ), ( ))  ( ) ( ), ( )O u u u u u O u u u          , 

если учитываются возмущения данных только в векторном 

критерии;  

 1 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ( ), ( ))  ( ) , ( ) ( )O u u u u u u u O u          , 

когда рассматриваются возмущения входных данных только в 

ограничениях;  



10 

 1 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ( ), ( ))  ( ) ( ), ( ) ( )O u u u u u O u u O u            

если речь идет о возмущении всех входных дани задачи. Здесь 

 ( ) ( ) ( )i i i i i i
O u u U u u      < , 

i
  норма в пространстве 

iU , 1,2i  . 

Символами 
1( )uF


 и 
2 ( )uX   обозначены соответственно 

векторный критерий и допустима область задачи при возмущенных 

входных данных 1 2( ) ( ( ), ( )) ( )u u u O u     . 
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 1 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ( ), ( ))  ( ) ( ), ( ) ( )O u u u u u O u u O u            

если речь идет о возмущении всех входных дани задачи. Здесь 

 ( ) ( ) ( )i i i i i i
O u u U u u      < , 

i
  норма в пространстве 

iU , 1,2i  . 

Символами 
1( )uF


 и 
2 ( )uX   обозначены соответственно 

векторный критерий и допустима область задачи при возмущенных 

входных данных 1 2( ) ( ( ), ( )) ( )u u u O u     . 
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Основные определения. 

Задача ( ( , ))Z M F X , где ( , )M F X M , является 1T -

устойчивой, если 0   такое, что 1 2( ( ), ( )) ( )u u O u    :  

 1 2( ) ( )( , ) ,u uM F X M F X   . 

Задача ( ( , ))Z M F X , где ( , )M F X M , является 2T - 

устойчивой, если 0   и ( , )x M F X   такие, что 

1 2( ( ), ( )) ( )u u O u    :  1 2( ) ( ),u ux M F X  . 



13 

Основные определения. 

Задача ( ( , ))Z M F X , где ( , )M F X M , является 3T - 

устойчивой, если 0   такое, что 1 2( ( ), ( )) ( )u u O u    :  

 1 2( ) ( ), ( , )u uM F X M F X   . 

Задача ( ( , ))Z M F X , где ( , )M F X M , является 4T - 

устойчивой, если 0   такое, что 1 2( ( ), ( )) ( )u u O u    : 

 1 2( ) ( )( , ) ,u uM F X M F X  . 

Задача ( ( , ))Z M F X , где ( , )M F X M , является 5T - 

устойчивой, если 0   такое, что 1 2( ( ), ( )) ( )u u O u    :  

 1 2( ) ( )( , ) ,u uM F X M F X  . 
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Очевидно, что из устойчивости определенного типа 

относительно возмущений всех входных данных задачи следует ее 

устойчивость этого же типа относительно возмущений входных 

данных для векторного критерия и возмущений входных данных, 

необходимых для описания ограничений. В общем случае обратное 

утверждение неверно. 
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Относительно устойчивости типа 1T  отметим, в частности, что 

задача ( ( , ))Z M F X , где ( , )M F X M , со всеми линейными и 

квадратичными частичными критериями всегда 1T -устойчива по 

векторному критерию [4]. Для задачи ( ( , ))Z M F X , в которой 

GX X , понятие 1T - и 2T -устойчивости по ограничениям 

эквивалентны. Понятие 1T -устойчивости к возмущениям всех 

входных данных задачи ( ( , ))Z P F X  с квадратичными частными 

критериями и допустимым множеством GX X  эквивалентно 

понятию 2T -устойчивости по ограничениям. 
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Установлены необходимое и достаточное условия 2T -, 3T -, 4T

- и 5T -устойчивости задачи ( ( , ))Z M F X , где ( , )M F X M  [4-7]. 

Показано, что понятие устойчивости этих типов можно свести к 

двум более очевидным определенным далее понятиям, которые 

касаются устойчивости допустимых решений и помогают раскрыть 

природу действия возмущений во входных данных на множества 

допустимых, оптимальных и неоптимальных решений задачи. 
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Обозначим  

 , \ ( , ), \ ( , ), \ ( , )X X P F X X S F X X Sm F XM=M , – 

совокупность подмножеств множества X . Пусть  – любой 

элемент из M . Выберем произвольно число 0>  и набор 

возмущенных входных данных 1 2( ) ( ( ), ( )) ( )u u u O u     . 

Обозначим ( )u   подмножество возмущенного допустимого 

множества 
2 ( )uX  , которое соответствует множеству  как 

подмножеству допустимого множества Х. Например, если 

\ ( , )X P F X , то 
2 1 2( ) ( ) ( ) ( )\ ( , )u u u uX P F X    . 
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Будем говорить, что точка x M  устойчиво 

принадлежит множеству , если 0   такое, что 

( ) ( )u O u   : ( )ux  , и неустойчиво принадлежит 

множеству  в противном случае. Множество Ker( )  всех 

точек, которые устойчиво принадлежат множеству M , 

составляет ядро устойчивости множества : 

 ( )Ker( )  0 ( ) ( ) ( ) .ux u O u x          

Очевидно, из включения  , где , M , следует 

включение: Ker( ) Ker( ) . 
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В случае, когда рассматриваются вопросы устойчивости по 

векторному критерию задачи ( ( , ))Z M F X , где ( , )M F X M , 

каждое ее решение x X , которое устойчиво не принадлежит 

множеству ( , )M F X , будет устойчиво принадлежать его 

дополнению \ ( , )X M F X  и Ker( ( , )) ( ( , ))X M F X M F X\ . 
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Очевидна справедливость следующих утверждений, которые 

связывают понятие 2T - и 4T -устойчивости задачи ( ( , ))Z M F X  с 

понятием ее допустимого решения, которое устойчиво принадлежит 

множеству ( , )M F X . 

Теорема 1. Задача ( ( , ))Z M F X , где ( , )M F X M , 2T - 

устойчива тогда и только тогда, когда среди ее допустимых решений 

существует хотя бы одно, устойчиво принадлежащее множеству 

( , )M F X , то есть Ker( ( , ))M F X  . 
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Теорема 2. Задача ( ( , ))Z M F X , где ( , )M F X M , 4T - 

устойчива тогда и только тогда, когда все ее оптимальные решения 

устойчиво принадлежат множеству ( , )M F X , то есть 

Ker( ( , )) ( , )M F X M F X .                                        (1) 

Следующей теоремой понятие 3T -устойчивости задачи 

( ( , ))Z M F X  связывается с понятием допустимого решения, 

которое устойчиво не принадлежит множеству ( , )M F X . 
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Теорема 3. Пусть ( , )M F X M , ( , )M F X X . 

Необходимым условием 3T -устойчивости задачи ( ( , ))Z M F X  есть 

такое: 

( , ) ( ( , ))X M F X M F X\ .                                   (2) 

Если GX X , то (2) является и достаточным условием 3T -

устойчивости задачи ( ( , ))Z M F X . 
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Очевидно, что при условии ( , )M F X X  задача 

( ( , ))Z M F X  − 3T - устойчива по векторному критерию. Если, кроме 

того, GX X , то такая задача является 3T - устойчивой 

относительно каждого из трех рассмотренных здесь вариантов учета 

возмущений во входных данных. 

Из приведенных выше определений разных типов 

устойчивости следует, что задача ( ( , ))Z M F X  5T - устойчива тогда 

и только тогда, когда она одновременно 3T - устойчиво и 4T - 

устойчива.  
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Необходимое и достаточное условие T5 

устойчивости задачи Z(M(F, X)) . 

Теорема 4. Пусть ( , )M F X M , ( , )M F X X  и GX X . 

Задача ( ( , ))Z M F X  5T - устойчива тогда и только тогда, когда 

выполняются условия (1) и (2). 

Если ( , )M F X X , то задача ( ( , ))Z M F X  5T - устойчива по 

векторному критерию тогда и только тогда, когда выполняется 

условие (1). Если, кроме того, GX X , то это условие есть также 

необходимым и достаточной для 5T -устойчивости относительно 

возмущений всех входных дани задачи. 
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Таким образом, изучение проблемы устойчивости 

относительно возмущений входных данных задачи ( ( , ))Z M F X , 

где ( , )M F X M , может основываться на результатах 

исследования ядра устойчивости Ker( ( , ))M F X , решении 

вопросов о его непустоте и его равенстве со всем оптимальным 

множеством ( , )M F X , о равенстве множества неоптимальных 

допустимых решений ( , )X M F X\  и множества ( ( , ))M F X  тех 

допустимых решений задачи, которые устойчиво не принадлежат 

оптимальному множеству ( , )M F X . 
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Приведем формулы, которые описывают множества 

Ker( ( , ))M F X  и ( ( , ))M F X  в некоторых частных случаях. 

При исследовании устойчивости задачи ( ( , ))Z M F X , где 

( , )M F X M , к возмущениям векторного критерия 

1( ,..., )F f f , где 
1 : n

if R R , i N , – квадратичные функции, 

получены следующие соотношения:  

Ker( ( , )) Ker( ( , )) Ker( ( , )) ( , ),S F X P F X Sm F X Sm F X  

( ( , )) ( ( , )) ( ( , )) \ ( , ).S F X P F X Sm F X X S F X     
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Для задачи ( ( , ))Z M F X , где ( , )M F X M , в которой 

учитываются возмущения входных данных лишь в ограничениях, 

описывающих допустимое множество GX X , справедливы такие 

соотношения: 

Ker( ( , )) ( , ) int ( , , )S F X S F X G Q p h , 

Ker( ( , ))P F X  ( , ) int ( , , )P F X G Q p h , 

 Ker( ( , )) ( , ) int ( , , )Sm F X Sm F X G Q p h . 
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Если, кроме того, все частные критерии, составляющие 

векторный критерий 1 2( , ,..., )F f f f  этой задачи – вогнутые 

непрерывно дифференцируемые функции, то имеют место такие 

формулы 

( ( , ))S F X = \ ( , )x X S F X ( , ( , ))x Sl F X

int ( , , )G Q p h , 

( ( , ))P F X = \ ( , )x X P F X ( , ( , ))x P F X

int ( , , )G Q p h , 

( ( , ))Sm F X = \ ( , )x X Sm F X ( , ( , ))x Sm F X

int ( , , )G Q p h . 
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 1 

При изучении устойчивости задачи ( ( , ))Z M F X , где 

( , )M F X M , с учетом возмущений, которым подвергаются все ее 

входные данные, необходимые для описания и частных критериев 

1 2, ,...,f f f , заданных в виде вогнутых квадратичных функций, и 

допустимого множества GX X , получены соотношения: 

Ker( ( , )) Ker( ( , )) Ker( ( , ))S F X P F X Sm F X  

( , ) int ( , , )Sm F X G Q p h . 
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Приведем теоремы, касающиеся устойчивости задач по 

векторному критерию 

Теорема 5. Задача ( ( , ))Z Sl F X 3T -устойчива по векторному 

критерию. 

Теорема 6. Задача ( ( , ))Z M F X , где 

 ( , ) ( , ), ( , )M F X P F X Sm F X , 3T -устойчива по векторному 

критерию тогда и только тогда, когда ( , ) ( , )M F X Sl F X . 

Теорема 7. Задача ( ( , ))Z Sm F X  4T -устойчива по векторному 

критерию. 

Теорема 8. Задача ( ( , ))Z M F X , где

 ( , ) ( , ), ( , )M F X Sl F X P F X , 4T -устойчива по векторному 

критерию тогда и только тогда, корда ( , ) ( , )M F X Sm F X . 
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Постановка задачи. Основные определения. 

Рассмотрим задачу векторной оптимизации следующего вида:  

( , ) : max{ ( )  },Q F X F x x X  X  , где X  – множество из nR  

произвольной структуры, возможно дискретной, nR  – n -мерное 

действительное пространство, 1( ) ( ( ),..., ( ))F x f x f x ,  2 , 

1: n
if R R  – непрерывная функция,  1,...,i N  . Пусть задача 

( , )Q F X  состоит в отыскании элементов множества Парето-

оптимальных решений  ( , ) π( , , ) ,P F X x X x F X    где 

 ( , , )  ( ) ( ),  ( ) ( )x F X y X F y F x F y F x     .  
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Постановка задачи. Основные определения. 

Введем в рассмотрение также множества решений, оптимальных 

по Слейтеру,  

 ( , ) ( , , )S F X x X x F X   , 

где  ( , , ) ( ) ( ) ,x F X y X F y F x      

и оптимальных по Смейлу,  

 ( , ) ( , , ) ,Sm F X x X x F X    

 ( , , )  ,  ( ) ( ) .x F X y X y x F y F x      

Очевидно, что x X   ( , , ) ( , , ) ( , , )x F X x F X x F X     и 

( , ) ( , ) ( , )Sm F X P F X S F X  .  
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Согласно [14] множество Парето не пусто и внешне устойчиво, 

если допустимое множество Х задачи является непустым компактом, 

то есть ограничено и замкнуто, а критериальная вектор-функция ( )F x  

задачи полунепрерывна сверху (покомпонентно) на X . 

Утверджение 1. Пусть допустимое множество Х задачи ( , )Q F X  

является замкнутым. Тогда множество ( , )S F X  тоже замкнуто.  

Отметим, что множества ( , )P F X  и ( , )Sm F X оптимальных 

соответственно по Парето и по Смейлу решений (например, для 

частично целочисленной задачи ( , )Q F X ) могут быть не замкнутыми 

даже при условии замкнутости допустимого множества Х.  
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Для задачи ( , )Q F X  в качестве входных данных, которые могут 

подвергаться возмущениям, будем рассматривать коэффициенты 

векторного критерия F.  

Набор таких входных данных обозначим u U , U  ‒ пространство 

входных данных задачи. Для u U  и 0   определим множество 

 ( ) ( ) ( )O u u U u u       .  

Введем в рассмотрение задачу с возмущенными входными 

данными:  ( ) ( )( , ) : max ( )  ,u uQ F X F x x X    где ( ) ( ),u O u   

( ) ( )
( ) 1( ) ( ( ),..., ( ))u u

uF x f x f x 
  .  
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Типы устойчивости относительно возмущений 

входных данных для векторного критерия задачи 

Q(F,X) . 

Задачу ( , )uQ F X  назовем: 

1T -устойчивой по векторному критерию, если 0  , что 

( ) ( )u O u   справедливо неравенство ( )( , ) ( , )u uP F X P F X  ; 

2T -устойчивой по векторному критерию, если 0  , для 

которого справедливо неравенство ( )

( ) ( )

( , )u

u O u

P F X





 

 ; 
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Типы устойчивости относительно возмущений 

входных данных для векторного критерия задачи 

Q(F,X) . 

3T -устойчивой ( 4T -устойчивой, 5T -устойчивой) по 

векторному критерию, если 0   0  : ( ) ( )u O u   

выполняется условие  

( )( , ) ( ( )) ( ) ( , )u uP F X O x x P F X             (3) 

(соответственно условие  

( )( , ) ( ) ( , )u uP F X O x x P F X                  (4) 

для 4T -устойчивости и оба условия (4) и (5) для 5T -устойчивости), где 

 ( )  nO x x R x x       
nx R  .  
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Типы устойчивости относительно возмущений 

входных данных для векторного критерия задачи 

Q(F,X) . 

Условие (3) равносильно включению ( )( , ) ( ( , )),u uP F X O P F X   

а условие (4) – ( )( , ) ( ( , )),u uP F X O P F X   где 

 ( )  ( , )nO B x R r x B    , ( , ) inf
y B

r x B x y


   – расстояние между 

любой точкой nx R  и множеством B.  



38 

Теорема 9. Если множество X  ограничено и замкнуто, то 

равенство ( , ) cl( ( , ))S F X P F X  − достаточное условие 3T -

устойчивости по векторному критерию задачи ( , )Q F X . 

 

Теорема 10. Пусть множество X  ограничено и замкнуто. 

Достаточным условием 4T -устойчивости по векторному критерию 

задачи ( , )Q F X  является выполнение cl( ( , )) cl( ( , )).P F X Sm F X  

 

Теорема 11. Если множество X  ограничено и замкнуто, то 

равенмтво ( , ) cl( ( , )) cl( ( , ))S F X P F X Sm F X   − достаточное 

условием 5T -устойчивости по векторному критерию задачи ( , )Q F X . 
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Необходимые условия T3 - и T4 -устойчивости 

задачи при дополнительных условиях, 

наложенных на F(x) . 

( ) ( ) ,i i if x g x c x  , i N , 1: n
if R R , 1: n

ig R R , n
ic R . 

Входные данные u U  представим в виде ( , )gu u C , где gu  – набор 

всех входных данных, для функций ( )ig x , i N , nC R  . 

Теорема 12 [2]. Необходимым условием 3T -устойчивости по 

векторному критерию задачи ( , )Q F X , в которой ( ) ,i if x c x , i N

, является выполнение равенства ( , ) cl( ( , ))S F X P F X . 

Теорема 13. Пусть множество X  замкнуто. Необходимым 

условием 4T -устойчивости по векторному критерию задачи ( , )Q F X  с 

частными критериями ( ) ( ) ,i i if x g x c x  , i N , является 

выполнение равенства cl( ( , )) cl( ( , )).P F X Sm F X  
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