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Передмова

Даний том є продовженням книги [1]. Як i перша частина вiн складається
з семи нарисiв на тему алгоритмiв розв’язання задач опуклого програму-
вання (гладких та негладких), варiацiйних нерiвностей та задач рiвноважного
програмування.

Авторами є колектив дослiдникiв з Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка та Iнституту кiбернетики iменi В.М. Глушкова НАН
України, що виконують сумiсний науковий проєкт «Новi субградiєнтнi та
екстраградiєнтнi методи для негладких задач регресiї». Проєкт орiєнтований
на створення з теоретичним обґрунтуванням нових ефективних cубградiєнт-
них та екстраградiєнтних методiв для негладких задач регресiї. Задачi регре-
сiйного типу з негладкими функцiями продовжують бути одним з основних
напрямкiв робiт у математичному програмуваннi та його застосуваннi.

Умовно можна роздiлити змiст книги на три частини. Перша складається
з перших трьох роздiлiв книги, у яких придiлено увагу r-алгоритмам Шора,
методу елiпсоїдiв та їх застосуванню. Друга — з великого четвертого роз-
дiлу, що мiстить огляд iдей теорiї оптимiзацiї лiнiйних розподiлених систем
з узагальненим керуванням. Третя — з роздiлiв, присвячених збiжностi но-
вих алгоритмiв розв’язання варiацiйних нерiвностей та задач рiвноважного
програмування.

Стисло пройдемо за змiстом роздiлiв.
Субградiєнтнi методи, якi використовують оператор розтягу простору в

напрямi рiзницi двох послiдовних субградiєнтiв були запропонованi в [2, 3].
Їх назвали r-алгоритмами й вони стали однiєю з основних тем докторської
дисертацiї Н.З. Шора1 1970 року. У роздiлi 1 розглянуто властивостi трьох об-
числювальних форм r-алгоритмiв, впорядкованих за складнiстю (кiлькiстю
обчислень на iтерацiю). Наведено результати збiжностi граничних варiан-
тiв r-алгоритмiв для гладких функцiй та rµ(α)-алгоритму для недиференцi-
йовних функцiй. Дослiджено варiант r(α)-алгоритму зi сталим коефiцiєнтом

1Наум Зуселевич Шор (1.01.1937, Київ — 25.02.2006, Київ) — видатний радянський та український
математик, один з творцiв негладкої оптимiзацiї, академiк НАН України. Вiдомий як автор методу послi-
довного аналiзу варiантiв, методу узагальненого градiєнтного спуску, субградiєнтних методiв з розтягом
простору. Пiсля закiнчення у 1958 роцi механiко-математичного факультету Київського нацiонального
унiверситету iменi Тараса Шевченка до кiнця життя працював в Iнститутi кiбернетики iменi В.М. Глуш-
кова НАН України (до 1962 року — Обчислювальний центр АН УРСР). Створив вiддiл методiв негладкої
оптимiзацiї.
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розтягу простору α та адаптивним регулюванням кроку в напрямку нор-
малiзованого антисубградiєнта у перетвореному просторi змiнних. Описано
Octave-функцiї ralgb5 та ralgb4 r(α)-алгоритмiв з адаптивним регулюван-
ням кроку. Наведено результати обчислювальних експериментiв для суттєво
яружних кусково-квадратичних функцiй, яружних квадратичних та кусково-
лiнiйних функцiй.

У роздiлi 2 розглянуто негладкi задачi з `1-регуляризацiєю для лiнiйних
регресiйних моделей та задачу пошуку найкращого наближення квадрати-
чної функцiї з умовою на увiгнутiсть або опуклiсть за критерiєм найменшої
суми модулiв вiдхилень прогнозних значень вiд реальних в степенi p. Для да-
них задач запропоновано алгоритми на основi методу елiпсоїдiв та проведено
обчислювальнi експерименти.

У роздiлi 3 розглянуто задачу знаходження евклiдової кулi мiнiмального
радiусу, що мiстить скiнченний набiр точок простору Rn (задача Сильвестра).
Описано алгоритм методу елiпсоїдiв та наведено теореми про його збiжнiсть,
описана Octave реалiзацiя алгоритму. Алгоритм застосовано для розв’язання
задачi мiнiмiзацiї опуклої кусково-квадратичної функцiї, яка є еквiвалентною
задачi знаходження кулi мiнiмального радiуса. Описано застосування алго-
ритму для розв’язання узагальнення задачi знаходження кулi мiнiмального
радiуса на скiнченний набiр куль з заданими їх центрами та радiусами.

У роздiлi 4 увагу придiлено обґрунтуванню методiв оптимiзацiї лiнiйних
розподiлених систем з узагальненим керуванням. Ми припускали, що опера-
тор, який описує модель, задовольняє апрiорнi оцiнки в негативних нормах2.
Наведено компактний огляд теорiї оптимального керування з векторним кри-
терiєм якостi системами, що описуються рiвняннями математичної фiзики
з узагальненими впливами. Розглянуто теореми iснування, необхiднi умови
оптимальностi та наближенi методи розв’язання задач векторної оптимiзацiї
лiнiйних розподiлених систем.

Також, дослiджено асимптотичну поведiнку градiєнтної системи, яка є не-
перервним аналогом варiанту градiєнтного методу з певним демпфiнгуван-
ням для мiнiмiзацiї сильно опуклих функцiй. Даний метод використовувався
для розв’язання деяких задач cинтезу оберненого зв’язку в лiнiйних динамi-
чних системах. За допомогою другого методу Ляпунова встановлено оцiнки
швидкостi збiжностi градiєнтної системи до точки рiвноваги.

2З використанням теорiї оснащених гiльбертових просторiв та методу апрiорних оцiнок в негативних
нормах розглядати задачi iмпульсного керування лiнiйними системами з розподiленими параметрами за-
пропонував С.I. Ляшко. Це дозволило створити загальну теорiю сингулярного (узагальненого) оптималь-
ного керування лiнiйними системами та розв’язати чимало питань щодо iснування оптимальних керувань,
керованостi, побудови необхiдних умов оптимальностi та чисельних методiв оптимiзацiї.
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Вiдомо, що варiацiйнi нерiвностi дають унiфiкований засiб формулювання
багатьох актуальних задач математичної фiзики, оптимального керування
та дослiдження операцiй. Створення та дослiдження алгоритмiв розв’язан-
ня варiацiйних нерiвностей є напрямом прикладного нелiнiйного аналiзу, що
активно розвивається. Зауважимо, що часто негладкi задачi опуклої оптимi-
зацiї можуть ефективно розв’язуватися, якщо їх переформулювати у виглядi
сiдлових задач i застосувати алгоритми розв’язання варiацiйних нерiвностей.

А з появою генеруючих змагальних нейронних мереж (generative adversarial
networks, GANs) та iнших моделей змагального навчання стiйкий iнтерес до
алгоритмiв розв’язання варiацiйних нерiвностей виник i в середовищi спецi-
алiстiв з машинного навчання.

Роздiли 5–7 присвячено огляду деяких результатiв щодо збiжностi алго-
ритмiв для варiацiйних нерiвностей та близьких до них задач рiвноважного
програмування (задач про рiвновагу).

У роздiлi 5 розглянуто варiанти алгоритмiв екстраполяцiї з минулого та
операторної екстраполяцiї з дивергенцiєю Брегмана для розв’язання варiа-
цiйних нерiвностей з монотонними та лiпшицевими операторами, що дiють в
скiнченновимiрному дiйсному лiнiйному просторi. За об’ємом необхiдних для
здiйснення iтерацiйного кроку обчислень данi алгоритми мають перевагу над
класичним екстраградiєнтним методом.

Основнi результати: O
(
1
ε

)
-оцiнки ефективностi в термiнах функцiї зазору.

У роздiлi 6 розглянуто алгоритми для розв’язання варiацiйних нерiвностей
з монотонними, лiпшицевими операторами, що дiють в 2-рiвномiрно опуклих
та рiвномiрно гладких банахових просторах. Перший алгоритм — варiант ме-
тоду операторної екстраполяцiї, що використовує узагальнену проєкцiю Аль-
бера замiсть метричної. Другий алгоритм є адаптивним варiантом першо-
го, де використовується правило поновлення величини кроку, що не вимагає
знання лiпшицевих констант та лiнiйного пошуку.

Основнi результати: оцiнка ефективностi в термiнах функцiї зазору та те-
орема про слабку збiжнiсть методу. Також встановлена слабка збiжнiсть
адаптивного варiанту методу.

Зауважимо, що всi результати отриманi для класу 2-рiвномiрно опуклих
i рiвномiрно гладких банахових просторiв, який не мiстить важливих для
застосувань просторiв Lp i Wm

p (2 < p < +∞). Дуже бажано позбавитися
цього обмеження.

У роздiлi 7 розглянуто задачi про рiвновагу в метричних просторах
Адамара. Увагу придiлено наближеним методам.

Отримана теорема про слабку збiжнiсть двоетапного проксимального алго-
ритму для псевдомонотонних задач рiвноважного програмування в просторах
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Адамара. Запропоновано адаптивний двоетапний проксимальний алгоритм
для задач в метричних просторах Адамара. Правило оновлення параметрiв
не використовує значень лiпшицевих констант бiфункцiї та на вiдмiну вiд пра-
вил типу лiнiйного пошуку не потребує обчислень значень бiфункцiї в дода-
ткових точках. Для псевдомонотонних бiфункцiй лiпшицевого типу доведена
теорема про слабку збiжнiсть породжених алгоритмом послiдовностей.

Запропоновано та теоретично обґрунтовано адаптивний екстрапроксималь-
ний алгоритм та його регуляризований варiант. Для регуляризацiї базової
екстрапроксимальної схеми було використано класичну схему Гальперна. Для
псевдомонотонних бiфункцiй лiпшицевого типу доводиться теорема про збi-
жнiсть. Показано, що запропонованi алгоритм можна застосувати до псевдо-
монотонних варiацiйних нерiвностей в гiльбертових просторах.

Матерiали книги вже знайшли вiдображення в спецiальних курсах, якi ви-
кладаються авторами на факультетi комп’ютерних наук та кiбернетики Ки-
ївського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка, Iнститутi кiбер-
нетики iменi В.М. Глушкова НАН України та в Київському академiчному
унiверситетi.

Сподiваємось, що книга зацiкавить читачiв, якi займаються прикладною
математикою, — в першу чергу, наукову молодь.

Робота авторiв над книгою була пiдтримана Вiддiленням цiльової пiдготов-
ки Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка при Нацiо-
нальнiй академiї наук України (проєкт «Новi субградiєнтнi та екстраградiєн-
тнi методи для негладких задач регресiї», 0124U002162).
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Роздiл 1

r-Aлгоритми Шора: теорiя i практика

1.1. Вступ

Субградiєнтнi методи, якi використовують оператор розтягу простору в
напрямку рiзницi двох послiдовних субградiєнтiв були запропонованi в [2,3].
їх назвали r-алгоритмами й вони стали однiєю з основних тем докторської
дисертацiї Н.З. Шора 1970 року [2]. Програмнi реалiзацiї r-алгоритмiв в кон-
текстi надiйностi, часу розв’язання задач i точностi результатiв були зiставнi
з найефективнiшими спецiалiзованими методами розв’язання гладких погано
обумовлених задач.

Прискорення збiжностi r-алгоритмiв при мiнiмiзацiї негладких опуклих
функцiй забезпечується комбiнацiєю двох взаємопов’язаних iдей.

Перша iдея полягає у використаннi процедури найшвидшого спуску в на-
прямку антисубградiєнта опуклої функцiї у перетвореному просторi змiнних.
Якщо пошук мiнiмуму функцiї виконується точно, тодi перша iдея гарантує
монотоннiсть за значенням опуклої функцiї для точок мiнiмiзуючої послiдов-
ностi, яка будується r-алгоритмом. Якщо ж пошук мiнiмуму функцiї виконує-
ться наближено, тодi «монотоннiсть» функцiї, що мiнiмiзується, замiнюється
на «майже монотоннiсть».

Друга iдея полягає у використаннi операцiї розтягу простору в напрямку
рiзницi двох послiдовних субградiєнтiв, де другий субградiєнт обчислюється
в точцi мiнiмуму функцiї в напрямку першого антисубградiєнта. В результатi
розтягу поперечнi компоненти субградiєнтiв зменшуються вздовж напрямку
до точки мiнiмуму, що забезпечує прискорений процес збiжностi з перетворе-
нням простору. Друга iдея спрямована на покращення властивостей яружної
функцiї у перетвореному просторi змiнних.

Комбiнацiя цих двох принципiв за певного регулювання кроку найшвид-
шого спуску (точного чи наближеного) та вiдповiдного вибору коефiцiєнту
розтягу простору забезпечує прискорену збiжнiсть конкретних варiантiв
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r-алгоритмiв та гарантує їхню монотоннiсть (або майже монотоннiсть) за
значенням функцiї, що мiнiмiзується. Це пiдтверджується результатами чи-
сленних застосувань r-алгоритмiв у реальних задачах лiнiйного та нелiнiй-
ного програмування, блочних задачах з рiзними схемами декомпозицiї, при
розв’язаннi мiнiмаксних i матричних задач оптимiзацiї, для обчислення дво-
їстих лагранжевих оцiнок у багатоекстремальних i комбiнаторних задачах
оптимiзацiї [4–7].

У цьому роздiлi наведено теоретичнi результати та сучаснi програмнi реа-
лiзацiї r-алгоритмiв Шора.

Описано програми та ralgb4, та їхнi програмнi реалiзацiї мовою Octave.
Обидва методи є модифiкацiями r(α)-алгоритмiв з адаптивним регулюван-
ням кроку в напрямку нормалiзованого антисубградiєнта у перетвореному
просторi змiнних та сталим коефiцiєнтом розтягу простору α.

Перший метод ralgb5 базується на стабiльнiй B-формi r-алгоритмiв, де
B — це невироджена n×n-матриця. Його назва пов’язана з тим фактом, що
оновлення матрицi B на кожнiй iтерацiї потребує 5n2 арифметичних операцiї
множення чисел.

Другий метод ralgb4 базується на менш стабiльнiй, але бiльш економнiй
B-формi r-алгоритмiв, яка потребує 4n2 арифметичних операцiй множення
на кожнiй iтерацiї для оновлення матрицi B.

Цей роздiл включає п’ять змiстовних пiдроздiлiв. У пiдроздiлi 1.2 описано
три обчислювальнi форми r-алгоритмiв та проаналiзовано їхнi властивостi. У
пiдроздiлi 1.3 наведено наявнi теоретичнi результати збiжностi r-алгоритмiв.
У пiдроздiлi 1.4 описано r-алгоритм з адаптивним регулюванням кроку
та його програмну реалiзацiю. Пiдроздiл 1.5 включає опис Octave-функцiй
ralgb5 та ralgb4, а також їхнiй програмний код. У пiдроздiлi 1.6 наведе-
но результати обчислювальних експериментiв для суттєво яружних кусково-
квадратичних функцiй, яружних квадратичних та кусково-лiнiйних функцiй.

В цьому роздiлi використовуються матерiали статей [8–11] та моногра-
фiї [12]. Iдея статтi [8] належить I.В. Сергiєнку та включає представлення
трьох основних iдей Н.З. Шора: узагальненого градiєнтного спуску (1962), ви-
користання лiнiйних неортогональних перетворень простору для покращення
властивостей яружних функцiй (1969), та двоїстого пiдходу для знаходження
границь цiльової функцiї у неопуклих квадратичних моделях (1985).

Наведено приклади реалiзацiй цих iдей у методах та алгоритмах. У стат-
тi [9] наведено ефективнi реалiзацiї r-алгоритмiв, зокрема Octave-функцiї
ralgb5 та ralgb4.
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1.2. Три обчислювальнi форми r-алгоритмiв

Нехай f(x) — опукла функцiя, x ∈ En — вектор змiнних евклiдового про-
стору En. Позначимо мiнiмальне значення функцiї f(x) як f∗ = f(x∗), x ∈ X∗.
Припустимо також, що f(x) має обмежену множину мiнiмумiв X∗, тобто ви-
конується рiвнiсть lim‖x‖→∞ f(x) = +∞. Ця умова забезпечує коректне регу-
лювання кроку в r-алгоритмi. Нехай {αk}

∞
k=0 — вектор коефiцiєнтiв розтягу

простору, αk > 1.
r-Алгоритм для мiнiмiзацiї функцiї f(x) — це iтеративна процедура знахо-

дження послiдовностi n-вимiрних векторiв {xk}
∞
k=0 та послiдовностi матриць

{Bk}
∞
k=0 згiдно з таким правилом:

xk+1 = xk − hkBkξk, Bk+1 = BkRβk(ηk), k = 0, 1, 2, . . . , (1.1)

де

ξk =
BTkgf(xk)∥∥BTkgf(xk)∥∥, hk ≥ h∗k = arg min

h≥0
f (xk − hBkξk) , (1.2)

ηk =
BTkrk∥∥BTkrk∥∥, rk = gf(xk+1) − gf(xk), βk =

1

αk
< 1. (1.3)

Тут x0 — стартова точка; B0 = In — одинична n×n-матриця1; h∗k — крок, що
обирається з умови мiнiмуму функцiї f(x) в напрямку нормалiзованого анти-
субградiєнта у перетвореному просторi змiнних; Rβ(η) = In + (β − 1)ηηT —
оператор стиснення простору субградiєнтiв в нормованому напрямку η з кое-
фiцiєнтом β = 1

α
< 1; gf(xk) та gf(xk+1) – субградiєнти функцiї f(x) в точках

xk та xk+1. Якщо gf(xk) = 0, тодi xk = x∗ i процес (1.1)–(1.3) завершується.
На кожнiй iтерацiї r-алгоритми реалiзовують субградiєнтний спуск для

опуклої функцiї ϕ(y) = f(Bky) у перетвореному просторi змiнних y = Akx,
де Ak = B−1

k . Дiйсно, якщо обидвi частини формули xk+1 = xk − hkBkξk
домножити злiва на матрицю Ak, маємо

yk+1 = Akxk+1 = Akxk−hkξk = yk−hk
BTkgf(xk)∥∥BTkgf(xk)∥∥ = yk−hk

gϕ(yk)

‖gϕ(yk)‖
, (1.4)

де вектор gϕ(yk) = BTkgf(xk) — субградiєнт функцiї ϕ(y) = f(Bky) в точ-
цi yk = Akxk в просторi змiнних y = Akx. Це випливає з того факту, що
субградiєнт функцiї f(x) в точцi xk задовольняє нерiвнiсть

f(x) ≥ f(xk) + (gf(xk))
T (x− xk) ∀x ∈ En,

1Матриця B0, як правило, обирається дiагональною матрицею Dn з додатними дiагональними елемен-
тами, за допомогою якої виконується масштабування змiнних.
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звiдки, виконуючи замiну змiнних x = Bky, маємо

ϕ(y) ≥ ϕ(yk) +
(
BTkgf(xk)

)T
(y− yk) = ϕ(yk) + (gϕ(yk))

T (y− yk) ∀y ∈ En.

Якщо hk = h∗k, тодi формула (1.4) визначає точний пошук мiнiмуму функ-
цiї ϕ(y) = f(Bky) у напрямку нормалiзованого антисубградiєнта у перетво-
реному просторi змiнних y = Akx, а якщо hk ≈ h∗k, тодi вона визначає на-
ближений пошук. Якщо функцiя f(x) недиференцiйовна в точцi xk, можуть
траплятись випадки, коли hk = h∗k = 0, що призводить до основних проблем
з критерiєм зупинки r-алгоритмiв для негладких функцiй.

Якщо hk = 0, то це не означає, що в точцi xk процес спуску потрiбно
зупинити. У процесi виконання серiї iтерацiй з нульовим кроком наступна
точка xk+1 = xk не змiнюється, але змiнюється матриця Bk i наступний суб-
градiєнт gf(xk+1). Це означає, що завдяки послiдовним розтягам простору в
напрямку рiзницi двох субградiєнтiв (обидва субградiєнти отриманi в точцi
xk) здiйснюється пошук потрiбного напрямку спадання функцiї з точки xk.

Монотоннiсть по функцiї, що мiнiмiзується, для r-алгоритмiв забезпечує
саме розтяг простору у напрямку рiзницi двох послiдовних субградiєнтiв.
Саме цим r-алгоритми принципово вiдрiзняються вiд субградiєнтних мето-
дiв з розтягом простору в напрямку субградiєнта, якi для негладких опуклих
функцiй взагалi не можуть бути монотонними по функцiї, що мiнiмiзується.
Покажемо це на прикладi кусочно-гладкої функцiї (рис. 1.1).

Рис. 1.1. Пiсля розтягу простору за рiзницею двох субградiєнтiв (лiворуч) антисубградiєнти ста-

ють напрямками спадання функцiї (праворуч)

Нехай ми знаходимось на межi двох «шматкiв» кусочно-гладкої поверхнi
рiвня, а градiєнти до цих гладких «шматкiв» обчисленi в цiй точцi, утворю-
ють тупий кут (рисунок лiворуч). Жоден розтяг простору в напрямку градi-
єнтiв не може перетворити цей кут на гострий, а може лише наблизити його
до π/2, залишаючи тупим.
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Тому, застосовуючи розтяг простору в напрямку субградiєнта, неможливо
отримати напрямок спадання функцiї у виглядi антиградiєнта до одного з
«шматкiв» у розтягнутому просторi.

Слiд зауважити, що розтяг простору в напрямку рiзницi двох наведених
градiєнтiв з достатнiм коефiцiєнтом розтягу перетворює тупий кут мiж гра-
дiєнтами на гострий, тобто вiдповiднi образи цих антиградiєнтiв у розтягну-
тому просторi стають напрямками спадання функцiї (рисунок праворуч).

Отже, сiмейство r-алгоритмiв визначається послiдовнiстю коефiцiєнтiв роз-
тягу простору {αk}

∞
k=0, послiдовнiстю величин крокiв {hk}

∞
k=0 та критерiями

зупинки. При цьому величина кроку вибирається з умови точного (наближе-
ного) мiнiмуму функцiї у напрямку антисубградiєнта в перетвореному про-
сторi змiнних, завдяки чому визначаються два послiдовних субградiєнти, роз-
тяг по рiзницi яких покращує властивостi яружної функцiї у перетвореному
просторi змiнних.

За певного регулювання величини кроку та коефiцiєнтiв розтягу просто-
ру r-алгоритми є монотонними (чи майже монотонними, релаксацiйними) по
функцiї, що мiнiмiзується.

Метод (1.1)–(1.3) називається B-формою r-алгоритмiв; на кожнiй його iте-
рацiї оновлюється матриця, пов’язана з замiною змiнних x = By.

Кожна iтерацiя методу потребує 5n2 арифметичних операцiй множення,
що визначає обчислювальну складнiсть iтерацiї (операцiї додавання не вра-
ховуються через їхнiй малий вклад у складнiсть iтерацiї). З них 3n2 опе-
рацiй множення необхiднi для обчислення векторiв Bkξk, BTkgf(xk) та BTkrk
(матрично-векторнi множення), а 2n2 операцiй необхiднi для однорангової
корекцiї матрицi Bk+1 = BkRβk(ηk). Справдi,

Bk+1 = BkRβk(ηk) = Bk(In + (βk − 1)ηkη
T
k) = Bk + (βk − 1)(Bkηk)η

T
k,

де легко бачити, що обчислення η = Bkηk потребує n2 операцiй множення i
стiльки ж множень необхiдно для обчислення однорангової матрицi ηηTk.
r-Алгоритми мають iншу B-форму, яка, як порiвняти з методом (1.1)–(1.3),

зберiгає n2 множень на кожнiй iтерацiї. Економнi r-алгоритми задаються iте-
ративною процедурою для знаходження послiдовностi векторiв {xk}∞k=0 та мат-
риць {Bk}

∞
k=0 за таким правилом:

xk+1 = xk − hkBk ‖g̃k‖−1 g̃k, Bk+1 = BkRβk(ηk), k = 0, 1, 2, . . . , (1.5)

де

g̃k+1 = Rβk(ηk)g
∗
k+1, hk ≥ h∗k = arg min

h≥0
f

(
xk − hBk

g̃k

‖g̃k‖

)
, (1.6)
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g∗k+1 = B
T
kgf(xk+1), ηk =

g∗k+1 − g̃k∥∥g∗k+1 − g̃k∥∥ , βk =
1

αk
. (1.7)

Тут x0 — стартова точка така, що x0 6= x∗; g̃0 = BT0gf(x0), де B0 — невироджена
n×n-матриця; gf(xk) та gf(xk+1) — субградiєнти функцiї f(x) в точках xk та
xk+1. Якщо gf(xk+1) = 0, тодi xk+1 = x∗ i процес (1.5)–(1.7) завершується.

Iтерацiйний метод (1.5)–(1.7) потребує 4n2 операцiй множення. З них 2n2

операцiй необхiднi для обчислення векторiв Bkg̃k та BTkgf(xk+1), i 2n
2 опера-

цiй для перерахунку однорангової матрицi Bk+1 = BkRβk(ηk). Економiя 2n2

операцiй пов’язана з тим фактом, що вектор g̃k+1 = BTk+1gf(xk+1), який є
субградiєнтом у просторi змiнних y = Akx, обчислюється з використанням
вже обчисленого вектора g∗k+1 = B

T
kgf(xk+1), який є субградiєнтом у просторi

змiнних y = Akx. Обчислення субградiєнта g̃k+1 виконується за формулою

g̃k+1 = B
T
k+1gf(xk+1) = Rβk(ηk)B

T
kgf(xk+1) = Rβk(ηk)g

∗
k+1 =

= (In + (βk − 1)ηkη
T
k)g

∗
k+1 = g

∗
k+1 + (βk − 1)(η

T
kg
∗
k+1)ηk,

яка не потребує матрично-векторних операцiй множення. Такий спосiб при-
зводить до бiльшого накопичення помилок при обчисленнi нормалiзованого
субградiєнта у перетвореному просторi за формулою ξk = g̃k

‖g̃k‖ , нiж при ви-

користаннi формули ξk =
BTkgf(xk)

BTkgf(xk)
, як це виконується в методi (1.1)–(1.3).

r-Алгоритми можна записати у H-формi (за аналогiєю з методами змiнної
метрики) з використанням симетричної матрицi Hk = BkB

T
k. Їм вiдповiдає

iтеративна процедура знаходження послiдовностi векторiв {xk}
∞
k=0 та симе-

тричних матриць {Hk}
∞
k=0 за таким правилом:

xk+1 = xk − hk
Hkgf(xk)√

gTf (xk)Hkgf(xk)
, (1.8)

Hk+1 = Hk + (β2k − 1)
Hkrkr

T
kHk

rTkHkrk
, k = 0, 1, 2, . . . , (1.9)

де

hk ≥ h∗k = arg min
h≥0

f

xk − h Hkgf(xk)√
gTf (xk)Hkgf(xk)

 , (1.10)

βk =
1

αk
< 1, rk = gf(xk+1) − gf(xk). (1.11)

Тут x0 — стартова точка; H0 = In — одинична матриця розмiрностi n × n;
hk — величина кроку, не менша, нiж h∗k; gf(xk) та gf(xk+1) — субградiєнти
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функцiї f(x) в точках xk та xk+1. Якщо gf(xk) = 0, тодi xk = x∗ i процес
(1.8)–(1.11) завершується.

Зауважимо, що H-форма r-алгоритмiв економнiша, нiж B-форма: за пам’я-
ттю — майже вдвiчi, оскiльки потрiбно зберiгати симетричну матрицю, а за
трудомiсткiстю — мiнiмум у 1,66 рази.

Дiйсно, навiть якщо симетричну матрицю Hk зберiгати як повну матрицю
розмiрностi n×n, то iтерацiя методу (1.8)–(1.11) потребує 3n2 операцiй мно-
ження: n2 операцiй необхiднi для обчислення векторiв Hkgf(xk) та η = Hkrk,
а n2 операцiй — для обчислення однорангової матрицi ηηT = Hkrkr

T
kHk, яка

використовується для перерахунку матрицi Hk+1.
Однак, ця перевага нiвелюється тим фактом, що H-форма r-алгоритмiв об-

числювально менш стабiльна, нiж B-форма, а її реалiзацiя вимагає виконання
додаткових умов.

Наприклад, для методу (1.8)–(1.11) необхiдно контролювати додатну
визначенiсть матрицi Hk.

Для методiв (1.1)–(1.3) та (1.5)–(1.7) такий контроль не потрiбен, оскiльки
обчислення (нехай навiть опосередковано) пов’язанi з додатно визначеною
матрицею Hk = BkBTk.

Форма r-алг. Тип мет. Опер. пам’ять Складнiсть iтер. Стаб. мет.
B-форма метод (1.1)–(1.3) ∼ n2 ∼ 5n2 добра (+)

Економна B-форма метод (1.5)–(1.7) ∼ n2 ∼ 4n2 добра
H-форма метод (1.8)–(1.11) ∼ n2/2 ∼ 3n2 середня

Таблиця 1.1. Обчислювальнi характеристики трьох форм r-алгоритмiв

Обчислювальнi характеристики описаних форм r-алгоритмiв за пам’яттю
та трудомiсткiстю наведено в таблицi 1.1.

Хоча в теорiї всi три форми r-алгоритмiв однаковi, обчислювальна стабiль-
нiсть їхнiх програмних реалiзацiй рiзна (див. останнiй стовпчик таблицi 1.1).
Для обох B-форм вона є «доброю», але перевага надається методу (1.1)–(1.3),
що i позначено символом «+». Справа в тому, що перерахунок субградiєнта у
новому перетвореному просторi з використанням економної B-форми призво-
дить до накопичення помилок на вiдмiну вiд обчислення того ж субградiєнта
з використанням методу (1.1)–(1.3).

Обчислювальна стабiльнiсть r-алгоритмiв у H-формi вiдмiчена як «серед-
ня». Це означає, що використання методiв у H-формi не дозволяє знайти
найкраще наближення до точки мiнiмуму, однак це можливо зробити за до-
помогою r-алгоритмiв у B-формi. Їх можна використовувати у тому випадку,
коли не потрiбна велика точнiсть знаходження мiнiмуму функцiї f(x).
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1.3. Результати про збiжнiсть r-алгоритмiв

Три основнi результати про збiжнiсть r-алгоритмiв для гладких та неглад-
ких функцiй пов’язанi з їхнiми модифiкацiями — з граничним варiантом r-
алгоритму [3] та rµ(α)-алгоритмом [13].

Перший результат полягає в тому, що гранична версiя r-алгоритму є про-
єктивним методом спряжених градiєнтiв.

Другий результат означає, що гранична версiя r-алгоритму з вiдновленням
матрицi володiє квадратичною швидкiстю збiжностi за деяких умов гладкостi
та регулярностi функцiї f(x).

Третiй результат полягає в тому, що за певних умов rµ(α)-алгоритм збiга-
ється до точки мiнiмуму для кусково-гладких опуклих функцiй.

Що це за результати та якими умовами вони визначаються буде наведено
нижче; спочатку для граничного варiанту r-алгоритму, а потiм для rµ(α)-
алгоритму.

Граничний варiант r-алгоритму визначається нескiнченним коефiцiєнтом
розтягу простору (тут βk = 0, k = 0, 1, . . . ) та кроком, який обирається з
умови мiнiмуму функцiї f(x) у напрямку антисубградiєнта (hk = h∗k, k =

0, 1, . . . ). Якщо βk = 0, тодi оператор Rβk(ηk) задається формулою

R0(ηk) = In − ηkη
T
k, ηk =

BTkrk∥∥BTkrk∥∥ , k = 1, 2, . . . , n. (1.12)

Формула (1.12) означає, що оператор R0(ηi) є оператором проєктування на
пiдпростiр, ортогональний до вектора ηi. Добуток операторiв

∏k
i=1 R0(ηi) не

залежить вiд порядку спiвмножникiв та є самоспряженим оператором, який
здiйснює проєктування на пiдпростiр, що є ортогональним доповненням до
лiнiйної оболонки взаємно ортогональних векторiв ηi, i = 1, 2, . . . , k. Звiдси
випливає така теорема [3].

Теорема 1.1. Для граничного варiанту r-алгоритмiв на деякiй iтерацiї
k∗ ≤ n обов’язково виконується умова

BTk∗gf(xk∗) = 0.

Граничний варiант r-алгоритму є проєктивним методом спряжених градi-
єнтiв. Для невiд’ємно визначеної квадратичної функцiї вiн знаходить точку
мiнiмуму x∗ за кiлькiстю iтерацiй, що не перевищує n — розмiрностi вектора
змiнних. З теореми 1.1 випливає, що при мiнiмiзацiї гладких функцiй f(x) у
граничному варiантi r-алгоритму необхiдно виконати «вiдновлення» як тiль-
ки виконається умова BTk∗gf(xk∗) = 0, тобто пiсля деякої кiлькостi iтерацiй,
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що не перевищує n, необхiдно «вiдновлювати» матрицю Bk, замiнюючи її
одиничною матрицею In. Побудований таким чином алгоритм називають гра-
ничним варiантом r-алгоритмiв з вiдновленням.

Справедлива така теорема [3].

Теорема 1.2. Нехай функцiя f(x), визначена в En, двiчi неперервно-
диференцiйовна в деякому околi S точки мiнiмуму x∗, причому в цьому околi
матриця других похiдних (гессiан) H(x) задовольняє умову

‖H(x) −H(x ′)‖ ≤ L ‖x− x ′‖ ; x, x ′ ∈ S. (1.13)

тобто є лiпшицевою. Крiм того, H(x∗) – додатно визначена матриця. Тодi
для точки x∗ знайдеться такий окiл S ′ ⊆ S, що при x0 ∈ S ′ знайдеться
таке число c > 0, що

‖xn − x∗‖ ≤ c ‖x0 − x∗‖2 ,

де xn — точка, отримана пiсля n крокiв роботи вищенаведеного алгоритму
(якщо для деякого k∗ < n отримали рiвнiсть BTk∗gf(xk∗) = 0, то припускає-
мо xn = xk∗).

Теорема 1.2 означає, що для задачi мiнiмiзацiї опуклої двiчi неперервно-
диференцiйовної функцiї f(x) граничний варiант r-алгоритму з вiдновлен-
ням матрицi Bk пiсля кожних n iтерацiй має квадратичну швидкiсть збi-
жностi за умов гладкостi та регулярностi f(x), наведених у теоремi 1.2. Ква-
дратична швидкiсть збiжностi визначається для послiдовностi точок x0, xn,
x2n, . . . , xi∗n, що є пiдмножиною послiдовностi точок, згенерованих грани-
чним варiантом r-алгоритму з вiдновленням матрицi (тут i – цiле число).

Отже, для мiнiмiзацiї гладких опуклих функцiй r-алгоритми займають про-
мiжне мiсце мiж методом найшвидшого спуску та алгоритмами квазiньюто-
нiвського типу зi змiнною метрикою. Дiйсно, якщо βk = 1 та hk = h∗k, то
розтяг простору не потрiбен, i r-алгоритм переходить у метод найшвидшого
спуску. Якщо βk = 0 i hk = h∗k, то отримуємо граничний варiант r-алгоритмiв,
що є проєктивним методом спряжених градiєнтiв i для квадратичної опуклої
функцiї збiгається за k∗ ≤ n iтерацiй. Якщо βk = β < 1 i hk = h∗k, то отриму-
ємо варiант r-алгоритмiв, де вiдновлення матрицi Bk не потрiбне, а алгоритм
збiгатиметься швидше, нiж метод найшвидшого спуску.

Цим у значнiй мiрi пояснюється чудова властивiсть r-алгоритмiв, яка по-
лягає в тому, що їхнi конкретнi реалiзацiї показують дуже хорошi результати
при мiнiмiзацiї яружних опуклих функцiй.
rµ(α)-Алгоритм був створений для мiнiмiзацiї майже диференцiйовних

функцiй (вперше представленi в [14]), клас яких є ширшим, нiж клас опуклих
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функцiй. 3 огляду на це у 2007 роцi Б. Мордухович, М. Солодов та М. Тодд у
передмовi до спецвипуску журналу «Optimization Methods and Software» [15],
присвяченому Н.3. Шору, зауважили: «У 1972 роцi Н.З. Шор ввiв фунда-
ментальне поняття узагальненого диференцiала для локально лiпшицевих
функцiй, який вiн назвав «множиною майже-градiєнтiв». Цей диференцiал
визначено як сукупнiсть граничних точок звичайних градiєнтiв лiпшицевої
неперервної функцiї, яка є майже всюди диференцiйовною за класичною те-
оремою Радемахера. Згодом ця гранична множина пiд назвою B-градiєнта
та B-якобiана широко використовувалась для вектор-функцiй при розробцi
негладких версiй ньютонiвського методу. Варто зазначити, що в тiй самiй
статтi 1972 року Шор також ввiв та використав поняття опуклої оболонки
множини майже-градiєнтiв, яку вiн назвав «множиною узагальнених майже-
градiєнтiв». Ця множина згодом була перевiдкрита Ф. Кларком i стала широ-
ко вiдомою в недиференцiйовнiй оптимiзацiї як узагальнений градiєнт Кларка
для лiпшицевих функцiй».

Результати про збiжнiсть rµ(α)-алгоритму для мiнiмiзацiї майже диферен-
цiйовних функцiй детально викладено в роботах [13] та [4, с. 77–85].

Тому далi опишемо тiльки те, до чого призводять цi результати для задачi
мiнiмiзацiї кусково-гладких функцiй вигляду

f(x) = max
1≤i≤m

fi(x), де fi(x) – опуклi гладкi функцiї. (1.14)

Функцiя (1.14) опукла, а отже майже диференцiйовна.
Множину майже градiєнтiв функцiї f(x) в точцi x позначимо

Gf(x) = {gi = gfi(x) : f(x) = fi(x)}.

Для точки негладкостi вона включатиме градiєнти тих гладких функцiй fi(x),
якi збiгаються в точцi.

Розглянемо застосування rµ(α)-алгоритму для мiнiмiзацiї майже диферен-
цiйовних функцiй виду (1.14).

Нехай α > 1 — коефiцiєнт розтягу простору; µ — константа, така, що
0 ≤ µ < 1; x0 — початкова точка; gf(x0) ∈ Gf(x0) — майже градiєнт в точцi
x0; B0 — невироджена n× n-матриця.
rµ(α)-Алгоритм — це iтеративна процедура для побудови послiдовностi ве-

кторiв {xk}
∞
k=0 та матриць {Bk}

∞
k=0, в якiй перехiд вiд k-ї до (k + 1)-ї iтерацiї

здiйснюється за такою схемою:

1. Обчислити поточну точку

xk+1 = xk − ρkBkgϕk(yk), (1.15)
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де gϕk(yk) = BTgf(xk), а кроковий множник ρk вибирається з таких умов:

а) на iнтервалi [0, ρk] функцiя ϕk(ρ) = f(xk+1(ρ)) не зростає; (15а)

б) iснує g ∈ Gf(xk+1) таке, що
(BTkg)

Tgϕk(yk)∥∥BTkg∥∥ ‖gϕk(yk)‖ ≤ µ. (15б)

2. Оновити матрицю перетворення простору

Bk+1 = BkRβ(ηk) = Bk + (β− 1)(Bkηk)η
T
k,

де

ηk =
BTkrk∥∥BTkrk∥∥, rk = g− gf(xk), β =

1

α
.

3. Перейти до наступної iтерацiї з величинами xk+1, Bk+1, gf(xk+1) = g.

Якщо якщо обидвi частини формули (1.15) домножити злiва на матрицю
Ak = B

−1
k , отримаємо

yk+1 = Akxx+1 = Akxk − ρkgϕk(yk) = yk − ρk − ρkgϕk(yk).

Отже, формула (1.15), фактично, реалiзує крок субградiєнтного спуску для
функцiї ϕk(y) = f(Bky), де ρk — це невiд’ємний крок на k-й iтерацiї (вiн
може бути нульовим).

Якщо µ = 0, тодi величина ρ∗k — це крок у напрямку найшвидшого спуску
вздовж антисубградiєнта. Вiн пов’язаний з h∗k (кроком найшвидшого спуску в
напрямку нормалiзованого антисубградiєнта) формулою h∗k = ρ

∗
k

∥∥BTkgf(xk)∥∥.
Константа µ ≥ 0 дозволяє розглядати алгоритми одновимiрного пошуку, в

яких кожна наступна точка буде ближчою до мiнiмуму, але не перевершува-
тиме його.

Зауважимо, що в r-алгоритмах з пiдроздiлу 1.2 це було неможливо. Дiйсно,
якщо µ > 0, умова (15б) означає обмеження на косинус гострого кута мiж
двома послiдовними субградiєнтами, за рiзницею яких реалiзується розтяг
простору на iтерацiї.

Справедлива така теорема.

Теорема 1.3. Нехай f(x) — функцiя виду (1.14), така, що

lim
‖x‖→∞ f(x) = +∞,

а послiдовнiсть {xk}
∞
k=0, згенерована rµ(α)-алгоритмом, задовольняє умову

lim
k→∞ ‖xk+1 − xk‖ = 0. (1.16)
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Якщо x∗ — iзольована точка мiнiмуму, а точка x0 така, що опукла мно-
жина {x : f(x∗) ≤ f(x) ≤ f(x0)} мiстить x0 та x∗, але не мiстить, окрiм x∗,
iншi точки z, в яких сiмейство Gf(z) лiнiйно залежне, тодi послiдовнiсть
{xk}

∞
k=0 збiгається до точки x∗.

Проблема обґрунтування збiжностi rµ(α)-алгоритмiв для всього класу опу-
клих функцiй наразi є вiдкритою. Одна з причин, через яку для негладких
функцiй важко довести збiжнiсть rµ(α)-алгоритмiв, пов’язана з неоднозна-
чним вибором антисубградiєнта для наступного напрямку руху з точок не-
гладкостi, де субградiєнти (з множини Gf) лiнiйно залежнi та кожен з антису-
бградiєнтiв не є напрямком спадання функцiї. Для опуклої кусково-лiнiйної
функцiї такi точки негладкостi можуть бути «пастками» для мiнiмiзуючої
послiдовностi розглянутого варiанту rµ(α)-алгоритму [16].

Якщо коефiцiєнт розтягу простору α = 3, тодi прикладом функцiї, для
якої можливо «зациклити» rµ(α)-алгоритм, є опукла функцiя

f(x1, x2) = max
i=1,8

{fi(x1, x2)}, (1.17)

де лiнiйнi функцiї fi = fi(x1, x2), i = 1, 8, такi:

f1 = −10x1 − x2 − 1, f2 = 6x1 − 9x2 − 9, f3 = 10x1 − x2 − 1,

f4 = −6x1 − 9x2 − 9, f5 = 10x1 + x2 − 1, f6 = −6x1 + 9x2 − 9,

f7 = −10x1 + x2 − 1, f8 = 6x1 + 9x2 − 9.

Для функцiї (1.17) мiнiмальне значення f∗ = −1 i воно досягається в точцi
x∗ = (0, 0)T .

Окрiм оптимальної точки є ще двi точки z1 = (0, 1)T та z2 = (0,−1)T :
f(z1) = f(z2) = 0, де умова лiнiйної залежностi мiж градiєнтами Gf(z1) та
Gf(z2) не виконується. Множина Gf(z1) складається з чотирьох градiєнтiв
g1 = (10, 1)T , g2 = (−6, 9)T , g3 = (−10, 1)T та g4 = (6, 9)T лiнiйних функцiй f5,
f6, f7 та f8 вiдповiдно. Множина Gf(z1) = {g1, g2, g3, g4} зображено на рисунку
1.2, де опукла оболонка майже градiєнтiв затемнена. Жоден з антиградiєнтiв
в точцi z1 не є напрямком спадання функцiї, оскiльки iснує антиградiєнт,
який утворює з ним тупий кут. Множина Gf(z2) складається з таких чотирьох
градiєнтiв: g1 = (−10,−1)T , g2 = (6,−9)T , g3 = (10,−1)T та g4 = (−6,−9)T ,
якi вiдповiдають градiєнтам лiнiйних функцiй f1, f2, f3 та f4. Множина Gf(z2)
вiдповiдає рисунку 1.2, дзеркально вiдображеному вiдносно осi Ox.

У роботi [17] вiдзначенi шляхи для обґрунтування rµ(α)-алгоритмiв. Тут
розглядаються монотоннi модифiкацiї r-алгоритмiв, для яких як критерiй
зупинки вибрана необхiдна та достатня умова оптимальностi для опуклих
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функцiй
0 ∈ ∂f(x),

де ∂f(x) — субдиференцiал. rµ(α)-Алгоритм доповнюється таким правилом:
якщо в певнiй точцi мiнiмум за напрямком реалiзується при нульовому кроцi,
то для наступної iтерацiї напрямку руху в перетвореному просторi обирається
аналогiчно найшвидшому спуску для опуклих функцiй.

Рис. 1.2. Множина Gf(z1) = {g1, g2, g3, g4}, де (g2 − g1)
T (g3 − g2) = 0, (g4 − g3)T (g1 − g4) = 0

Модифiкований вищенаведеним способом rµ(α)-алгоритм для майже ди-
ференцiйовних кусково-гладких функцiй завжди гарантує вихiд з будь-якої
точки, в якiй iснує напрямок спадання функцiї, i, крiм того, дає можливiсть
стверджувати, що тримано оптимум, якщо найкоротшим до опуклої оболонки
майже градiєнтiв виявиться нульовий вектор. Така схема приваблива в тео-
ретичному планi, оскiльки питання збiжностi при цьому фактично зводиться
до визначення iснування в точцi напрямку спадання функцiї.

Але їx так само, як i rµ(α)-алгоритм, можна вважати «iдеалiзованими»,
оскiльки для реалiзацiї найшвидшого спуску з високою точнiстю необхiдно
виконати велику кiлькiсть обчислень значень функцiї та її субградiєнта.

У практичних варiантах r-алгоритмiв крок h обирається так, щоб вико-
нувалася нерiвнiсть hk > h∗k, де h

∗
k вiдповiдає мiнiмуму функцiї. Для них

«наближений» пошук мiнiмуму функцiї спрямований на зменшення загаль-
ної кiлькостi обчислень значень функцiї та її субградiєнта i реалiзується та-
ким чином, щоб на одну iтерацiю алгоритму припадало в середньому два-три
таких обчислення.
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Однiєю з ефективних реалiзацiй такої стратегiї є r(α)-алгоритм з адаптив-
ним регулюванням кроку, який долає «пастки» для мiнiмiзуючої послiдовно-
стi rµ(α)-алгоритму.

1.4. r(α)-Алгоритм з адаптивним регулюванням кроку

Одним з найбiльш ефективних алгоритмiв є r(α)-алгоритм з адаптивним
регулюванням кроку, де α — постiйний коефiцiєнт розтягу простору, а вели-
чина кроку hk визначається за допомогою параметрiв h0, q1, nh, q2 пiд час
виконання спуску в напрямку нормованого антисубградiєнта в перетвореному
просторi змiнних. Тут h0 — величина початкового кроку (використовується
на першiй iтерацiї, на кожнiй наступнiй уточнюється); q1 — коефiцiєнт змен-
шення кроку (q1 ≤ 1), якщо умова завершення спуску за напрямком викону-
ється за один крок; q2 — коефiцiєнт збiльшення кроку (q2 ≥ 1); через кожнi
nh крокiв одновимiрного спуску (nh > 1) величина кроку збiльшуватиметься
у q2 разiв.

Умова завершення спуску за напрямком виконується, як тiльки буде знай-
дена точка xk+1, для якої

(xk+1 − xk)
Tgk+1(xk+1) ≥ 0. (1.18)

Умова (1.18) легко перевiряється, оскiльки в силу додатностi кроку вона
рiвносильна виконанню нерiвностi

(BkB
T
kgf(xk))

Tgf(xk+1) ≤ 0, (1.19)

що означає, що кут мiж двома послiдовними субградiєнтами в перетвореному
просторi змiнних буде негострим. Нерiвнiсть (1.19) можна записати як умову

(BTkgf(xk))
TBTkgf(xk+1) ≤ 0,

що еквiвалентно нерiвностi

(gϕ(yk))
Tgϕ(yk+1) ≤ 0,

де gϕ(yk) = BTkgf(xk) та gϕ(yk+1) = BTkgf(xk+1) — субградiєнти функцiї
ϕ(y) = f(Bky) в точках yk = Akxk та yk+1 = Akxk+1 перетвореного про-
стору змiнних y = Akx, де Ak = B−1

k .
Оскiльки припускається, що lim‖x‖→∞ f(x) = +∞, тодi пiсля скiнченої кiль-

костi крокiв адаптивного спуску у напрямку нормованого антисубградiєнта
умова зупинки спуску (1.18) виконається.
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Iтеративний процес r(α)-алгоритму з адаптивним регулюванням кроку
продовжується до виконання деякого критерiю зупинки, де визначальну роль
вiдiграють параметри εx та εg. Алгоритм зупиняється в точцi xk+1, якщо
виконується умова ‖xk+1 − xk‖ ≤ εx (зупинка за аргументом) або умову
‖gf(xk+1)‖ ≤ εg (зупинка за нормою субградiєнта, використовується для глад-
ких функцiй). Крiм того, використовуються ще двi умови зупинки: стандар-
тна зупинка, якщо перевищено максимальну кiлькiсть iтерацiй, та аварiйна
зупинка, яка сигналiзує про те, що або функцiя f(x) необмежена знизу, або
початковий крок h0 занадто малий i його необхiдно збiльшити.

Хоча r(α)-алгоритм з адаптивним регулюванням кроку не гарантує моно-
тонного спадання функцiї, проте, як показали експерименти, зростання функ-
цiї вiдбувається досить рiдко. Детальнi рекомендацiї по вибору значення кое-
фiцiєнта розтягу простору та значення параметра адаптивного регулювання
кроку наведено в [18, с. 45–47]. Суть цього вибору полягає в тому, що адаптив-
ний спосiб регулювання кроку дозволяє збiльшувати точнiсть знаходження
мiнiмуму функцiї в процесi обчислення, щоб кiлькiсть крокiв за напрямком
не перевищувала в середньому двох-трьох на одну iтерацiю.

Якщо r(α)-алгоритм з адаптивним регулюванням кроку застосувати для
мiнiмiзацiї негладких функцiй, то рекомендується такий вибiр параметрiв:
α = 2÷ 4, h0 = 1.0, q1 = 1.0, q2 = 1.1÷ 1.2, nh = 2÷ 3. Якщо вiдома оцiнка
вiдстанi вiд початкової точки x0 до точки мiнiмуму x∗, то початковий крок
h0 доцiльно обирати близьким до ‖x0 − x∗‖. При мiнiмiзацiї гладких функ-
цiй рекомендованi такi самi параметри за винятком q1 (q1 = 0.8 ÷ 0.95). Це
зумовлене тим, що додаткове зменшення кроку сприяє збiльшенню точностi
пошуку мiнiмуму функцiї за напрямком, що при мiнiмiзацiї гладких функцiй
дає вищу швидкiсть збiжностi. При такому виборi параметрiв, як правило,
число спускiв за напрямком рiдко буде бiльшим двох, а за n крокiв точнiсть
функцiї полiпшується у три-п’ять разiв. При мiнiмiзацiї опуклих функцiй,
навiть суттєво яружних, вибiр параметрiв зупинки εx, εg ∼ 10−6÷10−5 забез-
печує одержання точки x∗r (апроксимацiї точки x∗), в якiй значення функцiї
досить близьке до оптимального (f(x

∗
r)−f(x

∗)
|f(x∗)|+1 ∼ 10−6 ÷ 10−5 — для негладких

функцiй та f(x∗r)−f(x
∗)

|f(x∗)|+1 ∼ 10−12÷10−10 — для гладких функцiй). Це пiдтверджу-
ється результатами численних тестiв та застосувань.

У наш час r(α)-алгоритм з адаптивним регулюванням кроку та його моди-
фiкацiї реалiзованi у виглядi багатьох комп’ютерних програмам мовами про-
грамування Фортран, С, С++, С# та Octave. В їx основу покладенi B-форми
r-алгоритму. Економна B-форма, що використовує метод (1.5)–(1.7) або його
незначнi модифiкацiї, слугує основою для таких комп’ютерних програм: ralg
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(Фортран, С, С++), ralgb4 (Фортран, Octave), SolveOpt (Фортран, С). На
основi B-форми методу (1.1)–(1.3) розроблено комп’ютерну програму ralgb5
(Фортран, Octave, С++ та С#).

Iсторично однiєю з перших реалiзацiй була фортранiвська програма ralg
(автор — М.Г. Журбенко). У 70–80 роках минулого столiття вона активно ви-
користовувалася для оптимiзацiї негладких функцiй в Iнститутi кiбернетики
iменi В.М. Глушкова НАН України та iнших органiзацiях. Зокрема, актив-
ними користувачами програми були Д.I. Соломон (Iнститут математики, Ки-
шинiв, Молдова) та О.М. Кiсельова (Днiпровський нацiональний унiверситет
iменi Олеся Гончара), якi захистили докторськi дисертацiї пiд керiвництвом
Н.3. Шора. У 1990-тi роки програма ralg стала основою для фортранiвської
програми ralgb4 (автор — П. I. Стецюк), в якiй використовується модифiка-
цiя r-алгоритму [19]. За допомогою програми ralg О.В. Кунцевич розробив
комплекс програм SolveOpt (мови — Фортран та С), де використане ускла-
днене адаптивне регулювання кроку та критерiї зупинки |xik+1−x

i
k| ≤ δx|xik+1|

та |f(xk+1)−f(xk)| ≤ δf|f(xk+1)| з достатньо малими параметрами δx та δf [20].
Наприкiнцi минулого та на початку цього столiття програма ralg слугувала
основою для розробки багатьох комп’ютерних програм мовами C та C++
(автори — М.Г. Журбенко та О.П. Лиховид).

У 2007–2008 роках була розроблена та протестована фортранiвська про-
грама ralgb5 (автор — П.I. Стецюк). Її назва пов’язана з тим, що в основу
програми покладена B-форма (1.1)–(1.3), яка потребус 5n2 арифметичних
операцiй множення на кожнiй iтерацiї. У 2010 роцi програма ralgb5 була
переписана мовою Octave (її код наведено в [21, с. 384–385]. При розв’язан-
нi задач для тисячi та бiльше змiнних Octave-пpoгpaмa ralgb5 виявилася
швидшою за однойменну фортранiвську програму. Це обумовлено тим, що
бiблiотека BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms) для мови Octave дозво-
ляє швидше виконувати матрично-векторнi операцiї в r-алгоритмах, нiж це
дозволяють оптимiзуючi опцiї компiлятора Фортрана. На сьогоднi програма
ralgb5 реалiзована О.П. Лиховидом на мовах С++, С# та використовується
в програмних iмплементацiях алгоритмiв для розв’язання рiзних задач нелi-
нiйного програмування.

У 2016 роцi по аналогiї з програмою ralgb5 була розроблена Octave-
програма ralgb4 [9]. Вона використовує метод (1.5)–(1.7), який реалiзує еко-
номну B-форму r-алгоритмiв. Octave-пpoгpaмa ralgb4 потребує 4n2 арифме-
тичних операцiй множення на кожнiй iтерацiї. Її обчислювальнi властиво-
стi виявилися близькими до обчислювальних властивостей програми ralgb5.
Octave-функцiї ralgb4 та ralgb5 можна використовувати як оптимiзацiйнi
ядра при реалiзацiї на мовi Octave алгоритмiв розв’язання задач нелiнiйно-
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го програмування. На їx основi легко розробляти оптимiзацiйнi ядра мовою
MATLAB для розв’язання обчислювальних задач, якi зводяться до проблем
мiнiмiзацiї негладких опуклих функцiй a6o гладких опуклих функцiй з яруж-
ною структурою поверхонь рiвня.

Octave-функцiї ralgb4 та ralgb5 можна легко переписати мовами Фор-
тран та С, використовуючи бiблiотеку базових пiдпрограм лiнiйної алгебри
BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms) a6o бiблiотеку математичних при-
кладних програм IntelR Math Kernel Library (IntelR MKL), якi оптимiзованi
пiд сучаснi обчислювальнi машини. Це дозволить значно пришвидшити мето-
ди для розв’язання громiздких задач (тисяча i бiльше змiнних), наприклад,
за рахунок використання обчислювальних потужностей графiчних процесо-
рiв, якi в декiлька разiв перевищують обчислювальнi потужностi класичних
процесорiв.

Зокрема, значне прискорення можна отримати використовуючи для роз-
рахункiв технологiю CUDA на графiчних прискорювачах.

Це пiдтверджує гiбридна реалiзацiя r-алгоритму [22], де скорочення часу,
яке досягається при розв’язаннi задач з 1000–8000 змiнними, варiюється вiд
14 до 18 разiв.

За допомогою програмних реалiзацiй r(α)-алгоритму з адаптивним кро-
ком можна знаходити досить точнi наближення до точки мiнiмуму опуклої
функцiї. Якщо коефiцiєнт розтягу простору вибрати таким, щоб вiн добре
узгоджувався з параметрами адаптивного регулювання кроку в напрямку
нормованого антисубградiєнта в перетвореному просторi змiнних, то для ви-
конання одних i тих самих критерiїв зупинки можна значно скоротити кiль-
кiсть iтерацiй i кiлькiсть обчислень значення функцiї i субградiєнта (градi-
єнта). Це залежить вiд конкретного виду функцiї, що мiнiмiзується, ступеня
її яружностi та масштабу змiнних.

1.5. Octave-функцiї ralgb5 та ralgb4

Програма ralgb5 знаходить наближення x∗r до точки мiнiмуму опуклої
функцiї f(x) вiд n змiнних, яка для r(α)-алгоритму з адаптивним регулю-
ванням кроку визначається такими вхiдними даними: стартова точка x0; ко-
ефiцiєнт розтягу простору α, параметри адаптивного регулювання кроку h0,
nh, q1 та q2; параметри зупинки εx, εg та maxitn.

Програма використовує Octave-функцiю function [f,g] = calcfg(x), яка
обчислює значення функцiї f(x) та її субградiєнта g = gf(x) в точцi x. Назва
функцiї calcfg(x) може бути довiльною, але такою, що не суперечить прави-
лам синтаксису мови Octave.
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Програма ralgb5 використовує такi вхiднi та вихiднi параметри:
% Input parameters:
% calcfg -- name of the function calcfg(x) for calculation of f and g
% x -- the starting point, x0(1:n) (it is modified in the program)
% alpha -- the value of coefficient of space dilation
% h0, nh, q1, q2 -- parameters of the adaptive step adjustment
% epsx, epsg, maxitn -- stop parameters
% Output parameters:
% xr -- a minimum point, which was found by the program, xr(1:n)
% fr -- the value of the function f at the point xr
% itn -- the number of iterations used by the program
% ncalls -- the number of function calcfg calls
% istop -- exit code (2 = epsg, 3 = epsx, 4 = maxitn, 5 = error)

Точка iтеративного процесу r(α)-алгоритму з адаптивним регулюванням
кроку приймається як точка xr, якщо найменше (рекордне) значення функ-
цiї fr = f(xr) було отримано в цiй точцi. Вона не обов’язково спiвпадає з
останньою точкою iтерацiйного процесу, i може бути одержана в результа-
тi одновимiрного пошуку мiнiмуму функцiї на будь-якiй попереднiй iтерацiї
процесу. Статус точки xr визначається за допомогою коду зупинки istop на
iтерацiї itn=k:

2 — завершити, якщо ‖gf(x̃k)‖ ≤ εg, де x̃k ∈ [xk, xk+1] (тут xr = x̃k i для
малого εg функцiя f(x) диференцiйовна в рекорднiй точцi xr);

3 — завершити, якщо ‖xk+1 − xk‖ ≤ εx (xr = xk+1, якщо значення f(xk+1)
менше, нiж значення функцiї в iнших точках iтеративного процесу);

4 — завершити, якщо itn > maxitn (процес перевищив максимальну кiль-
кiсть iтерацiй, а близькiсть точки xr до оптимальної точки x∗ можна
оцiнити за допомогою рiзницi значення fr вiд значень функцiї на остан-
нiх iтерацiях);

5 — завершити за умови, що за 500 крокiв одновимiрного пошуку iншi умови
зупинки не виконанi (ця зупинка вважається аварiйною).

Аварiйна зупинка може бути викликана або тим, що функцiя f(x) необме-
жена знизу, або тим, що початковий розмiр кроку h0 занадто малий i має
бути збiльшений.

Перша причина може бути наслiдком або того, що не виконана умова
lim‖x‖→∞ f(x) = +∞, або наявнiстю помилок в програмi для обчислення зна-
чення функцiї та її субградiєнта.

Помилка в обчисленнi значення функцiї є менш небезпечною (вона впливає
лише на визначення рекордної точки xr), нiж помилка в обчисленнi значення
субградiєнта (градiєнта), якi визначають одновимiрний напрямок спуску.
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Кiлькiсть крокiв (500) для одновимiрного пошуку обрано з тих мiркувань,
що для рекомендованого значення q2 = 1.1 розмiр кроку на поточнiй iтерацiї
можна збiльшити 106 разiв, якщо nh = 3, та 1010 разiв, якщо nh = 2; тому
друга причина аварiйної зупинки в результатi початкового вибору занадто
малого розмiру кроку h0 є малоймовiрною подiєю.

Програма ralgb5 є Octave-функцiєю, її код наведено нижче.

# Octave-function ralgb5 for Shor’s r-algorithm
function [xr,fr,itn,ncalls,istop] = ralgb5(calcfg,x,alpha,h0,q1, # row001

q2,nh,epsg,epsx,maxitn);
itn = 0; hs = h0; B = eye(length(x)); xr = x; # row002
ncalls = 1; [fr,g0] = calcfg(xr); # row003
printf("itn %4d f %14.6e fr %14.6e ls %2d ncalls %4d\n", # row004

itn, fr, fr, 0, ncalls);
if(norm(g0) < epsg) istop = 2; return; endif # row005
for (itn = 1:maxitn) # row006

dx = B * (g1 = B’ * g0)/norm(g1); # row007
d = 1; ls = 0; ddx = 0; # row008
while (d > 0) # row009

x -= hs * dx; ddx += hs * norm(dx); # row010
ncalls ++; [f, g1] = calcfg(x); # row011
if (f < fr) fr = f; xr = x; endif # row012
if(norm(g1) < epsg) istop = 2; return; endif # row013
ls ++; (mod(ls,nh)==0) && (hs *= q2); # row014
if(ls > 500) istop = 5; return; endif # row015
d = dx’ * g1; # row016

endwhile # row017
(ls == 1) && (hs *= q1); # row018
printf("itn %4d f %14.6e fr %14.6e ls %2d ncalls %4d\n", # row019

itn, f, fr, ls, ncalls);
if(ddx < epsx) istop = 3; return; endif # row020
xi = (dg = B’ * (g1 - g0) )/norm(dg); # row021
B += (1 / alpha - 1) * B * xi * xi’; # row022
g0 = g1; # row023

endfor # row024
istop = 4; # row025
endfunction # row026

Код складається з 26 рядкiв, i бiльшiсть iз них мiстить бiльше одного
Octave-оператора. Функцiонально вiн iдентичний коду ralgb5, який був пред-
ставлений в [21, с. 384–385], i єдиною вiдмiннiстю є перенумерацiя рядкiв та
незначне форматування тексту.

Код Octave-функцiї ralgb5 визначається за формулами (1.1)–(1.3) так, що
iтерацiйний процес виконується в циклi for (рядки 6–24), де для k-ї iтерацiї
субградiєнт gf(xk) зберiгається як вектор-стовпчик g0, а субградiєнт gf(xk+1)
зберiгається як вектор-стовпчик g1. Iтерацiю методу адаптивного регулюва-
ння кроку реалiзовано в рядках 8–18 на основi внутрiшнього циклу while,
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який зупиняється як як тiльки виконується умова завершення в напрямку
спуску, обчислена в рядку 7. У циклi while «рекорднi» точки та значення
функцiї оновлюються (рядок 12) та перевiряються двi умови зупинки: завер-
шення за нормою градiєнта εg (рядок 13) та аварiйна зупинка (рядок 14).
Рядок 19 надає на кожнiй iтерацiї такi данi: номер поточної iтерацiї itn, зна-
чення f, рекордне значення fr, кiлькiсть крокiв одновимiрного спуску ls на
поточнiй iтерацiї та загальна кiлькiсть програмних викликiв ncalls для обчи-
слення значення функцiї та її субградiєнта. Рядок 20 реалiзує умову зупинки
за аргументом, а в рядках 21–23 оновлюється матриця B та встановлюється
субградiєнт g0 для наступної iтерацiї. У рядках 2–5 iнiцiалiзуються значення,
необхiднi для запуску основного циклу for по iтерацiях (рядок 6).

Простота та прозорiсть коду Octave-функцiї ralgb5 дозволяє розробляти
на його основi оптимiзацiйнi ядра мовами Octave та MATLAB для розв’язання
обчислювальних задач, зведених до задач мiнiмiзацiї негладких опуклих фун-
кцiй або гладких опуклих функцiй з яружною структурою поверхонь рiвня.
Використання мови MATLAB у програмi ralgb5 вимагатиме модифiкацiї тих
операторiв мови Octave, якi не розпiзнаються мовою MATLAB. В Octave-кодi
функцiї ralgb5 це стосується двох операторiв з рядкiв 7 та 21. Якщо рядки
7 та 21 замiнити рядками

g1 = B’ * g0; g1 = g1 / norm(g1); dx = B * g1; # row007a
dg = B’ * (g1 - g0); xi = dg / norm(dg); # row021a

то модифiкований код функцiї ralgb5 буде iдентичним до коду, реалiзованого
мовою MATLAB.

При розробцi оптимiзацiйних ядер покращення програми ralgb5, якi при-
скорюють iтерацiйний процес для розв’язання задачi з заданою точнiстю,
вiдiграють важливу роль. Наприклад, якщо оптимальнi змiннi задачi мають
рiзний масштаб, то доцiльно використовувати одну з таких умов, щоб зупи-
нити процес:√√√√ n∑

i=1

(
|xik+1 − x

i
k|

|xik|+ 1

)2
≤ εx або max

i=1,n

|xik+1 − x
i
k|

|xik|+ 1
≤ δx.

Вони кращi за умову ‖xk+1 − xk‖ ≤ εx, оскiльки з урахуванням великих та
малих значень змiнних та їхнє використання з малими εx або δx вiдображати-
муть умову завершення для рiзномасштабованих змiнних бiльш адекватно та
не змiнюватимуть її, якщо змiннi мають однаковий масштаб. Кiнцевi умови у
формi рiзницi значень функцiї, що мiнiмiзується, вiд рекордного значення fr
допоможе прискорити завершення iтерацiйного процесу. Наприклад, якщо на
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останнiхm = n iтерацiях значення fr не покращується, то, ймовiрно, ми пере-
буваємо в достатнiй близькостi вiд точки мiнiмуму. Використовуючи цi умови
зупинки, метод ralgb5 можна прискорити у два-три рази, а якщо поєднати їх
з налаштуванням адаптивного кроку для певного сiмейства оптимiзацiйних
задач, то метод можна прискорити ще бiльше.

Програму ralgb5 легко перетворити на програму ralgb4, яка реалiзувати-
ме економну B-форму r-алгоритмiв згiдно з формулами (1.5)–(1.7).

Для цього достатньо замiнити чотири рядки (7, 21–23) у кодi функцiї
ralgb5 такими рядками:

dx = B*g0/norm(g0); # row007b
g1 = B’*g1; xi = g1 - g0; xi = xi /norm(xi); # row021b
B += (1 / alpha - 1) * B * xi * xi’; # row022b
g0 = g1 + (1 / alpha - 1) * xi * (xi’*g1); # row023b

Недолiком такої замiни є те, що вектор g1 перевизначається в рядку 21b
за допомогою оператора g1 = B ’* g1.

Щоб цього уникнути достатньо замiнити операцiї з вектором g1 операцiями
з вектором g у внутрiшньому циклi while (рядки 9–17), та замiнити оператор
присвоєння оператором g1 = B ’* g.

Цi доволi незначнi змiни в кодi програми ralgb5 дозволяють отримати
26-рядковий код Octave-функцiї ralgb4.

# Octave-function ralgb4 for Shor’s r-algorithm
function [xr,fr,itn,ncalls,istop] = ralgb4(calcfg,x,alpha,h0,q1, # row001

q2,nh,epsg,epsx,maxitn);
itn = 0; hs = h0; B = eye(length(x)); xr = x; # row002
ncalls = 1; [fr,g0] = calcfg(xr); # row003
printf("itn %4d f %16.8e fr %21.13e ls %2d ncalls %4d\n", # row004

itn, fr, fr, 0, ncalls);
if(norm(g0) < epsg) istop = 2; return; endif # row005
for (itn = 1:maxitn) # row006

dx = B*g0/norm(g0); # row007
d = 1; ls = 0; ddx = 0; # row008
while (d > 0) # row009

x -= hs * dx; ddx += hs * norm(dx); # row010
ncalls ++; [f, g] = calcfg(x); # row011
if (f < fr) fr = f; xr = x; endif # row012
if(norm(g) < epsg) istop = 2; return; endif # row013
ls ++; (mod(ls,nh)==0) && (hs *= q2); # row014
if(ls > 500) istop = 5; return; endif # row015
d = dx’ * g; # row016

endwhile # row017
(ls == 1) && (hs *= q1); # row018
printf("itn %4d f %16.8e fr %21.13e ls %2d ncalls %4d\n", # row019

itn, f, fr, ls, ncalls);
if(ddx < epsx) istop = 3; return; endif # row020
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g1=B’*g; xi = g1 - g0; xi = xi /norm(xi); # row021
B += (1 / alpha - 1) * B * xi * xi’; # row022
g0 = g1 + (1 / alpha - 1) * xi * (xi’*g1); # row023

endfor # row024
istop = 4; # row025
endfunction # row026

Цей код Octave-функцiї ralgb4 вiдповiдає iтерацiйному процесу (1.5)–(1.7),
який виконується в циклi for (рядки 6–24), де для k-ї iтерацiї субградi-
єнт gϕ(yk) = BTkgf(xk) зберiгається як вектор-стовпчик g0, а субградiєнт
gϕ(yk+1) = B

T
kgf(xk+1) зберiгається як вектор-стовпчик g1.

За допомогою програм ralgb5 та ralgb4 можна знайти досить точнi на-
ближення мiнiмуму опуклих функцiй.

За умови точного вибору значення коефiцiєнта розтягу α та значень па-
раметрiв адаптивного регулювання розмiру кроку h0, q1, nh та q2, можна
значно зменшити кiлькiсть iтерацiй, щоб задовольнити тi ж самi критерiї зу-
пинки. Це залежить вiд типу функцiї, яку потрiбно мiнiмiзувати, її яружної
структури та масштабу змiнних.

1.6. Обчислювальнi експерименти

У цьому пiдроздiлi ми описуємо результати трьох обчислювальних експе-
риментiв.

Перший експеримент пов’язаний з достатньо точним пошуком мiнiмуму
вiдомої кусково-квадратичної функцiї десяти змiнних — задачаmaxquad [23,
с. 151] з використанням програми ralgb5.

Другий експеримент пов’язаний з дослiдженням швидкостi збiжностi про-
грами ralgb5 для яружних опуклих функцiй 100 змiнних — квадратичної
функцiї (тестова задача quad) та кусково-лiнiйної функцiї (тестова задача
sabs) 100 змiнних.

Третiй експеримент пов’язаний з дослiдження часу роботи програм ralgb4
та ralgb5 при мiнiмiзацiї квадратичної функцiї (задача quad1) з рiзною кiль-
кiстю змiнних: при n = 250 ÷ 2000 з використанням бiблiотеки базових пiд-
програм лiнiйної алгебри BLAS та при n = 100 ÷ 800 без використання бiб-
лiотеки BLAS.

Обчислення проводились на комп’ютерi Pentium 3 GHz з операцiйною
системою Windows 7/32 та використанням GNU Octave 3.6.4 та на комп’ютерi
Pentium 2.5 ГГц з операцiйною системою Windows XP/32 з використанням
GNU Octave 3.0.0.
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Задача maxquad полягає в мiнiмiзацiї суттєво яружної негладкої функцiї
десяти змiнних:

f(x) = max
1≤k≤5

fk(x) = x
TAkx− b

T
kx, (1.20)

де Ak — симетрична матриця розмiрностi 10 × 10 така, що Akij =

ei/j cos(ij) sink, якщо i < j, та Akii = i| sink|/10 +
∑

j6=i |Akij|, i компонен-
ти вектора bk визначенi як bki = ei/k sin(ik). Початкова точка x0 — точка
(1, . . . , 1)T ∈ E10 зi значенням функцiї f(x0) = 5337.06643. У задачimaxquad
функцiя (1.20) має єдину точку мiнiмуму. Ми знаємо її досить хороша апро-
ксимацiя з точнiстю 10−15: f∗15 = −0.841408334596415.

Перший експеримент полягає в перевiрцi стабiльностi програми ralgb5 для
достатньо точного пошуку мiнiмуму функцiї maxquad для чотирьох коефi-
цiєнтiв α ∈ {2, 2.5, 3, 4} та трьох значень q1 ∈ {1.0, 0.9, 0.8}. Iншi параметри
для програми ralgb5 обранi таким чином: h0 = 1, nh = 3 та q2 = 1.1. Для ко-
жного q1 розв’язувалась послiдовнiсть з двадцяти чотирьох задач maxquad,
де кожна окрема задача визначалася комбiнацiєю одного з чотирьох значень
коефiцiєнта розтягу простору α ∈ {2, 2.5, 3, 4} та одного з шести значень пара-
метра зупинки εx ∈ {10−10, 10−9, . . . , 10−5}. Розв’язки, одержанi за допомогою
програми ralgb5, для всiх трьох послiдовностей з 24 задач (перша послiдов-
нiсть вiдповiдає q1 = 1.0, друга — q1 = 0.9, третя — q1 = 0.8) наведено в
таблицi 1.2, де itn — кiлькiсть iтерацiй, nfg — кiлькiсть обчислень значення
функцiї та її субградiєнта, fr − f∗ — рiзниця мiж рекордним значенням fr та
значенням f∗15.

З таблицi 1.2 видно, що послiдовне зменшення εx у 10 разiв не призводить
до раптового збiльшення кiлькостi iтерацiй, що свiдчить про стабiльнiсть ме-
тоду ralgb5 в контекстi достатньо точного пошуку мiнiмуму.

Якщо εx = 10−10, то для всiх коефiцiєнтiв розтягу простору α ∈ {2, 2.5, 3, 4}

та значень параметра q1 ∈ {1.0, 0.9, 0.8} мiнiмумmaxquad знайдено з точнiс-
тю до чотирнадцяти–п’ятнадцяти цифр пiсля коми, що позначено значеннями
в стовпчиках fr − f∗.

Якщо q1 = 1.0, то найменше itn = 180 i nfg = 274, i вони отриманi при
значеннi коефiцiєнта розтягу простору α = 4.

Якщо q1 = 0.9, то найменше itn = 142 i nfg = 201, i вони отриманi при
значеннi коефiцiєнта розтягу α = 2.5.

Якщо q1 = 0.8, то найменше itn = 110 i nfg = 176, i вони отриманi при
значеннi коефiцiєнта розтягу α = 2.

При пошуку мiнiмуму функцiї maxquad з точнiстю 1.3 × 10−7 найменшi
обчислювальнi витрати на метод ralgb5 реалiзуються при α = 2 i q1 = 0.8,
де itn = 68 i nfg = 114.
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α = 2.0, q1 = 1.0 α = 2.0, q1 = 0.9 α = 2.0, q1 = 0.8
εx itn nfg fr − f

∗ itn nfg fr − f
∗ itn nfg fr − f

∗

1.0e-05 148 164 4.8e-07 80 101 5.8e-08 68 114 1.3e-07
1.0e-06 175 195 3.1e-08 86 107 9.4e-09 71 120 3.7e-08
1.0e-07 211 236 5.9e-10 99 122 6.4e-10 80 135 3.6e-09
1.0e-08 240 267 3.9e-11 105 130 2.1e-10 102 167 8.6e-12
1.0e-09 278 309 5.8e-13 125 153 1.2e-12 105 170 2.3e-12
1.0e-10 330 368 2.0e-15 145 181 1.4e-14 110 176 9.1e-14

α = 2.5, q1 = 1.0 α = 2.5, q1 = 0.9 α = 2.5, q1 = 0.8
εx itn nfg fr − f

∗ itn nfg fr − f
∗ itn nfg fr − f

∗

1.0e-05 116 136 3.4e-07 81 121 6.0e-08 68 148 5.2e-07
1.0e-06 130 152 4.1e-08 81 121 6.0e-08 77 161 1.2e-08
1.0e-07 158 185 8.1e-10 94 139 4.0e-09 86 174 9.4e-10
1.0e-08 185 217 3.0e-11 114 165 1.4e-11 96 190 6.3e-11
1.0e-09 212 246 5.0e-13 120 172 3.1e-12 104 201 3.7e-12
1.0e-10 252 296 2.2e-15 142 201 1.9e-14 123 232 5.7e-15

α = 3.0, q1 = 1.0 α = 3.0, q1 = 0.9 α = 3.0, q1 = 0.8
εx itn nfg fr − f

∗ itn nfg fr − f
∗ itn nfg fr − f

∗

1.0e-05 90 124 1.7e-06 75 116 7.6e-08 73 156 1.0e-07
1.0e-06 107 144 1.0e-07 85 132 8.7e-09 85 180 4.0e-09
1.0e-07 133 179 7.3e-10 85 132 8.7e-09 95 200 3.3e-10
1.0e-08 159 211 2.4e-11 104 161 1.3e-10 104 217 2.7e-11
1.0e-09 185 247 4.6e-13 131 205 1.4e-13 118 241 5.2e-13
1.0e-10 223 294 3.3e-16 154 243 7.8e-16 127 257 5.4e-14

α = 4.0, q1 = 1.0 α = 4.0, q1 = 0.9 α = 4.0, q1 = 0.8
εx itn nfg fr − f

∗ itn nfg fr − f
∗ itn nfg fr − f

∗

1.0e-05 87 132 2.6e-07 64 110 9.6e-07 63 153 3.3e-07
1.0e-06 102 153 2.0e-08 79 138 1.6e-08 75 175 9.2e-09
1.0e-07 114 174 1.2e-09 91 161 6.8e-10 75 175 9.2e-09
1.0e-08 141 218 5.9e-12 102 184 5.7e-11 96 219 3.8e-12
1.0e-09 154 237 6.9e-13 116 208 2.6e-12 106 236 2.6e-13
1.0e-10 180 274 5.1e-15 152 275 3.3e-16 114 253 1.0e-14

Таблиця 1.2. Результати роботи програми ralgb5 для задачi maxquad (n = 10)

Другий експеримент пов’язаний з дослiдженням швидкостi збiжностi про-
грами ralgb5 для мiнiмiзацiї двох яружних опуклих функцiй ста змiнних.
Перша функцiя є квадратичною i має такий вигляд:

f1(x) =

100∑
i=1

(1.2)i−1(xi − 1)
2, f∗1 = f1(x

∗) = 0, x∗ = (1, 1, . . . , 1)T . (1.21)

Друга функцiя кусково-лiнiйна i має такий вигляд:

f2(x) =

100∑
i=1

(1.2)i−1|xi − 1|, f∗2 = f2(x
∗) = 0, x∗ = (1, 1, . . . , 1)T , (1.22)
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де |a| — модуль a. Обидвi функцiї яружнi, оскiльки коефiцiєнти (xi − 1)
2 та

|xi−1|, i = 1, 100, утворюють геометричну прогресiю зi знаменником q = 1.2,
в якiй найменший коефiцiєнт дорiвнює (1.2)0 = 1, а найбiльший коефiцiєнт
дорiвнює (1.2)99 ≈ 6.9015e+ 07.

Задачу мiнiмiзацiї квадратичної функцiї (1.21) назвемо quad, а задачу мi-
нiмiзацiї кусково-лiнiйної функцiї (1.22) назвемо sabs.

У другому експериментi розв’язуються п’ятнадцять задач quad i п’ятнад-
цять задач sabs за допомогою програми ralgb5, де кожна окрема задача
визначається комбiнацiєю одного з трьох значень коефiцiєнта розтягу про-
стору α ∈ {2, 3, 4} та одним з п’яти значень коефiцiєнта зменшення кроку
q1 ∈ {1.0, 0.95, 0.9, 0.85, 0.8}. Початкова точка x0 = (0, 0, . . . , 0)T , в якiй зна-
чення обох функцiй збiгаються: f1(x0) = f2(x0) ≈ 4.140899e+ 008.

Iншi параметри r(α)-алгоритму вибираються такими: h0 = 10 (значення
розмiру початкового кроку дорiвнює ‖x0 − x∗‖, що є вiдстанню вiд стартової
точки x0 до точки мiнiмуму x∗), nh = 3 та q2 = 1.1, εx = 10−6, εg = 10−15,
maxitn = 5000.

Тут параметр зупинки εg обирається апрiорно великим для зупинки робо-
ти програми ralgb5 для квадратичної функцiї за умовою ‖xx+1 − xk‖ ≤ 10−6.
Цього достатньо, щоб зменшити рiзницю мiж рекордним та мiнiмальним зна-
ченнями функцiї на 18-20 порядкiв для гладкої функцiї f1(x) та на 13-14
порядкiв для негладкої функцiї f2(x).

Результати другого експерименту наведено в таблицi 1.3, де: itn — число
iтерацiй; nfg — кiлькiсть обчислень значення функцiї та її субградiєнта; fr−f∗1
та fr− f∗2 — рiзницi мiж рекордними значеннями функцiї fr та оптимальними
значеннями f∗1, f

∗
2; ‖xr − x∗‖ — норма рiзницi рекордною точкою xr та точкою

мiнiмуму x∗ функцiї fr.
З наведеної нижче таблицi 1.3 видно, що при α = 4 та q1 = 0.95 кiлькiсть

iтерацiй r(α)-алгоритму дуже добре узгоджується з теоретичними висновка-
ми зi статтi [7]: «В рамках сiмейства субградiєнтних методiв з розтягом про-
стору в напрямку рiзницi двох послiдовних субградiєнтiв одержано досить
ефективнi реалiзацiї r-алгоритмiв. Кiлькiсть iтерацiй для знаходження опти-
мального значення f∗ з точнiстю ε для функцiй n змiнних можна оцiнити
емпiрично як N = O

(
n log 1

ε

)
. Розробленi модифiкацiї r-алгоритму є ефе-

ктивними iнструментами для мiнiмiзацiї опуклих негладких функцiй. Для
мiнiмiзацiї гладких функцiй вони конкурували з найбiльш успiшними реалi-
зацiями методiв спряжених напрямкiв та методiв квазiньютонiвського типу».

Якщо α = 2 та q1 = 0.8 ÷ 0.9, то програма ralgb5 «заклинює», не дося-
гаючи мiнiмальної точки для задачi sabs, яка вiдповiдає рекомендацiям «не
слiд сильно зменшувати розмiр кроку при мiнiмiзацiї негладких функцiй».

33



sabs, α = 2.0 sabs, α = 3.0
q1 itn nfg fr − f

∗
1 ‖xr − x∗‖ itn nfg fr − f

∗
1 ‖xr − x∗‖

1.00 2654 3197 1.7e-12 3.0e-07 3605 4808 9.6e-13 2.7e-07
0.95 559 850 1.2e-10 5.3e-07 430 591 1.9e-10 1.5e-06
0.90 507 912 1.3e-10 8.4e-07 371 623 1.4e-10 2.0e-06
0.85 497 989 2.2e-10 4.8e-06 356 655 1.2e-10 9.3e-07
0.80 502 1024 3.8e-11 5.3e-06 355 687 4.6e-11 8.8e-07

sabs, α = 4.0 quad, α = 2.0
q1 itn nfg fr − f

∗
1 ‖xr − x∗‖ itn nfg fr − f

∗
2 ‖xr − x∗‖

1.00 2439 4086 7.2e-12 5.0e-07 3277 3286 7.1e-05 1.1e-06
0.95 390 513 1.7e-11 8.0e-07 1672 3046 3.2e-05 4.6e-07
0.90 345 553 1.7e-11 1.2e-06 156 168 4.4e+05 7.6e+00
0.85 304 541 1.1e-10 6.7e-07 106 119 7.7e+05 7.8e+00
0.80 295 557 3.7e-10 2.3e-06 92 116 8.8e+05 7.9e+00

quad, α = 3.0 quad, α = 4.0
q1 itn nfg fr − f

∗
2 ‖xr − x∗‖ itn nfg fr − f

∗
2 ‖xr − x∗‖

1.00 2151 2177 6.1e-05 5.0e-07 1726 1759 5.4e-05 7.2e-07
0.95 1082 1906 3.4e-05 6.5e-07 848 1467 6.3e-05 1.2e-06
0.90 1019 2065 4.3e-05 1.0e-06 822 1613 1.1e-04 6.8e-06
0.85 1020 2184 3.4e-04 3.4e-06 842 1723 5.0e-04 3.3e-05
0.80 1009 2241 1.2e-04 2.8e-05 808 1732 1.9e-04 5.2e-06

Таблиця 1.3. Результати роботи програми ralgb5 для задач sabs та quad(n = 100)

Для яружної негладкої функцiї зменшення розмiру кроку необхiдно вико-
нати так, щоб вiн вiдповiдав «достатньому» розтягу простору вздовж iсто-
тних поперечних напрямкiв до дна яру.

Третiй обчислювальний експеримент присвячений дослiдженню обчислю-
вальних витрат часу програмами ralgb4 та ralgb5 при мiнiмiзацiї опуклої
квадратичної функцiї

f3(x) =
1

2

n∑
i=1

wi(xi − 1)
2, f∗3 = f3(x

∗) = 0, x∗ = (1, 1, . . . , 1)T , (1.23)

де коефiцiєнти wi = ωi−1 вибираються так, що w1 = 1 та wn = 106.
Функцiя (1.23) яружна, i ступiнь її яружностi визначається вiдношенням

w1/wn = 10−6.
Обчислення значення функцiї (1.23) та її градiєнта реалiзує Octave-функцiя

function [f,g] = quad1(x)
global w
temp=x-ones(length(x),1);
g=w.*temp; f=0.5*sum(g.*temp);
endfunction

яка потребує лише 2n множень. Це означає, що обчислення значення функцiї
та її градiєнта вимагає незначних обчислювальних витрат на одну iтерацiю
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як порiвняти з обчислювальними витратами програми ralgb5 (потребує 5n2

операцiй множення) та ralgb4 (потребує 5n2 операцiй множення).
Задачу мiнiмiзацiї функцiї (1.23) надалi будемо називати quad1. Тут поча-

ткова точка x0 = (0, 0, . . . , 0)T , а параметри r(α)-алгоритму вибираються так:
α = 4, h0 =

√
n (значення початкового розмiру кроку дорiвнює ‖x0 − x∗‖, що

є вiдстанню вiд початкової точки x0 до точки мiнiмуму x∗), q1 = 0.9, nh = 3,
q2 = 1.1, εx = 10−6, εg = 10−15, maxitn = 5000.

Третiй експеримент полягає у розв’язуванi серiї задач quad1 з рiзною
кiлькiстю змiнних: n = 250 ÷ 2000 з використанням бiблiотеки BLAS та
n = 100÷ 800, якщо бiблiотека BLAS не використовується.

Результати розрахункiв наведено в таблицях 1.4 та 1.5, де t1 — час розв’я-
зання задачi quad1 програмою ralgb5, t2 — час розв’язання задачi quad1
програмою ralgb4, fr − f∗3 — рiзниця мiж рекордним значенням fr та опти-
мальним значенням f∗3, ‖xr − x∗‖ — норма рiзницi мiж рекордною точкою xr
та мiнiмальною точкою x∗.

GNU Octave 3.6.4 з BLAS, Pentium 3 GHz, Windows 7/32
ralgb5

n t1/t2 itn nfg fr − f
∗
3 ‖xr − x∗‖ t1 (sec)

250 1.09 463 787 7.4e-11 1.4e-06 0.25
500 9.99 786 1428 4.3e-10 2.6e-05 2.31
750 1.04 1064 1984 3.7e-10 2.6e-05 7.30
1000 1.04 1319 2495 8.0e-10 3.5e-05 16.46
1250 1.03 1578 3010 8.4e-10 3.8e-05 28.60
1500 1.03 1832 3517 1.1e-09 4.3e-05 48.58
1750 1.04 2086 4020 9.8e-10 4.2e-05 71.12
2000 1.04 2337 4521 9.5e-10 4.1e-05 105.67

ralgb4
n t1/t2 itn nfg fr − f

∗
3 ‖xr − x∗‖ t2 (sec)

250 1.09 463 785 5.2e-11 2.2e-06 0.23
500 9.99 788 1433 3.4e-10 2.2e-05 2.31
750 1.04 1056 1964 6.6e-10 3.4e-05 7.00
1000 1.04 1315 2491 1.0e-09 4.2e-05 15.90
1250 1.03 1579 3013 8.9e-10 3.6e-05 27.72
1500 1.03 1831 3514 1.1e-09 4.3e-05 47.01
1750 1.04 2083 4013 1.2e-09 4.6e-05 68.55
2000 1.04 2337 4520 1.0e-09 4.2e-05 105.99

Таблиця 1.4. Результати роботи програм ralgb5 i ralgb4 для задач quad1 з бiблiотекою BLAS

Зi стовпця t1/t2 таблиць 1.4 та 1.5 можна побачити, що якщо використо-
вується бiблiотека BLAS, то програма ralgb4 швидша за програму ralgb5
не бiльше нiж на 4%, тому iстотної переваги у швидкостi немає. Якщо ж
бiблiотека BLAS не використовується, перевага в часi для програми ralgb4
становить вiд 18% до 36%.
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Тут вiдношення t1/t2 добре спiввiдноситься зi значенням 5/4 = 1.20, що
зумовлено економiєю n2 множень на кожнiй iтерацiї програми ralgb4.

Використовуючи бiблiотеку BLAS, цiлком реально розв’язати задачу
мiнiмiзацiї функцiї тисяч змiнних на Pentium 3 GHz приблизно за 30 секунд.
Це пiдтверджується часом роботи програм ralgb5 i ralgb4 для задачi quad1
з n = 1000, що становить приблизно 16 секунд.

GNU Octave 3.0.0 без BLAS, Pentium 2.5 GHz, Windows XP/32
ralgb5

n t1/t2 itn nfg fr − f
∗
3 ‖xr − x∗‖ t1 (sec)

100 1.18 250 368 3.7e-11 1.3e-06 0.22
200 1.22 394 648 3.3e-11 6.2e-07 0.73
300 1.25 542 940 4.3e-11 2.1e-06 3.46
400 1.31 668 1190 2.1e-10 1.7e-05 8.43
500 1.28 788 1431 3.4e-10 2.3e-05 15.52
600 1.27 895 1647 6.3e-10 3.0e-05 30.43
700 1.36 1002 1859 7.2e-10 3.5e-05 40.29
800 1.29 1107 2073 9.2e-10 3.8e-05 54.76

ralgb4
n t1/t2 itn nfg fr − f

∗
3 ‖xr − x∗‖ t2 (sec)

100 1.18 250 368 3.7e-11 1.3e-06 0.18
200 1.22 394 648 3.5e-11 6.3e-07 0.60
300 1.25 541 937 3.2e-11 3.0e-06 2.77
400 1.31 668 1189 1.9e-10 1.6e-05 6.41
500 1.28 785 1425 3.1e-10 2.3e-05 12.17
600 1.27 894 1646 7.1e-10 3.2e-05 23.90
700 1.36 1003 1863 7.5e-10 3.5e-05 29.59
800 1.29 1108 2072 7.1e-10 3.6e-05 42.31

Таблиця 1.5. Результати роботи програм ralgb5 i ralgb4 для задач quad1 без бiблiотеки BLAS

Швидший час роботи обох програм на Pentium 3 GHz пов’язаний з дво-
ма факторами. По-перше, швидкiсть обчислень Pentium 3 ГГц бiльша, нiж
швидкiсть обчислень Pentium 2.5 ГГц. По-друге, GNU Octave версiї 3.6.4 з
бiблiотекою BLAS використовує всi чотири процесорних ядра Pentium 3 ГГц.

На сучасних комп’ютерах з великою кiлькiстю ядер обидвi програми мо-
жуть працювати ще швидше, дозволяючи використовувати r(α)-алгоритми
для розв’язання задач великої розмiрностi (з кiлькома тисячами змiнних).

Слiд зазначити, що застосування r(α)-алгоритму з адаптивним налашту-
ванням розмiру кроку може бути дуже успiшним для мiнiмiзацiї неопуклих
багатоекстремальних функцiй.

Тут адаптивне регулювання розмiру кроку полегшує «пропуск» нечут-
ливих локальних мiнiмумiв, тим самим збiльшуючи ймовiрнiсть знаходження
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локального мiнiмуму, де значення функцiї менше, нiж у локальному околi по-
чаткової точки. Це пiдтверджено результатами чисельних експериментiв для
збалансованої задачi упаковки кругiв [24].

Модифiкацiї r(α)-алгоритму також були успiшно застосованi для розв’я-
зування багатоекстремальних задач у системах пiдтримки прийняття рiшень
для планування структурно-технологiчних змiн у перехiднiй економiцi [25,26].

1.7. Висновки

У сiмействi субградiєнтних методiв з розтягом простору в напрямку рiзни-
цi двох послiдовних субградiєнтiв розроблено досить ефективнi програмнi
реалiзацiї r-алгоритмiв.

Кiлькiсть iтерацiй для пошуку мiнiмального значення f∗ з точнiстю ε для
опуклих функцiй вiд n змiнних оцiнюється емпiрично як N = O

(
n log 1

ε

)
.

Розробленi модифiкацiї r-алгоритмiв можна використовувати для мiнiмiза-
цiї опуклих негладких функцiй для рiзних областей застосування. Оскiльки
гладкi функцiї з градiєнтами, якi дуже швидко змiнюються, подiбнi за сво-
їми властивостями до негладких функцiй, r-алгоритми мають прискорену
збiжнiсть при оптимiзацiї гладких яружних функцiй. У мiнiмiзацiї гладких
функцiй вони були конкурентоспроможними з найбiльш успiшними реалiза-
цiями методiв спряжених напрямiв та методiв квазiньютонiвського типу.

Octave-функцiї ralgb5 та ralgb4 можна використовувати як оптимiзацiй-
нi ядра в реалiзацiї алгоритмiв нелiнiйного програмування мовою Octave.
На основi цього легко розробити оптимiзацiйнi ядра мовою MATLAB для
розв’язання обчислювальних задач, якi зводяться до мiнiмiзацiї негладких
опуклих функцiй або гладких опуклих функцiй з яружною структурою по-
верхонь рiвня. Octave-функцiї ralgb5 та ralgb4 можна легко переписати мо-
вами Фортран та C, використовуючи бiблiотеку базових пiдпрограм лiнiй-
ної алгебри BLAS або бiблiотеку математичних прикладних програм IntelR
Math application Kernel Library (IntelR MKL), якi оптимiзованi для сучасних
комп’ютерiв. Це може значно прискорити методи розв’язання задач великої
розмiрностi (якi мають тисячу й бiльше змiнних).

За допомогою програм ralgb5 та ralgb4 можна знайти досить точне на-
ближення до мiнiмуму опуклої функцiї. Якщо коефiцiєнт розтягу простору
вибраний таким, що добре узгоджується з параметрами адаптивного нала-
штування розмiру кроку в напрямку нормалiзованого антисубградiєнта в пе-
ретвореному просторi змiнних, то можна значно скоротити кiлькiсть iтерацiй
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та кiлькiсть обчислень значень функцiї та субградiєнта (градiєнта), задоволь-
няючи однаковi критерiї зупинки. Це залежить вiд типу функцiї, яка мiнiмi-
зується, ступеню її яружностi та масштабу змiнних.

r-Алгоритми вiдiграли важливу роль у розробцi програмних пакетiв [27].
Програми, якi використовують r-алгоритми, були включенi в програмнi па-
кети ПЛАНЕР, ДИСПРО та ДИСНЕЛ, розробленi в Iнститутi кiбернетики в
1980-х роках для серiї комп’ютерних мейнфреймiв. У цих пакетах реалiзовано
широкий спектр оптимiзацiйних методiв для розв’язання задач оптимального
планування, проєктування та управлiння, розмiщення та реконструкцiї виро-
бничих примiщень, проектування iнженерних пристроїв i машин, планування
робiт з обмеженими ресурсами. Цiлi, класи задач, системне та алгоритмiчне
забезпечення програмного забезпечення ДИСПРО-3 описано в [28]. Там вико-
ристовувалися реалiзацiї r-алгоритмiв в основному для розв’язання пiдзадач
оцiнки в методi гiлок та меж для спецiальних класiв дискретних задач.
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Роздiл 2

Негладкi задачi регресiї

2.1. Вступ

При побудовi регресiйних моделей на практицi часто трапляються ситуацiї,
коли наявна залежнiсть мiж певними факторами (чи групами факторiв) в
дослiджуваних даних. Зазвичай, iнформацiя про предметну область дозволяє
виявити та видалити фактори, якi не мають незалежного впливу на залежну
змiнну. Тим не менш, у загальному випадку такi залежностi виявити досить
важко, тому доцiльним є використання рiзних пiдходiв для їхнього виявлення
та зменшення їхнього впливу на якiсть прогнозiв моделi.

Одним iз найпопулярнiших пiдходiв такого роду є `1-регуляризацiя, яка до-
зволяє встановити параметри моделi, якi вiдповiдають залежним стовпцям,
рiвними нулю. Основною проблемою, яка виникає при застосуваннi цього пiд-
ходу, є перехiд вiд гладкої задачi оптимiзацiї до негладкої. Такий перехiд
вимагає використання методiв негладкої оптимiзацiї для отримання точного
розв’язку. У цьому може допомогти застосування класичного методу елiп-
соїдiв [29–31] для розв’язання вiдповiдної негладкої регресiйної задачi. Цiй
тематицi присвячено роботи [32, 33], де розглядається задача знаходження
параметрiв лiнiйної регресiйної моделi з `1-регуляризацiєю та критерiєм суми
модулiв нев’язок (вiдхилень прогнозних значень вiд реальних) в степенi з по-
казником p, який задовольняє умовi 1 ≤ p ≤ 2, та алгоритм її вирiшення за
допомогою класичного методу елiпсоїдiв. Алгоритм програмно реалiзовано
Octave програмою emlmpr [34].

Нижче у пiдроздiлi 2.2 наведено опис негладкої задачi лiнiйної регресiй-
ної моделi з `1-регуляризацiєю, а у пiдроздiлi 2.3 запропонований алгоритм
emlmpr для її розв’язання та описанi обчислювальнi експерименти, якi де-
монструють: час розв’язання задачi за допомогою emlmpr; стiйкiсть кри-
терiю найменшої суми модулiв нев’язок, якщо показник степенi p близький
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до одиницi; ефект `1-регуляризацiї щодо якостi отриманих розв’язкiв для си-
туацiї, коли регресiйна модель мiстить лiнiйно залежнi характеристики. У
бiльшостi ситуацiй лiнiйних моделей бiльш нiж достатньо для розв’язання
регресiйних задач що виникають у рiзних галузях [35]. Однак деякi засто-
сування вимагають використання моделей складнiшого виду, особливо коли
певна нелiнiйна залежнiсть мiж змiнними вiдома заздалегiдь або ж чiтко про-
слiдковується у дослiдних даних. У пiдроздiлi 2.4 дослiджено одну iз задач
непараметричної регресiї — задачу пошуку найкращого наближення квадра-
тичної функцiї з умовою на увiгнутiсть або опуклiсть за критерiєм найменшої
суми модулiв вiдхилень прогнозних значень вiд реальних в степенi p. Умова
увiгнутостi (опуклостi) формулюється з використанням максимального (мi-
нiмального) власного числа симетричної матрицi. Обговорюються питання
унiкальностi та нетривiальностi наближення моделi, якi зазвичай виника-
ють на практицi. Для визначення параметрiв моделi запропоновано алгоритм
emqflmp [36] на основi методу елiпсоїдiв, у пiдроздiлi 2.5 наведено його опис
та обчислювальнi експерименти, якi демонструють: роботу запропонованого
алгоритму у порiвняннi iз методами з бiблiотеки scikit-learn [37] мови про-
грамування Python для задачi апроксимацiї згенерованих дослiдних даних
довiльною квадратичною функцiєю; важливiсть апрiорного знання про тип
квадратичної залежностi мiж факторами та залежною змiнною для побудо-
ви кращої апроксимацiї дослiдних даних по малiй їх пiдвибiрцi; застосування
описаного пiдходу для розв’язання двох економiчних задач iз [38].

Основнi результати роздiлу опублiковано в роботах [32,33,36,39].

2.2. Лiнiйна регресiйна модель з `1-регуляризацiєю

Розглянемо задачу визначення n невiдомих параметрiв x1, . . . , xn за зада-
ними m спостереженнями

(ai, yi) , ai = (ai1, ai2, . . . , ain)
> ∈ Rn, yi ∈ R, i = 1,m,

якi пов’язанi мiж собою спiввiдношенням

yi =

n∑
j=1

aijxj + εi, i = 1,m, (2.1)

де aij — вiдомi коефiцiєнти, εi — невiдомi випадковi величини.

Рiвнiсть (2.1) можна записати у матричнiй формi:

y = Ax+ ε, (2.2)
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де y = (y1, . . . , ym)
> ∈ Rm та ε = (ε1, . . . , εm)

> ∈ Rm — m-вимiрнi вектори,
A — m × n-матриця, а x = (x1, . . . , xn)

> ∈ Rn — n-вимiрний вектор, який
необхiдно оцiнити.

Метод найменших модулiв у степенi p (вiдповiдає знаходженню невiдомого
вектора x∗p згiдно з критерiєм найменших модулiв у степенi p, де 1 ≤ p ≤ 2)
це задача математичного програмування:

f∗ = f
(
x∗p
)
= min
x∈Rn

f(x) =
m∑
i=1

∣∣∣∣∣∣yi −
n∑
j=1

aijxj

∣∣∣∣∣∣
p, (2.3)

де | · | — модуль (абсолютна величина) числа. Функцiя f(x) негладка, якщо
p = 1 та гладка якщо p > 1.

Задача (2.3) — це задача безумовної мiнiмiзацiї опуклої функцiї f(x), суб-
градiєнт якої в точцi x обчислюється за формулою

gf (x) =


p
∑m

i=1

∣∣∣∑n
j=1 aijxj − yi

∣∣∣p−1 sign(∑n
j=1 aijxj − yi

)
ai1,

. . .

p
∑m

i=1

∣∣∣∑n
j=1 aijxj − yi

∣∣∣p−1 sign(∑n
j=1 aijxj − yi

)
ain.

(2.4)

Якщо p = 1, то задачу (2.3) можна сформулювати як задачу математичного

програмування:

f∗1 = min
x∈Rn

f1(x) =
m∑
i=1

∣∣∣∣∣∣yi −
n∑
j=1

aijxj

∣∣∣∣∣∣
. (2.5)

Задача (2.5) — це задача безумовної мiнiмiзацiї опуклої кусково-лiнiйної
функцiї f1(x). Вона вiдповiдає методу найменших модулiв, який є робастним
до аномальних спостережень [40,41]. Задачу знаходження найкращого згiдно
з критерiєм найменших модулiв вектора x∗, де x∗ — це розв’язок задачi (2.5),
можна сформулювати як вiдповiдну задачу лiнiйного програмування: знайти

f∗1 = min
z∈Rn, z≥0

n∑
i=1

zi (2.6)

за обмежень

yi −

n∑
j=1

aijxj ≤ zi, −yi +

n∑
j=1

aijxj ≤ zi, i = 1,m. (2.7)
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Для розв’язання задачi (2.6), (2.7) можна використати вiдповiднi стандар-
тнi методи розв’язання задач лiнiйного програмування.

При знаходженнi вектора x∗ знаходяться також оптимальнi значення ве-
ктора z = (z∗1, . . . , z

∗
m)
>, елементи якого визначають оцiнки для незалежних

випадкових величин εi, i = 1,m.

Якщо p = 2, та основну екстремальну задачу (2.3) можна записати як
задачу математичного програмування:

f∗2 = min
x∈Rn

f2(x) =
m∑
i=1

yi − n∑
j=1

aijxj

2
. (2.8)

Задача (2.8) — це задача безумовної мiнiмiзацiї опуклої квадратичної функ-
цiї f2(x). Вона вiдповiдає методу найменших квадратiв. Якщо рядки ма-
трицi A лiнiйно незалежнi, тодi задача (2.8) має аналiтичний розв’язок
x∗ =

(
A>A

)−1
A>y. Якщо ж рядки матрицi A лiнiйно залежнi, або n > m —

аналiтичний розв’язок отримати неможливо i необхiдно використовувати ме-
тоди балансування моделi, зокрема, регуляризацiю.

Розглянемо задачу (2.3) з `1-регуляризацiєю:

f∗p = fp
(
x∗p
)
= min
x∈Rn

fp(x) =
m∑
i=1

∣∣∣∣∣∣yi −
n∑
j=1

aijxj

∣∣∣∣∣∣
p

+ λ

n∑
j=1

|xj|

. (2.9)

Задача (2.9) — це задача безумовної мiнiмiзацiї опуклої кусково-лiнiйної
функцiї fp(x). Тут λ — це регуляризацiйний параметр, i якщо λ = 0 функцiя
fp(x) спiвпадає з функцiєю f(x).

Формула для обчислення субградiєнта функцiї fp(x) в точцi x така:

gfp (x) = gf (x) + λ · sign (x) , (2.10)

де gf (x) обчислюється за формулою (2.4).

Для розв’язання задачi (2.9) можна використати метод елiпсоїдiв [42], ре-
алiзований програмою emshor [30]. Далi застосуємо його для задачi мiнiмi-
зацiї функцiї fp(x), зважаючи на те, що її точку мiнiмуму x∗p локалiзовано в
n-вимiрнiй кулi з радiусом r0 i центром в точцi x0 ∈ Rn, тобто

∥∥x0 − x∗p∥∥ ≤ r0.
Алгоритм носить назву emlmpr (ellipsoid method least moduli powered to p
with regularization). Його опис наведено нижче.
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2.3. Алгоритм emlmpr та обчислювальнi експерименти

Вхiдними параметрами алгоритму є p ∈ [1, 2] — степiнь `p критерiю, регу-
ляризацiйний параметр λ ≥ 0 та εf > 0 — точнiсть, з якою необхiдно знайти
f∗p = fp

(
x∗p
)
.

Iнiцiалiзацiя. Розглянемо n × n-матрицю B та установимо B0 = In, де
In – одинична n × n-матриця. Перейдемо до першої iтерацiї алгоритму зi
значеннями x0, r0 та B0.

Нехай на k-iй iтерацiї знайдено xk ∈ Rn, rk, Bk. Перехiд до iтерацiї k + 1
полягає у виконаннi такої послiдовностi дiй.
Крок 1. Обчислити fp (xk) та субградiєнт gfp (xk) в точцi xk за формулою

(2.10). Якщо rk
∥∥B>k gfp (xk)∥∥ ≤ εf, тодi ЗУПИНКА: k∗ = k та x∗p = xk. Iнакше,

переходимо до кроку 2.
Крок 2. Покласти ξk :=

B>k gfp(xk)

‖B>k gfp(xk)‖
.

Крок 3. Обчислити наступну точку xk+1 := xk − hkBkξk, де hk := 1
n+1rk.

Крок 4. Обчислити Bk+1 := Bk+
(√

n−1
n+1 − 1

)
(Bkξk) ξ

>
k та rk+1 := rk n√

n2−1
.

Крок 5. Перейти до iтерацiї k+ 1 зi значеннями xk+1, rk+1, Bk+1.

Теорема 2.1. Послiдовнiсть точок {xk}
k∗

k=0 задовольняє такiй нерiвностi:∥∥B−1
k

(
xk − x

∗
p

)∥∥ ≤ rk, k = 0, 1, 2, . . . , k∗.

На кожнiй iтерацiї k > 0 величина qn — коефiцiєнт зменшення об’єму
елiпсоїда Ek =

{
x ∈ Rn :

∥∥B−1
k (xk − x)

∥∥ ≤ rk}, який локалiзує точку x∗p, є
сталим i дорiвнює [43]

qn :=
vol (Ek)

vol (Ek−1)
=

√
n− 1

n+ 1

(
n√
n2 − 1

)n
< exp

{
−
1

2n

}
< 1.

З теореми 2.1 випливає, що для знаходження точки x∗p алгоритм emlmpr
можна успiшно використовувати на сучасних комп’ютерах, якщо n = 10÷30.

Дiйсно, для зменшення в 10 разiв об’єму елiпсоїда локалiзацiї x∗p, необхiдно
виконати K iтерацiй, де K = ln 10

lnqn
≈ (2 ln 10)n ≈ 4.6n. Тому для того, щоб

в 10 разiв покращити вiдхилення знайденого рекордного значення функцiї
fp(x) вiд оптимального f∗p, потрiбно виконати 46n2 iтерацiй алгоритму.

Якщо n = 20 та εf = 10−10 · max f(x), де x лежить в кулi радiусу r0 з
центром в точцi x0, тодi максимальне число iтерацiй алгоритму emlmpr є
рiвним 46n2 = 46 · 400 = 18400.
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Отже, навiть при простих обчисленнях значення функцiї fp(x) та її суб-
градiєнта за формулою (2.10) алгоритм буде працювати досить швидко на
сучасних комп’ютерах.

Нижче це продемонструємо за допомогою результатiв обчислювальних екс-
периментiв з використанням комп’ютера з процесором Intel Core i7-10750H,
2.6 GHz, 16 Gb RAM та GNU Octave 6.3.0.

Алгоритм для знаходження наближення до точки x∗p реалiзовано за допо-
могою мови Octave. Код алгоритму наведено нижче.
# Input parameters: #com01
# A(m,n) – observation matrix; #com02
# y(m,1) – vector of tags (output vector); #com03
# p – power for least moduli criterion, 1<=p<=2; #com04
# lambda – regularization rate; #com05
# x0(n,1) – starting point; #com06
# r0 – radius of the ball centered at x0 that localizes x_p^*; #com07
# epsf, maxitn – stop parameters: #com08
# epsf – precision to stop by the value of the function fp, #com09
# maxitn – maximal number of iterations; #com10
# intp – print information for every intp iteration. #com11
# Output parameters: #com12
# xp(n,1) – approximation to x_p^*; #com13
# fp – the value of the function f_R at the point xp; #com14
# itn – the number of iterations; #com15
# ist – exit code: 1 – epsf, 4 – maxitn. #com16
function [xp,fp,itn,ist] = emlmpr(A,y,p,lambda,x0,r0,

epsf,maxitn,intp); #row01
n = columns(A); xp = x0; B = eye(n); r = r0; #row02
dn = double(n); beta = sqrt((dn-1.d0)/(dn+1.d0)); #row03
for (itn = 0:maxitn) #row04

temp = A*xp-y; fp = sum(abs(temp).^p) + lambda*sum(abs(xp)); #row05
if((mod(itn,intp)==0)&&(intp<=maxitn)) #row06

printf(" itn %4d fp %14.6e\n",itn,fp); #row07
endif #row08
g1 = p*A’*(sign(temp).*(abs(temp)).^(p-1)) + lambda*sign(xp); #row09
g = B’*g1; dg = norm(g); #row10
if(r*dg < epsf) ist = 1; return; endif #row11
xi = (1.d0/dg)*g; dx = B * xi; #row12
hs = r/(dn+1.d0); xp -= hs * dx; #row13
B += (beta - 1) * B * xi * xi’; #row14
r = r/sqrt(1.d0-1.d0/dn)/sqrt(1.d0+1.d0/dn); #row15

endfor #row16
ist = 4; #row17

endfunction #row18

Ядро програми emlmpr зосереджено в циклi for (рядки 4–16). Спершу,
обчислюються значення функцiї f (рядок 5) та її нормованого субградiєнта в
точцi xp (рядок 10). Якщо виконана умова зупинки (рядок 11), то алгоритм
завершує свою роботу. Умовою зупинки є нерiвнiсть rk

∥∥B>k gfp (xk)∥∥ ≤ εf,
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яка еквiвалентна нерiвностi fp (xk) − f∗p ≤ εf. Iнакше обчислюється наступна
точка xk+1 (рядок 13), перераховується матриця перетворення простору Bk+1
(рядок 14) та обчислюється радiус rk+1 (рядок 15).

Для демонстрацiї ефективностi роботи програми emlmpr наведемо резуль-
тати трьох обчислювальних експериментiв щодо розв’язання задачi (2.9). Для
перших двох експериментiв вибранi параметри n = 30 та m = 10 · n = 300.
Метою першого експерименту є оцiнка часу розв’язання задачi (2.9) для ви-
браних параметрiв на сучасному персональному комп’ютерi. Метою другого
експерименту є демонстрацiя робастностi методу найменших модулiв, а отже
й розв’язкiв задачi (2.9) без регуляризацiї (λ = 0), якщо показник степенi p
близький до одиницi. Третiй експеримент присвячено знаходженню параме-
трiв лiнiйної регресiйної моделi з `1-регуляризацiєю.

Всi обчислення проведено на комп’ютерi з процесором Intel Core i7-10750H
(2.6 GHz), 16 Gb RAM та системою Windows 10/64 з GNU Octave версiї 6.3.0.
Для перших двох експериментiв регуляризацiйний параметр λ був обраний
рiвним нулю.
Тестовий приклад 1. Для першого експерименту вхiднi данi для задачi

(2.9) це матриця A та вектор y, згенерованi випадково за допомогою стан-
дартного рiвномiрного розподiлу за такими формулами:A = 10*rand(m,n),
y = A*xstar(n,1), xstar(n,1) = round(10*rand(n,1) + 0.5). Початкову
точку вибрано згiдно з правилом x0(n,1) = round(5*rand(n,1)), а радiус
кулi, в якiй локалiзовано точку x∗p = xstar, вибрано згiдно з правилом r0 =
5*norm(x0 – xstar), тобто

r0 = ‖x0 − xstar‖ .

Перший експеримент реалiзує такий Octave-код.

# Test 1: emlmpr running time for n = 30 and m = 300
n = 30, m = 10*n,
rand("seed", 2024);
A = 10*rand(m,n);
xstar = round(10.0*rand(n,1) + 0.5); y = A*xstar;
x0 = round(5.0*rand(n,1)); r0 = 5*norm(x0 - xstar),
maxitn = 50000, intp = 10000, lambda = 0.0,
# running the emlmpr algorithm for p=1.0;1.1.2;1.5;1.8;2.0
printf("\n Test 1: emlmpr runnning time for n = 30 and m = 300 \n");
epsf0 = 1.e-6; ntest = 5; table = [];
for (i = 1:ntest)

p = 1.d0 + (i - 1.d0)/(ntest - 1.d0),
epsf = epsf0**(p); time0 = time();
[xp,fp,itn,ist] = emlmpr(A,y,p,lambda,x0,r0,epsf,maxitn,intp);
time1 = time() - time0,
dx = norm(xp - xstar);
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table = [table; p epsf time1 itn ist fp dx];
itn, fp,

endfor
n,m,
printf(" p epsf time itn ist fp dx \n");
for (i = 1:ntest)

printf(" %4.1f %6.1e %4.2f %6d %2d %10.5e %10.1e\n",
table(i, 1:7))

endfor

Результати роботи програми emlmpr для першого експерименту наведенi
в таблицi 2.1.

Тут використано такi позначення: time — час, необхiдний для розв’язання
задачi (2.9) з точнiстю εf =

(
10−6

)p, itn — кiлькiсть iтерацiй, fp — знайдене
мiнiмальне значення функцiї, dx — норма вiдхилення знайденого наближен-
ня вiд вiдомої точки мiнiмуму xstar.

p εf time(sec) itn fp dx

1.0 1.0e–06 5.17 45375 1.71062e–08 2.3e–11

1.2 3.2e–08 6.99 42148 3.58266e–10 1.2e–10

1.5 1.0e–09 5.39 40061 9.87425e–12 4.1e–10

1.8 3.2e–11 5.97 38260 1.81563e–13 7.2e–10

2.0 1.0e–12 3.91 37216 7.45098e–15 1.8e–09

Таблиця 2.1. Результати для задачi (2.9) без аномальних спостережень

З таблицi 2.1 видно, що для отримання розв’язку з точнiстю 10−6 ÷ 10−12
для рiзних значень параметра p алгоритм emlmpr потребує приблизно
40000 iтерацiй та не бiльше, нiж 7 секунд.

Найменше вiдхилення dx рiвне 2.3e− 11 та отримано при p = 1.

Тестовий приклад 2. Метою другого експерименту є демонстрацiя ро-
бастностi розв’язкiв задачi (2.9), знайдених методом найменших модулiв, де
показник степенi p дорiвнює одиницi.

Тут матриця A, початкова точка x0 та куля радiусу r0 вибранi аналогiчно
до першого тесту, вектор y побудовано так, що непарнi компоненти такi самi,
як i в першому тестi, а парнi компоненти домножуються на величину
q = (1.0 + 1.0*sign(0.5 - rand)).

Отже, парнi компоненти вектора y можна розцiнювати як аномальнi (не-
правильнi) результати спостережень.
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Другий експеримент реалiзує такий Octave-код.

# Test 2: robustness of the least moduli method for n = 30 and m = 300
n = 30, m = 10*n,
rand("seed", 2024);
A = 10*rand(m,n);
# test example generation
xstar = round(10.0*rand(n,1) + 0.5);
y = A*xstar;
x0 = round(5.0*rand(n,1)); r0 = 5*norm(x0 - xstar),
m1 = m/2,
for i = 1:m1

ind = (i-1)*2 + 1;
y(ind) = y(ind)*(1.0 + 1.0*sign(0.5 - rand));

endfor
# running the emlmpr algorithm for p=1.0;1.1.2;1.5;1.8;2.0
printf("\nTest 2: robustness of the Least Moduli Method \n");
maxitn = 50000, intp = 10000, lambda = 0.0,
epsf0 = 1.e-6; ntest = 5; table = [];
for (in = 1:ntest)

p = 1.d0 + (in - 1.d0)/(ntest - 1.d0),
epsf = epsf0**(p);
time0 = time();
[xp,fp,itn,ist] = emlmpr(A,y,p,lambda,x0,r0,epsf,maxitn,intp);
time1 = time() - time0,
dx = norm(xp - xstar);
table = [table; p epsf time1 itn ist fp dx fp^(1/p)];
itn, fp,

endfor
n,m,
printf(" p epsf time itn ist fp dx r(fp)\n");
for (i = 1:ntest)

printf(" %4.1f %6.1e %4.2f %6d %2d %10.5e %10.1e %10.5e\n",table(i,1:8))
endfor

Результати обчислень для n = 30 та m = 300 наведено в таблицi 2.2, де
dx — норма вiдхилення знайденого наближення до точки мiнiмуму вiд точки
xstar. П’ятий стовпчик мiстить значення функцiї fr в знайденiй точцi, сьомий
стовпчик мiстить корiнь p-ї степенi для значень п’ятого стовпчика. Для всiх
значень p код ist = 1, який означає успiшне завершення роботи програми.

Результати таблицi 2.2 демонструють, що зi зростанням параметра p значе-
ння функцiї fr збiльшується вiд 1.34e+05 при p = 1 до 1.09e+08 при p = 2.
Вiдхилення dx при p = 1 є суттєво меншим, нiж при p > 1, що пiдтверджує
робастнiсть методу найменших модулiв, який вiдповiдає значенню p = 1.

Зауважимо, що ця ситуацiя досить типова для всiх значень параметра p,
близьких до одиницi.

Час, затрачений на знаходження розв’язкiв для кожного значення пока-
зника степенi p, не перевищує 4 секунд.
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p εf time(sec) itn fr dx p
√
fr

1.0 1.0e–06 3.60 43337 1.34006e+05 1.1e–10 1.34006e+05

1.2 3.2e–08 2.80 23909 7.26497e+05 2.8e+01 4.88638e+04

1.5 1.0e–09 3.41 28017 3.85135e+06 5.4e+01 2.45702e+04

1.8 3.2e–11 3.77 32560 2.04598e+07 6.4e+01 1.50542e+04

2.0 1.0e–12 3.03 37360 1.09408e+08 6.9e+01 1.04598e+04

Таблиця 2.2. Результати для задачi (2.9) з аномальними спостереженнями

Тестовий приклад 3. Будемо розв’язувати задачу (2.9) знаходження
параметрiв лiнiйної регресiї при n = 7 та m = 20 з показником сте-
пенi p = 2 та `1-регуляризацiєю. Матриця спостережень A має розмiр-
нiсть 20 × 7 та згенерована за допомогою рiвномiрного розподiлу на [0, 50].
Елементи матрицi A наведено в таблицi 2.3. Вектор мiток y отримано за
допомогою перших п’яти стовпчикiв матрицi A та вiдомих параметрiв
x = (x1, . . . , x5, x6 = 0, x7 = 0)

> ∈ R7. Отже, маємо таку лiнiйну модель:

yi = 6.6ai1 + 4.4ai2 + 2.6ai3 + 1.5ai4 + 7.3ai5 + ε, i = 1, 20. (2.11)

Тут випадкова величина ε має нормальний розподiл з математичним спо-
дiванням µ = 0 та дисперсiєю σ2 = 100. Шостий та сьомий стовпчики об-
числюються за формулами a6 = 0.3a1 + 0.2a3 та a7 = 0.4a4 + 0.2a2, де
aj = (a1j, . . . , amj)

> ∈ Rm — це j-й стовпчик матрицi A, j = 1, 7. Отже,
стовпчики 6 та 7 лiнiйно залежнi вiд стовпчикiв 1, 3 та 4, 2 вiдповiдно, тому
параметри x6 та x7 моделi (2.11) мають нульовi коефiцiєнти.

Метою третього обчислювального експерименту є оцiнка впливу регуляри-
зацiї на якiсть вiдновлення початкових параметрiв моделi лiнiйної регресiї за
умови наявностi лiнiйної залежностi мiж стовпцями матрицi спостережень та
вiдсутностi апрiорних знань про такi зв’язки мiж ознаками.

Розв’язання задачi (2.9) для моделi (2.11) з матрицею спостережень з
таблицi 2.3 за допомогою алгоритму emlmpr реалiзує такий Octave-код.

# Test3: emlmpr running for m = 20, n = 8 and lambda > 0
n = 8, m = 20,
rand("seed", 2023);
A = dlmread(’data.csv’, ’,’, "B2:H21");
xstar = [6.6, 4.4, 2.6, 1.5, 7.9, 0.0, 0.0];
y = A*xstar’ + random("normal", 0, 1, [m,1]);
A(:,6) = 0.8 * A(:,1) + 0.2 * A(:,3);
A(:,7) = 0.4 * A(:,4) + 0.2 * A(:,2);
x0 = round(5.0*rand(n,1)); r0 = 5*norm(x0 - xstar),
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maxitn = 50000, intp = 10000, epsf0 = 1.e-6, lambda = 0.0,
printf("Test 3: emlmpr runnning for m = 20, n = 8 and lambda > 0 \n");
p = 2; epsf = epsf0**(p);
time0 = time();
[xp,fp,itn,ist] = emlmpr(A,y,p,lambda,x0,r0,epsf,maxitn,intp);
time1 = time() - time0;
dx = norm(xp - xstar);
printf(" p time itn ist fp dx \n");
printf(" %4.1f %4.2f %6d %2d %10.5e %10.1e\n\n", p, time1, itn, ist, fp, dx);
printf(" xp xstar \n"); disp([xp,xstar’]);

Результати розв’язання (2.9) при n = 7, m = 20, λ = 0.00; 0.01 у двох
варiантах наведено в таблицi 2.4.

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7

1 46.27 20.75 37.76 6.48 10.60 21.43 6.74

2 46.82 16.39 11.24 5.89 41.97 16.29 5.63

3 15.27 13.16 26.05 15.63 48.23 9.79 8.88

4 32.05 20.06 34.19 10.26 18.54 16.45 8.11

5 21.07 27.12 30.23 34.83 13.28 12.36 19.35

6 23.62 39.29 15.12 9.09 13.02 10.11 11.49

7 23.76 35.19 32.98 4.18 10.13 13.72 8.71

8 32.31 33.70 6.39 12.52 17.21 10.97 11.74

9 37.00 47.00 20.20 26.80 20.36 15.14 20.12

10 42.75 38.63 41.42 3.47 47.71 21.10 9.11

11 49.51 30.97 34.12 32.41 7.98 21.67 19.15

12 15.51 19.28 45.79 32.72 38.30 13.81 16.94

13 7.82 42.90 25.86 44.43 19.87 7.51 26.35

14 22.68 5.38 20.12 20.88 40.50 10.82 9.42

15 10.10 32.85 47.02 1.58 20.18 12.43 7.20

16 44.41 29.33 36.47 47.80 35.72 20.61 24.98

17 44.84 31.72 10.39 17.55 3.91 15.53 13.36

18 40.99 33.06 7.52 27.65 32.16 13.80 17.67

19 29.42 37.90 30.93 2.95 36.48 15.01 8.76

20 14.72 31.77 42.71 17.51 6.87 12.95 13.35

Таблиця 2.3. Матриця спостережень A

У першому варiантi, використовується формула a6 = 0.3a1 + 0.2a3 для
побудови шостого стовпчика матрицi. У другому варiантi використовується

49



формула a6 = 0.8a1+0.2a3, тому коефiцiєнт при a1 бiльший, нiж у першому
варiантi. Параметр p рiвний 2, оскiльки випадкова величина ε моделi (2.11)
має нормальний розподiл.

Точнiсть εf для зупинки алгоритму рiвна 10−6. Значення dx позначає стан-
дартне вiдхилення знайденого наближення xp до точки мiнiмуму вiд точки
x = (6.6, 4.4, 2.6, 1.5, 7.3, 0.0, 0.0).

Варiант 1 Варiант 2
λ = 0 λ = 0.01 λ = 0 λ = 0.01

-2.38e+05 6.5883 1.73e+05 1.0526
-4.54e+05 4.4177 6.71e+05 4.3894
-1.58e+05 2.5880 4.33e+04 1.2232

xn -9.09e+05 1.4903 1.34e+06 1.5099
7.91e+00 7.9229 7.91e+00 7.8969
7.94e+05 0.0000 -2.16e+05 6.9286
2.27e+06 0.0000 -3.35e+06 0.0000

fp 2.24e+01 2.10e+01 8.75e+00 1.56e+01

dx 7.0e+06 2.0e+01 9.8e+06 2.0e+01

Таблиця 2.4. Результати розв’язання задачi (2.9): n = 7, m = 20, p = 2

Результати таблицi 2.4 демонструють, що при λ = 0 значення знайдених
параметрiв (стовпчики 2 i 4) досить великi (вiд 104 до 106). Якщо ми по-
кладемо λ = 0.01 алгоритм emlmpr коректно вiдновлює параметри моделi
в першому варiантi, а параметри моделi, якi вiдповiдають лiнiйно залежним
стовпчикам 6 та 7 матрицi A рiвнi нулю. Тим не менш, у другому варiан-
тi, де коефiцiєнт залежностi мiж шостим та першим стовпчиками зростає,
неможливо коректно вiдновити параметри. Цей ефект пояснюється тим, що
регуляризацiя попереджує надмiрне зростання ваг моделi та першочергово
спрямовує до нуля параметри, якi вiдповiдають меншим коефiцiєнтам у за-
лежних стовпцях. При збiльшеннi λ регуляризацiйний ефект збiльшується,
але в цьому експериментi значення параметра λ = 0.01 достатньо для коре-
ктного вiдновлення параметрiв моделi.

Цi дослiдження продовженi у [39], де вивчається застосування методу елi-
псоїдiв для розв’язання задачi знаходження параметрiв лiнiйної регресiї за
критерiєм найменших модулiв зi степенем p ∈ [1, 2] з регуляризацiєю за
критерiєм найменших модулiв зi степенем q ∈ [1, 2]. Частковими випадками
цiєї задачi є lasso-регресiя та ridge-регресiя, а також класичний метод най-
менших квадратiв i метод найменших модулiв.
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2.4. Апроксимацiя опуклої або увiгнутої квадратичної
функцiї

Задачу наближення квадратичною функцiєю дослiдних даних можна сфор-
мулювати так. Нехай

{(
a
(k)
1 , . . . , a

(k)
d , y

(k)
)
∈ Rd+1 : k = 1,m

}
— це набiр да-

них розмiрностi m, де для кожного k = 1,m спостережуване значення y(k)

залежне вiд значень d факторiв a(k)1 , . . . , a
(k)
d i залежнiсть є квадратичною.

Квадратичну функцiю в загальнiй формi можна записати так:

f (a, X, x) =

d∑
i,j=1

Xijaiaj +

d∑
i=1

xiai + x0, (2.12)

де a = (a1, . . . , ad)
> ∈ Rd це вектор факторiв, а матриця {Xij}

d
i,j=1 ∈ Rd×d та

вектор {xi}
d
i=0 ∈ Rd+1 — невiдомi коефiцiєнти. У векторному записi функцiя

(2.12) має вигляд:
f (a, X, x) = a>Xa+ x> (1⊕ a) , (2.13)

де 1⊕a = (a0 := 1, a1, . . . , ad)
>, X = {Xij}

d
i,j=1 — це симетрична d×d-матриця

i x = {xi}
d
i=0 — це (d+ 1)-вимiрний вектор.

Знаходження невiдомих значень параметрiв, якi найкраще наближають та-
кою моделлю спостережуванi данi, з використанням критерiю найменших
модулiв у степенi p вiдповiдає розв’язанню такої задачi безумовної опуклої
оптимiзацiї:

F∗p = Fp (X
∗, x∗) = min

X∈Rd×d
x∈Rd+1

{
Fp (X, x) =

m∑
k=1

∣∣∣y(k) − f(a(k), X, x)∣∣∣p}. (2.14)

Функцiя Fp(X, x) є негладкою, якщо p = 1, та гладкою, якщо p > 1.
Якщо p = 2, задача (2.14) вiдповiдає методу найменших квадратiв, а якщо

p = 1 — то методу найменших модулiв.
У загальному випадку, задача (2.14) наближення квадратичною функцiєю

(2.13) дослiдних даних є складною через неоднозначнiсть отриманих значень
оцiнок параметрiв моделi.

Рiзнi процедури оцiнювання можуть давати значення параметрiв, якi задо-
вольняють бажану точнiсть наближення, але вiдрiзняються одне вiд одного.

Це призводить до певних проблем на практицi, особливо щодо пояснюва-
ностi та iнтерпретовностi моделi — коли необхiдно визначити, якi з факторiв
aj, j = 1, d впливають на спостережуване значення y найбiльше, а якi з них
мають найменший вплив.
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Для забезпечення унiкальностi та нетривiальностi отриманих пiсля трену-
вання моделi значень параметрiв, вимiрювання в наборi даних повиннi мати
спецiальну структуру, описану в [44]. Цi умови щодо елементiв набору да-
них необхiдно враховувати на етапi проєктування самого експерименту або
пiзнiше, на етапi очищення даних та вiдбору тих спостережень, якi будуть ви-
користанi для тренування моделi. Ще одним важливим аспектом наближення
квадратичною моделлю даних є забезпечення опуклостi або увiгнутостi отри-
маної регресiйної функцiї.

Врахування такої умови дозволяє обмежитися лише опуклими або лише
увiгнутими квадратичними функцiями пiд час пошуку найкращого набли-
ження даних — i таким чином бути певним, що деякi специфiчнi зв’язки мiж
факторами та спостережуваними значеннями будуть описанi правильно.

Один iз способiв для цього описано в [45], де запропоновано враховувати
увiгнутiсть (2.13) за допомогою обмеження:

(−1)r det (Xπr ) ≥ 0 ∀π, r = 1, d, (2.15)

де Xr — це матриця, отримана з Xшляхом збереження елементiв лише перших
r рядкiв та перших r стовпцiв, π — це перестановка перших d додатнiх цiлих
чисел, Xπ — це матриця, отримана з X шляхом застосування перестановки π
на її рядках та стовпцях i det (X) позначає визначник матрицi X.

Недолiком цього пiдходу є те, що обмеження (2.15) є обчислювально склад-
ним для практичної реалiзацiї. Значно простiше обмеження для увiгнутостi
(2.13) на основi власних значень матрицi параметрiв запропоновано у [46]:

C1 (X) = λmax (X) ≤ λ∗, (2.16)

де λmax (X) — це максимальне власне значення матрицi X i λ∗ може приймати
три рiзних значення: λ∗ = 0 для увiгнутостi, λ∗ = −ελ для строгої увiгнутостi,
де ελ — мале додатнє число i λ∗ = +∞ для вiдсутностi умови на увiгнутiсть.

Аналогiчно можна накласти умову на опуклiсть:

C2 (X) = λmin (X) ≥ λ∗, (2.17)

де λmin (X) — це мiнiмальне власне значення матрицi X i λ∗ може приймати
три рiзних значення: λ∗ = 0 для опуклостi, λ∗ = ελ для строгої опуклостi, де
ελ — мале додатнє число i λ∗ = −∞ для вiдсутностi умови на опуклiсть.

Додавання обмеження (2.16) до задачi (2.14) перетворює її або у таку за-
дачу опуклого програмування з опуклим обмеженням для пошуку увiгнутої
квадратичної функцiї:
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Fp (X
∗, x∗) = min

X∈Rd×d, x∈Rd+1
Fp (X, x), (2.18)

C1 (X) ≤ λ∗, (2.19)

а додавання обмеження (2.17) — у таку задачу опуклого програмування з
увiгнутим обмеженням для пошуку опуклої квадратичної функцiї:

Fp (X
∗, x∗) = min

X∈Rd×d, x∈Rd+1
Fp (X, x), (2.20)

C2 (X) ≥ λ∗. (2.21)

Використовуючи метод точних негладких штрафних функцiй [5], умовну
задачу оптимiзацiї (2.18), (2.19) можна перетворити на задачу безумовної
оптимiзацiї:

P∗1 = P1 (X
∗, x∗) = min

X∈Rd×d, x∈Rd+1

{
P1(X,x)=Fp(X,x)+
S1·max{0,C1(X)−λ

∗}

}
, (2.22)

а умовну задачу оптимiзацiї (2.20), (2.21) — на задачу безумовної оптимiзацiї:

P∗2 = P2 (X
∗, x∗) = min

X∈Rd×d, x∈Rd+1

{
P2(X,x)=Fp(X,x)+

S2·max{0,−C2(X)+λ∗}

}
, (2.23)

де S1 та S2 — штрафнi множники, якi обираються достатньо великими, щоб
гарантувати еквiвалентнiсть множин розв’язкiв задач.

Субградiєнт штрафної функцiї Pz, z = 1, 2, у точцi
(
X, x

)
обчислюється за

формулою:
gPz
(
X, x

)
= g

(1)
Pz

(
X
)
⊕ g(2)Pz (x) . (2.24)

Компоненти вектора субградiєнтiв g(1)Pz
(
X
)
∈ Rd2 та g(2)Pz (x) ∈ Rd+1 обчис-

люються за формулами:{
g
(1)
Pz

(
X
)}

t1
=

m∑
k=1

p
∣∣∣err(k)∣∣∣p−1 sign(err(k))a(k)i a(k)j +

{
gCz

(
X
)}
t1
;

{
gCz

(
X
)}
t1
=S1vivj

max
{
0, C1

(
X
)
− λ∗
}

C1
(
X
)
− λ∗

якщо z = 1,

=− S2vivj
max
{
0,−C2

(
X
)
+ λ∗
}

−C2
(
X
)
+ λ∗

якщо z = 2;

{
g
(2)
Pz

(x)
}
t2
=

m∑
k=1

p
∣∣∣err(k)∣∣∣p−1 sign(err(k)) (1⊕ a)(k)t2 ,

(2.25)
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де err(k) = y(k) − f
(
a(k), X, x

)
, v ∈ Rd — довiльний нормований власний

вектор, який вiдповiдає максимальному власному числу матрицi X, якщо
z = 1, та мiнiмальному власному числу X, якщо z = 2, як у [46],
t1 = (i− 1)d+ j = 1, d2 з i, j = 1, d та t2 = 0, d.

Для розв’язання задач (2.22) та (2.23) можна використати метод елiпсої-
дiв [42], створений на його основi алгоритм носить назву emqflmp (ellipsoid
method for fitting a quadratic function using the least moduli powered to p).
Його опис наведено нижче.

2.5. Алгоритм emqflmp та обчислювальнi експерименти

Вхiдними параметрами алгоритму є тип квадратичної функцiї, якою бу-
дуть апроксимованi данi (увiгнута або опукла), значення λ∗ (λ∗) для задан-
ня строгої чи нестрогої увiгнутостi (опуклостi) або для задання вiдсутностi
такої умови, величина штрафного множника S1 (S2), радiус кулi локалiзацiї
розв’язку r0 > 0 та точнiсть εf > 0, з якою необхiдно знайти P∗1 (P

∗
2).

Враховуючи симетричнiсть матрицi параметрiв X, достатньо використову-
вати d(d + 1)/2 її верхньо-трикутних елементiв пiд час розв’язання задачi
оптимiзацiї — це не лише зменшує розмiрнiсть оптимiзацiйної задачi, а й по-
збавляє необхiдностi накладати обмеження виду ∀i, j = 1, d, i 6= j : Xij = Xji.
Iнiцiалiзацiя. Обираємо задачу P = P1 (2.22) чи P = P2 (2.23), яка буде

розв’язуватися, i задаємо значення λ∗ (λ∗) та S1 (S2). Встановлюємо бажану
точнiсть пошуку розв’язку εf > 0 та стартовi значення для X та x i утворимо
з них вектор параметрiв u0 = elems(X) ⊕ x ∈ Rn, де elems(X) — верхньо-
дiагональнi елементи матрицi X та n = (d+2)(d+1)

2
. Установимо B0 = In —

одинична n×n-матриця та задамо радiус кулi r0, де локалiзований розв’язок.
Перейдемо до першої iтерацiї алгоритму зi значеннями u0, r0 та B0.

Нехай на k-iй iтерацiї знайдено uk ∈ Rn, rk, та Bk. Перехiд до iтерацiї k+1
полягає у виконаннi такої послiдовностi дiй.
Крок 1. Обчислити P (uk) та вектор субградiєнта gP (uk) в точцi uk, еле-

менти якого знаходяться за формулою (2.25). Якщо rk
∥∥B>k gP (uk)∥∥ ≤ εf, тодi

ЗУПИНКА: k∗ = k та u∗ = uk. Iнакше, переходимо до кроку 2.
Крок 2. Покласти ξk :=

B>k gP(uk)

‖B>k gP(uk)‖
.

Крок 3. Обчислити наступну точку uk+1 := uk − hkBkξk, де hk := 1
n+1rk.

Крок 4. Обчислити Bk+1 := Bk+
(√

n−1
n+1 − 1

)
(Bkξk) ξ

>
k та rk+1 := rk n√

n2−1
.

Крок 5. Перейти до iтерацiї k+ 1 зi значеннями uk+1, rk+1, Bk+1.

54



Для отриманої послiдовностi наближень {uk}
k∗

k=0 справедлива теорема, ана-
логiчна теоремi 2.1, яка гарантує локалiзацiю розв’язку задачi.

Ефективнiсть роботи програми emqflmp при розв’язаннi задач (2.22),
(2.23) продемонстрована нижче з допомогою трьох обчислювальних експе-
риментiв.
Тестовий приклад 1. Для першого експерименту дослiднi данi склада-

ються iз m1 = 100 спостережень, A1 =
{(
a
(k)
1 , a

(k)
2

)}m1
k=1
∈ Rm1×2 — матриця

значень факторiв, кожне з яких згенероване з двовимiрного рiвномiрного роз-
подiлу Unif

(
[−10, 15]2

)
з незалежними координатами, а значення залежної

змiнної y отримане за формулою:

y(k) =

2∑
i,j=1

X
(1)
ij a

(k)
i a

(k)
j +

2∑
i=1

x
(1)
i a

(k)
i + x

(1)
0 + ε(1), k = 1,m1,

де X(1) =

(
1.2 0.8

0.8 2.3

)
та x(1) =

(
4.0 −2.0 1.5

)> це справжнi значення пара-

метрiв, а ε(1) це похибка вимiрювань яка, у даному експериментi, вважається
розподiленою за нормальнии законом з математичним сподiванням µ = 0 та
середньо-квадратичним вiдхиленням σ = 5.

Рис. 2.1. Результати першого обчислювального експерименту

Результати використання програми emqflmp при p = 2, r0 = 50, εf = 10−9,
без задання умови на увiгнутiсть чи опуклiсть, та методiв LinearRegression i
PolynomialFeatures iз бiблiотеки scikit-learn наведенi на рисунку 2.1, де зо-
браженi згенерованi данi та отриманi квадратичнi функцiї, якi апроксимують
залежнiсть мiж факторами та залежною змiнною.
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Розв’язки отриманi обома пiдходами виявилися однаковими з точнiстю до
шостого знака пiсля коми та наведенi у таблицi 2.5. Отриманi значення цi-
льової функцiї однаковi з точнiстю до десятого знака пiсля коми та в обох
випадках становлять F∗2 = 2302.9975250855, значення метрики MAE (сере-
днє арифметичне модулiв похибок, mean absolute error) в обох випадках ста-
новить 3.8008269, що свiдчить про еквiвалентну роботу обох пiдходiв при
розв’язаннi даної тестової задачi.

X∗ x∗

emqflmp

(
1.20145226 0.80009797

0.80009797 2.31774065

) (
3.40899600 −2.06951064 1.54883775

)>
scikit-learn

(
1.20145225 0.80009797

0.80009797 2.31774065

) (
3.40899636 −2.06951063 1.54883774

)>

Таблиця 2.5. Розв’язки для першого тестового прикладу отриманi алгоритмом emqflmp та мето-

дами iз бiблiотеки scikit-learn

Що ж стосується вiдмiнностей розглянутих пiдходiв, пiдхiд на основi ме-
тодiв iз scikit-learn спочатку потребує явного створення матрицi квадрати-
чних факторiв Ã ∈ Rm×

(d+2)(d+1)
2 з допомогою PolynomialFeatures пiсля чого

LinearRegression застосовується до нової матрицi лiнiйно незалежних змiн-
них — в той час як алгоритм emqflmp використовує саму матрицю факторiв
A ∈ Rm×d що дозволяє зекономити пам’ять, особливо при розв’язаннi задач
для даних великої розмiрностi d та з великою кiлькiстю вимiрювань m.

p itn F∗p
(
λmax,
λmin

)
(dX

∗,
dx∗ ) MAE

1.0 2023 373.507107 (2.74027988,0.79210230) (0.023576,0.816286) 3.735071

1.2 1265 523.470926 (2.73816031,0.79113037) (0.021693,0.807164) 3.739128

1.4 1227 744.002821 (2.73769578,0.78929630) (0.020550,0.802863) 3.753195

1.6 1235 1071.106547 (2.73716019,0.78724652) (0.019571,0.771953) 3.773648

1.8 1242 1561.173048 (2.73614414,0.78548313) (0.018543,0.697400) 3.789535

2.0 1247 2302.997525 (2.7351382,0.78405471) (0.017801,0.597078) 3.800827

Таблиця 2.6. Результати роботи emqflmp без умови на увiгнутiсть чи опуклiсть для першого

тестового прикладу при рiзних p

Результати роботи програми emqflmp без задання умови на увiгнутiсть чи
опуклiсть при рiзних значеннях p для першого тестового прикладу наведенi
у таблицi 2.6.
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При кожному iз запускiв r0 = 50 та εf = 10−9, у таблицi наведенi кiлькiсть
iтерацiй itn, яка знадобилася алгоритму для знаходження розв’язку з точнi-
стю εf, отримане значення F∗p критерiю суми модулiв в степенi p, максимальне
λmax i мiнiмальне λmin власнi числа отриманої матрицi параметрiв X∗, норми
вiдхилень знайдених наближень вiд вiдомих значень dX∗ =

∥∥X∗ − X(1)
∥∥
F
=√∑d

i=1

∑d
j=1

(
X∗ij − X

(1)
ij

)2
, dx∗ =

∥∥x∗ − x(1)∥∥
2
=

√∑d
i=0

(
x∗i − x

(1)
i

)2
та зна-

чення MAE.
З таблицi 2.6 бачимо, що використання критерiю суми модулiв у степенi p

дозволяє знайти тим кращу апроксимацiю даних, чим значення p ближче до
1, i найкращий результат дає використання критерiю суми модулiв.

У наступному експериментi розглянемо ситуацiю, коли важливу роль в
отриманнi гарної апроксимацiї даних вiдiграє апрiорне знання про тип ква-
дратичної залежностi мiж факторами та залежною змiнною.

Тестовий приклад 2. Для другого експерименту дослiднi данi складаю-
ться iз m2 = 250 спостережень, A2 =

{(
a
(k)
1 , a

(k)
2

)}m2
k=1
∈ Rm2×2 — матриця

значень факторiв, кожне з яких згенероване з двовимiрного рiвномiрного роз-
подiлу Unif

(
[−25, 25]2

)
з незалежними координатами, а значення залежної

змiнної y отримане за формулою:

y(k) =

2∑
i,j=1

X
(2)
ij a

(k)
i a

(k)
j +

2∑
i=1

x
(2)
i a

(k)
i + x

(2)
0 + ε(2), k = 1,m2,

де X(2) =

(
0.007 0.0

0.0 0.025

)
та x(2) =

(
2.4 0.0 0.0

)> це справжнi значення

параметрiв, а ε(2) це похибка вимiрювань яка, у даному експериментi, вва-
жається розподiленою за нормальним законом з математичним сподiванням
µ = 0 та середньо-квадратичним вiдхиленням σ = 2.

Згенерованi данi роздiленi на двi пiдвибiрки — тренувальну та тесто-
ву, обсягом 27 i 223 елементи вiдповiдно. До тренувальної пiдвибiрки на-
лежать тi спостереження, значення факторiв яких знаходяться у областi{
(a1 − 6.5)

2 + (a2 − 5.7)
2 ≤ 81

}
, решта — до тестової.

На рисунку 2.2 зображено отриманi пiдвибiрки разом iз справжньою ква-
дратичною залежнiстю мiж змiнними.

Необхiдно вiдновити залежнiсть лише за малим набором тренувальних да-
них так, щоб отримана функцiя добре описувала i тестовi данi. Подiбна не-
збалансована задача екстраполяцiї може зустрiчатися на практицi коли, на-
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приклад, проведення кожного нового експерименту для отримання нового
вимiрювання є дорогим i доводиться працювати лише з наявними даними.

Рис. 2.2. Згенерованi данi для другого обчислювального експерименту

Результати використання програми emqflmp при p = 2, r0 = 50, εf = 10−9,
без задання умови на увiгнутiсть чи опуклiсть, та методiв LinearRegression
i PolynomialFeatures iз бiблiотеки scikit-learn наведенi на рисунку 2.3, де
зображенi тренувальна i тестова пiдвибiрки та отриманi квадратичнi функцiї.

Рис. 2.3. Результати другого обчислювального експерименту (1/2)

Розв’язки отриманi обома пiдходами виявилися однаковими з точнiстю до
п’ятого знаку пiсля коми та наведенi у таблицi 2.7.

Власнi числа отриманих матриць X∗ однаковi з точнiстю до восьмого знаку
пiсля коми та дорiвнюють λ1 = −0.0126764, λ2 = 0.0033435 — це свiдчить, що
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отримана квадратична функцiя не є анi опуклою, анi увiгнутою. Отриманi
значення цiльової функцiї однаковi з точнiстю до десятого знака пiсля коми
та в обох випадках становлять F∗2 = 66.3727839570.

X∗ x∗

emqflmp

(
2.2497 · 10−6 6.5087 · 10−3

6.5087 · 10−3 −9.3351 · 10−3

) (
3.03385784 −0.03924925 0.20350225

)>
scikit-learn

(
2.2365 · 10−6 6.5087 · 10−3

6.5087 · 10−3 −9.3351 · 10−3

) (
3.03385697 −0.03924899 0.20350254

)>

Таблиця 2.7. Розв’язки для другого тестового прикладу отриманi алгоритмом emqflmp та мето-

дами iз бiблiотеки scikit-learn

Значення метрикиMAE на тренувальних даних у обох випадках становить
1.3473028, а значення цiєї метрики на тестових даних становить 9.4086503
для розв’язку, отриманого emqflmp, та 9.4086577 для розв’язку, отриманого
scikit-learn. Це свiдчить про те, що в обох випадках була отримана досить
гарна апроксимацiя тренувальних даних, але через малий розмiр пiдвибiрки
натренована модель погано узагальнюється на новi, небаченi до цього данi та
є погано застосовною для екстраполяцiї.

Застосуємо для розв’язання цiєї задачi програму emqflmp зi значеннями
параметрiв p = 2, r0 = 50, εf = 10−9 та з умовою на строгу увiгнутiсть(
λ∗ = −10−9, S1 = 10

6
)
i умовою на строгу опуклiсть

(
λ∗ = 10

−9, S2 = 10
6
)
.

Результати наведенi на рисунку 2.4, де зображенi тренувальна i тестова пiд-
вибiрки та отриманi квадратичнi функцiї.

Отриманi розв’язки суттєво вiдрiзняються та наведенi у таблицi 2.8. Влас-
нi числа матрицi X∗, отриманої при розв’язаннi задачi з умовою на строгу
увiгнутiсть, дорiвнюють λ1 = −1.26670643 · 10−2, λ2 = −1.00049151 · 10−9, а
матрицi X∗, отриманої при розв’язаннi задачi з умовою на строгу опуклiсть —
λ1 = 1.00009608·10−9, λ2 = 3.65012848·10−3, що пiдтверджує те, що отриманi
функцiї задовольняють накладених умов. Отриманi значення цiльової функ-
цiї становлять F∗2 = 66.4488335750 та F∗2 = 67.5980792981, вiдповiдно, що
свiдчить про схожу якiсть побудованих апроксимацiй тренувальних даних.

Проте для опису тестових даних краще пiдходить апроксимацiя отримана
пiсля розв’язання задачi з умовою на строгу опуклiсть, що можна побачити
як з вiзуалiзацiй, наведених вище, так i зi значень метрик. На тренувальних
даних значення MAE для розв’язку з умовою на строгу увiгнутiсть стано-
вить 1.3436898, а для розв’язку з умовою на строгу опуклiсть — 1.3470377.
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На тестових же даних значення MAE становлять 10.3444648 та 6.4858131,
вiдповiдно.

Рис. 2.4. Результати другого обчислювального експерименту (2/2)

X∗ x∗

emqflmp
(с. увiгнута)

(
−0.00257568 0.00509825

0.00509825 −0.01009138

) (
2.87896529 0.00461347 0.23127727

)>
emqflmp

(с. опукла)

(
0.00237507 0.00174022

0.00174022 0.00127506

) (
2.93694584 −0.03376227 0.15129121

)>

Таблиця 2.8. Розв’язки для другого тестового прикладу отриманi алгоритмом emqflmp з умовою

на строгу увiгнутiсть та умовою на строгу опуклiсть

Результати роботи програми emqflmp iз умовою на строгу опуклiсть при
рiзних значеннях p для другого тестового прикладу наведенi у таблицi 2.9.
При кожному iз запускiв r0 = 50, εf = 10−9, λ∗ = 10−9 та S2 = 106.

У таблицi наведенi кiлькiсть iтерацiй itn, яка знадобилася алгоритму для
знаходження розв’язку з точнiстю εf, отримане значення F∗p критерiю суми
модулiв в степенi p, максимальне λmax i мiнiмальне λmin власнi числа отрима-
ної матрицi параметрiв X∗, норми вiдхилень знайдених наближень вiд вiдомих
значень dX∗ =

∥∥X∗ − X(2)
∥∥
F
, dx∗ =

∥∥x∗ − x(2)∥∥
2
та значення метрики MAE,

обчисленої на тренувальнiй i тестовiй пiдвибiрках.
З таблицi 2.9 бачимо, що при p = 1 отримуємо таку апроксимацiю, яка

найкраще описує i тренувальнi, i тестовi данi, а при бiльших значеннях p
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якiсть апроксимацiї тренувальних даних трохи погiршується, в той час як
якiсть моделi на тестових даних коливається.

p itn F∗p
(
λmax,
λmin

)
(dX

∗,
dx∗ ) MAEtrain MAEtest

1.0 1808 35.572629
(
8.78584975·10−3,
1.00019430·10−9

)
(0.025039,0.595604) 1.317505 5.494835

1.2 1315 40.058842
(
2.36790625·10−3,
1.00014172·10−9

)
(0.025424,0.444093) 1.322778 6.803823

1.4 1337 45.291529
(
4.60542848·10−4,
1.00054136·10−9

)
(0.025827,0.449368) 1.328457 7.276282

1.6 1352 51.517377
(
1.14851645·10−3,
1.00005692·10−9

)
(0.025504,0.494381) 1.332113 7.083577

1.8 1348 58.891012
(
2.58643657·10−3,
1.00012117·10−9

)
(0.024814,0.536815) 1.340332 6.725228

2.0 1363 67.598079
(
3.65012848·10−3,
1.00009608·10−9

)
(0.024296,0.558874) 1.347038 6.485813

Таблиця 2.9. Результати роботи emqflmp з умовою на строгу опуклiсть для другого тестового

прикладу при рiзних p

Тестовий приклад 3. Розглянемо двi задачi апроксимацiї економiчних
даних квадратичною функцiєю заданого виду iз [38].

Перша задача — побудова квадратичної цiльової функцiї нiмецької еко-
номiчної полiтики за двома змiнними: рiвень безробiття a1, у %, та рiвень
iнфляцiї a2, у %. Данi для цiєї задачi наведено в таблицi 2.11.

k a
(k)
1 a

(k)
2 y(k) k a

(k)
1 a

(k)
2 y(k)

1 6.00 7.00 1 4 8.00 4.00 1

2 2.00 10.00 0 5 10.00 0.00 0

3 4.00 9.00 1 6 6.00 5.00 2

Таблиця 2.10. Данi для першої задачi побудови квадратичної функцiї вiд двох змiнних

Результати роботи програми emqflmp iз умовою на строгу увiгнутiсть та
умовою на строгу опуклiсть при рiзних значеннях p наведенi у таблицях 2.11
та 2.12, вiдповiдно. При кожному iз запускiв r0 = 50, εf = 10−9, λ∗ = −10−9,
S1 = 10

6 та λ∗ = 10−9, S2 = 106.
У таблицях наведенi кiлькiсть iтерацiй itn, яка знадобилася алгоритму для

знаходження розв’язку з точнiстю εf, отриманi X∗, x∗ та значення F∗p критерiю
суми модулiв в степенi p, максимальне λmax i мiнiмальне λmin власнi числа
отриманої матрицi параметрiв X∗ та значення метрики MAE.

Як бачимо з таблиць 2.11 та 2.12, припущення про строгу увiгнутiсть квад-
ратичної функцiї виявилося правильним i дозволило отримати дуже точне
наближення залежностi, в той час як припущення про строгу опуклiсть є
хибним i накладання такої умови на квадратичну функцiю при розв’язаннi
задачi лише заважає отримати гарний розв’язок.
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p itn X∗ x∗ F∗p
(
λmax,
λmin

)
MAE

1.0 1886
(
−0.646−0.417
−0.417−0.334

)
(−56.667,12.125,8.500)> 1.437 · 10−10

(
−0.04458314,
−0.93458353

)
2.395 · 10−11

1.2 1566
(
−0.646−0.417
−0.417−0.334

)
(−56.667,12.125,8.500)> 3.786 · 10−11

(
−0.04458314,
−0.93458353

)
4.563 · 10−10

1.4 1383
(
−0.646−0.417
−0.417−0.334

)
(−56.667,12.125,8.500)> 1.510 · 10−11

(
−0.04458314,
−0.93458353

)
5.089 · 10−09

1.6 1223
(
−0.646−0.417
−0.417−0.334

)
(−56.667,12.125,8.500)> 1.670 · 10−11

(
−0.04458314,
−0.93458368

)
5.789 · 10−8

1.8 1107
(
−0.646−0.417
−0.417−0.334

)
(−56.667,12.125,8.500)> 7.309 · 10−12

(
−0.04458312,
−0.93458325

)
1.824 · 10−7

2.0 951
(
−0.646−0.417
−0.417−0.334

)
(−56.666,12.125,8.500)> 5.091 · 10−12

(
−0.04458307,
−0.93457840

)
7.735 · 10−7

Таблиця 2.11. Результати роботи emqflmp при розв’язаннi першої задачi з умовою на строгу

увiгнутiсть при рiзних p

p itn X∗ x∗ F∗p
(
λmax,
λmin

)
MAE

1.0 1827
(
1.209·10−9 1.417·10−10
1.417·10−10 1.097·10−9

)
(−8.333,0.833,0.667)> 2.333333

(
1.3050·10−9,
1.0002·10−9

)
0.388889

1.2 1451
(
1.109·10−9 7.887·10−11
7.887·10−11 1.058·10−9

)
(−6.609,0.677,0.541)> 2.510598

(
1.1660·10−9,
1.0003·10−9

)
0.409796

1.4 1448
(
1.162·10−9 1.365·10−10
1.365·10−10 1.116·10−9

)
(−4.336,0.472,0.378)> 2.574823

(
1.2773·10−9,
1.0003·10−9

)
0.437075

1.6 1454
(
1.032·10−9 2.836·10−11
2.836·10−11 1.026·10−09

)
(−3.093,0.361,0.289)> 2.614016

(
1.0574·10−9,
1.0003·10−9

)
0.451855

1.8 1450
(
1.384·10−9 2.994·10−10
2.994·10−10 1.234·10−9

)
(−2.293,0.290,0.232)> 2.646332

(
1.6180·10−9,
1.0005·10−9

)
0.461313

2.0 1441
(
1.676·10−9 5.542·10−10
5.542·10−10 1.4547·10−9

)
(−1.731,0.240,0.192)> 2.673077

(
2.1304·10−9,
1.0001·10−9

)
0.467948

Таблиця 2.12. Результати роботи emqflmp при розв’язаннi першої задачi з умовою на строгу

опуклiсть при рiзних p

На рисунку 2.5 зображенi данi першої задачi i отриманi при використаннi
emqflmp з p = 2 строго увiгнута та строго опукла квадратичнi функцiї.

Друга задача — оцiнка економiчної полiтики Нiмеччини за допомогою ква-
дратичної функцiї вiд чотирьох змiнних: рiвень iнфляцiї a1, у %, рiвень безро-
бiття a2, у %, рiчний темп зростання ВНП (валового нацiонального продукту)
a3, у %, та щорiчне збiльшення державного боргу a4, у %.

Данi для цiєї задачi наведено в таблицi 2.13.
Результати роботи програми emqflmp iз умовою на строгу увiгнутiсть та

умовою на строгу опуклiсть при рiзних значеннях p наведенi у таблицях 2.14
та 2.15, вiдповiдно.

При кожному iз запускiв r0 = 50, εf = 10−9, λ∗ = −10−9, S1 = 106 та
λ∗ = 10

−9, S2 = 106.
У таблицях наведенi кiлькiсть iтерацiй itn, яка знадобилася алгоритму

для знаходження розв’язку з точнiстю εf, отримане значення F∗p критерiю
суми модулiв в степенi p, максимальне λmax i мiнiмальне λmin власнi числа
отриманої матрицi параметрiв X∗ та значення метрики MAE.
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Рис. 2.5. Приклади отриманих увiгнутої та опуклої апроксимацiй при p = 2

k (a
(k)
1 , a

(k)
2 , a

(k)
3 , a

(k)
4 ) y(k) k (a

(k)
1 , a

(k)
2 , a

(k)
3 , a

(k)
4 ) y(k)

1 (4.0, 6.5, 1.0, 4.0) 5.0 9 (5.0, 6.5, 2.0, 4.0) 0.0

2 (7.0, 2.0, 1.0, 4.0) 2.0 10 (2.0, 6.5, 1.0, 7.5) 6.0

3 (6.0, 4.0, 1.0, 4.0) 1.0 11 (7.0, 6.5, 1.0,−5.0) 7.0

4 (3.0, 7.3, 1.0, 4.0) 1.0 12 (5.0, 6.5, 1.0, 1.8) 7.0

5 (−1.0, 9.2, 1.0, 4.0) 6.0 13 (4.0, 10.0, 5.0, 4.0) 2.0

6 (3.0, 5.5, 1.0, 4.0) 10.0 14 (4.0, 10.0, 1.0,−8.0) 0.0

7 (7.0, 6.5, 4.5, 4.0) 3.0 15 (4.0, 6.5,−1.0,−1.0) 0.0

8 (−1.0, 6.5,−2.5, 4.0) 1.0 – – –

Таблиця 2.13. Данi для другої задачi побудови квадратичної функцiї вiд чотирьох змiнних

Як ми бачимо з таблиць 2.14 та 2.15, отриманi розв’язки тим кращi в сенсi
метрикиMAE, чим ближче значення p до 1 — але отриманi увiгнутi та опуклi
функцiї не однаково якiсно апроксимують данi.

Наприклад, при побудовi строго увiгнутої функцiї з p = 1 були отриманi
наступнi значення параметрiв:

X∗ =


−1.472 −0.820 1.495 −0.721

−0.820 −0.461 0.781 −0.413

1.495 0.781 −2.054 0.610

−0.721 −0.413 0.610 −0.381

 ,
x∗ =

(
−58.509 19.576 11.042 −16.536 10.256

)>
,
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а при побудовi строго опуклої функцiї з p = 1 — значення:

X∗ =


9.808 10.109 −8.960 3.377

10.109 10.477 −9.321 3.611

−8.960 −9.321 8.313 −3.279

3.377 3.611 −3.279 1.457

 ,
x∗ =

(
1005.252 −198.445 −206.900 183.786 −69.801

)>
.

p itn F∗p
(
λmax,
λmin

)
MAE

1.0 11886 13.560112
(
−1.0001·10−9,
−3.96742537

)
0.904007

1.2 7646 17.755620
(
−1.0001·10−9,
−4.10119601

)
0.938788

1.4 7151 22.166580
(
−1.00004·10−9,
−2.07428264

)
0.997637

1.6 7175 27.184136
(
−1.000001·10−9,
−7.7744·10−1

)
1.056110

1.8 7733 33.095451
(
−1.00003·10−9,
−2.7351·10−1

)
1.111138

2.0 7844 40.182805
(
−1.00004·10−9,
−2.9459·10−1

)
1.161183

Таблиця 2.14. Результати роботи emqflmp при розв’язаннi другої задачi з умовою на строгу увi-

гнутiсть при рiзних p

p itn F∗p
(
λmax,
λmin

)
MAE

1.0 11764 15.199083
(
29.7694605,
1.0001·10−9

)
1.013272

1.2 7910 20.505996
(
26.9572048,
1.00007·10−9

)
1.067430

1.4 7747 26.142592
(
24.1862947,
1.00007·10−9

)
1.164081

1.6 7796 32.513395
(
23.4079714,
1.00004·10−9

)
1.264276

1.8 7848 39.889799
(
23.5382745,
1.00004·10−9

)
1.353144

2.0 7909 48.524934
(
24.2182405,
1.00002·10−9

)
1.433124

Таблиця 2.15. Результати роботи emqflmp при розв’язаннi другої задачi з умовою на строгу опук-

лiсть при рiзних p

Числа обумовленостi отриманих матриць cond (X∗) = |λmax(X
∗)|

|λmin(X∗)|
приблизно

дорiвнюють 2.521 · 10−10 та 2.977 · 1010, вiдповiдно. З врахуванням цього,
можна зробити висновок, що при пошуку строго опуклої функцiї вiдбулося
перенавчання моделi — тому для практичного використання краще обрати
строго увiгнуту апроксимацiю.
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2.6. Висновки

У пiдроздiлах 2.2 та 2.3 наведено опис задачi знаходження параметрiв лi-
нiйної регресiйної моделi з `1-регуляризацiєю та критерiєм суми модулiв вiд-
хилень прогнозних значень вiд реальних в степенi з показником p, який за-
довольняє умовi 1 ≤ p ≤ 2, та алгоритм emlmpr для її розв’язання за
допомогою методу елiпсоїдiв. Наведено результати експериментiв, якi демон-
струють: час розв’язання задачi за допомогою програми emlmpr; cтiйкiсть
критерiю суми найменших модулiв, якщо показник степенi p близький до
одиницi; ефект `1-регуляризацiї щодо якостi отриманих розв’язкiв для ситуа-
цiї, коли модель мiстить лiнiйно залежнi характеристики. У пiдроздiлах 2.4 та
2.5 дослiджено непараметричну регресiйну задачу апроксимацiї дослiдних да-
них з допомогою увiгнутої чи опуклої квадратичної функцiї. Обчислювально
ефективнi умови забезпечення увiгнутостi (опуклостi) наближуваної функцiї
представленi за допомогою максимального (мiнiмального) власного числа си-
метричної матрицi. Для розв’язання задачi з використанням критерiю най-
меншої суми модулiв у степенi p ∈ [1, 2], запропоновано алгоритм emqflmp
на основi методу елiпсоїдiв. Розроблений алгоритм явно враховує апрiорнi
знання або припущення про тип квадратичної залежностi мiж змiнними та
вимiрюваною величиною i використовує представлення даних у початковому
просторi ознак замiсть переходу до перетвореного простору полiномiальних
ознак, що дозволяє простiше аналiзувати набори даних великого розмiру. На-
ведено результати експериментiв, якi демонструють: роботу запропонованого
алгоритму у порiвняннi iз методами з бiблiотеки scikit-learn мови програму-
вання Python; важливiсть апрiорного знання про тип квадратичної залежно-
стi мiж факторами та залежною змiнною для побудови кращої апроксимацiї;
застосування описаного пiдходу для розв’язання двох економiчних задач.

Розробленi алгоритми можна використовувати для розв’язання рiзноманi-
тних задач аналiзу даних та машинного навчання, розглянутi у роздiлi за-
гальнi постановки задач забезпечують бiльшi можливостi для дослiдникiв.

Основнi результати роздiлу опублiковано в роботах [32,33,36,39].
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Роздiл 3

Метод елiпсоїдiв для задачi Сильвестра

Задача про найменше обмежувальне коло — це задача про побудову круга
найменшого радiуса, який мiстить заданий набiр точок евклiдової площини.
В n-вимiрному просторi їй вiдповiдає задача про найменшу обмежувальну
гiперкулю, яка полягає у знаходженнi кулi мiнiмального радiусу, що мiстить
скiнченний набiр точок. Вперше задачу про найменше обмежувальне коло
сформулював англiйський математик Джеймс Джозеф Сильвестр у 1857 ро-
цi [47], де вiн написав: It is required to find the least circle which
shall contain a given system of points in a plane.

Цю задачу досить часто необхiдно вирiшувати для n = 2 та n = 3. Так,
наприклад, потрiбно розмiстити пункт швидкої допомоги таким чином, щоб
максимально швидко доїхати до всiх пацiєнтiв. При дослiдженнi космiчних
проблем, де виникає потреба розташовувати супутники таким чином, щоб
своїм радiусом дiї вони охоплювали всi необхiднi для спостережень об’єкти.
Крiм того, сигнал, що надходить з супутникiв має максимально швидко пе-
редаватися на iншi станцiї. Задачi такого плану зводяться до побудови круга
або кулi мiнiмального радiусу, що охоплює всi потрiбнi об’єкти.

Метою даного роздiлу є дослiдження застосування методу елiпсоїдiв для
розв’язання задач опуклого програмування, що є еквiвалентними задачi зна-
ходження кулi мiнiмального радiусу та її узагальненню, де точки замiнюю-
ться на кулi заданих радiусiв. Роздiл побудовано наступним чином. У пiд-
роздiлi 3.1 описано алгоритм методу елiпсоїдiв та наведено теореми про
його збiжнiсть, описана Octave реалiзацiя алгоритму. У пiдроздiлi 3.2 описано
застосування алгоритму для розв’язання задачi мiнiмiзацiї опуклої кусково-
квадратичної функцiї, яка є еквiвалентною задачi знаходження кулi мiнiмаль-
ного радiуса. У пiдроздiлi 3.3 описано застосування алгоритму для розв’язан-
ня узагальнення задачi знаходження кулi мiнiмального радiуса на скiнченний
набiр куль з заданими центрами та радiусами.
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3.1. Метод елiпсоїдiв для мiнiмiзацiї опуклої функцiї

Класичний метод елiпсоїдiв запропонували в 1976 р. Д.Б. Юдiн та А.С. Не-
мировський [48]. Вони отримали цей метод зi схеми послiдовних вiдсiкань та
назвали його модифiкованим методом центрованих перерiзiв. Незалежно вiд
цього метод елiпсоїдiв був вiдкритий Н.З. Шором у 1977 р. [29]. У цiй працi
метод представлено як окремий випадок субградiєнтних методiв з розтягом
простору, якi були запропонованi Н.З. Шором наприкiнцi шiстдесятих ро-
кiв [49, 50]. Зауважимо, що в 1970 р. Н.З. Шор був за крок до вiдкриття
класичного методу елiпсоїдiв. У цьому легко переконатися, якщо порiвняти
доведення теореми про збiжнiсть методу елiпсоїдiв, наведеної в [29], з дове-
денням теореми 2 у [50].

Нижче опишемо метод елiпсоїдiв для задачi мiнiмiзацiї опуклої функцiї,
який умовимося називати алгоритмом emshor (ellipsoid method of Shor).
Опис алгоритму emshor. Нехай f(x) — опукла функцiя, x ∈ Rn. Позна-

чимо її мiнiмальне значення як f∗ = f(x∗) та припустимо, що точка мiнiмуму
x∗ — єдина. Субградiєнт g(x) задовольняє таку умову:

〈x− x∗, g(x)〉 ≥ f(x) − f∗ ≥ 0 ∀x ∈ R. (3.1)

Тут i далi 〈x, y〉 — скалярний добуток векторiв x ∈ Rn i y ∈ Rn.
Алгоритм emshor дозволяє знайти таку точку x∗ε, для якої f(x∗ε) − f∗ ≤ ε

i ε > 0 — достатньо мале. Вiн має такий вигляд.

Крок 0. Вибираємо точку x0 ∈ Rn i радiус r0 такими, щоб ‖x0 − x∗‖ ≤ r0.
Крiм того, вибираємо ε > 0 i вважаємо, що B0 = In i k := 0.
Крок 1. Якщо ‖B>k g(xk)‖rk ≤ ε, то ЗУПИНКА: k∗ := k, x∗ε := xk.
Крок 2. Обчислюємо xk+1 := xk − hkBkξk, де ξk :=

B>k g(xk)

‖B>k g(xk)‖
, hk := 1

n+1rk

Крок 3. Оновлюємо Bk+1 := Bk +
(√

n−1
n+1 − 1

)
(Bkξk)ξ

>
k i rk+1 := n√

n2−1
rk.

Крок 4. Установлюємо k := k+ 1 i переходимо до кроку 1.

На кожнiй iтерацiї алгоритму emshor оновлюється матриця Bk, яка пов’я-
зана iз замiною змiнних x = Bky, де y = Akx— образ точки x в перетвореному
просторi змiнних, Ak = B−1

k .
Очевидно, що оновлення B-матрицi (див. крок 3) вимагає O(n2) операцiй.

Це обумовлено використанням оператора розтягу простору Rα(ξ) : Rn → Rn,
що визначається як

Rα(ξ) := In + (α− 1)ξξ>, (3.2)

де ξ ∈ Rn, ‖ξ‖ = 1 — напрям розтягу, а In ∈ Rn×n — одинична матриця.
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Властивостi оператора розтягу простору (3.2) детально дослiдженi в [4].
Вважаючи, що β := 1/α i позначаючи оператор «оберненого» розтягу як

R−1α (ξ), маємо R−1α (ξ) = Rβ(ξ) i Bk+1 = BkRβ(ξk). Для оновлення A-матриць
використовуємо спiввiдношення

Ak+1 := Rα(ξk)Ak, (3.3)

яке випливає з ланцюжка рiвностей

Ak+1 = B
−1
k+1 = (BkRβ(ξk))

−1 = R−1β (ξk)B
−1
k = R1/β(ξk)Ak = Rα(ξk)Ak.

Теорема 3.1. Послiдовнiсть точок {xk}, яку генерує алгоритм emshor,
задовольняє нерiвнiсть

‖Ak(xk − x∗)‖ = ‖B−1
k (xk − x

∗)‖ ≤ rk, k ∈ N. (3.4)

Зауваження 3.1. Доведення проведемо за аналогiєю з доведенням, яке
для методу елiпсоїдiв було зроблено Н.З. Шором [4]. Будемо використовувати
спiввiдношення

R>α (ξ)Rα(ξ) = Rα2(ξ), (3.5)

яке випливає з властивостей оператора розтягу простору [4, стор. 68–69].

Доведення теореми 3.1. Доведення проведемо методом iндукцiї по k. Для
k = 0 нерiвнiсть (3.4) переходить у ‖B−1

0 (x0 − x
∗)‖ ≤ r0 та виконується за

припущенням.
Припустимо, що нерiвнiсть (3.4) виконується для k = k.
Доведемо її справедливiсть для k = k + 1. Враховуючи спiввiдношення

(3.5) i те, що з (3.3) випливає

Ak+1 = Rα(ξk)Ak,

маємо ланцюжок рiвностей:

‖Ak+1(xk+1 − x
∗)‖2 =

〈
Ak+1(xk+1 − x

∗), Ak+1(xk+1 − x
∗)
〉
=

=
〈
Rα(ξk)Ak(xk+1 − x

∗), Rα(ξk)Ak(xk+1 − x
∗)
〉
=

=
〈
Ak(xk+1 − x

∗), R>α (ξk)Rα(ξk)Ak(xk+1 − x
∗)
〉
=

=
〈
Ak(xk+1 − x

∗), Rα2(ξk)Ak(xk+1 − x
∗)
〉
=

=
〈
Ak(xk+1 − x

∗), (I+ (α2 − 1)ξkξ
T
k
)Ak(xk+1 − x

∗)
〉
=

=
〈
Ak(xk+1 − x

∗), Ak(xk+1 − x
∗)
〉
+ (α2 − 1)

〈
ξk, Ak(xk+1 − x

∗)
〉2

=

= ‖Ak(xk+1 − x
∗)‖2 + (α2 − 1)

〈
ξk, Ak(xk+1 − x

∗)
〉2
,
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який запишемо у виглядi спiввiдношення:

‖Ak+1(xk+1 − x
∗)‖2 = ‖Ak(xk+1 − x

∗)‖2 + (α2 − 1)
〈
ξk, Ak(xk+1 − x

∗)
〉2
. (3.6)

Далi, розшифруємо обидва доданки у правiй частинi (3.6), для чого вико-
ристаємо спiввiдношення

Ak(xk+1 − x
∗) = Ak(xk − x

∗) − hkξk, (3.7)

яке з урахуванням того, що Ak = B
−1
k

i чергова точка в алгоритмi обчислює-
ться за формулою з кроку 2, випливає з ланцюжка рiвностей

Ak(xk+1 − x
∗) = Ak(xk − hkBkξk − x

∗) =

Ak(xk − x
∗) − hkAkBkξk = Ak(xk − x

∗) − hkξk.

Перший доданок у правiй частинi рiвностi (3.7) можна записати у виглядi
рiвностi:

‖Ak(xk+1 − x
∗)‖2 =

= ‖Ak(xk − x
∗)‖2 − 2hk 〈Ak(xk − x

∗), ξk〉+ h
2
k
, (3.8)

яке з урахуванням рiвностi (3.7) i того, що ‖ξk‖ = 1, випливає з ланцюжка
рiвностей

‖Ak(xk+1 − x
∗)‖2 = ‖Ak(xk − x

∗) − hkξk‖
2 =

= 〈Ak(xk − x
∗) − hkξk, Ak(xk − x

∗) − hkξk〉 =
= 〈Ak(xk − x

∗), Ak(xk − x
∗)〉− 2hk 〈Ak(xk − x

∗), ξk〉+ h
2
k
〈ξk, ξk〉 =

= ‖Ak(xk − x
∗)‖2 − 2hk 〈Ak(xk − x

∗), ξk〉+ h
2
k
‖ξk‖

2 =

= ‖Ak(xk − x
∗)‖2 − 2hk 〈Ak(xk − x

∗), ξk〉+ h
2
k
.

Враховуючи спiввiдношення (3.7), для квадрата скалярного добутку в дру-
гому доданку правої частини рiвностi (3.6) маємо такий ланцюжок рiвностей:〈

Ak(xk+1 − x
∗), ξk

〉2
= 〈Ak(xk − x

∗) − hkξk, ξk〉
2 =

= (〈Ak(xk − x
∗), ξk〉− hk 〈ξk, ξk〉)

2 =

=
(
〈Ak(xk − x

∗), ξk〉− hk‖ξk‖
2
)2

=

= (〈Ak(xk − x
∗), ξk〉− hk)

2 =

= 〈Ak(xk − x
∗), ξk〉

2 − 2hk 〈Ak(xk − x
∗), ξk〉+ h

2
k
.
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Отже, квадрат зазначеного скалярного добутку можна записати у виглядi〈
Ak(xk+1 − x

∗), ξk
〉2

=

= 〈Ak(xk − x
∗), ξk〉

2 − 2hk (Ak(xk − x
∗), ξk) + h

2
k
. (3.9)

Пiдставляючи (3.8) i (3.9) у (3.6) маємо

‖Ak+1(xk+1 − x
∗)‖2 = ‖Ak(xk+1 − x

∗)‖2 + (α2 − 1)
〈
ξk, Ak(xk+1 − x

∗)
〉2

= ‖Ak(xk − x
∗)‖2 − 2hk 〈Ak(xk − x

∗), ξk〉+ h
2
k
+

+ (α2 − 1)
(
〈Ak(xk − x

∗), ξk〉
2 − 2hk 〈Ak(xk − x

∗), ξk〉+ h
2
k

)
=

= ‖Ak(xk − x
∗)‖2 − 2α2hk 〈Ak(xk − x

∗), ξk〉+
+ (α2 − 1) 〈Ak(xk − x

∗), ξk〉
2 + α2h2

k
=

‖Ak(xk−x
∗)‖2−〈Ak(xk − x

∗), ξk〉
(
2α2hk − (α2 − 1) 〈Ak(xk − x

∗), ξk〉
)
+α2h2

k
,

звiдки з урахуванням hk = 1
n+1rk i α =

√
n+1
n−1 маємо

‖Ak+1(xk+1 − x
∗)‖2 = ‖Ak(xk − x

∗)‖2−

−
2

n− 1
〈Ak(xk − x

∗), ξk〉 (rk − 〈Ak(xk − x
∗), ξk〉) +

1

n2 − 1
r2
k
. (3.10)

Далi, для оцiнювання знака добутку

〈Ak(xk − x
∗), ξk〉 (rk − 〈Ak(xk − x

∗), ξk〉) ,

що входить до правої частини спiввiдношення (3.10), оцiнимо знаки обох
його спiвмножникiв. Перший спiвмножник буде невiд’ємним. Оскiльки маємо
〈x− x∗, g(x)〉 ≥ 0 для всiх x ∈ Rn, його легко оцiнити так:

〈Ak(xk − x
∗), ξk〉 =

〈
Ak(xk − x

∗),
B>
k
g(xk)

‖B>
k
g(xk)‖

〉
=

=
1

‖B>
k
g(xk)‖

〈
Ak(xk − x

∗), B>
k
g(xk)

〉
=

1

‖B>
k
g(xk)‖

〈BkAk(xk − x
∗), g(xk)〉 =

=
1

‖B>
k
g(xk)‖

〈xk − x
∗, g(xk)〉 ≥ 0.

З урахуванням того, що

0 ≤ 〈Ak(xk − x
∗), ξk〉 ≤ ‖Ak(xk − x

∗)‖ ≤ rk,
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другий спiвмножник оцiнюється так:

rk − 〈Ak(xk − x
∗), ξk〉 ≥ 0.

З невiд’ємностi обох спiвмножникiв випливає, що

2

n− 1
〈Ak(xk − x

∗), ξk〉 (rk − 〈Ak(xk − x
∗), ξk〉) ≥ 0. (3.11)

Далi, врахувавши (3.11) i те, що ‖Ak(xk − x∗)‖ ≤ rk, спiввiдношення (3.10)
перепишемо у виглядi

‖Ak+1(xk+1 − x
∗)‖2 ≤ ‖Ak(xk − x

∗)‖2 + 1

n2 − 1
r2
k
≤

≤ r2
k
+

1

n2 − 1
r2
k
=

(
n2

n2 − 1

)
r2
k
,

звiдки маємо нерiвнiсть

‖Ak+1(xk+1 − x∗)‖2 = ‖B−1
k+1

(xk+1 − x∗)‖2 ≤
(

n√
n2 − 1

)2
r2
k

= r2
k+1
,

з якої випливає справедливiсть нерiвностi (3.4) для k = k+ 1.

Множина точок x, яка задовольняє нерiвнiсть ‖B−1
k (xk − x)‖ ≤ rk є елiпсо-

їдом Ek :=
{
x|‖B−1

k (xk − x)‖ ≤ rk
}
, що мiстить точку x∗. Елiпсоїд Ek має об’єм

vol(Ek) =
ν0r

n
k

detAk
, (3.12)

де ν0 — об’єм одиничної n-вимiрної кулi, detAk — визначник матрицi Ak.
Отже, швидкiсть збiжностi алгоритму emshor визначатиметься вiдноше-

нням об’єму елiпсоїда Ek+1, що локалiзує точку x∗ на (k + 1)-й iтерацiї, до
об’єму елiпсоїда Ek, що локалiзує x∗ на k-й iтерацiї.

Теорема 3.2. Нехай xk i xk + 1 згенерованi алноритмом emshor. Тодi
x∗ ∈ Ek для всiх k ∈ N, а вiдношення об’ємiв елiпсоїдiв Ek+1 i Ek не залежить
вiд k i дорiвнює

qn :=
vol(Ek+1)
vol(Ek)

=

√
n− 1

n+ 1

(
n√
n2 − 1

)n
< exp

{
−

1

2(n+ 1

}
< 1. (3.13)

Якщо для iтерацiї k∗ виконується ‖B>k g(xk∗)‖rk∗ ≤ ε, то f(xk∗) − f∗ ≤ ε.
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Доведення. Згiдно з (3.3) маємо Ak+1 = Rα(ξk)Ak i для визначникiв матриць
Ak+1 та Ak справедливо detAk+1 = detRα(ξk)detAk. Враховуючи (3.12) i те,
що detRα(ξ) = α, знаходимо для (3.13) коефiцiєнт зменшення об’єму

qn :=
vol(Ek+1)
vol(Ek)

=
ν0r

n
k+1detAk

ν0r
n
kdetAk+1

=

=

(
rk+1

rk

)n detAk
detRα(ξk)Ak

=

√
n− 1

n+ 1

(
n√
n2 − 1

)n
.

Доведення нерiвностi в (3.13) базується на справедливостi наступного спiв-
вiдношення√

n− 1

n+ 1

(
n√
n2 − 1

)n
=

√
n− 1

n+ 1
·
(

n2

n2 − 1

)n
=

=

(
1−

1

n+ 1

)
·
(
1+

1

n2 − 1

)(n−1)/2

Використовуючи елементарну нерiвнiсть 1+ t ≤ et, яка є строгою для всiх
t 6= 0, ми отримуємо

qn =

√
n− 1

n+ 1

(
n√
n2 − 1

)n
< exp

{
−

1

n+ 1
+

n− 1

2(n2 − 1)

}
=

= exp
{
−

1

2(n+ 1)

}
.

Той факт, що умова rk‖B>k g(xk∗)‖ ≤ ε дозволяє знайти точку xk∗, для якої
f(xk∗) − f

∗ ≤ ε, випливає з нерiвностi

rk ≥ ‖B−1
k (xk − x

∗)‖ ≥
〈
B−1
k (xk − x

∗),
B>k g(xk)

‖B>k g(xk)‖

〉
=

=

〈
BkB

−1
k (xk − x

∗), g(xk)
〉

‖B>k g(xk)‖
=
〈xk − x∗, g(xk)〉
‖B>k g(xk)‖

≥ f(xk) − f
∗

‖B>k g(xk)‖
,

яка, враховуючи нерiвнiсть (3.1), виконується для всiх xk ∈ Rn, згенерованих
алгоритмом emshor.

Алгоритм emshor має просту геометричну iнтерпретацiю, яка базується
на використаннi елiпсоїда мiнiмального об’єму, що мiстить пiвкулю радiуса
r в Rn (n ≥ 2). Такий елiпсоїд має стиснену форму в напрямi нормалi до
гiперплощини, що визначає пiвкулю.
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Параметри елiпсоїда мiнiмального об’єму наведенi на рис. 3.1, де a — дов-
жина малої пiвосi елiпсоїда, b — довжина великих пiвосей елiпсоїда (кiль-
кiсть таких пiвосей дорiвнює n− 1), h — вiдстань вiд центру кулi до центру
елiпсоїда в напрямi його малої пiвосi.

Об’єм елiпсоїда мiнiмального об’єму дорiвнює νe = ν0ab
n−1, об’єм кулi

дорiвнює νb = ν0r
n, де ν0 — об’єм одиничної кулi в Rn. Отже, коефiцiєнт

зменшення об’єму дорiвнює

νe

νb
=
(a
r

)(b
r

)n−1
=
(a
b

)(b
r

)n
=

√
n− 1

n+ 1

(
n√
n2 − 1

)n
= qn.

Рис. 3.1. Елiпсоїд мiнiмального об’єму, що мiстить пiвкулю в R2

Щоб перетворити елiпсоїд мiнiмального об’єму в нову кулю, достатньо
простiр змiнних розтягнути в напрямку малої пiвосi з коефiцiєнтом

α = b/a =
√

(n+ 1)/(n− 1).

Це реалiзується за допомогою оператора Rα(ξ), де напрям ξ в формулi (3.2)
збiгається iз напрямком малої пiвосi елiпсоїда.

Якщо X = Rn є початковим простором змiнних, то у перетвореному про-
сторi змiнних Y = Rα(ξ)X, ми отримаємо нову кулю радiуса b, яка мiстить
розв’язок задачi, якщо його мiстила куля в початковому просторi. Повторю-
ючи це, але уже для нової кулi в перетвореному просторi отримуємо метод
елiпсоїдiв. Для цього на Кроцi 2, у перетвореному просторi Yk = B−1

k X роз-
раховується напрямок малої пiвосi елiпсоїда мiнiмального об’єму, що мiстить
кулю радiусу rk, i виконується перехiд до його центру. Обчислений напрямок
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використовується для наступного розтягування простору, яке здiйснюється
на Кроцi 3 за допомогою оновлення матрицi Bk+1.

В результатi розтягу простору ми отримаємо кулю з радiусом rk+1 в пере-
твореному просторi Yk+1 = B−1

k+1X.

Octave програма emshor. Алгоритм emshor реалiзований за допомогою
однойменної програми на мовi Octave [30,51,52].

Вона використовує octave-функцiю вигляду function [f, g] = calcfg
(x), яка обчислює значення функцiї f = f(x) та її субградiєнт g = g(x) в
точцi x.

Ця функцiя пiдготовлюється користувачем i може мати довiльне iм’я, яке
пiдтримує синтаксис Octave.

Код програми emshor з короткими коментарями наведений нижче.
# Вхiднi параметри:
# calcfg – iм’я функцiї для обчислення f та g
# x0 – початкова точка, x0(1:n)
# rad - радiус кулi, що мiстить точку мiнiмуму
# eps, maxitn – параметри зупинки (точнiсть, макс. iтер.)
# intp – iнтервал друку (через кожнi intp iтерацiй)
# Вихiднi параметри:
# x –знайдене наближення до точки мiнiмуму, x(1:n)
# f – значення функцiї f в точцi x
# itn – кiлькiсть виконаних iтерацiй
# ist – код зупинки (1 = epsf, 4 = maxitn)
function [x,f,itn,ist] = emshor(calcfg,x0,r0,eps, #row01

maxitn,intp);
n=length(x0); x=x0; B=eye(n); r=r0; #row02
dn=double(n); beta=sqrt((dn-1.d0)/(dn+1.d0)); #row03
for (itn = 0:maxitn) #row04

[f, g1] = calcfg(x); g = B’*g1; dg = norm(g); #row05
if((mod(itn,intp)==0)&&(intp<=maxitn)) #row06

printf(" itn %4d f %14.6e\n",itn,f); #row07
endif #row08
if(r*dg < epsf) ist = 1; return; endif #row09
xi = (1.d0/dg)*g; dx = B * xi; #row10
hs = r/(dn+1.d0); x -= hs * dx; #row11
B += (beta - 1) * B * xi * xi’; #row12
r = r/sqrt(1.d0-1.d0/dn)/sqrt(1.d0+1.d0/dn); #row13

endfor #row14
ist = 4; #row15
endfunction #row16

В програмi iтерацiйний процес виконується в циклi for (рядки 04–14), де
рядки 05–09 виконують Крок 1 алгоритму emshor, рядки 10–11 — Крок 2,
а рядки 12–13 — Крок 3. Пiсля кожних intp iтерацiй в циклi for виводяться
промiжнi результати (див. рядки 06–08). Програма emshor закiнчується ви-
конанням одної з двох умов: 1) знайдена точка x∗ε — така, що f(x∗ε ≤ f∗ + ε)
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(ist=1, див. рядок 09); 2) досягається maxitn — максимальна кiлькiсть iте-
рацiй (ist=4, див. рядки 04 i 15).

Програму emshor можна успiшно застосовувати для мiнiмiзацiї опуклих
функцiй, якщо кiлькiсть змiнних n = 2 ÷ 30, що пiдтверджують результати
обчислювальних експериментiв для гладких та негладких функцiй [30]. Для
зменшення в 10 разiв об’єму елiпсоїда, в якому локалiзовано точку x∗, потрi-
бно зробити K iтерацiй, де K = −ln10/lnqn ≈ (2ln10)n ≈ 4.6n, тобто, щоб
на порядок покращити вiдхилення знайденого рекордного значення функцiї
f(x) вiд її оптимального значення f∗ потрiбно зробити 4.6n iтерацiй. Якщо
n = 30, то використання досить малих значень ε вимагає великої кiлькостi
iтерацiй, так наприклад для використання ε = 10−20 максимальна кiлькiсть
iтерацiй оцiнюється величиною 92n2 = 92×30×30 = 82800. У цьому випадку
значення maxitn потрiбно вибирати не меншим, нiж 100000 iтерацiй.

3.2. Використання методу елiпсоїдiв для
задачi Сильвестра

Задача Сильвестра. Задача про найменшу обмежувальну сферу — це
задача про найменшу гiперкулю, яка мiстить усi точки заданої множини. В
n-вимiрному евклiдовому просторi Rn задана множина точок Am = {aj, j =

1, ...,m}, де aj ∈ Rn.
Потрiбно побудувати гiперкулю мiнiмального радiуса, яка охоплює всi то-

чки множини Am. Цю задачу умовимось називати задачею Сильвестра, так
як вперше для площини Rn таку задачу сформулював англiйський математик
Джеймс Джозеф Сильвестр [47]. На рис. 3.2 зображено декiлька розв’язкiв
задачi Сильвестра для R2, якi наведенi в [53]. Найменше обмежувальне коло
для множини точок на площинi можна визначити максимум за трьома точка-
ми з цiєї множини, якi лежать на границi кола. Якщо коло визначається лише
двома точками, то хорда, що з’єднує цi точки, є дiаметром найменшого обме-
жувального кола. Якщо коло визначається трьома точками, то трикутник з
вершинами в цих точках не може бути тупокутним.

Задача Сильвестра може бути сформульована як така задача опуклого про-
грамування [54]: знайти

f∗1 = f1(x
∗
S) = min

x∈Rn

{
f1(x) = max

j=1,...,m
‖x− aj‖2

}
, (3.14)

за обмежень

‖x− x0‖ ≤ r0, (3.15)
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де x ∈ Rn — n-вимiрний вектор невiдомих координат центру гiперкулi,
x0 =

1
m

∑m
j=1 aj — центр кулi радiуса r0 =

√
maxj=1,m ‖x0 − aj‖2, в якiй лока-

лiзовано x∗S — розв’язок задачi (3.14), (3.15). Оптимальне значення f∗1 = f1(x
∗
S)

визначає R∗S — мiнiмальний радiус гiперкулi, яка охоплює всi точки множини
Am; вiн буде рiвним

√
f∗1.

Для розв’язання задачi (3.14), (3.15) може бути застосований алгоритм
emshor, оскiльки вона є задачею мiнiмiзацiї опуклої кусково-квадратичної
функцiї f1(x), для якої точка мiнiмуму x∗S знаходиться всерединi n-вимiрної
кулi радiуса r0 = maxj=1,m ‖x0 − aj‖ з центром в точцi x0 = 1

m

∑m
j=1 aj.

Для знаходження точки x∗S нижче наведемо алгоритм sylvester1, який
побудований за допомогою алгоритму emshor, де стартова точка x0 та радiус
r0 вибираються такими, як вказано вище.

Рис. 3.2. Найменшi обмежувальнi кола, що охоплюють чотири множини точок в R2

Алгоритм sylvester1

Вхiдним параметром алгоритму є величина ε1 > 0 — точнiсть, з якою необ-
хiдно знайти f∗1 = f1(x

∗
S).

Iнiцiалiзацiя. Розглянемо n×n-матрицю B i покладемо B0 := In, де In —
одинична n × n-матриця. Перейдемо до першої iтерацiї зi значеннями x0 =
1
m

∑m
j=1 aj, r0 = maxj=1,m ‖x0 − aj‖ i B0.

Нехай на k-й iтерацiї знайденi значення xk ∈ Rn, rk i Bk. Перехiд до (k+1)-ї
iтерацiї полягає у такiй послiдовностi дiй.
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Крок 1. Обчислимо f1(xk) та gf1(xk) в точцi xk за формулою gf1(xk) =

2(xk − aj∗), де j∗ таке, що ‖xk − aj∗‖2 = f1(xk). Якщо rk‖BTkgf1(xk)‖ ≤ ε1, то
ЗУПИНКА: k∗ = k i x∗S = xk. Iнакше переходимо до кроку 2.
Крок 2. Покладемо ξk :=

B>k gf1(xk)

‖B>k gf1(xk)‖
.

Крок 3. Обчислимо чергову точку

xk+1 := xk − hkBkξk, де hk =
1

n+ 1
rk.

Крок 4. Обчислимо

Bk+1 := Bk +

(√
n− 1

n+ 1
− 1

)
(Bkξk)ξ

>
k i rk+1 := rk

n√
n2 − 1

.

Крок 5. Переходимо до (k+ 1)-ї iтерацiї алгоритму sylvester1 зi значен-
нями xk+1, rk+1, Bk+1.

Збiжнiсть алгоритму забезпечує така теорема.
Теорема 3.3. Послiдовнiсть точок {xk}

k∗

k=0, яку генерує алгоритм
sylvester1, задовольняє нерiвнiсть

‖B−1
k (xk − x

∗
S)‖ ≤ rk, k = 0, 1, . . . , k∗. (3.16)

На кожнiй iтерацiї k > 0 величина зменшення об’єму елiпсоїда

Ek =
{
x ∈ Rn : ‖B−1

k (xk − x)‖ ≤ rk
}
,

локалiзуючого x∗S, є сталою i рiвною

qn :=
vol(Ek+1)
vol(Ek)

=

√
n− 1

n+ 1

(
n√
n2 − 1

)n
< exp−

1

2(n+ 1)
< 1. (3.17)

Якщо для iтерацiї k∗ алгоритму sylvester1 виконується нерiвнiсть
‖BTkg(xk∗)‖rk∗ ≤ ε1, то

f1(xk∗) − f
∗
1 ≤ ε1. (3.18)

Теорема 3.3 мiстить три нерiвностi, де перша нерiвнiсть (3.16) доводиться
аналогiчно доведенню нерiвностi (3.4) теореми 3.1, а друга (3.17) та третя
(3.18) доводяться аналогiчно доведенню нерiвностей у теоремi 3.2.

Якщо n = 2 ÷ 30, то алгоритм sylvester1 можна успiшно застосовувати
для знаходження x∗S.

Продемонструємо це за допомогою програми emshor, де значення опуклої
кусково-квадратичної функцiї f1(x) та її субградiєнта в точцi x ∈ Rn обчи-
слюються за допомогою octave-функцiї fgf1(x):
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function [f,g] = fgf1(x)
global A m n
temp = ones(m,1)*x’ - A;
temp1 = sum(temp’.*temp’);
[tmax imax] = max(temp1);
f = tmax;
g = 2.0*temp(imax,:)’;
end

Тут множина точок
Am = {aj, j = 1,m},

де aj ∈ Rn, передається в функцiю fgf1(x) за допомогою глобальних пара-
метрiв A, m та n, де A —m×n-матриця, яка має m рядкiв, що мiстять n-вимiрнi
точки.

Для перевiрки роботи алгоритму sylvester1 будемо використовувати
тестовий приклад зm = n+1 точками, де n точок є вершинами n-вимiрного
симплекса

∑n
i=1 xi, xi ≥ 0, i = 1, n, а n + 1 точка спiвпадає з початком

координат. Для тестового прикладу матриця A, x∗S та R
∗
S мають такий вигляд:

A(n+ 1, n) =



1 0
... 0 0

0 1
... 0 0

· · · · · · . . . · · · · · ·
0 0

... 1 0

0 0
... 0 1

0 0
... 0 0


, x∗S(n) =

1

n


1

1
...
1

1

 ,

R∗S =

√
1−

1

n
, n = 1, 2, . . . , 30, . . . (3.19)

При цьому оптимальне значення цiльової функцiї в задачi (3.14), (3.15)
дорiвнює f∗1 = (R∗S)

2 = 1− 1
n
.

Тестовий приклад за формулою (3.19) для перевiрки роботи алгоритму
sylvester1 при рiзних значеннях ε1 ∈

[
10−30 ÷ 10−2

]
та n = 30 реалiзує

наведений далi Octave-код.

printf("Тест 1: мiнiмiзацiя функцiї f1 програмою emshor\n\n");
global A m n
printf("Пiдготовка тестового прикладу\n");
n = 30; m = n+1;
A = [eye(n); zeros(1,n)];
xstar = ones(n,1)/n;
n, m, A, x_star = xstar’,
printf("\n Setting x0, r0, maxitn and intp\n");
x0 = sum(A)’/m; [f0, g1] = fgf1(x0);
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r0 = sqrt(f0); maxitn = 150000; intp=150001;
x_0 = x0’, r0, maxitn, intp,
printf("\n Розв’язуємо задачу (1.14)-(1.15)\n");
eps1 = 1.e-2; ntest = 15;
for (in = 1:ntest)

tstart = time();
[xr1,fr1,itn1,ist1] = emshor(@fgf1,x0,r0,eps1,maxitn,intp);
time1 = time()-tstart;
printf("eps1 itn1 time1 f1 dx1 %7.1e %6d %5.1f %20.17f

%9.6e\n", eps1,itn1,time1,fr1,norm(xr1-xstar));
eps1 = eps1/100.0;

endfor
printf("\n Друкуємо розв’язок \n");
x_center = xr1’,

Обчислювальнi експерименти проводилися на персональному комп’ютерi
iз процесором AMD Ryzen 5 4500U 2.38 GHz, 16 GB у системi Windows 10 за
допомогою GNU Octave версiї 6.2.0.

Результати розрахунку за приведеним вище кодом для 15 рiзних значень
ε1 представленi в таблицi 3.1. Тут k∗ — кiлькiсть iтерацiй для пошуку точки
xk∗, t1 — час в секундах, затрачений на розв’язання задачi (3.14), (3.15) при
конкретному значеннi ε1, f1(xk∗) — значення функцiї на iтерацiї k∗.

ε1 k∗ t1 f1(xk∗) ‖xk∗ − x∗S‖
1.0e-02 9248 0.6 0.96691514094205810 1.419648e-03
1.0e-04 17344 1.1 0.96666675076144826 4.038524e-05
1.0e-06 25522 1.6 0.96666669634550528 8.408335e-06
1.0e-08 33675 2.1 0.96666666694991410 1.177884e-06
1.0e-10 41800 2.5 0.96666666666926282 5.148086e-08
1.0e-12 49954 3.1 0.96666666666666778 4.682847e-09
1.0e-14 58115 3.5 0.96666666666666790 1.519273e-09
1.0e-16 65514 4.2 0.96666666666666712 1.009356e-11
1.0e-18 67685 4.4 0.96666666666666712 3.935437e-12
1.0e-20 69468 4.5 0.96666666666666701 7.548093e-12
1.0e-22 78832 5.1 0.96666666666666712 5.063893e-13
1.0e-24 83439 5.4 0.96666666666666690 4.869797e-13
1.0e-26 87876 5.8 0.96666666666666690 5.051377e-13
1.0e-28 95098 6.2 0.96666666666666701 5.061942e-13
1.0e-30 95921 6.3 0.96666666666666712 5.064286e-13

Таблиця 3.1. Результати роботи алгоритму sylvester1 для тесту (3.19) при n = 30 та ε1 ∈[
10−30 ÷ 10−2

]
З таблицi 3.1 видно, що алгоритм sylvester1 досить швидко знаходить

достатньо точнi наближення до x∗S – єдиної точки мiнiмуму функцiї f1(x).
Про це свiдчать результати з останньої колонки ‖xk∗ − x∗S‖. Так, наприклад,
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для того, щоб знайти наближення до точки x∗S з точнiстю 10−8 достатньо
зробити 41800 iтерацiй, для чого потрiбно всього 2.5 секунди, а для точно-
стi 10−12 достатньо зробити 67685 iтерацiй, затративши всього 4.4 секунди.
З передостанньої колонки таблицi видно, що для знаходження значення цi-
льової функцiї задачi алгоритм sylvester1 демонструє високу точнiсть, яку
характеризує 14–15 значущих цифр. З таблицi 3.1 видно, що при використан-
нi ε1 ∈

[
10−30 ÷ 10−2

]
досягнутi значення цiльової функцiї не зменшуються

монотонно. Це характерно для методу елiпсоїдiв, який забезпечує монотонне
зменшення об’єму елiпсоїда, що локалiзує точку x∗S, але не забезпечує моно-
тонного зменшення значення функцiї, що мiнiмiзується.

Зауважимо, що для розв’язання задачi (3.14), (3.15) при n = 30 значен-
ня maxitn було вибрано рiвним 150000 iтерацiй, хоча максимальна кiлькiсть
iтерацiй не перевищила 100000. Це вiдповiдає швидкостi збiжностi алгоритму
emshor за теоремою 3.2, оскiльки для зменшення в 10 разiв об’єму елiпсо-
їда, в якому локалiзована точка x∗S, потрiбно зробити K = −ln10/lnqn ≈
(2ln10)n ≈ 4.6n iтерацiй. Якщо n = 30, то при використаннi дуже малих
значень ε1 = 10−30 максимальна кiлькiсть iтерацiй оцiнюється величиною
138n2 = 138 × 30 × 30 = 124200. Для цього випадку значення maxitn по-
трiбно вибирати не меншим, нiж 125000 iтерацiй. Якщо кiлькiсть невiдомих
n буде меншою, то для ε1 = 10−30 буде потрiбна менша кiлькiсть iтерацiй.
Так, наприклад, при n = 20 кiлькiсть iтерацiй не перевищує 51000, при цьому
затрачено 3.2 секунди, при n = 10 – не бiльше 13000 iтерацiй за 0.8 секунд,
при n = 5 — не бiльше 3000 iтерацiй за 0.2 секунди.

3.3. Метод елiпсоїдiв для узагальненої
задачi Сильвестра

Узагальнена задача Сильвестра. Задачу Сильвестра можна розшири-
ти на випадок, коли множина точок замiнюється множиною куль iз заданими
координатами центрiв та радiусiв. Тодi задача про найменшу обмежуваль-
ну сферу буде задачею про найменшу гiперкулю, яка мiстить усi кулi зада-
ної множини. В n-вимiрному евклiдовому просторi Rn задана множина куль
Sm = {Sj, j = 1, ...,m} з їх центрами Am = {aj, j = 1, ...,m}, де aj ∈ Rn, та ра-
дiусами rj, j = 1, ...,m. Потрiбно побудувати гiперкулю мiнiмального радiуса,
яка охоплює всi кулi множини Sm. Цю задачу будемо називати узагальненою
задачею Сильвестра.

Якщо r ≡ 0, то узагальнена задача Сильвестра переходить в звичайну
задачу Сильвестра, яка описана в пiдроздiлi 3.2.
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Для чотирьох прикладiв на рис. 3.3 зображено розв’язки узагальненої зада-
чi Сильвестра для R2. На першому (злiва вгорi) рисунку зображено наймен-
ше обмежувальне коло для множини п’яти кругiв рiзних радiусiв, на другому
рисунку — найменше обмежувальне коло для множини трьох кругiв та двох
точок (круги з нульовими радiусами). На третьому рисунку зображено най-
менше обмежувальне коло для множини трьох однакових кругiв, центри яких
вiдповiдають тестовому прикладу (3.19). На четвертому рисунку представле-
но обмежувальне коло для двох нерiвних кругiв, що перетинаються, та трьох
точок, двi з яких належать обмежувальному колу.

Рис. 3.3. Найменшi обмежувальнi кола, що охоплюють множини кругiв в R2

Узагальнена задача Сильвестра може бути сформульована як така задача
опуклого програмування: знайти

f∗2 = f2(x
∗) = min

x∈Rn

{
f2(x) = max

j=1,...,m
{‖x− aj‖+ rj}

}
, (3.20)

за обмежень
‖x− x0‖ ≤ r0, (3.21)

де x ∈ Rn — n-вимiрний вектор невiдомих координат центру гiперку-
лi, x0 = 1

m

∑m
j=1 aj — центр кулi радiуса r0 = maxj=1,m {‖x0 − aj‖+ rj}, в

якiй локалiзовано x∗U — розв’язок задачi (3.20)–(3.21). Оптимальне значен-
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ня f∗2 = f2(x
∗
U) є рiвним R∗U — мiнiмальному радiусу гiперкулi, яка охоплює

всi кулi множини Sm. Якщо r ≡ 0, то задача (3.20), (3.21) переходить в за-
дачу Cильвеcтра (3.14), (3.15), де достатньо опуклу цiльову функцiю f1(x) =
maxj=1,...,m ‖x−aj‖2 замiнити на опуклу функцiю f2(x) = maxj=1,...,m ‖x−aj‖.

Для розв’язання задачi (3.20), (3.21) можна застосувати алгоритм emshor,
оскiльки вона є задачею мiнiмiзацiї опуклої функцiї f2(x), для якої точ-
ка мiнiмуму x∗U знаходиться всерединi n-вимiрної кулi радiуса r0 =

maxj=1,m {‖x0 − aj‖+ rj} з центром в x0 = 1
m

∑m
j=1 aj. Для знаходження x∗U

наведемо алгоритм sylvester2, який побудований за допомогою emshor, де
стартова точка x0 та радiус r0 вибирається такими, як вказано вище.
Алгоритм sylvester2. Вхiдним параметром даного алгоритму є величина

ε2 > 0 — точнiсть, з якою необхiдно знайти f∗2 = f2(x
∗
U).

Iнiцiалiзацiя. Розглянемо n×n-матрицю B i покладемо B0 := In, де In —
одинична n × n-матриця. Перейдемо до першої iтерацiї зi значеннями x0 =
1
m

∑m
j=1 aj, r0 = maxj=1,m {‖x0 − aj‖+ rj} i B0.

Нехай на k-й iтерацiї знайденi значення xk ∈ Rn, rk i Bk. Перехiд до (k+1)-ї
iтерацiї полягає у такiй послiдовностi дiй.
Крок 1. Обчислимо f2(xk) та gf2(xk) в точцi xk за формулою gf2(xk) = (xk−

aj∗)/‖xk−aj∗‖, де j∗ таке, що ‖xk−aj∗‖+rj∗ = f2(xk). Якщо rk‖B>k gf2(xk)‖ ≤ ε2,
то ЗУПИНКА: k∗ = k i x∗U = xk. Iнакше переходимо до кроку 2.

Крок 2. Покладемо ξk :=
B>k gf2(xk)

‖B>k gf2(xk)‖
.

Крок 3. Обчислимо чергову точку

xk+1 := xk − hkBkξk, де hk =
1
n+1rk.

Крок 4. Обчислимо Bk+1 := Bk+
(√

n−1
n+1 − 1

)
(Bkξk)ξ

>
k i rk+1 := rk n√

n2−1
.

Крок 5. Переходимо до (k+ 1)-ї iтерацiї алгоритму sylvester2 зi значен-
нями xk+1, rk+1, Bk+1.

Теорема 3.4. Послiдовнiсть точок {xk}
k∗

k=0, яку генерує алгоритм
sylvester2, задовольняє нерiвнiсть

‖B−1
k (xk − x

∗
U)‖ ≤ rk, k = 0, 1, . . . , k∗. (3.22)

На кожнiй iтерацiї k > 0 величина зменшення об’єму елiпсоїда Ek ={
x ∈ Rn : ‖B−1

k (xk − x)‖ ≤ rk
}
, який локалiзує точку x∗U, є величиною ста-

лою i рiвною

qn := vol(Ek+1)
vol(Ek) =

√
n−1
n+1

(
n√
n2−1

)n
< exp− 1

2(n+1) < 1. (3.23)
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Якщо для iтерацiї k∗ алгоритму sylvester2 виконується нерiвнiсть
‖B>k g(xk∗)‖rk∗ ≤ ε2, то

f2(xk∗) − f
∗
2 ≤ ε2. (3.24)

Зауважимо, що нерiвнiсть (3.22) доводиться аналогiчно доведенню нерiв-
ностi (3.4) теореми 3.1, а нерiвностi (3.23) та (3.24) доводяться аналогiчно
доведенню нерiвностей у теоремi 3.2.

Якщо n = 2 ÷ 30, то алгоритм sylvester2 можна успiшно застосовувати
для знаходження x∗U. Продемонструємо це за допомогою програми emshor,
де значення функцiї f2(x) та її субградiєнта в точцi x ∈ Rn обчислюються за
допомогою octave-функцiї fgf2(x), яка має такий вигляд:

function [f,g] = fgf2(x)
global A r m n
temp = ones(m,1)*x’ - A;
temp1 = sum(temp’.*temp’);
temp1a = sqrt(temp1);
temp2 = temp1a + r’;
[tmax imax] = max(temp2);
f = tmax;
g = temp(imax,:)’/temp1a(1,imax);
end

Тут множина точок Am = {aj, j = 1,m}, де aj ∈ Rn, та їх радiуси rj,
j = 1, . . . ,m передається в функцiю fgf2(x) за допомогою глобальних пара-
метрiв A, r, m та n, де A – m × n-матриця, яка має m рядкiв, що мiстять
n-вимiрнi центри куль, а r — m-вимiрний вектор, що мiстить радiуси куль.

Для перевiрки роботи алгоритму sylvester2 будемо використовувати
тестовий приклад (3.19), де його m = n + 1 точок будуть центрами куль,
а радiуси куль виберемо однаковими та рiвними 1/2. Для модифiкованого
тестового прикладу матриця A, вектор r, x∗U та R∗U мають такий вигляд:

A(n+ 1, n) =


1 0

... 0 0

· · · · · · . . . · · · · · ·
0 0

... 1 0

0 0
... 0 1

0 0
... 0 0

 , r(n) =
1

2


1

1
...
1

 ,

x∗U(n) =
1

n


1

1
...
1

 , R∗U =
1

2
+

√
1−

1

n
, n = 1, 2, . . . , 30, . . . (3.25)
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Оптимальне значення цiльової функцiї в задачi (3.20), (3.21) є рiвним f∗2 =

R∗U = 1
2
+
√
1− 1

n
. Якщо r ≡ 0, то f∗2 = R∗S =

√
1− 1

n
спiвпадає з мiнiмальним

радiусом кулi, яка охоплює всi точки множини Am, для задачi Сильвестра.
Тестовий приклад за формулою (3.25) для перевiрки роботи алгоритму

sylvester2 при рiзних значеннях ε2 та n = 30 реалiзує наведений Octave-код.

printf(" Тест 2: мiнiмiзацiя функцiї f2 програмою emshor\n\n");
global A r m n
printf(" Пiдготовка тестового прикладу\n");
n = 30; m = n+1;
A = [eye(n); zeros(1,n)];
r = 0.5*ones(m,1);
xstar = ones(n,1)/n;
n, m, A, x_star = xstar’,
printf("\n Вибираємо x0, r0, maxitn та intp\n");
x0 = sum(A)’/m; [f0, g1] = fgf2(x0);
r0 = f0; maxitn = 150000; intp=150001;
x_0 = x0’, r0, maxitn, intp,
printf("\n Розв’язуємо задачу (1.20)-(1.21)\n");
eps2 = 1.e-2; ntest = 15;
for (in = 1:ntest)

tstart = time();
[xr2,fr2,itn2,ist2] = emshor(@fgf2,x0,r0,eps2,maxitn,intp);
time2 = time()-tstart;
printf("eps2 itn2 time2 f2 dx2 %7.1e %6d %5.1f

%20.17f %9.6e\n", eps2,itn2,time2,fr2,norm(xr2-xstar));
eps2 = eps2/100.0;

endfor
fr2,
printf("\n Друкуємо розв’язок\n");
x_center = xr2’,

Результати розрахунку за приведеним вище кодом для 15 рiзних значень
представленi в таблицi 3.2, а результати розрахунку за кодом, де оператор «r
= 0.5*ones(m,1)» замiнено на оператор «r = 0.0*ones(m,1)» представленi
в таблицi 3.3. Тут k∗ — кiлькiсть iтерацiй, затрачена на пошук точки xk∗,
t2 — витрати часу в секундах на розв’язання задачi (3.20), (3.21), f2(xk∗) —
значення функцiї f2(x) на iтерацiї k∗.

Обчислювальний експеримент проводився на персональному комп’ютерi iз
процесором AMD Ryzen 5 4500U 2.38 GHz, 16 GB у системi Windows 10 за
допомогою GNU Octave версiї 6.2.0.

З таблиць 3.2 та 3.3 видно, що алгоритм sylvester2 не менш швидко, нiж
алгоритм sylvester1, знаходить достатньо точнi наближення до x∗U — єдиної
точки мiнiмуму функцiї f2(x). Так, згiдно таблицi 3.2, для того, щоб знайти
точку xk∗, для якої ‖xk∗ − x∗U‖ ≤ 10−9, достатньо зробити 49492 iтерацiй, для
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чого потрiбно всього 3.4 секунди, а для того, щоб знайти точку xk∗, для якої
‖xk∗−x∗U‖ ≤ 10−13 достатньо зробити 82433 iтерацiй, затративши 5.7 секунди.

ε2 k∗ t2 f2(xk∗) ‖xk∗ − x∗U‖
1.0e-02 8776 0.7 1.48330237976035395 1.624189e-03
1.0e-04 16928 1.2 1.48319480119659541 2.089760e-04
1.0e-06 25053 1.7 1.48319208088122512 6.389005e-06
1.0e-08 33237 2.3 1.48319208054077234 2.500294e-06
1.0e-10 41375 2.8 1.48319208025169536 1.868036e-07
1.0e-12 49492 3.4 1.48319208025018057 4.624606e-09
1.0e-14 57642 3.9 1.48319208025017524 8.692244e-10
1.0e-16 65405 4.5 1.48319208025017546 1.016419e-10
1.0e-18 70597 4.8 1.48319208025017524 2.207081e-12
1.0e-20 73451 5.1 1.48319208025017524 7.020718e-13
1.0e-22 82433 5.7 1.48319208025017524 1.734658e-13
1.0e-24 92656 6.3 1.48319208025017524 1.643407e-13
1.0e-26 100652 6.9 1.48319208025017524 1.510768e-13
1.0e-28 109019 7.5 1.48319208025017524 1.497466e-13
1.0e-30 113118 7.7 1.48319208025017524 1.497466e-13

Таблиця 3.2. Результати роботи алгоритму sylvester2 для тесту (3.25) при n = 30 та ε2 ∈[
10−30 ÷ 10−2

]

ε2 k∗ t2 f2(xk∗) ‖xk∗ − x∗S‖
1.0e-02 8051 0.6 0.98342957656730667 1.957242e-03
1.0e-04 16177 1.1 0.98319247196514914 1.808707e-04
1.0e-06 24323 1.7 0.98319210631926124 8.950859e-06
1.0e-08 32498 2.2 0.98319208049198403 1.215883e-06
1.0e-10 40628 2.8 0.98319208025261295 1.645955e-07
1.0e-12 48783 3.4 0.98319208025019111 5.535608e-09
1.0e-14 56918 4.0 0.98319208025017546 2.436637e-09
1.0e-16 64570 4.5 0.98319208025017513 1.271709e-10
1.0e-18 68146 4.7 0.98319208025017513 1.574935e-12
1.0e-20 71686 5.0 0.98319208025017502 9.318159e-14
1.0e-22 80167 5.5 0.98319208025017502 8.957242e-13
1.0e-24 85833 5.9 0.98319208025017502 8.684131e-13
1.0e-26 93262 6.4 0.98319208025017513 8.610223e-13
1.0e-28 100986 7.0 0.98319208025017513 1.8588204e-13
1.0e-30 103076 7.1 0.98319208025017524 8.608145e-13

Таблиця 3.3. Результати роботи алгоритму sylvester2 для тесту (3.25) при n = 30 та r ≡ 0

Сказане вище має мiсце i для таблицi 3.3, в якiй наведенi результати розв’я-
зання задачi (3.20), (3.21) при r ≡ 0. При цьому оптимальне значення цiльо-
вої функцiї в задачi (3.20), (3.21) рiвне f∗2 = R∗S =

√
1− 1

n
та спiвпадає з
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мiнiмальним радiусом гiперкулi, яка охоплює всi точки множини Am, для за-
дачi Сильвестра. Так, наприклад, для того, щоб знайти точку xk∗, для якої
‖xk∗−x∗S‖ ≤ 10−9 достатньо зробити 48783 iтерацiй, для чого потрiбно всього
3.4 секунди, а для того, щоб знайти точку xk∗, для якої ‖xk∗ − x∗S‖ ≤ 10−13
достатньо зробити 80167 iтерацiй, затративши всього 5.5 секунд.

3.4. Висновки

У роздiлi дослiджено застосування алгоритму emshor — алгоритму мето-
ду елiпсоїдiв для розв’язання задачi Сильвестра про найменшу обмежуваль-
ну гiперсферу та її узагальнення на випадок скiнченного набору n-вимiрних
куль, заданих їх центрами та радiусами.

На основi методу emshor побудовано алгоритми для знаходження набли-
жених розв’язкiв обох задач Сильвестра. Алгоритм sylvester1 призначений
для розв’язання задачi мiнiмiзацiї опуклої кусково-квадратичної функцiї, що
є еквiвалентною задачi знаходження кулi мiнiмального радiуса для скiнченно-
го набору точок. Алгоритм sylvester2 призначений для розв’язання задачi
мiнiмiзацiї опуклої функцiї, що є еквiвалентною узагальненiй задачi знахо-
дження кулi мiнiмального радiуса для скiнченного набору куль з заданими
їх центрами та радiусами.

Результати тестування алгоритмiв sylvester1 та sylvester2 демонстру-
ють високу швидкiсть їх програмних реалiзацiй для сучасних комп’ютерiв
та високу точнiсть знаходження оптимальних значень цiльових функцiй при
розв’язаннi задач в n-вимiрних просторах для невеликих значень n = 2÷30.
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Роздiл 4

Методи для задач оптимального керування

У роздiлi увагу придiлено обґрунтуванню методiв оптимiзацiї лiнiйних роз-
подiлених систем з узагальненим керуванням. Ми припускали, що оператор,
який описує модель, задовольняє апрiорнi оцiнки в негативних нормах. З ви-
користанням теорiї оснащених гiльбертових просторiв та методу апрiорних
оцiнок в негативних нормах розглядати задачi iмпульсного керування лiнiй-
ними системами з розподiленими параметрами запропонував С.I. Ляшко [55].
Це дозволило створити загальну теорiю сингулярного (узагальненого) опти-
мального керування лiнiйними системами [56,57] та розв’язати чимало питань
щодо iснування оптимальних керувань, керованостi [58, 59], побудови необхi-
дних умов оптимальностi та чисельних методiв оптимiзацiї [60–62].

Наведено огляд теорiї оптимального керування з векторним критерiєм яко-
стi1 системами, що описуються рiвняннями математичної фiзики з узагаль-
неними впливами [57, 63]. Увагу придiлено теоремам iснування, необхiдним

1Теорiя задач багатокритерiальної (векторної) оптимiзацiї є одним iз тих роздiлiв сучасної теорiї екс-
тремальних задач, який iнтенсивно розвивається в останнi десятилiття. Дослiдженню проблем векторної
оптимiзацiї та пошуку ефективних методiв їх розв’язання присвячено надзвичайно багато лiтератури.
Завдяки багатогранностi вимог, якi повсякчас висуваються до результатiв нашої дiяльностi, багатокрите-
рiальнi задачi є одними з основних в економiчних та суспiльних застосуваннях. Можливо, вперше матема-
тичну проблему векторної оптимiзацiї було поставлено iталiйським економiстом та соцiологом Вiльфредо
Парето (1848–1923) при дослiдженнi процесiв товарообмiну. Не випадково саме в рамках математичної
економiки сформулювалося одне з ключових для проблеми багатокритерiального вибору поняття Парето-
оптимальностi, яке лежить в основi сучасних уявлень про кооперативну економiчну ефективнiсть. Основ-
нi зусилля вчених концентруються на розробцi таких традицiйних для теорiї оптимiзацiї напрямкiв, як
теореми iснування оптимальних розв’язкiв, умови оптимальностi, двоїстiсть в задачах векторної оптимi-
зацiї, стiйкiсть оптимальних розв’язкiв. Значну частину дослiджень присвячено проблемi скаляризацiї,
що можна пояснити тим, що зведення задачi векторної оптимiзацiї до задачi або родини задач скаляр-
ної оптимiзацiї вiдкриває шлях для використання у векторнiй оптимiзацiї арсеналу добре розроблених
аналiтичних i чисельних методiв скалярної оптимiзацiї. Згадаємо лише статтю [64], де автори виклали
плiдну iдею побудови iтерацiйних алгоритмiв для задач пошуку оптимуму за Парето для гладких вектор-
функцiй. Задачам оптимального керування зосередженими та розподiленими системами з векторними
критерiями присвячено чимало робiт. Наприклад, у роботах [65–67] дослiджувались задачi пошуку рiв-
новаги за Нешем, а в [68–70] — лiнiйно-квадратичнi задачi Парето-оптимiзацiї. Окремо згадаємо роботу
А. Бенсусана, Ж.-Л. Лiонса, Р. Темама [71], яка мiстить ряд принципових постановок задач та пiдходiв
до їх розв’язання.

87



умовам оптимальностi та методам розв’язання задач векторної оптимiзацiї
лiнiйних розподiлених систем.

Також, дослiджено асимптотичну поведiнку градiєнтної системи з спецi-
альним демпфiнгуванням, яка є неперервним аналогом варiанту градiєнтно-
го методу з [72] для мiнiмiзацiї сильно опуклих функцiй. Даний метод ви-
користовувався для розв’язання деяких задач cинтезу оберненого зв’язку в
лiнiйних динамiчних системах. За допомогою другого методу Ляпунова вста-
новлено оцiнки швидкостi збiжностi градiєнтної системи до точки рiвноваги.

Для пiдготовки роздiлу використано результати робiт [57,63,73–80].

4.1. Mетоди узагальненої оптимiзацiї лiнiйних
розподiлених систем

При дослiдженнi задач узагальненого оптимального керування системами
з розподiленими параметрами будемо використовувати пiдхiд робiт [57,63].

Нехай L — лiнiйний диференцiальний оператор з частинними похiдними,
який дiє у просторi L2 (Q) (Q = (0, T) × Ω ⊆ Rn+1 — регулярна область)
з областю визначення D (L), що складається з гладких в Q̄ функцiй, якi
задовольняють граничнi умови (гр).

Формально спряжений оператор позначимо L +. Його область визначен-
ня D (L +) — множина гладких в Q̄ функцiй, якi задовольняють спряженi
граничнi умови (гр+).

Припускаємо, що D (L) i D (L +) щiльнi в L2 (Q).
Нехай вiдносно L2 (Q) побудовано ланцюжки гiльбертових оснащень [81]

W ⊆ H ⊆ L2 (Q) ⊆ H− ⊆W−, W+ ⊆ H+ ⊆ L2 (Q) ⊆ H−
+ ⊆W−

+ ,

де W, H (W+, H+) — поповнення D (L) (D (L+)) за позитивними норма-
ми ‖·‖W, ‖·‖H (‖·‖W+

, ‖·‖H+
) (як правило, це норми вiдповiдних просторiв

С.Л. Соболєва); W−, H− (W−
+ , H−

+) — вiдповiднi негативнi простори.
Припустимо, що для диференцiальних операторiв L i L + справедливi такi

апрiорнi оцiнки в негативних нормах

c1 ‖y‖H ≤ ‖Ly‖W−
+
≤ c2 ‖y‖W ∀y ∈ D (L) ,

c1 ‖p‖H+
≤
∥∥L +p

∥∥
W− ≤ c2 ‖p‖W+

∀p ∈ D
(
L+
)
,

де c1, c2 — додатнi константи, що не залежать вiд функцiй y, p.
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Iз правих частин оцiнок випливає, що L, L + можна розширити за непе-
рервнiстю до неперервно дiючих W → W−

+ , W+ → W− операторiв. Для
розширених операторiв збережемо старi позначення. Далi, говорячи про опе-
ратори L i L +, будемо розумiти їх розширення. Оцiнки в негативних нормах
залишаються справедливими при довiльних y ∈ W, p ∈ W+. Для L, L+ ви-
конується тотожнiсть 〈Ly, p〉+ = 〈y,L +p〉 , де 〈 · , · 〉+, 〈 · , · 〉 — канонiчнi
бiлiнiйнi форми, побудованi на просторах W−

+ , W+ i W, W−. За допомогою
апрiорних оцiнок

c1 ‖y‖H ≤ ‖Ly‖W−
+
∀y ∈W, c1 ‖p‖H+

≤
∥∥L +p

∥∥
W− ∀p ∈W+,

доводиться iснування та єдинiсть розв’язкiв з просторiв W, W+ рiвнянь

Ly = f, f ∈ H−
+, (4.1)

L +p = g, g ∈ H−, (4.2)

причому справедливi оцiнки

‖y‖W ≤ c ‖f‖H−
+
, ‖p‖W+

≤ c ‖g‖H− .

Будемо також розглядати розв’язки з бiльш широких класiв. Узагальнений
розв’язок у наведеному нижче розумiннi спiвпадає з поняттям ультра слаб-
кого розв’язку методу Ж.-Л. Лiонса «транспонування iзоморфiзму» [82,83].

Узагальненим розв’язком рiвняння (4.1) з f ∈W−
+ називаємо елемент y ∈ H

такий, що [y,L +p] = 〈f, p〉+ ∀p ∈ W+: L+v ∈ H−, де [· , ·] — канонiчна
бiлiнiйна форма, побудована на просторах H, H−.

Аналогiчно, узагальненим розв’язком спряженого рiвняння (4.2) iз правою
частиною g ∈ W− називаємо елемент p ∈ H+ такий, що [Ly, p]+ = 〈y, g〉
∀y ∈W: Ly ∈ H−

+, де [· , ·]+: H
−
+ ×H+ → R — канонiчна бiлiнiйна форма.

Вiдомо, що для довiльних елементiв f ∈ W−
+ i g ∈ W− iснують єдинi уза-

гальненi розв’язки рiвняння (4.1) i спряженого рiвняння (4.2), причому спра-
ведливi оцiнки

‖y‖H ≤ c ‖f‖W−
+
, ‖p‖H+

≤ c ‖g‖W− .

Зауваження 4.1. Нехай y ∈ H ∩W — узагальнений розв’язок (4.1) iз
правою частиною f ∈W−

+ , тодi y — розв’язок рiвняння Ly = f. Для f ∈ R (L)
узагальнений розв’язок y також задовольняє рiвнянню Ly = f.

Нехай (V, ‖·‖V) — банахiв простiр керувань, F : V → W−
+ – оператор, що

задає вплив на систему. Для керування u ∈ V стан y = y (u) ∈ H системи
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визначається як узагальнений розв’язок рiвняння Ly = F (u). Нехай Φ : H×
V → R — заданий функцiонал. Розглянемо задачу оптимального керування

J (u) = Φ (y (u) , u)→ inf
u∈U
, (4.3)

Ly (u) = F (u) , u ∈ U, (4.4)

де U — пiдмножина допустимих керувань iз простору керувань V .
Використовуючи результати про узагальнену розв’язнiсть (4.1), мiркува-

ння компактностi–неперервностi, легко довести, що задача (4.3), (4.4) має
непорожню σ (V,V∗)-компактну множину розв’язкiв при виконаннi умов:

1) функцiонал Φ : H× V → R секвенцiйно напiвнеперервний знизу у слаб-
ких топологiях просторiв H та V ;

2) оператор F : V →W−
+ секвенцiйно слабко неперервний;

3) множина U ⊆ D (F) компактна в топологiї σ (V,V∗).

Зауваження 4.2. Сформульованим умовам задовольняють: функцiонали
вигляду Φ (y, u) = α0 ‖y‖β0H + α1 ‖u‖β1V (α0, α1, β0, β1 > 0); замкненi опу-
клi та обмеженi пiдмножини U рефлексивних банахових просторiв (V, ‖·‖V);
iмпульснi, точковi, рухомi та iншi узагальненi керуючi впливи F (·) [57].

Зауваження 4.3. Якщо J (·) задовольняє умову коерцитивностi: J (uk)→
+∞ при ‖uk‖V → +∞, то σ (V,V∗)-компактна множина оптимальних керу-
вань iснує при необмеженiй σ (V,V∗)-замкненiй множинi U рефлексивного
простору (V, ‖·‖V).

Зауваження 4.4. Ураховуючи нелiнiйнiсть оператора F : V →W−
+ , функ-

цiонал якостi J (·) може бути неопуклим i при квадратичному або лiнiйному
функцiоналi Φ : H× V → R, а (4.3), (4.4) — багатоекстремальною задачею.

Придiлимо увагу диференцiальним властивостям функцiонала якостi J (·).

Теорема 4.1. Нехай оператор F : V → W−
+ у точцi u ∈ V має похi-

дну Фреше F ′ (u) ∈ L
(
V,W−

+

)
; функцiонал Φ : H × V → R має у точцi

(y (u) , u) ∈ H × V похiдну Фреше, Φ ′1 (y (u) , u) ∈ H−, Φ ′2 (y (u) , u) ∈ V∗
— вiдповiднi частиннi похiднi Фреше. Тодi функцiонал якостi J : V → R
диференцiйовний за Фреше у точцi u ∈ V i його похiдна обчислюється за
формулою

〈J ′ (u) , h〉V∗,V =
〈
(F ′ (u))

∗
p+Φ ′2 (y (u) , u) , h

〉
V∗,V

∀h ∈ V, (4.5)
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де p = p (u) ∈W+ — спряжений стан — розв’язок рiвняння

L +p = Φ ′1 (y (u) , u) .

Доведення. Знайдемо в u ∈ V лiнiйну частину приросту

∆J (u;h) = J (u+ h) − J (u)

функцiонала якостi. Маємо

∆J (u;h) = Φ (y (u+ h) , u+ h) −Φ (y (u) , u) =

= [y (u+ h) − y (u) , Φ ′1 (y (u) , u)] +

+ 〈Φ ′2 (y (u) , u) , h〉V∗,V + o (‖y (u+ h) − y (u)‖H) + o (‖h‖V) .

Введемо спряжений стан p = p (u) ∈W+ як розв’язок рiвняння

L +p = Φ ′1 (y (u) , u) .

Тодi можемо записати

[y (u+ h) − y (u) , Φ ′1 (y (u) , u)] =

=
[
y (u+ h) − y (u) ,L+p

]
= 〈F (u+ h) − F (u) , p〉+ =

= 〈F ′ (u)h, p〉+ + o (‖h‖V) =
=
〈
(F ′ (u))

∗
p, h

〉
V∗,V

+ o (‖h‖V) .

Оскiльки

‖y (u+ h) − y (u)‖H ≤ c ‖F (u+ h) − F (u)‖W−
+
= O (‖h‖V) ,

то

∆J (u;h) =
〈
(F ′ (u))

∗
p, h

〉
V∗,V

+ 〈Φ ′2 (y (u) , u) , h〉V∗,V + o (‖h‖V) .

Функцiонал J : V → R диференцiйовний за Фреше в точцi u ∈ V i має мiсце
зображення (4.5).

Має мiсце така теорема.

Теорема 4.2. Нехай на обмеженiй опуклiй множинi U ⊆ V оператор
u 7→ F ′ (u) задовольняє умову Гьольдера з показником γ ∈ (0, 1]; оператори
(y, u) 7→ Φ ′1 (y, u) i (y, u) 7→ Φ ′2 (y, u) задовольняють на обмежених пiд-
множинах простору H × V умову Гьольдера з показником γ ∈ (0, 1]. Тодi
похiдна Фреше J ′ (·) задовольняє на U умову Гьольдера з показником γ.
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Доведення. Нехай u1, u2 — довiльнi точки з множини U. Розглянемо

‖J ′ (h1) − J ′ (h2)‖V∗ =
=
∥∥(F ′ (u1))∗ p1 +Φ ′2 (y (u1) , u1) − (F ′ (u2))

∗
p2 −Φ

′
2 (y (u2) , u2)

∥∥
V∗
≤

≤ ‖F ′ (u1)‖ ‖p1 − p2‖W+
+ ‖F ′ (u1) − F ′ (u2)‖ ‖p2‖W+

+

+ ‖Φ ′2 (y (u1) , u1) −Φ ′2 (y (u2) , u2)‖V∗ ,

де p1 ∈W+, p2 ∈W+ — розв’язки рiвнянь

L+p1 = Φ
′
1 (y (u1) , u1) , L+p2 = Φ

′
1 (y (u2) , u2) .

Оскiльки оператор u 7→ F ′ (u) задовольняє умову Гьольдера на обмеженiй
опуклiй множинi, то вiн i оператор u 7→ F (u) є обмеженими.

Робимо висновок, що множина {y (u) ∈ H : u ∈ U} обмежена у просторi H
i оператори Φ ′1, Φ

′
2 — гельдеровi на множинi {(y (u) , u) : u ∈ U} ⊆ H× V .

Отже, маємо

‖J ′ (h1) − J ′ (h2)‖V∗ ≤ C0 ‖Φ
′
1 (y (u1) , u1) −Φ

′
1 (y (u2) , u2)‖H− +

+ C1 ‖u1 − u2‖γV ‖Φ
′
1 (y (u2) , u2)‖H− +

+ C3 (‖y (u1) − y (u2)‖H + ‖u1 − u2‖V)
γ ≤

≤ C4 ‖u1 − u2‖γV + C5 (‖y (u1) − y (u2)‖H + ‖u1 − u2‖V)
γ
.

Залишилось скористатись нерiвнiстю

‖y (u1) − y (u2)‖H ≤ c ‖F (u1) − F (u2)‖W−
+
≤

≤ c sup
θ∈[0,1]

‖F ′ (u1 + θ (u2 − u1))‖ ‖u1 − u2‖V ≤

≤ C6 ‖u1 − u2‖V ,

що i доводить теорему.

Перейдемо до дослiдження алгоритмiв наближеного розв’язання описаних
вище задач узагальненого оптимального керування лiнiйними системами з
розподiленими параметрами.

Розглянемо задачу оптимального керування

J (u) = Φ (y (u) , u)→ inf
u∈U
, (4.6)

Ly (u) = F (u) , u ∈ U, (4.7)
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де F : V →W−
+ , U — множина допустимих керувань iз гiльбертового простору

керувань V . Припускається, що

множина U — компактна в сильнiй топологiї та опукла.

У задачах оптимального керування системами з розподiленими параметра-
ми сильна компактнiсть, як правило, вiдсутня, але за рахунок параметризацiї
чи регуляризацiї керування [57] задачу можна апроксимувати так, щоб мала
мiсце сильна компактнiсть.

Далi, якщо не вказано iнше, будемо вважати, що виконанi такi припущення
про гладкiсть даних задачi (4.6), (4.7):

1) на множинi U ⊆ V оператор u 7→ F ′ (u) задовольняє умову Гьольдера з
показником γ ∈ (0, 1];

2) оператори (y, u) 7→ Φ ′1 (y, u) i (y, u) 7→ Φ ′2 (y, u) задовольняють на
обмежених пiдмножинах простору H × V умову Гьольдера з показни-
ком γ ∈ (0, 1].

Iз теореми 4.2 випливає, що тодi похiдна Фреше J ′ (·) задовольняє на U
умову Гьольдера з показником γ.

Структура алгоритмiв, якi вивчаються в пiдроздiлi, наступна: будується
послiдовнiсть керувань un+1 = un + ρn (ūn − un), що задовольняють умову
un ∈ U, а керування ūn є наближеним розв’язком деякої допомiжної екстре-
мальної задачi.

Ефективнi на практицi алгоритми часто мають напiвемпiричний характер.
Деякi з них мiстять не до кiнця формалiзованi етапи, що часто робить не-
можливим доведення їх збiжностi у тому видi, в якому вони сформульованi.
Внаслiдок цього можна стверджувати, що, як правило, математики в данiй
галузi займаються побудовою та дослiдженням моделей (принципових схем)
iтерацiйних алгоритмiв оптимiзацiї — бiльш простих алгоритмiв, що зберiга-
ють основнi риси методiв практичних розрахункiв (див. [84–91]).

Для доведення збiжностi алгоритмiв будемо використовувати метод, роз-
винутий у роботах київської школи негладкої та стохастичної оптимiзацiї
[91–94]. Ця методика у певнiй мiрi є незалежною вiд конкретної структури
алгоритму та складається з перевiрки набору стандартних умов, виконання
яких для певного алгоритму гарантує його збiжнiсть. Цей пiдхiд дозволяє
для цiлого класу алгоритмiв провести значну частину доведення збiжностi
в рамках доведення загальних теорем збiжностi, завдяки чому викладення
результатiв спрощується.
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Розглянемо наступну абстрактну задачу:

задано пiдмножину X∗ повного метричного простору (X, ρ);
знайти точку пiдмножини X∗.

У задачах оптимiзацiї для опису множини X∗, як правило, використовують
необхiднi умови оптимальностi.

Пiд iтерацiйним алгоритмом розв’язання абстрактної задачi розумiємо пев-
не правило побудови послiдовностi точок (xn) метричного простору X.

Алгоритм вважаємо збiжним, якщо всi граничнi точки послiдовностi (xn)
належать множинi X∗.

Теорема 4.3. Припустимо, що:

1) iснує компакт K ⊆ X: xn ∈ K ∀ n ∈ N;

2) для довiльної збiжної пiдпослiдовностi (xnk) виконано умови:

a) якщо limk→∞ xnk = x ′ ∈ X∗, то ρ (xnk+1, xnk) −−−→
k→∞ 0;

b) якщо limk→∞ xnk = x ′′ /∈ X∗, то ∃ δ0 > 0: ∀ δ ∈ (0, δ0] τk < +∞, де

τk = min
n>nk

{n : ρ (xn, xnk) > δ} ;

3) iснує неперервна на множинi граничних точок послiдовностi (xn)

функцiя W : X→ R така, що для довiльної пiдпослiдовностi з 2 b)

lim sup
k→∞ W (xτk) < lim

k→∞W (xnk) ;

4) множина W∗ = W (X∗) = {W (x) : x ∈ X∗} ⊆ R має скрiзь щiльне
доповнення.

Тодi послiдовнiсть (W (xn)) має границю та всi граничнi точки послiдовнос-
тi (xn) утворюють зв’язну компактну пiдмножину X∗.

Зауваження 4.5. Якщо опустити умови 2 a) i 4, то можна стверджувати
лише, що iснуть граничнi точки послiдовностi (xn), якi належать множинi
X∗. Вiдмiтимо, що у формулюваннi наведеної теореми вiдтворено схему дове-
дення збiжностi алгоритму вiд супротивного, тому деякi умови теореми без
контексту доведення вiд супротивного є психологiчно незручними.

Будемо вважати, що iз заданою (в окремих випадках довiльною) точнiстю
може бути розв’язана задача

〈u∗, u〉V∗,V → inf
u∈U
, u∗ ∈ V∗,
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або задача
〈u∗, u〉V∗,V + 1

2
‖u‖2V → inf

u∈U
, u∗ ∈ V∗.

Множини U, що мають такi властивостi, можна назвати множинами простої
структури [90]. Звичайно «простота» залежить i вiд наявних обчислювальних
ресурсiв. Якщо U — множина простої структури, то розглянутi нижче алго-
ритми безпосередньо можна застосувати для розв’язання задачi керування.
Iнакше, вони лише моделi деяких чисельних методiв, про поведiнку яких ми
маємо тiльки приблизну якiсну картину.

Нехай f : X → R i ε > 0. Записом f (x) → ε− infx∈X будемо позначати
задачу пошуку таких точок x ′ ∈ X, що f (x ′) ≤ infx∈X f (x) + ε.

Розглянемо задачу оптимального керування (4.6), (4.7) та наведений нижче
iтерацiйний процес її розв’язання.

Алгоритм 4.1 (Метод лiнеаризацiї).

1) Обираємо початкове наближення u0 ∈ U. Покладаємо n = 0.

2) Знаходимо yn ∈ H — узагальнений розв’язок рiвняння: Lyn = F (un).

3) Знаходимо спряжений стан pn ∈W+ — розв’язок рiвняння

L +pn = Φ ′1 (yn, un) .

4) Знаходимо ūn ∈ U — розв’язок екстремальної задачi(
(F ′ (un))

∗
pn +Φ

′
2 (yn, un) , u− un

)
V
→ εn− inf

u∈U
.

5) Покладаємо un+1 = un + ρn (ūn − un), де ρn ∈ (0, 1] — кроковий множ-
ник, n := n+ 1 i переходимо на крок 2.

Теорема 4.4. Нехай

ρn ∈ (0, 1] , ρn → 0,

∞∑
n=0

ρn = +∞, εn ≥ 0, εn → 0.

Якщо функцiонал J приймає на множинi

U∗ = {u∗ ∈ U : (J ′ (u∗) , u− u∗)V ≥ 0 ∀u ∈ U}

не бiльш нiж злiченну кiлькiсть значень, то всi граничнi точки (якi обо-
в’язково iснують) послiдовностi (un) утворюють компактну зв’язну пiд-
множину в U∗, а числова послiдовнiсть (J (un)) має границю.
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Зауваження 4.6. Нехай εn ↘ 0, δ ′n ↘ 0 i δ ′′n ↘ 0. Аналогiчне теоремi 4.4
твердження про збiжнiсть справджується для наступної моделi алгоритму.

1) Обираємо початкове наближення u0 ∈ U. Покладаємо n = 0.

2) Знаходимо ỹn ∈ H: ‖ỹn − yn‖H ≤ δ ′n, де yn ∈ H — узагальнений розв’я-
зок рiвняння Lyn = F (un).

3) Знаходимо p̃n ∈ W+: ‖p̃n − p ′n‖W+
≤ δ ′′n, де p ′n ∈ W+ — розв’язок

рiвняння
L +p ′n = Φ ′1 (ỹn, un) .

4) Знаходимо ūn ∈ U — розв’язок екстремальної задачi(
(F ′ (un))

∗
p̃n +Φ

′
2 (ỹn, un) , u− un

)
V
→ εn− inf

u∈U
.

5) Покладаємо un+1 = un + ρn (ūn − un), де ρn ∈ (0, 1], n := n + 1 i
переходимо на крок 2.

Доведення теореми 4.4. Перевiримо виконання умов теореми про достатнi
умови збiжностi iтерацiйних алгоритмiв оптимiзацiї.

Покладемо W = J. Функцiонал W неперервний на U, множина

W∗ = {W (u) : u ∈ U∗}

має скрiзь щiльне доповнення. Крiм того, функцiонал J диференцiйовний
за Фреше, та похiдна J ′ задовольняє на U умову Гьольдера з показником
γ ∈ (0, 1]. За побудовою всi члени послiдовностi (un) належать компакту U.

Розглянемо таку пiдпослiдовнiсть (unk), що

unk → u∗ ∈ U∗ при k→∞.
Маємо

‖unk+1 − unk‖V = ρnk ‖ūnk − unk‖V ≤ ρnkdiam (U)→ 0 при k→∞.
Нехай (unk) — пiдпослiдовнiсть, що збiгається до керування u ′ /∈ U∗. По-

кажемо, що iснує δ0 > 0 таке, що для всiх k та δ ∈ (0, δ0]:

τk = min
n>nk

{n : ‖un − unk‖V > δ} < +∞.
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Припустимо протилежне. Нехай для всiх δ0 > 0 iснує таке k0 = k0 (δ0) ∈ N,
що
∥∥∥un − unk0∥∥∥V ≤ δ0 для всiх n > nk0. Тодi з нерiвностi трикутника маємо

un ∈ Bδ0(unk0) ⇒ unk ∈ Bδ0(unk0) для k > k0 ⇒⇒ u ′ ∈ Bδ0(unk0) ⇒ un ∈ B2δ0(u ′)

для всiх n > nk0. Оскiльки u ′ /∈ U∗, то iснують λ > 0 i ū ′ ∈ U такi, що

(J ′ (u ′) , ū ′ − u ′)V ≤ −λ. (4.8)

Розглянемо прирiст

W (un) −W (unk) = J (un) − J (u
′) − J (unk) + J (u

′) =

= (J ′ (u ′ + θ ′ (un − u
′)) , un − u

′)V −

− (J ′ (u ′ + θ ′′ (unk − u
′)) , unk − u

′)V =

= (J ′ (u ′) , un − u
′)V + (J ′ (u ′ + θ ′ (un − u

′)) − J ′ (u ′) , un − u
′)V −

− (J ′ (u ′) , unk − u
′)V + (J ′ (u ′) − J ′ (u ′ + θ ′′ (unk − u

′)) , unk − u
′)V ≤

≤ (J ′ (u ′) , un − unk)V + 22+γCδ1+γ0 =

=

n−1∑
p=nk

ρp (J
′ (u ′) , ūp − up)V + 22+γCδ1+γ0 , (4.9)

де n > nk, k > k0 та {θ ′, θ ′′} ⊂ [0, 1]. У нерiвностi (4.9) оцiнимо зверху
величину (J ′ (u ′) , ūp − up)V . Маємо

(J ′ (u ′) , ūp − up)V =

= (J ′ (u ′) − J ′ (up) , ūp − up)V + (J ′ (up) , ūp − up)V ≤
≤ (J ′ (u ′) − J ′ (up) , ūp − up)V + (J ′ (up) , ū

′ − up)V + εp.

Але

(J ′ (up) , ū
′ − up)V = (J ′ (up) − J

′ (u ′) , ū ′ − up)V +

+ (J ′ (u ′) , ū ′ − u ′)V + (J ′ (u ′) , u ′ − up)V .

Отже,

(J ′ (u ′) , ūp − up)V ≤ (J ′ (up) − J
′ (u ′) , ū ′ − ūp)V +

+ (J ′ (u ′) , ū ′ − u ′)V + (J ′ (u ′) , u ′ − up)V + εp.
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Урахувавши (4.8), отримаємо оцiнку

(J ′ (u ′) , ūp − up)V ≤
≤ −λ+ diam (U) ‖J ′ (up) − J ′ (u ′)‖V + 2 ‖J ′ (u ′)‖V δ0 + εp ≤

≤ −λ+ εp + diam (U)C2γδγ0 + 2 ‖J
′ (u ′)‖V δ0.

Обираючи достатньо мале δ0 > 0 та велике k0, отримуємо (p > nk0)

0 < εp + diam (U)C2γδγ0 + 2 ‖J
′ (u ′)‖V δ0 <

λ

2
.

Звiдки (J ′ (u ′) , ūp − up)V ≤ −λ
2
, p > nk0. Отже, остаточно отримуємо

W (un) −W (unk) ≤ −
λ

2

n−1∑
p=nk

ρp + 2
2+γCδ1+γ0 , n > nk ≥ nk0. (4.10)

Здiйснивши граничний перехiд в нерiвностi (4.10) при n→∞ та врахувавши∑∞
p=nk

ρp = +∞, отримаємо протирiччя з обмеженiстю знизу на компактнiй
множинi U неперервного функцiонала W.

Отже, iснує δ0 > 0 таке, що для всiх iндексiв k та δ ∈ (0, δ0]:

τk = min
n>nk

{n : ‖un − unk‖V > δ} < +∞.
Але, обираючи достатньо мале δ0 > 0 та велике k0, можна повторити до-

ведення оцiнки (4.10) для nk ≤ n ≤ τk. З iншого боку,

δ0 < ‖uτk − unk‖V ≤
τk−1∑
p=nk

‖up+1 − up‖V ≤ diam (U)

τk−1∑
p=nk

ρp.

Тому
∑τk−1

p=nk
ρp >

δ0
diam(U) . Ураховуючи останню нерiвнiсть в (4.10), отримуємо

W (uτk) < W (unk) −
λδ0

2diam (U)
+ 22+γCδ1+γ0 .

Звiдки
lim sup
k→∞ W (uτk) < lim

k→∞W (unk) .

Умови теореми про збiжнiсть виконуються, а отже, граничнi точки послi-
довностi (un) утворюють компактну зв’язну пiдмножину U∗ i числова послi-
довнiсть (J (un)) має границю.
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Зауваження 4.7. Доведемо аналогiчний теоремi 4.4 факт для моделi ал-
горитму iз зауваження 4.6. Покажемо лише, що для пiдпослiдовностi (unk),
що збiгається до керування u ′ /∈ U∗, iснує δ0 > 0 таке, що для всiх k та
δ ∈ (0, δ0] τk = min

n>nk
{n : ‖un − unk‖V > δ} < +∞.

Мiркуємо вiд супротивного. Нехай для всiх δ0 > 0 iснує k0 = k0 (δ0) таке,
що ‖un − unk0‖V ≤ δ0 для всiх n > nk0. Тодi un ∈ B2δ0 (u ′) для всiх n > nk0.

Оскiльки u ′ /∈ U∗, то iснує число λ > 0 таке, що

min
u∈U

(J ′ (u ′) , u− u ′)V ≤ −2λ < 0.

Розглянемо прирiст J (un+1) − J (un) для m > nk > nk0

J (um) − J (unk) = J (um) − J (u
′) − J (unk) + J (u

′) =

= (J ′ (u ′ + θ ′ (um − u ′)) , um − u ′)V − (J ′ (u ′ + θ ′′ (unk − u
′)) , unk − u

′)V =

= (J ′ (u ′) , um − u ′)V + (J ′ (u ′ + θ ′ (um − u ′)) − J ′ (u ′) , um − u ′)V −

− (J ′ (u ′) , unk − u
′)V + (J ′ (u ′) − J ′ (u ′ + θ ′′ (unk − u

′)) , unk − u
′)V ≤

≤
m−1∑
n=nk

ρn (J
′ (u ′) , ūn − un)V + C0δ

1+γ
0 ,

де {θ ′, θ ′′} ⊂ [0, 1]. Оцiнимо зверху (J ′ (u ′) , ūn − un)V . Позначимо через ū ′ ∈
U розв’язок задачi мiнiмiзацiї (J ′ (u ′) , u− u ′)V → infu∈U. Маємо

(J ′ (u ′) , ūn − un)V =
(
J ′ (u ′) − J̃ ′ (un), ūn − un

)
V
+

+
(
J̃ ′ (un), ūn − un

)
V
≤
(
J ′ (u ′) − J̃ ′ (un), ūn − un

)
V
+
(
J̃ ′ (un), ū

′ − un

)
V
+εn,

де J̃ ′ (un) = (F ′ (un))
∗
p̃n +Φ

′
2 (ỹn, un). Але(

J̃ ′ (un), ū
′ − un

)
V
=
(
J̃ ′ (un) − J

′ (u ′) , ū ′ − un

)
V
+

+ (J ′ (u ′) , ū ′ − u ′)V + (J ′ (u ′) , u ′ − un)V ≤

− 2λ+
(
J̃ ′ (un) − J

′ (u ′) , ū ′ − un

)
V
+ (J ′ (u ′) , u ′ − un)V .

Звiдки

(J ′ (u ′) , ūn − un)V ≤

≤ −2λ+
(
J̃ ′ (un) − J

′ (u ′) , ū ′ − ūn

)
V
+ (J ′ (u ′) , u ′ − un)V + εn.
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Нарештi отримаємо нерiвнiсть

(J ′ (u ′) , ūn − un)V ≤

≤ −2λ+ diam (U)
∥∥∥J̃ ′ (un) − J ′ (u ′)∥∥∥

V
+ 2 ‖J ′ (u ′)‖V δ0 + εn.

Оцiнимо
∥∥∥J̃ ′ (uu) − J ′ (u ′)∥∥∥

V
. Маємо∥∥∥J̃ ′ (un) − J ′ (u ′)∥∥∥

V
≤
∥∥∥J̃ ′ (un) − J ′ (un)∥∥∥

V
+ ‖J ′ (un) − J ′ (u ′)‖V ≤

≤
∥∥∥J̃ ′ (un) − J ′ (un)∥∥∥

V
+ C1 ‖un − u ′‖γV .

Далi∥∥∥J̃ ′ (un) − J ′ (un)∥∥∥
V
≤

≤
∥∥(F ′ (un))∗ p̃n +Φ ′2 (ỹn, un) − (F ′ (un))

∗
pn −Φ

′
2 (yn, un)

∥∥
V
≤

≤ ‖F ′ (un)‖ ‖p̃n − pn‖W+
+ ‖Φ ′2 (ỹn, un) −Φ ′2 (yn, un)‖V ≤

≤ C1 ‖p̃n − p ′n‖W+
+ C1 ‖p ′n − pn‖W+

+ C2 ‖ỹn − yn‖γH ≤
≤ C1δ ′′n + C2 (δ ′n)

γ
+ C3 ‖Φ ′1 (ỹn, un) −Φ ′1 (yn, un)‖H− ≤ C1δ ′′n + C4 (δ ′n)

γ
,

де pn ∈W+ — розв’язок спряженої задачi L +pn = Φ ′1 (yn, un). Отже,

(J ′ (u ′) , ūn − un)V ≤ −2λ+ diam (U)
(
C1δ

′′
n + C4 (δ

′
n)
γ)

+ 2 ‖J ′ (u ′)‖V δ0 + εn.

Обираючи достатньо мале δ0 > 0 та велике k0, отримуємо (n > nk0)

0 < diam (U)
(
C1δ

′′
n + C4 (δ

′
n)
γ)

+ 2 ‖J ′ (u ′)‖V δ0 + εn < λ.

Звiдки (J ′ (u ′) , ūn − un)V ≤−λ, n > nk0. Остаточно отримуємо

J (um) − J (unk) ≤ −λ

m−1∑
n=nk

ρn + C0δ
1+γ
0 , m > nk ≥ nk0.

Пiсля граничного переходу в нерiвностi приm→∞ (
∑∞

n=nk
ρn = +∞) маємо

протирiччя з обмеженiстю знизу на множинi U функцiонала J.

Розглянемо iтерацiйний процес розв’язання задачi оптимального керуван-
ня (4.6), (4.7) з наближеною мiнiмiзацiєю деякого квадратичного функцiона-
лу на кожному кроцi.
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Алгоритм 4.2 (Метод проєкцiї градiєнта).

1) Обираємо початкове наближення u0 ∈ U. Покладаємо n = 0.

2) Знаходимо yn ∈ H — узагальнений розв’язок рiвняння Lyn = F (un).

3) Знаходимо спряжений стан pn ∈W+ — розв’язок рiвняння

L +pn = Φ ′1 (yn, un) .

4) Знаходимо ūn ∈ U — розв’язок екстремальної задачi (αn > 0)(
(F ′ (un))

∗
pn +Φ

′
2 (yn, un) , u− un

)
V
+

1

2αn
‖u− un‖2V → εn− inf

u∈U
.

5) Покладаємо un+1 = un + ρn (ūn − un), де ρn ∈ (0, 1] — кроковий множ-
ник, n := n+ 1 i переходимо на крок 2.

Зауваження 4.8. Алгоритм 4.2 — один з варiантiв вiдомого методу про-
єкцiї градiєнта. Дiйсно, при εn = 0 задача кроку 4 рiвносильна задачi мiнiмi-
зацiї на множинi U функцiонала

α2n
2

∥∥(F ′ (un))∗ pn +Φ ′2 (yn, un)∥∥2V +
+ αn

(
(F ′ (un))

∗
pn +Φ

′
2 (yn, un) , u− un

)
V
+
1

2
‖u− un‖2V =

=
1

2

∥∥u−
(
un − αn (F

′ (un))
∗
pn + αnΦ

′
2 (yn, un)

)∥∥2
V
,

тобто, знаходженню проєкцiї вектора un − αnJ ′ (un) на множину U.

Теорема 4.5. Нехай

ρn ∈
[
ρ, ρ̄
]
⊆ (0, 1] , αn → 0,

∞∑
n=0

αn = +∞, εn > 0,
εn

αn
→ 0.

Якщо функцiонал J приймає на множинi

U∗ = {u∗ ∈ U : (J ′ (u∗) , u− u∗)V ≥ 0 ∀u ∈ U}

не бiльш нiж злiченну кiлькiсть значень, то всi граничнi точки (якi обо-
в’язково iснують) послiдовностi (un) утворюють компактну зв’язну пiд-
множину в U∗, а числова послiдовнiсть (J (un)) має границю.

Доведення. Перевiримо виконання умов теореми про достатнi умови збiжно-
стi iтерацiйних алгоритмiв оптимiзацiї.
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За побудовою усi члени послiдовностi (un) належать компакту U. Покла-
демо W = J.

Розглянемо таку пiдпослiдовнiсть (unk), що

unk → u∗ ∈ U∗ при k→∞.
Оцiнимо ‖unk+1 − unk‖V .

Функцiонал

u 7→ Rnk (u) =
(
(F ′ (unk))

∗
pnk +Φ

′
2 (ynk, unk) , u− unk

)
V
+ 1

2αnk
‖u− unk‖

2
V

є сильно опуклим. Покладемо

ũnk = arg min
u∈U

Rnk (u) = PU (unk − αnkJ
′ (unk)) ,

де PU — оператор проєктування на множину U. Маємо

1

2αnk
‖ūnk − ũnk‖

2
V ≤ R (ūnk) − R (ũnk) ≤ εnk.

Отже,

‖unk+1 − unk‖V = ρnk ‖ūnk − unk‖V ≤ ρ̄ ‖ūnk − unk‖V ≤
≤ ‖ūnk − ũnk‖V + ‖ũnk − unk‖V ≤

≤
√
2αnkεnk + ‖unk − αnkJ ′ (unk) − unk‖V ≤

≤
√
2αnkεnk + C0αnk → 0 при k→∞,

де C0 = supu∈U ‖J ′ (u)‖V < +∞.
Нехай (unk) — пiдпослiдовнiсть, що збiгається до керування u ′ /∈ U∗. По-

кажемо, що iснує таке δ0 > 0, що для всiх k i δ ∈ (0, δ0]:

τk = min
n>nk

{n : ‖un − unk‖V > δ} < +∞.
Вiд супротивного. Нехай для всiх δ0 > 0 iснує таке k0 = k0 (δ0), що∥∥∥un − unk0∥∥∥V ≤ δ0 для всiх n > nk0.

Тодi з нерiвностей

‖un − unk0‖V ≤ δ0, ‖unk − unk0‖V ≤ δ0 ∀k > k0 ⇒ ‖u ′ − unk0‖V ≤ δ0

випливає, що un ∈ B2δ0 (u ′) для всiх n > nk0.
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Використовуючи нерiвнiсть

J (v) − J (u) − (J ′ (u) , v− u)V ≤
C1

γ+ 1
‖v− u‖γ+1V ,

де C1 ≥ 0 — константа з умови Гьольдера для похiдної J ′ (·), оцiнимо прирiст
W (un+1) −W (un). Маємо

W (un+1) −W (un) = J (un+1) − J (un) ≤

≤ (J ′ (un) , un+1 − un)V +
C1

γ+ 1
‖un+1 − un‖γ+1V =

= ρn (J
′ (un) , ūn − un)V +

C1

γ+ 1
ργ+1n ‖ūn − un‖γ+1V =

= ρn

{
(J ′ (un) , ūn − un)V +

1

2αn
‖ūn − un‖2V

}
+

+
C1

γ+ 1
ργ+1n ‖ūn − un‖γ+1V −

ρn

2αn
‖ūn − un‖2V ≤

≤ ρn
{
εn + min

u∈U
Rn (u)

}
+

C1

γ+ 1
ργ+1n ‖ūn − un‖γ+1V . (4.11)

Оскiльки u ′ /∈ U∗, то iснує таке λ > 0, що

min
u∈U

(J ′ (u ′) , u− u ′)V ≤ −2λ < 0.

Далi, iснує δ > 0 таке, що для довiльної точки u ′′ ∈ Oδ (u ′) виконується
нерiвнiсть

min
u∈U

(J ′ (u ′′) , u− u ′′)V ≤ −λ < 0.

Вiзьмемо 2δ0 < δ, тодi un ∈ B2δ0 (u ′)⊆ Oδ (u ′). Позначимо через ¯̄un ∈ U
розв’язок задачi мiнiмiзацiї

(J ′ (un) , u− un)V → inf
u∈U

.

Для ¯̄un ∈ U виконується нерiвнiсть

− ‖J ′ (un)‖V ‖ ¯̄un − un‖V ≤ (J ′ (un) , ¯̄un − un)V ≤ −λ < 0,

тобто,
1

‖ ¯̄un − un‖V
≤ ‖J

′ (un)‖V
λ

≤ C0
λ
.

Обираючи достатньо велике k0, ми можемо досягти для всiх n > nk0 вико-
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нання нерiвностi

αn ≤
λ

C20
.

Розглянемо точку
u ′′n = un + µn ( ¯̄un − un) ,

де µn = λαn
‖¯̄un−un‖2V

∈ (0, 1]. Очевидно, що u ′′n ∈ U. Пiдставимо точку u ′′n ∈ U у
праву частину оцiнки (4.11). Отримаємо ланцюжок нерiвностей

W (un+1) −W (un) ≤

≤ ρn
{
εn + (J ′ (un) , u

′′
n − un)V +

1

2αn
‖u ′′n − un‖

2
V

}
+

+
C1

γ+ 1
ργ+1n ‖ūn − un‖γ+1V =

= ρn

{
εn + µn (J

′ (un) , ¯̄un − un)V +
µ2n
2αn
‖ ¯̄un − un‖2V

}
+

+
C1

γ+ 1
ργ+1n ‖ūn − un‖γ+1V ≤

≤ ρn
{
εn − µnλ+

µ2n
2αn
‖ ¯̄un − un‖2V

}
+

C1

γ+ 1

(
αn

√
2εn

αn
+ C0αn

)γ+1
=

= ρn

{
εn −

λ2αn

2 ‖ ¯̄un − un‖2V

}
+

C1

γ+ 1

(
αn

√
2εn

αn
+ C0αn

)γ+1
≤

≤ −
ρ

2

(
λ

diam (U)

)2
αn + εn +

C1

γ+ 1
αγ+1n

(√
2εn

αn
+ C0

)γ+1
.

Оскiльки αn → 0, εn → 0 i εnα−1
n → 0, то, обираючи достатньо мале δ0 > 0

та велике k0, отримуємо

W (un+1) −W (un) ≤ −
ρ

4

(
λ

diam (U)

)2
αn, n > nk0.

Остаточно маємо

W (un) −W (unk) ≤ −
ρ

4

(
λ

diam (U)

)2 n−1∑
p=nk

αp, n > nk > nk0. (4.12)
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Здiйснивши граничний перехiд в нерiвностi (4.12) при n→∞ i врахувавши
∞∑

p=nk

αp = +∞,
отримаємо протирiччя з обмеженiстю на компактi U функцiонала W.

Отже, iснує δ0 > 0 таке, що для всiх k i δ ∈ (0, δ0]:

τk = min
n>nk

{n : ‖un − unk‖V > δ} < +∞.
Але обираючи достатньо мале δ0 > 0 та велике k0, можна повторити дове-

дення оцiнки (4.12) для nk ≤ n ≤ τk. З iншого боку

δ0 < ‖uτk − unk‖V ≤
τk−1∑
p=nk

‖up+1 − up‖V ≤
τk−1∑
p=nk

(√
2αpεp + C0αp

)
≤ C2

τk−1∑
p=nk

αp.

Тому
∑τk−1

p=nk
αp >

δ0
C2
> 0. Враховуючи останню нерiвнiсть в (4.12), отримуємо

W (uτk) −W (unk) < −
ρ

4C2

(
λ

diam (U)

)2
δ0.

Звiдки
lim sup
k→∞ W (uτk) < lim

k→∞W (unk) .

Отже, умови теореми про збiжнiсть виконуються. Тому граничнi точки
послiдовностi (un) утворюють компактну зв’язну пiдмножину U∗ i числова
послiдовнiсть (J (un)) має границю.

Ряд задач iмпульсно-точкового керування системами з розподiленими па-
раметрами та задач розмiщення джерел фiзичних полiв породжують екстре-
мальнi задачi з так званими передопуклими обмеженнями.

Нехай E — лiнiйний простiр. Нагадаємо, що множину M ⊆ E називаємо
передопуклою, якщо iснують такi опуклi множини C0, C1,. . . , Cm, що

M = C0\

m⋃
k=1

Ck.

Зауваження 4.9. Нагадаємо, що передопуклi множини, якi можна пред-
ставити у виглядi теоретико-множинної рiзницi двох опуклих множин, було
введено у роботi [95] та використано у [96] для узагальнення методу проє-
кцiї градiєнта. У статтi [76] введено бiльш широкий клас неопуклих множин,
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за якими збережено назву передопуклих, i розглянуто модифiкацiю методу
умовного градiєнта мiнiмiзацiї гладких функцiй на цих множинах.

Розглянемо задачу оптимального керування

J (u) = Φ (y (u) , u)→ inf
u∈U
, (4.13)

Ly (u) = F (u) , u ∈ U, (4.14)

де U — компактна множина допустимих керувань iз скiнченновимiрного гiль-
бертового (евклiдового) простору керувань V . Припустимо, що множина U
має таку структуру

U = G0\

m⋃
k=1

intGk, (4.15)

де G0 — опуклий компакт, G1, G2, . . . , Gm — замкненi опуклi множини, при-
чому fr G1, fr G2, . . . ,fr Gm — регулярнi многовиди. Отже, U — передопукла
множина. Нехай intU 6= ∅.

Вiдмiтимо, що множини вигляду (4.15) природньо виникають в задачах
точкового керування з «забороненими» зонами.

Введемо позначення (k = 1, 2, ...,m):

• Pku — проєкцiя точки u ∈ U\Gk на множину Gk;

• nk (u) — вектор зовнiшньої нормалi до Gk у точцi Pku;

• Sk (u) = {v ∈ V : (nk (u) , v− Pku)V ≥ 0} — дотичний пiвпростiр до мно-
жини Gk у Pku;

• P (u) =
⋂m
k=1Ok (u), де Ok (u) = G0

⋂
Sk (u).

Вiдмiтимо, що P (u) — непорожнiй опуклий компакт i u ∈ P (u).
Будемо вважати, що про гладкiсть елементiв екстремальної задачi (4.13),

(4.14) виконанi стандартнi припущення цього пiдроздiлу.
Для подальшого аналiзу нам потрiбна така необхiдна умова мiнiмуму.

Лема 4.1. Нехай ū ∈ U — локально оптимальний розв’язок задачi (4.13),
(4.14). Тодi

min
u∈P(ū)

〈
(F ′ (ū))

∗
p̄+Φ ′2 (y (ū) , ū) , u− ū

〉
V∗,V

= 0, (4.16)

де p̄ = p (ū) ∈W+ — розв’язок рiвняння L +p =Φ ′1 (y (ū) , ū).
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Доведення. Оскiльки ū ∈ P (ū) ⊆ U, то керування ū локально оптимальне
на опуклiй множинi P (ū), а (4.16) — класична необхiдна умова локальної
оптимальностi для задачi

J (u) = Φ (y (u) , u)→ inf,

Ly (u) = F (u) , u ∈ P (ū) .

Позначимо через U∗ множину керувань u ∈ U, для яких виконується не-
обхiдна умова мiнiмуму з леми 4.1.

Розглянемо модифiкацiю методу умовного градiєнта (методу Франк–
Вульфа) з роботи [76]. Джерело алгоритму — лема 4.1.

Метод iдейно близький до методiв з довiрчою областю i полягає у розв’я-
заннi на кожнiй iтерацiї допомiжних задач мiнiмiзацiї лiнiйних форм на спе-
цiально побудованих компактних опуклих множинах.

Алгоритм 4.3 (Метод лiнеаризацiї для передопуклих задач).

1) Обираємо початкове наближення u0 ∈ U. Покладаємо n = 0.

2) Знаходимо yn ∈ H — узагальнений розв’язок рiвняння Lyn = F (un).

3) Знаходимо спряжений стан pn ∈W+ — розв’язок рiвняння

L +pn = Φ ′1 (yn, un) .

4) Будуємо множину P (un) = ∩mk=1Ok (un).

5) Знаходимо ūn ∈ U — розв’язок екстремальної задачi(
(F ′ (un))

∗
pn +Φ

′
2 (yn, un) , u− un

)
V
→ εn− inf

u∈P(un)
.

6) Покладаємо un+1 = un + ρn (ūn − un), де ρn ∈ (0, 1], n := n + 1 i
переходимо на крок 2.

Зауваження 4.10. Наближення un завжди будуть лежати у компонен-
тi зв’язностi множини U, яка мiстить початкове наближення, що ускладнює
при незв’язностi множини U знаходження глобального мiнiмуму J (·), навiть
у випадку опуклостi J (·) (наприклад, колиΦ (·, ·) i F (·) лiнiйнi). У данiй ситу-
ацiї слiд запускати процес з початковими наближеннями з рiзних компонент
зв’язностi.
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Зробимо додаткове припущення вiдносно множини U:

∀ u ∈ U : intP (u) 6= ∅. (4.17)

Теорема 4.6. Нехай виконується умова (4.17); ρn ∈ (0, 1], ρn → 0,∑∞
n=0 ρn = +∞, εn ≥ 0, εn → 0; функцiонал J приймає на множинi U∗

не бiльш нiж злiченну кiлькiсть значень. Тодi всi граничнi точки послi-
довностi (un) утворюють компактну зв’язну пiдмножину в U∗, а числова
послiдовнiсть (J (un)) має границю.

Доведення. Використовуємо теорему 4.3. Деталi в роботi [76].

4.2. Векторна оптимiзацiя лiнiйних розподiлених
систем

Нехай W1, W2, H1, H2 i H — п’ять просторiв Гiльберта над полем R. По-
значимо вiдповiдно через ‖·‖W1, ‖·‖W2, ‖·‖H1, ‖·‖H2, ‖·‖H норми вW1,W2, H1,
H2 i H, а через (·, ·)W1, (·, ·)W2, (·, ·)H1, (·, ·)H2, (·, ·)H — вiдповiднi скалярнi
добутки. Нехай

• вкладення Wi в Hi, Hi в H неперервнi та щiльнi;

• простiр Hi промiжний мiж Wi та H, i = 1, 2.

Ототожнимо простiр H зi спряженим до нього простором. НехайW−
1 ,W

−
2 ,

H−
1 i H−

2 — простори, спряженi вiдповiдно до W1, W2, H1 i H2. Тодi H можна
ототожнити з деякими пiдпросторами в W−

1 , W
−
2 , H

−
1 i H−

2 . Приходимо до
двох ланцюжкiв гiльбертових оснащень

W1 ⊆ H1 ⊆ H ⊆ H−
1 ⊆W

−
1 , W2 ⊆ H2 ⊆ H ⊆ H−

2 ⊆W
−
2 ,

причому кожен простiр щiльний в наступному i вкладення неперервнi.

Нехай функцiонування деякої системи описується вiдомим нам лiнiйним та
неперервним оператором

L ∈ L
(
W1,W

−
2

)
i заданi простiр керувань — гiльбертiв простiр V , ототожнений зi своїм спря-
женим, i вiдображення (нелiнiйне) F : V →W−

2 .

Через L + позначимо H-спряжений до L оператор, тобто L + ∈ L
(
W2,W

−
1

)
i 〈Ly, p〉W−

2 ,W2
= 〈y,L +p〉W1,W−

1
для y ∈W1, p ∈W2.
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Для кожного керування u ∈ V стан системи y = y (u) визначається як
узагальнений розв’язок операторного рiвняння

Ly = F (u) , (4.18)

тобто, y ∈ H1 — елемент, що задовольняє тотожнiсть

〈
y,L +p

〉
H1,H

−
1

= 〈F (u) , p〉W−
2 ,W2

∀ p ∈W2 : L +p ∈ H−
1 .

Припустимо, що виконуються апрiорнi оцiнки

‖y‖H1 ≤ c ‖Ly‖W−
2
∀ y ∈W1, (4.19)

‖p‖H2 ≤ c
∥∥L +p

∥∥
W−
1

∀ p ∈W2. (4.20)

Має мiсце теорема [57].

Теорема 4.7. Якщо справджуються апрiорнi оцiнки (4.19), (4.20), то
для довiльного f ∈ H−

2 iснує єдиний розв’язок y ∈W1 операторного рiвняння

Ly = f, (4.21)

а для f ∈ W−
2 iснує єдиний узагальнений розв’язок y ∈ H1 рiвняння (4.21).

При цьому лiнiйне вiдображення f 7→ y неперервне у вiдповiдних топологiях.

Зауваження 4.11. Аналогiчний факт має мiсце i для спряженого рiвнян-
ня L +p = g. Доведення апрiорних оцiнок вигляду (4.19), (4.20) для багатьох
класiв диференцiальних операторiв наведено в [57].

Зауваження 4.12. Справедливi твердження [57]: звичайний (класичний)
розв’язок рiвняння (4.21) є узагальненим; якщо узагальнений розв’язок y ∈
H1 рiвняння (4.21) належить простору W1, то вiн є звичайним розв’язком;
якщо y ∈ H1 — узагальнений розв’язок рiвняння (4.21) iз правою частиною
f ∈ R (L), то y ∈W1 i є звичайним розв’язком.

Згiдно теореми 4.7 рiвняння (4.18) однозначно визначає стан системи y (u).
Крiм того, нехай задано спостереження

zi (u) = Ciy (u) , i = 1,m,

де Ci ∈ L (H1, Ei), Ei — деякi гiльбертовi простори, канонiчно ототожненi зi
своїми спряженими.
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Кожному керуванню u вiдповiдає значення векторного критерiю якостi

J (u) =

 1
2
‖ C1y (u) − a1‖2E1

· · ·
1
2
‖Cmy (u) − am‖2Em

 ,
де ai ∈ Ei, i = 1,m — заданi елементи.

Припустимо, що у просторi Rm задано гострий замкнений опуклий конус
K з непорожньою внутрiшнiстю, тобто множину, що задовольняє такi умови:

• −K
⋂
K = {0} (гострота);

• λK ⊆ K (λ ≥ 0) (конус);

• K+ K ⊆ K (опуклiсть конуса);

• clK = K, intK 6= ∅.

Позначимо K∗ = {k∗ ∈ Rm : (k∗, k)Rm ≥ 0 ∀k ∈ K} — невiд’ємний спряже-
ний до K конус, причому intK∗ 6= ∅ завдяки гостротi конуса K [97].

Нехай у просторi V задано множину допустимих керувань U ⊆ V .
Задача полягає у пошуку допустимих керувань u ∈ U таких, що

J (v) /∈ J (u) − (K\ {0}) ∀ v ∈ U. (4.22)

Допустимi керування, що задовольняють (4.22), називаємо ефективними
або оптимальними за Парето [98], а множину таких допустимих керувань
позначимо EK (U).

Задачу знаходження елементiв EK (U) будемо позначати

J (u)→ K-min,

Ly = F (u) , u ∈ U.

Крiм знаходження елементiв множини EK (U), будемо розглядати класич-
нi задачi пошуку строго та слабко ефективних (оптимальних за Слейтером)
допустимих керувань [98], визначених вiдповiдно так:

u ∈ SEK (U)⇔ J (v) /∈ J (u) − K ∀ v ∈ U\ {u} , (4.23)

u ∈WEK (U)⇔ J (v) /∈ J (u) − intK ∀ v ∈ U. (4.24)
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Задачi знаходження елементiв множин SEK (U) iWEK (U) будемо вiдповiд-
но позначати таким чином{

J (u)→ K-s-min,
Ly = F (u) , u ∈ U,

{
J (u)→ K-w-min,
Ly = F (u) , u ∈ U.

Якщо у формулах (4.22)-(4.24) замiсть множини U поставити перетин U∩
O (u), де O (u) — деякий окiл точки u, то допустиме керування u будемо
називати вiдповiдно локально ефективним, локально строго ефективним i
локально слабко ефективним.

Позначимо вiдповiднi множини locEK (U), locSEK (U) i locWEK (U).

Очевидно, що
SEK (U) ⊆ EK (U) ⊆WEK (U)

та
locSEK (U) ⊆ locEK (U) ⊆ locWEK (U) .

Отже, якщо SEK (U) 6= ∅, то непорожнi й iншi з описаних тут ефективних
множин, а необхiдна умова локальної слабкої ефективностi буде необхiдною
умовою локальної ефективностi та локальної строгої ефективностi.

Розглянемо питання iснування та скiнченновимiрної апроксимацiї ефектив-
них керувань.

Теорема 4.8. Нехай виконано умови:

1) Rm+ ∩ intK∗ 6= ∅;

2) U — слабко компактна пiдмножина простору Гiльберта V;

3) F : V → W−
2 — слабко неперервний оператор (тобто, F : V → W−

2

неперервний як оператор, дiючий iз простору V з слабкою топологiєю
у простiр W−

2 також з слабкою топологiєю).

Тодi множина ефективних керувань EK (U) непорожня.

Доведення. Використаємо класичний у багатокритерiальнiй оптимiзацiї ме-
тод скаляризацiї за допомогою лiнiйної згортки [98]. З 1) випливає iснування
такого вектору k∗ ∈ Rm+ = {k = (k1, ..., km) ∈ Rm : k1 ≥ 0, ..., km ≥ 0}, що

(k∗, k)Rm > 0 ∀k ∈ K\ {0} .
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Доведемо iснування розв’язкiв екстремальної задачi

(k∗, J (u))Rm → inf
u∈U

Ly = F (u) , u ∈ U.

Розглянемо мiнiмiзуючу послiдовнiсть (up) допустимих керувань, тобто,

up ∈ U, lim
p→∞ (k∗, J (up))Rm = inf

u∈U
(k∗, J (u))Rm .

Оскiльки U — слабко компактна множина, то можна вважати, що

up → u∗ ∈ U слабко в V.

З урахуванням слабкої неперервностi оператора F : V → H−
2 маємо, що

F (up)→ F (u∗) слабко в W−
2 ,

зокрема, послiдовнiсть елементiв F (up) обмежена у просторi W−
2 .

Iз теореми 4.7 випливає, що для довiльного p ∈ N iснує єдиний елемент
yp = y (up) ∈ H1 такий, що 〈yp,L +p〉H1,H−

1
= 〈F (up) , p〉W−

2 ,W2
∀ p ∈ W2 :

L +p ∈ H−
1 , i ‖yp‖H1 ≤ c ‖F (up)‖W−

2
. Послiдовнiсть (yp) обмежена у просто-

рi H1, а отже, з неї можна видiлити пiдпослiдовнiсть (яку знову позначимо
(yp)), слабко збiжну у просторi H1 до елемента y∗ ∈ H1. Здiйснивши у вище-
наведенiй тотожностi граничний перехiд при p→∞, одержимо〈

y∗,L +p
〉
H1,H

−
1

= 〈F (u∗) , p〉W−
2 ,W2

∀ p ∈W2 : L +p ∈ H−
1 ,

тобто, y∗ ∈ H1 — узагальнений розв’язок (4.18), що вiдповiдає керуванню
u∗ ∈ U. З огляду на слабку напiвнеперервнiсть знизу функцiонала

H1 � y 7→ 1
2

m∑
i=1

k∗i ‖Ciy− ai‖2Ei

маємо
(k∗, J (u∗))Rm ≤ lim inf

p→∞ (k∗, J (up))Rm = inf
u∈U

(k∗, J (u))Rm .

Покажемо, що u∗ ∈ EK (U). Вiд супротивного. Припустимо, що iснує керу-
вання v ∈ U таке, що J (v)− J (u∗) ∈ −(K\ {0}). Тодi згiдно з вибором вектора
k∗ маємо

(k∗, J (v))Rm < (k∗, J (u∗))Rm .

Отримане протирiччя доводить теорему.
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Аналогiчно доводиться

Теорема 4.9. Нехай виконано умови:

1) U — компактна пiдмножина простору Гiльберта V;

2) F : V → H−
2 — неперервний оператор.

Тодi множина ефективних керувань EK (U) непорожня.

Зауваження 4.13. У загальному некомпактному випадку множини
допустимих керувань U ⊆ V множина ефективних розв’язкiв EK (U) може
бути порожньою. Однак, вiдповiдним чином послабивши поняття ефектив-
ного розв’язку, можна одержати деякi змiстовнi результати про iснування
розв’язкiв i в цiй ситуацiї, що буде зроблено нижче.

Природна та широко вживана iдея розв’язування задач нескiнченновимiр-
ної оптимiзацiї полягає у зведеннi їх до скiнченновимiрних екстремальних
задач. Розглянемо апроксимацiю задачi (4.22) сингулярного векторного опти-
мального керування скiнченновимiрною задачею.

Припустимо, що V — сепарабельний простiр Гiльберта. Тодi iснує послi-
довнiсть лiнiйних скiнченновимiрних пiдпросторiв (Vs) простору V , яка за-
довольняє умову граничної щiльностi:

lim
s→∞ inf

u ′∈Vs
‖u ′ − u‖V = 0 (u ∈ V).

Нехай U — слабко компактна пiдмножина простору керувань V . Розгля-
немо послiдовнiсть (Us) замкнених опуклих пiдмножин Vs, що рiвномiрно
по s обмеженi в нормi простору V та апроксимують множину допустимих
керувань U у наступному розумiннi [84]:

∀u ∈ U ∃us ∈ Us : us −−−→
s→∞ u сильно в V, (4.25)

∀u ∈ V, us ∈ Us : us −−−→
s→∞ u слабко в V ⇒ u ∈ U. (4.26)

Задачу (4.22), тобто,
J (u)→ K-min, (4.27)

Ly = F (u) , u ∈ U (4.28)

апроксимуємо наступною задачею

J (u)→ K-min, (4.29)

Ly = F (u) , u ∈ Us ⊆ Vs ⊆ V. (4.30)

113



Має мiсце

Твердження 4.1. Нехай Rm+ ∩ intK∗ 6= ∅ i вiдображення F : V → W−
2

слабко неперервне. Тодi для кожного s ∈ N множина EK (Us) ефективних
розв’язкiв задачi (4.29), (4.30) непорожня.

Вiзьмемо довiльний вектор k∗ ∈ Rm+∩intK∗ 6= ∅ та розглянемо екстремальнi
задачi

(k∗, J (u))Rm → inf, (4.31)

Ly = F (u) , u ∈ Us ⊆ Vs ⊆ V (4.32)

та
(k∗, J (u))Rm → inf, (4.33)

Ly = F (u) , u ∈ U. (4.34)

Зрозумiло, що (4.31), (4.32) i (4.33), (4.34) мають розв’язки, причому всi
вони належать множинам EK (Us) i EK (U) вiдповiдно.

Припустимо, що

оператор F : V →W−
2 неперервний та слабко неперервний. (4.35)

Нехай ū ∈ U ∩ EK (U) — деяке оптимальне керування системою (4.33),
(4.34), а (ūs): ūs ∈ Us∩EK (Us) — послiдовнiсть розв’язкiв задач (4.31), (4.32).
Тодi за умовою (4.25) iснує послiдовнiсть us ∈ Us така, що ‖us − ū‖V → 0

при s→∞.
Через сильну неперервнiсть оператора F : V →W−

2 маємо

‖F (us) − F (ū)‖W−
2
→ 0 при s→∞. (4.36)

З (4.36) та нерiвностi

‖ys − ȳ‖H1 ≤ C ‖F (us) − F (ū)‖W−
2
,

де ys = y (us) ∈ H1, ȳ = y (ū) ∈ H1 — узагальненi розв’язки рiвнян-

ня стану системи (4.18), якi вiдповiдають керуванням us, ū, випливає, що
‖ys − ȳ‖H1 → 0 при s→∞.

Оскiльки функцiонал

H1 � y 7→ 1
2

m∑
i=1

k∗i ‖Ciy− ai‖2Ei (4.37)
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є сильно неперервним, то

lim sup
s→∞ (k∗, J (ūs))Rm ≤ lim

s→∞ (k∗, J (us))Rm =

= (k∗, J (ū))Rm = inf
u∈U

(k∗, J (u))Rm . (4.38)

Розглянемо послiдовнiсть (ūs). Множини Us рiвномiрно по s обмеженi у
гiльбертовому просторi V . Отже, iснує пiдпослiдовнiсть (ūsk) i елемент u ′ ∈ V
такi, що ūsk → u ′ слабко в V .

Iз апроксимацiйної умови (4.26) випливає, що u ′ ∈ U. Оператор F : V →
W−
2 — слабко неперервний (умова (4.35)), тому F (ūsk)→ F (u ′) слабко вW−

2 .
Послiдовнiсть F (ūsk) обмежена в нормi простору W−

2 . Тому з оцiнки

‖y (ūsk)‖H1 ≤ C ‖F (ūsk)‖W−
2

маємо, що (y (ūsk)) — обмежена в H1 послiдовнiсть. Видiляємо з послiдов-
ностi (y (ūsk)) слабко збiжну пiдпослiдовнiсть (y(ūskl)):

y(ūskl)→ y ′ слабко в H1.

Покажемо, що y ′ = y (u ′). Справдi, маємо〈
y(ūskl),L

+p
〉
H1,H

−
1

=
〈
F(ūskl), p

〉
W−
2 ,W2

∀p ∈W2 : L +p ∈ H−
1 , (4.39)

Здiйснивши граничний перехiд в (4.39) при l→∞, отримаємо〈
y ′,L +p

〉
H1,H

−
1

= 〈F (u ′) , p〉W−
2 ,W2

∀p ∈W2 : L +p ∈ H−
1 .

Отже, y ′ = y (u ′) ∈ H1 — узагальнений розв’язок рiвняння стану системи
(4.18), що вiдповiдає керуванню u ′ ∈ U. Оскiльки цей розв’язок єдиний, то i
вся послiдовнiсть (y(ūsk)) слабко в H1 збiгається до y (u ′) ∈ H1.

Покажемо, що елемент u ′ ∈ U — розв’язок задачi (4.33), (4.34). Iз слабкої
напiвнеперервностi знизу функцiонала (4.37) та оцiнки (4.38) випливає, що

(k∗, J (u ′))Rm ≤ lim inf
s→∞ (k∗, J (ūsk))Rm ≤

≤ lim sup
s→∞ (k∗, J (ūsk))Rm ≤ inf

u∈U
(k∗, J (u))Rm .

Отже, (k∗, J (u ′))Rm = infu∈U (k
∗, J (u))Rm i u ′ ∈ U — розв’язок задачi

(k∗, J (u))Rm → inf, Ly = F (u) , u ∈ U.
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Пiдсумовуючи, можемо сформулювати теорему.

Теорема 4.10. Нехай
Rm+ ∩ intK∗ 6= ∅,

множина U ⊆ V слабко компактна, виконуються умови (4.25), (4.26) та
(4.35). Тодi для кожного k∗ ∈ Rm+ ∩ intK∗ задача оптимального керування

(k∗, J (u))Rm → inf,

Ly = F (u) , u ∈ Us ⊆ Vs ⊆ V,
має розв’язок ūs ∈ Us ∩ EK (Us) та усi слабкi граничнi точки послiдовностi
(ūs) належать множинi EK (U) розв’язкiв задачi

J (u)→ K-min, Ly = F (u) , u ∈ U.

Перейдемо до дослiдження умов ефективностi допустимих керувань.

Розглянемо систему, що описується рiвнянням

Ly = F (u) , u ∈ U
з векторним критерiєм якостi

J (u) =

 1
2
‖ C1y (u) − a1‖2E1

· · ·
1
2
‖Cmy (u) − am‖2Em

 .
У теоремах 4.11 i 4.12 дамо вiдповiдь на питання про вигляд та властивостi

похiдної критерiю якостi.

Теорема 4.11. Нехай вiдображення F : V →W−
2 диференцiйовне у точцi

u ∈ V за Гато (Фреше) i F ′ (u) ∈ L
(
V,W−

2

)
— вiдповiдна похiдна. Тодi iснує

похiдна Гато (Фреше) J ′ (u) вiдображення J : V → Rm, яка визначається
формулою

J ′ (u) =

 (F ′ (u))∗ p1
· · ·

(F ′ (u))∗ pm

 ,
де pi ∈W2 — розв’язок операторного рiвняння

L +pi = C
∗
iCiy (u) − C

∗
iai, i = 1,m.
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Доведення. Доведемо диференцiйовнiсть за Фреше вiдображення J : V → Rm.
Розглянемо у точцi u ∈ V прирiст J (v) − J (u), v ∈ V . Маємо

J (v) − J (u) =
1

2

 ‖ C1y (v) − a1‖2E1 − ‖ C1y (u) − a1‖2E1
· · ·

‖Cmy (v) − am‖2Em − ‖Cmy (u) − am‖2Em

 =

=

 〈y (v) − y (u) , C∗1C1y (u) − C∗1a1〉H1,H−
1

· · ·
〈y (v) − y (u) , C∗mCmy (u) − C∗mam〉H1,H−

1

+

+
1

2

 ‖ C1 (y (v) − y (u))‖2E1· · ·
‖Cm (y (v) − y (u))‖2Em

 =

=

 ((F ′ (u))∗ p1, v− u)V
· · ·

((F ′ (u))∗ pm, v− u)V

+

+

 〈F (v) − F (u) − F ′ (u) (v− u) , p1〉W−
2 ,W2

· · ·
〈F (v) − F (u) − F ′ (u) (v− u) , pm〉W−

2 ,W2

+

+
1

2

 ‖ C1 (y (v) − y (u))‖2E1· · ·
‖Cm (y (v) − y (u))‖2Em

 .
Провiвши очевиднi оцiнки другого та третього доданкiв, за допомогою те-

ореми 4.7 одержуємо

 〈F (v) − F (u) − F ′ (u) (v− u) , p1〉W−
2 ,W2

· · ·
〈F (v) − F (u) − F ′ (u) (v− u) , pm〉W−

2 ,W2

+

+
1

2

 ‖ C1 (y (v) − y (u))‖2E1· · ·
‖Cm (y (v) − y (u))‖2Em

 = o (‖v− u‖V) ,

що i треба було довести.
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Має мiсце

Теорема 4.12. Справджуються твердження:

1) якщо у деякiй точцi ū ∈ V вiдображення u 7→ F ′ (u) неперервне, то i
вiдображення u 7→ J ′ (u) неперервне в ū ∈ V;

2) якщо на обмеженiй опуклiй множинi O ⊆ V вiдображення u 7→ F ′ (u)

задовольняє умову Гельдера з показником γ ∈ (0, 1], то i вiдображення
u 7→ J ′ (u) задовольняє на множинi O умову Гельдера з показником γ.

Доведення. Доведемо перше твердження.

Нехай u — довiльна точка з деякого околу точки ū ∈ V . Розглянемо для
всiх v ∈ V

‖J ′ (u) (v) − J ′ (ū) (v)‖Rm =

=

∥∥∥∥∥∥
 ((F ′ (u))∗ p1 (u) − (F ′ (ū))∗ p1 (ū) , v)V

· · ·
((F ′ (u))∗ pm (u) − (F ′ (ū))∗ pm (ū) , v)V

∥∥∥∥∥∥
Rm

≤

≤

∥∥∥∥∥∥
 ((F ′ (u))∗ (p1 (u) − p1 (ū)) , v)V

· · ·
((F ′ (u))∗ (pm (u) − pm (ū)) , v)V

∥∥∥∥∥∥
Rm

+

+

∥∥∥∥∥∥
 (((F ′ (u))∗ − (F ′ (ū))∗)p1 (ū) , v)V

· · ·
(((F ′ (u))∗ − (F ′ (ū))∗)pm (ū) , v)V

∥∥∥∥∥∥
Rm

,

де pi (u) ∈W2, pi (ū) ∈W2 — розв’язки операторних рiвнянь

L +pi (u) = C
∗
iCiy (u) − C

∗
iai, i = 1,m,

L +pi (ū) = C
∗
iCiy (ū) − C

∗
iai, i = 1,m.

Звiдси маємо оцiнку

‖J ′ (u) − J ′ (ū)‖ ≤

≤ ‖F ′ (u)‖ ·
√
‖p1 (u) − p1 (ū)‖2W2 + ...+ ‖pm (u) − pm (ū)‖2W2+

+ ‖F ′ (u) − F ′ (ū)‖ ·
√
‖p1 (ū)‖2W2 + ...+ ‖pm (ū)‖2W2.

Вiдображення u 7→ F ′ (u) неперервне в точцi ū ∈ V , i отже, iснує куля
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Oδ0 (ū), на якiй u 7→ F ′ (u) обмежене. Маємо,

‖J ′ (u) − J ′ (ū)‖ ≤ c1
√
‖p1 (u) − p1 (ū)‖2W2 + ...+ ‖pm (u) − pm (ū)‖2W2+

+ ‖F ′ (u) − F ′ (ū)‖ ·
√
‖p1 (ū)‖2W2 + ...+ ‖pm (ū)‖2W2.

Iз теореми 4.7 та неперервностi операторiв Ci ∈ L (H1, Ei) випливає, що

‖pi (u) − pi (ū)‖W2 ≤ c2 ‖C
∗
iCi (y (u) − y (ū))‖H−

1
le

≤ c3 ‖y (u) − y (ū)‖H1 ≤ c4 ‖F (u) − F (ū)‖W−
2
, i = 1,m.

Отже,

‖J ′ (u) − J ′ (ū)‖ ≤ c5 · ‖F (u) − F (ū)‖W−
2
+

+ ‖F ′ (u) − F ′ (ū)‖ ·
√
‖p1 (ū)‖2W2 + ...+ ‖pm (ū)‖2W2.

З умови теореми випливає, що для довiльного числа ε > 0 iснують такi
{δ1, δ2} ⊆ (0, δ0), що

‖F ′ (u) − F ′ (ū)‖ < ε

2
√
‖p1(ū)‖2W

2
+...+‖pm(ū)‖2W

2

, ‖F (u) − F (ū)‖W−
2
< ε

2c5
,

як тiльки ‖u− ū‖V < δ1, ‖u− ū‖V < δ2 вiдповiдно. Оберемо 0 < δ <

min {δ1, δ2}. Тодi

‖u− ū‖V < δ ⇒ ‖J ′ (u) − J ′ (ū)‖ < ε.

Доведемо друге твердження.
Оскiльки вiдображення u 7→ F ′ (u) гельдерове на обмеженiй множинi O,

то воно обмежене на O, а отже, i вiдображення u 7→ F (u) обмежене.
Нехай u, v — два довiльнi елементи множини O ⊆ V . Аналогiчно попере-

днiм мiркуванням одержуємо

‖J ′ (u) − J ′ (v)‖ ≤ c1 · ‖F (u) − F (v)‖W−
2
+

+ ‖F ′ (u) − F ′ (v)‖ ·
√
‖p1 (v)‖2W2 + ...+ ‖pm (v)‖2W2,

де pi (u) ∈W2, pi (v) ∈W2 — розв’язки операторних рiвнянь:

L +pi (u) = C
∗
iCiy (u) − C

∗
iai, i = 1,m,

L +pi (v) = C
∗
iCiy (v) − C

∗
iai, i = 1,m.
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Далi,

‖J ′ (u) − J ′ (v)‖ ≤ c1 · ‖F (u) − F (v)‖W−
2
+

+ c2 ‖u− v‖γV ·
√
‖p1 (v)‖2W2 + ...+ ‖pm (v)‖2W2.

Нехай ū ∈ O — деяка фiксована точка. Справджуються оцiнки

‖pi (v)‖W2 ≤ c3 ‖C
∗
iCiy (v) − C

∗
iai‖H−

1
≤

≤ c3 ‖C∗iCi (y (v) − y (ū))‖H−
1
+ c3 ‖C∗iCiy (ū) − C∗iai‖H−

1
≤

≤ c4 ‖F (v) − F (ū)‖W−
2
+ c3 ‖C∗iCiy (ū) − C∗iai‖H−

1
, i = 1,m.

За теоремою про скiнченнi прирости маємо

‖F (u) − F (v)‖W−
2
≤ sup

θ∈[0,1]
‖F ′ (v+ θ (u− v))‖ ‖u− v‖V ≤ c5 ‖u− v‖V ,

‖F (v) − F (ū)‖H−
2
≤ sup

θ∈[0,1]
‖F ′ (ū+ θ (v− ū))‖ ‖v− ū‖V ≤ c6d,

де d = diam (O) = sup
{u ′,u ′′}⊆O

‖u ′ − u ′′‖V — дiаметр множини O ⊆ V .

Одержуємо нерiвнiсть

‖J ′ (u) − J ′ (v)‖ ≤ c7 ( ‖u− v‖V + ‖u− v‖γV ) ,

звiдки

‖J ′ (u) − J ′ (v)‖ ≤ c7
(
‖u− v‖1−γV + 1

)
· ‖u− v‖γV ≤

≤ c7
(
d1−γ + 1

)
· ‖u− v‖γV ,

що i завершує доведення теореми.

Далi будемо вважати, що вiдображення F : V → W2 диференцiйовне за
Фреше у точках допустимої множини U. Перейдемо до умов локальної
ефективностi керувань в оптимiзацiйних задачах (4.22)-(4.24). Нагадаємо
класичну конструкцiю конуса дотичних напрямкiв [99].

Замкнений конус

T (u0 |U) = lim sup
α→+0

U− u0
α

=

=

{
v ∈ V : ∃ (αk > 0, vk ∈ U) , αk → +0,

vk − u0
αk

→ v при k→∞}
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називається дотичним або контингентним до непорожньої множини U в точцi
u0 ∈ clU.

Вiдмiтимо, що T (u0 |U) = {0} тiльки тодi, коли u0 — iзольована точка
множини U. Очевидно, що в цьому випадку точка u0 — локально ефективна.
Отже, будемо завжди припускати, що T (u0 |U) 6= {0}.

Зауваження 4.14. Iснує декiлька конструкцiй дотичних конусiв (див.
огляд у [99]). Наведену тут запропоновано у 30-х рр. XX ст. Ж. Булiганом.
У теорiї оптимiзацiї подiбна конструкцiя вперше з’явилась, можливо, в [100].

Розглянемо задачу пошуку слабко ефективних керувань

J (u)→ K−w−min,

Ly = F (u) , u ∈ U.
Має мiсце

Теорема 4.13. Нехай ū ∈ locWEK (U). Тодi

∀ w ∈ T (ū |U) \ {0} :

 ((F ′ (ū))∗ p1, w)V
· · ·

((F ′ (ū))∗ pm, w)V

 /∈ −intK, (4.40)

де pi ∈W2: L +pi = C
∗
iCiy (ū) − C

∗
iai, i = 1,m.

Доведення. Нехай ū ∈ locWEK (U) i w ∈ T (ū |U) \ {0}. Тодi за означенням
множини locWEK (U) та конуса T (ū |U) маємо

J (v) − J (ū) /∈ −intK ∀ v ∈ U ∩O (ū)

та
J (vk) − J (ū) = J (ū+ vk − ū) − J (ū) /∈ −intK ∀ k ≥ k0.

Далi,

J ′ (ū)

(
vk − ū

αk

)
+ o (1)

∥∥∥∥vk − ūαk

∥∥∥∥
V

/∈ −intK. (4.41)

Зробивши в (4.41) граничний перехiд при k → ∞ з урахуванням замкне-
ностi множини Rm\ (−intK), одержимо включення J ′ (ū) (w) /∈ −intK, яке
можна записати у виглядi (4.40).

Якщо ввести конус SDJ (u) = {w ∈ V : J ′ (u) (w) ∈ −intK} напрямкiв спада-
ння вiдображення J : V → Rm у точцi u ∈ V , то включення (4.40) рiвносильне
спiввiдношенню

SDJ (ū) ∩ T (ū |U) = ∅. (4.42)
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У випадку опуклостi множини допустимих керувань спiввiдношення (4.40)
можна подати у бiльш простiй формi.

Теорема 4.14. Нехай U — опукла пiдмножина V i ū ∈ locWEK (U). Тодi

∀ v ∈ U :

 ((F ′ (ū))∗ p1, v− ū)V
· · ·

((F ′ (ū))∗ pm, v− ū)V

 /∈ −intK, (4.43)

де pi ∈W2: L +pi = C
∗
iCiy (ū) − C

∗
iai, i = 1,m.

Доведення. Покажемо, що ∀ v ∈ U вектор v − ū належить конусу T (ū|U).
Розглянемо послiдовностi βk ∈ (0, 1), βk → 1 i vk = (1− βk) v + βkū ∈ U.
Звiдси

vk − ū

1− βk
= v− ū.

Отже, v− ū ∈ T (ū|U), а тодi (4.40) тягне за собою виконання (4.43).

Очевидно, що i зворотна iмплiкацiя (4.43)⇒ (4.40) справедлива у випадку
опуклостi множини U.

Отримаємо достатню умову локальної оптимальностi для задачi

J (u)→ K-s-min,

Ly = F (u) , u ∈ U.
Має мiсце

Теорема 4.15. Нехай простiр V скiнченновимiрний, ū ∈ U i виконано
умову:

∀ w ∈ T (ū |U) \ {0} :

 ((F ′ (ū))∗ p1, w)V
· · ·

((F ′ (ū))∗ pm, w)V

 /∈ −K, (4.44)

де pi ∈W2: L +pi = C
∗
iCiy (ū) − C

∗
iai, i = 1,m. Тодi ū ∈ locSEK (U).

Доведення. Припустимо, що має мiсце умова (4.44), однак ū /∈ locSEK (U).
Тодi iснує послiдовнiсть vk ∈ U\ {u} така, що vk → ū, vk−ū

‖vk−ū‖V
→ w ∈

T (ū|U) \ {0} i J (vk) − J (ū) ∈ −K. Далi маємо

J (vk) − J (ū)

‖vk − ū‖V
= J ′ (ū)

(
vk − ū

‖vk − ū‖V

)
+ o (1) ∈ −K. (4.45)

Зробивши в (4.45) граничний перехiд при k→∞, одержимо J ′ (ū) (w) ∈ −K,
що суперечить (4.44).
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Якщо ввести конус DJ (u) = {w ∈ V : J ′ (u) (w) ∈ −K} напрямкiв нестро-
гого спадання вiдображення J : V → Rm у точцi u ∈ V , то включення (4.44)
рiвносильне подiбному (4.42) спiввiдношенню

DJ (ū) ∩ T (ū |U) = {0} .

Розглянемо варiант скаляризацiї необхiдних умов ефективностi. Вiдповiднi
скалярнi умови використаємо для побудови iтерацiйних алгоритмiв розв’яза-
ння задач керування з векторним критерiєм якостi.

Розглянемо компакт B ⊆ Rm такий, що не мiстить нуль i K∗ = con (convB).
Якщо K = K∗ = Rm+ , то можна покласти B = {e1, e2, ..., em}, де

ei =

(
0, ..., 0, 1

i-та позицiя
, 0, ..., 0

)
.

У загальному випадку покладемо, наприклад,

B = K∗ ∩ {k ∈ Rm : ‖k‖Rm = 1} .

Конуси K та intK можна подати у виглядi

K = {x ∈ Rm : (x, x ′)Rm ≥ 0 ∀x
′ ∈ B} ,

intK = {x ∈ Rm : (x, x ′)Rm > 0 ∀x
′ ∈ B} .

Розглянемо опорну функцiю множини B

σB (x) = max
x ′∈B

(x, x ′)Rm ∀x ∈ Rm. (4.46)

Безпосередньо з (4.46) випливає додатня однорiднiсть, напiвадитивнiсть та
лiпшицевiсть функцiї σB. Iз компактностi та породжуючої властивостi мно-
жини B випливають потрiбнi нам представлення

−K = {x ∈ Rm : σB (x) ≤ 0} ,

−intK = {x ∈ Rm : σB (x) < 0} .

Цi представлення конусiв −K та −intK дозволяють нам переформулювати
умови ефективностi так.

Наслiдок 4.1. Нехай ū ∈ locWEK (U). Тодi

∀ w ∈ T (ū |U) \ {0} : σB ◦
(
(F ′ (ū))

∗−→p ) (w) ≥ 0, (4.47)

де −→p = (p1, p2, ..., pm) ∈ (W2)
m: L +pi = C

∗
iCiy (ū) − C

∗
iai, i = 1,m.
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Наслiдок 4.2. Нехай U — опукла пiдмножина V i ū ∈ locWEK (U). Тодi

∀ v ∈ U : σB ◦
(
(F ′ (ū))

∗−→p ) (v− ū) ≥ 0, (4.48)

де −→p = (p1, p2, ..., pm) ∈ (W2)
m: L +pi = C

∗
iCiy (ū) − C

∗
iai, i = 1,m.

Наслiдок 4.3. Нехай простiр V скiнченновимiрний, ū ∈ U i виконано
умову:

∀ w ∈ T (ū |U) \ {0} : σB ◦
(
(F ′ (ū))

∗−→p ) (w) > 0, (4.49)

де −→p = (p1, p2, ..., pm) ∈ (W2)
m: L +pi = C∗iCiy (ū) − C

∗
iai, i = 1,m. Тодi

ū ∈ locSEK (U).

Вiдмiтимо, якщо виконано x − y ∈ K (x − y ∈ intK), то σB (x) ≥ σB (y)

(σB (x) > σB (y)). Дiйсно, маємо σB (y− x) ≤ 0 (σB (y− x) < 0). Але

σB (x) + σB (y− x) ≥ σB (y) ,

звiдки випливає бажане.

Зауваження 4.15. Розглянемо деяку множину X i вiдображення

X
J−→ Rm.

Задачу пошуку точок x̄ ∈ X таких, що

J (X) ∩ (J (x̄) − intK) = ∅,

можна переформулювати у виглядi:

знайти x̄ ∈ X : g (x̄, x) ≥ 0 ∀x ∈ X, (4.50)

де g (x1, x2) = σB (J (x2) − J (x1)). Задача (4.50) суть загальна задача рiвнова-
жного програмування. Отже, популярна останнiм часом «рiвноважна» алго-
ритмiка [101, 102] може бути використана для побудови методiв розв’язання
розглянутих у цьому роздiлi задач.

Розглянемо загальнiшу задачу.
Нехай рiвняння стану керованої системи має вигляд Ly = F (u), u ∈ U.

Оператори L i F задовольняють стандартнi умови.
Припустимо, що критерiй якостi має вигляд

J (u) = Φ (y (u) , u) ,

де Φ : H1 × V → Rm, y (u) — стан системи, що вiдповiдає керуванню u ∈ U.
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Далi розглянемо варiант методу Франк–Вульфа для розв’язання задачi

J (u) = Φ (y (u) , u)→ K-min, (4.51)

Ly (u) = F (u) , u ∈ U. (4.52)

Мають мiсце такi теореми — аналоги теорем 4.11 i 4.12 щодо гладкостi
критерiя якостi. Доведення опустимо.

Теорема 4.16. Нехай

1) оператор F : V → W−
2 має в точцi u ∈ V похiдну Фреше F ′ (u) ∈

L
(
V,W−

2

)
;

2) оператор Φ =
(
Φ(1), ..., Φ(m)

)
: H1 × V → Rm має в точцi (y (u) , u) ∈

H1 × V похiдну Фреше i вiдповiднi частиннi похiднi мають вигляд

Φ ′1 (y (u) , u) =
(
D1Φ

(1) (y (u) , u) , ..., D1Φ
(m) (y (u) , u)

)
∈
(
H−
1

)m
,

Φ ′2 (y (u) , u) =
(
D2Φ

(1) (y (u) , u) , ..., D2Φ
(m) (y (u) , u)

)
∈ Vm.

Тодi вiдображення J =
(
J(1), ..., J(m)

)
: V → Rm диференцiйовне за Фреше в

точцi u ∈ V i його похiдна обчислюється за формулою

J ′ (u) (h) =

 (
DJ(1) (u) , h

)
V

· · ·(
DJ(m) (u) , h

)
V

 =

=

 (
(F ′ (u))∗ p1 +D2Φ

(1) (y (u) , u) , h
)
V

· · ·(
(F ′ (u))∗ pm +D2Φ

(m) (y (u) , u) , h
)
V

 ∀h ∈ V,

де pi ∈ W2 — розв’язок операторного рiвняння L +pi = D1Φ
(i) (y (u) , u),

i = 1,m.

Теорема 4.17. Нехай на обмеженiй опуклiй множинi U ⊆ V оператор
u 7→ F ′ (u) задовольняє умову Гельдера з показником γ ∈ (0, 1], оператори
(y, u) 7→ Φ ′1 (y, u) i (y, u) 7→ Φ ′2 (y, u) задовольняють на обмежених пiд-
множинах простору H1 × V умову Гельдера з показником γ ∈ (0, 1]. Тодi
похiдна Фреше J ′ (·) задовольняє на U умову Гельдера з показником γ.

Далi будемо вважати, що множина допустимих керувань U опукла, ком-
пактна i на нiй виконуються умови теорем 4.16, 4.17.
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Позначимо через U∗ множину керувань u ∈ U таких, що (
(F ′ (u))∗ p1 +D2Φ

(1) (y, u) , v− u
)
V

· · ·(
(F ′ (u))∗ pm +D2Φ

(m) (y, u) , v− u
)
V

 6∈ −intK ∀v ∈ U, (4.53)

L y = F (u) , L +pi = D1Φ
(i) (y, u) , i = 1,m.

Тобто, U∗ — множина допустимих керувань, що задовольняють необхiдну
умову ефективностi в задачi (4.51), (4.52). Саме збiжнiсть алгоритмiв до еле-
ментiв множини U∗ — мета подальших теоретичних дослiджень.

Для побудови алгоритмiв використаємо опорну функцiю σB компактної
множини B ⊆ Rm\ {0} такої, що

K∗ = con (convB) .

Для спрощення оцiнок ми припустимо, що обрана множина B має вигляд

{k ∈ K∗ : ‖k‖Rm = 1} .

Тодi опорна функцiя σB буде лiпшицевою з константою 1.
За допомогою цiєї функцiї необхiдну умову ефективностi (4.53) можна за-

писати у виглядi нерiвностi

σB

 (
(F ′ (u))∗ p1 +D2Φ

(1) (y, u) , v− u
)
V

· · ·(
(F ′ (u))∗ pm +D2Φ

(m) (y, u) , v− u
)
V

 ≥ 0 ∀v ∈ U, (4.54)

L y = F (u) , L +pi = D1Φ
(i) (y, u) , i = 1,m.

Застосувавши до нерiвностi (4.54) евристичнi мiркування, що у однокри-
терiальному випадку привели до методу умовного градiєнта, та зробивши
стандартнi припущення з про наближений характер обчислень, отримуємо
таку iтерацiйну процедуру.

Алгоритм 4.4 (Метод лiнеаризацiї).

1) Обираємо початкове наближення u0 ∈ U. Покладемо n = 0.

2) Знаходимо ỹn ∈ H1: ‖ỹn − yn‖H1 ≤ δ ′n, де yn ∈ H1 — узагальнений
розв’язок рiвняння Lyn = F (un).

3) Знаходимо
−→̃
pn =

(
p̃1n, p̃

2
n, ..., p̃

m
n

)
∈ (W2)

m:
∥∥p̃kn − p̂kn∥∥W+

≤ δ ′′n, k = 1,m,
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де p̂kn ∈W2 — розв’язки рiвнянь

L +p̂1n = D1Φ
(1) (ỹn, un) ,

.................................,

L +p̂mn = D1Φ
(m) (ỹn, un) .

4) Знаходимо ūn ∈ U — розв’язок екстремальної задачi

σB ◦
(
(F ′ (un))

∗−→̃
pn +Φ

′
2 (ỹn, un)

)
(u− un)→ εn− inf

u∈U
.

5) Покладаємо un+1 = un + ρn (ūn − un), де ρn ∈ (0, 1], n := n + 1, i
переходимо на крок 2.

Зауваження 4.16. Iдею побудови алгоритмiв типу розглянутого було
вперше висунуто у роботi [64]. У цитованiй статтi розглядалась задача

f (x)→ Rm+ -min, x ∈ Rn, (4.55)

де f = (f1, ..., fm) : Rn → Rm — диференцiйовне вiдображення з похiдною f ′,
що задовольняє умову Лiпшиця. Для розв’язання (4.55) автори запропонува-
ли метод вигляду

xn+1 = xn + ρn (x̄n − xn) ,

x̄n = arg min

{
max

k∈{1,...,m}
(grad fk (xn) , x− xn) +

1
2
‖x− xn‖2Rn

}
,

де величина кроку ρn обирається за правилом Армiхо [90]. У алгоритмi з [64]
множина B має вигляд

{(1, 0, ..., 0) , (0, 1, ..., 0) , ..., (0, 0, ..., 1)} .

Має мiсце така теорема про збiжнiсть алгоритму 4.4.

Теорема 4.18. Нехай

ρn ∈ (0, 1] , ρn → 0,

∞∑
n=0

ρn = +∞, εn → +0, δ ′n → +0, δ ′′n → +0,

i функцiонал σB◦J приймає на множинi U∗ не бiльш нiж злiченну кiлькiсть
значень. Тодi всi граничнi точки послiдовностi (un) утворюють компактну
зв’язну пiдмножину в U∗, а числова послiдовнiсть (σB (J (un))) має грани-
цю.
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Доведення. Перевiримо виконання умов теореми про достатнi умови збiжнос-
тi iтерацiйних алгоритмiв оптимiзацiї.

ПокладемоW = σB◦J. За побудовою всi члени послiдовностi (un) належать
компакту U.

Маємо ‖un+1 − un‖V = ρn ‖ūn − un‖V ≤ ρndiam (U)→ 0 при k→∞.

Нехай (unk) — пiдпослiдовнiсть, що збiгається до керування u ′ /∈ U∗. По-
кажемо, що iснує δ0 > 0 таке, що для всiх k та δ ∈ (0, δ0]:

τk = min
n>nk

{n : ‖un − unk‖V > δ} < +∞.
Припустимо протилежне. Нехай для всiх δ0 > 0 iснує таке k0 = k0 (δ0) ∈

N, що ‖un − unk0‖V ≤ δ0 для всiх n > nk0. Тодi з нерiвностi трикутника
маємо: un ∈ Bδ0(unk0) ⇒ unk ∈ Bδ0(unk0) для k > k0 ⇒ u ′ ∈ Bδ0(unk0) ⇒
un ∈ B2δ0 (u ′) для всiх n > nk0.

Оскiльки u ′ /∈ U∗, то iснує число λ > 0 таке, що

min
u∈U

σB (J
′ (u ′) (u− u ′)) ≤ −2λ < 0.

Розглянемо прирiст W (un+1) −W (un) для l > nk > nk0

W (ul) −W (unk) = σB (J (ul)) − σB (J (unk)) ≤ σB (J (ul) − J (unk)) =
= σB (J (ul) − J (u

′) − J (unk) + J (u
′)) ≤

≤ σB

 (
DJ(1) (u ′) , ul − unk

)
V

· · ·(
DJ(m) (u ′) , ul − unk

)
V

+ C0δ
1+γ
0 ≤

≤
l−1∑
n=nk

ρnσB (J
′ (u ′) (ūn − un)) + C0δ

1+γ
0 .

Оцiнимо зверху σB (J ′ (u ′) (ūn − un)). Позначимо через ū ′ ∈ U розв’язок за-
дачi мiнiмiзацiї σB (J ′ (u ′) (u− u ′))→ infu∈U . Маємо

σB (J
′ (u ′) (ūn − un)) ≤

≤ σB
((
J ′ (u ′) − J̃ ′ (un)

)
(ūn − un)

)
+ σB

(
J̃ ′ (un) (ūn − un)

)
≤

≤ σB
((
J ′ (u ′) − J̃ ′ (un)

)
(ūn − un)

)
+ σB

(
J̃ ′ (un) (ū

′ − un)
)
+ εn,
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де J̃ ′ (un) = (F ′ (un))
∗−→̃
pn +Φ

′
2 (ỹn, un). Але

σB

(
J̃ ′ (un) (ū

′ − un)
)
≤ σB

((
J̃ ′ (un) − J

′ (u ′)
)
(ū ′ − un)

)
+

+ σB (J
′ (u ′) (ū ′ − u ′)) + σB (J

′ (u ′) (u ′ − un)) ≤

≤ −2λ+ σB

((
J̃ ′ (un) − J

′ (u ′)
)
(ū ′ − un)

)
+ σB (J

′ (u ′) (u ′ − un)) .

Отже,

σB (J
′ (u ′) (ūn − un)) ≤ −2λ+ σB

((
J ′ (u ′) − J̃ ′ (un)

)
(ūn − un)

)
+

+ σB

((
J̃ ′ (un) − J

′ (u ′)
)
(ū ′ − un)

)
+ σB (J

′ (u ′) (u ′ − un)) + εn.

Нарештi отримаємо нерiвнiсть

σB (J
′ (u ′) (ūn − un)) ≤

≤ −2λ+ 2diam (U)
∥∥∥J̃ ′ (un) − J ′ (u ′)∥∥∥+ 2 ‖J ′ (u ′)‖ δ0 + εn.

Оцiнимо
∥∥∥J̃ ′ (uu) − J ′ (u ′)∥∥∥. Маємо∥∥∥J̃ ′ (un) − J ′ (u ′)∥∥∥ ≤ ∥∥∥J̃ ′ (un) − J ′ (un)∥∥∥+ ‖J ′ (un) − J ′ (u ′)‖ ≤

≤
∥∥∥J̃ ′ (un) − J ′ (un)∥∥∥+ C1 ‖un − u ′‖γV .

Далi,

∥∥∥J̃ ′ (un) − J ′ (un)∥∥∥ ≤
≤
∥∥∥(F ′ (un))∗−→̃pn +Φ ′2 (ỹn, un) − (F ′ (un))

∗−→pn −Φ ′2 (yn, un)∥∥∥ ≤
≤ ‖F ′ (un)‖

∥∥∥−→̃pn −−→pn∥∥∥
(W2)

m
+ ‖Φ ′2 (ỹn, un) −Φ ′2 (yn, un)‖Vm ≤

≤ C1
∥∥∥−→̃pn −−→̂pn∥∥∥

(W2)
m
+ C1

∥∥∥−→̂pn −−→pn∥∥∥
(W2)

m
+

+ C2 ‖ỹn − yn‖γH1 ≤ C3δ
′′
n + C4 (δ

′
n)
γ
+

+ C5 ‖Φ ′1 (ỹn, un) −Φ ′1 (yn, un)‖(H−
1 )
m ≤

≤ C3δ ′′n + C6 (δ ′n)
γ
,

де −→pn =
(
p1n, ..., p

m
n

)
∈ (W2)

m — вектор розв’язкiв спряжених задач
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L +pin = D1Φ
(i) (yn, un) , i = 1,m.

Отже,

σB (J
′ (u ′) (ūn − un)) ≤

≤ −2λ+ 2diam (U)
(
C3δ

′′
n + C6 (δ

′
n)
γ)

+ 2 ‖J ′ (u ′)‖V δ0 + εn.

Обираючи достатньо мале δ0 > 0 та велике k0, отримуємо (n > nk0)

0 < 2diam (U)
(
C3δ

′′
n + C6 (δ

′
n)
γ)

+ 2 ‖J ′ (u ′)‖V δ0 + εn < λ.

Звiдки

σB (J
′ (u ′) (ūn − un)) ≤ −λ, n > nk0.

Остаточно маємо

W (ul) −W (unk) ≤ −λ

l−1∑
n=nk

ρn + C0δ
1+γ
0 , l > nk ≥ nk0. (4.56)

Пiсля граничного переходу в нерiвностi приm→∞ (
∑∞

n=nk
ρn = +∞) отри-

маємо протирiччя з обмеженiстю знизу на множинi U функцiоналаW. Отже,
iснує δ0 > 0 таке, що для всiх k i δ ∈ (0, δ0]:

τk = min
n>nk

{n : ‖un − unk‖V > δ} < +∞.
Але обираючи достатньо мале δ0 > 0 та велике k0, можна повторити дове-

дення оцiнки (4.56) для nk ≤ n ≤ τk. З iншого боку,

δ0 < ‖uτk − unk‖V ≤
τk−1∑
p=nk

‖up+1 − up‖V ≤ diam (U)

τk−1∑
p=nk

ρp.

Тому
τk−1∑
p=nk

ρp >
δ0

diam (U)
.

Ураховуючи останню нерiвнiсть в (4.56), маємо

W (uτk) < W (unk) −
λδ0

diam (U)
+ Cδ1+γ0 .
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Звiдки

lim sup
k→∞ W (uτk) < lim

k→∞W (unk) .

Отже, умови теореми про збiжнiсть виконуються, а тому, граничнi точки
послiдовностi (un) утворюють компактну зв’язну пiдмножину U∗ i послiдов-
нiсть чисел σB (J (un)) має границю.

4.3. Збiжнiсть градiєнтної динамiчної системи

У даному пiдроздiлi з’ясуємо асимптотичну поведiнку деякої градiєнтної
системи, яка є неперервним аналогом варiанту градiєнтного методу з спецi-
альним демпфiнгуванням для мiнiмiзацiї сильно опуклих функцiй.

З гладкою задачею мiнiмiзацiї

f→ min

можна зв’язати градiєнтну систему{
ẋ = −∇f(x),
x(0) = x0.

(4.57)

Класичний метод градiєнтного спуску є результатом дискретизацiї задачi
Кошi (4.57) за допомогою явного методу Ейлера (h > 0):

xk+1 − xk
h

= −∇f(xk).

За рiзних умов у багатьох роботах [103–107] за допомогою другого методу
Ляпунова доведено, що траєкторiї системи (4.57) при великих t > 0 притягу-
ються до множини

S = {x : ∇f(x) = 0}
точок рiвноваги системи (4.57).

Iснують й iншi диференцiальнi рiвняння, траєкторiї яких мiнiмiзуючi. На-
приклад, так званий метод важкої кульки Поляка [106,108–110]:

{
ẍ+ aẋ = −∇f(x),
x(0) = x0, ẋ(0) = 0, a > 0;


ẋ = y,

ẏ = −ay−∇f(x),
x(0) = x0, y(0) = 0, a > 0.
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У роботi [111] розглянуто задачу Кошi:

{
ẍ+ 3

t
ẋ = −∇f(x),

x(t0) = x0, ẋ(t0) = 0, t0 > 0;


ẋ = y,

ẏ = −3
t
y−∇f(x),

x(t0) = x0, y(t0) = 0, t0 > 0.

(4.58)

Якщо здiйснити дискретизацiю задачi Кошi (4.58) таким чином

1

h2
(xk+1 − 2xk + xk−1) +

3

kh2
(xk − xk−1) = −∇f(yk),

де yk = xk+
(
1− 3

k

)
(xk − xk−1), то поклавши λ = h2, приходимо до вiдомого

швидкого градiєнтного методу Нестерова [112]:{
yk = xk +

k−3
k

(xk − xk−1) ,

xk+1 = yk − λ∇f(yk).

В роботi [113] для α ≥ 3 розглянуто задачi Кошi:

{
ẍ+ α

t
ẋ = −∇f(x),

x(t0) = x0, ẋ(t0) = 0, t0 > 0;


ẋ = y,

ẏ = −α
t
y−∇f(x),

x(t0) = x0, y(t0) = 0, t0 > 0.

(4.59)

Задача Кошi (4.59) майже не вiдрiзняється вiд (4.58), але має кращу асимп-

тотичну поведiнку при α > 3.

Зауважимо, що неперервнi методи мiнiмiзацiї (градiєнтнi системи) прива-
бливi тим, що для їх iнтегрування можна використати не тiльки явний метод
Ейлера, але й iншi методи, якi збiгаються швидше та краще пристосованi
для iнтегрування жорстких систем диференцiальних рiвнянь. До жорстких
градiєнтних систем приходимо при мiнiмiзацiї яружних функцiй.

На цьому шляху можна отримати алгоритми мiнiмiзацiї, якi важко знайти,
залишаючись в рамках звичних уявлень про дискретнi iтерацiйнi процеси.
Це стимулює розвиток неперервних методiв розв’язання екстремальних та
близьких задач [114–117].

Далi дослiджується асимптотична поведiнка градiєнтної системи, яка є не-
перервним аналогом варiанту градiєнтного методу з [72] для мiнiмiзацiї силь-
но опуклих функцiй. За допомогою другого методу Ляпунова встановлено
оцiнки швидкостi збiжностi градiєнтної системи до точки рiвноваги.
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Нагадаємо, що функцiю f : Rn → R називають L-гладкою, якщо вона ди-
ференцiйовна на Rn та її градiєнт задовольняє умову Лiпшиця з константою
L > 0 [112]. Для L-гладкої функцiї має мiсце нерiвнiсть [112]

f(y) ≤ f(x) + (∇f(x), y− x) +
L

2
‖x− y‖2 ∀x, y ∈ Rn.

Функцiю f : Rn → R називають сильно опуклою з константою µ > 0, якщо

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) −
1

2
λ(1− λ)µ‖x− y‖2

для всiх x, y ∈ Rn, λ ∈ [0, 1]. Сильно опукла функцiя f : Rn → R досягає
мiнiмуму в єдинiй точцi x∗, причому

f(x) − f(x∗) ≥
µ

2
‖x− x∗‖2 ∀x ∈ Rn.

Для диференцiйовної сильно опуклої функцiї f має мiсце нерiвнiсть [112]

f(y) ≥ f(x) + (∇f(x), y− x) +
µ

2
‖x− y‖2 ∀x, y ∈ Rn.

Для L-гладкої сильно опуклої функцiї f ∈ C2(Rn) друга похiдна додатньо
визначена [112], точнiше для всiх x ∈ Rn

L‖ξ‖2 ≥ (∇2f(x)ξ, ξ) ≥ µ‖ξ‖2 ∀ξ ∈ Rn.

Припустимо, що C2-функцiя f : Rn → R сильно опукла (з константою
µ > 0) та L-гладка. Нехай

f∗ = f(x∗) = min
x∈Rn

f(x).

Розглянемо градiєнтну систему вигляду:
ẋ(t) = −d(x(t))∇f(x(t)),
d(x(t)) = ‖∇f(x(t))‖2

(∇2f(x(t))∇f(x(t)),∇f(x(t))) ,

x(0) = x0.

(4.60)

Використовуючи для наближеного iнтегрування задачi Кошi (4.60) явну
схему Ейлера, отримуємо такий алгоритм:

xk+1 = xk − τk
‖∇f(xk)‖2

(∇2f(xk)∇f(xk),∇f(xk))
∇f(xk), τk > 0. (4.61)
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Зауваження 4.17. Алгоритм (4.61) (з τk ≡ 1) запропоновано в [72] для
розв’язання деяких задач cинтезу оберненого зв’язку в лiнiйних динамiчних
системах. Логiка схеми така. У формулi

xk+1 = xk − λ∇f(xk)

слiд обрати множник λ > 0. Розглянемо функцiю ϕ(t) = f (xk − t∇f(xk)),
t ∈ [0,+∞), та робимо один крок методу Ньютона

t1 = t0 −
ϕ ′(t0)

ϕ ′′(t0)
, t0 = 0.

Отримуємо

λ = t1 =
‖∇f(xk)‖2

(∇2f(xk)∇f(xk),∇f(xk))
.

Зауваження 4.18. У монографiї [118] для пошуку нулiв диференцiйовних
операторiв F, що дiють в гiльбертовому просторi H, розглядався близький до
(4.61) iтерацiйний процес

xk+1 = xk −
‖Fxk‖2

(F ′(xk)Fxk, Fxk)
Fxk. (4.62)

Ясно, що

1

L
≤ d(x(t)) = ‖∇f(x(t))‖2

(∇2f(x(t))∇f(x(t)),∇f(x(t)))
≤ 1

µ

та задача Кошi (4.60) має єдиний розв’язок x : [0,+∞)→ Rn. Система (4.60)

має єдину точку рiвноваги — точку мiнiмуму функцiї f.
Перейдемо до обгрунтування схеми (4.60), тобто доведемо асимптотичну

стiйкiсть (4.60).
Проведемо аналiз асимптотичних властивостей градiєнтної системи (4.60)

за допомогою другого методу Ляпунова.
Має мiсце
Лема 4.2. Має мiсце тотожнiсть

‖∇f(x(t))‖ = e−t‖∇f(x0)‖ ∀t > 0. (4.63)

Доведення. Розглянемо
d
dt

(
1
2
‖∇f(x(t))‖2

)
.
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Маємо,

d
dt

(
1
2
‖∇f(x(t))‖2

)
= (∇2f(x(t))ẋ(t),∇f(x(t))) =

= −d(x(t))(∇2f(x(t))∇f(x(t)),∇f(x(t))) =

= −
‖∇f(x(t))‖2

(∇2f(x(t))∇f(x(t)),∇f(x(t)))
(∇2f(x(t))∇f(x(t)),∇f(x(t))).

Звiдки,
d
dt

(
‖∇f(x(t))‖2

)
+ 2‖∇f(x(t))‖2 = 0,

тобто,
d
dt

(
e2t‖∇f(x(t))‖2

)
= 0.

Отже,
e2t‖∇f(x(t))‖2 = ‖∇f(x0)‖2 ∀t > 0.

Тотожнiсть (4.63) доведена.

Зауваження 4.19. Цiкаво, що швидкiсть прямування до нуля

‖∇f(x(t))‖

в (4.63) є унiверсальною (не залежить вiд параметрiв гладкостi та опуклостi
функцiї f).

Лема 4.3. Мають мiсце нерiвностi

‖x(t) − x∗‖ ≤ e−
µ
2L
t‖x0 − x∗‖ ∀t > 0, (4.64)

та
f(x(t)) − f∗ ≤

√
µ
L
e−

µ
2L
t (f(x0) − f∗) ∀t > 0. (4.65)

Доведення. Розглянемо функцiю

V(t) = 1
2
‖x(t) − x∗‖2.

Знайдемо d
dt
V(t). Маємо,

d
dt
V(t) = (x(t) − x∗, ẋ(t)) =

=
‖∇f(x(t))‖2

(∇2f(x(t))∇f(x(t)),∇f(x(t)))
(x∗ − x(t),∇f(x(t)) ≤

≤ ‖∇f(x(t))‖2

(∇2f(x(t))∇f(x(t)),∇f(x(t)))
(
f∗ − f(x(t)) −

µ
2
‖x(t) − x∗‖2

)
≤

≤ − µ
2L
‖x(t) − x∗‖2 = −µ

L
V(t).
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Звiдки, d
dt

(
e
µ
L
tV(t)

)
≤ 0. Отже, e

µ
L
tV(t) ≤ V(0) ∀t > 0. Нерiвнiсть (4.64)

доведена. Нерiвнiсть (4.65) випливає з нерiвностi (4.64) та оцiнки

µ
2
‖x− x∗‖2 ≤ f(x) − f∗ ≤ L

2
‖x− x∗‖2 ∀x ∈ Rn.

Лема доведена.

Зауваження 4.20. Для iтерацiйного методу (4.62) iз зауваження 4.18 мо-
жна розглянути динамiчну систему{

ẋ(t) = − ‖Fx(t)‖2
(F ′(x(t))Fx(t),Fx(t))Fx(t),

x(0) = x0.
(4.66)

У випадку L-лiпшицевого та µ-сильно опуклого диференцiовного вiдобра-
ження F для системи (4.66) мають мiсце тотожнiсть та оцiнка

‖Fx(t)‖ = e−t‖Fx0‖, ‖x(t) − x∗‖ ≤ e−
µ
2L
t‖x0 − x∗‖ ∀t > 0.

Сформулюємо основний результат.

Теорема 4.19. Нехай функцiя f : Rn → R — двiчi неперервно диференцi-
йовна, сильно опукла (з константою µ > 0) та L-гладка. Тодi задача Кошi
(4.60) має єдиний розв’язок t → x(t) на [0,+∞), причому для довiльного
ε > 0 має мiсце

max {‖∇f(x(t))‖, f(x(t)) − f∗, ‖x(t) − x∗‖} ≤ ε

як тiльки

t ≥ max

ln ‖∇f(x0)‖
ε

, 2L
µ

ln

√
L
µ
(f(x0)−f∗)

ε
, 2L
µ

ln ‖x0−x∗‖
ε

 .
Доведення. Нехай ε > 0. З нерiвностi (4.63) випливає

‖∇f(x(t))‖ ≤ ε

для t ≥ ln ‖∇f(x0)‖
ε

. Аналогiчно, з нерiвностей (4.64), (4.65) випливає

‖x(t) − x∗‖ ≤ ε

для t ≥ 2L
µ

ln ‖x0−x∗‖
ε

, та
f(x(t)) − f∗ ≤ ε

для t ≥ 2L
µ

ln

√
L
µ
(f(x0)−f∗)

ε
, що i потрiбно було довести.
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4.4. Заключнi зауваження

У роздiлi увагу придiлено обґрунтуванню методiв оптимiзацiї лiнiйних роз-
подiлених систем з узагальненим керуванням. Ми припускали, що оператор,
який описує модель, задовольняє апрiорнi оцiнки в негативних нормах.

Наведено огляд теорiї оптимального керування з векторним критерiєм
якостi системами, що описуються рiвняннями математичної фiзики з
узагальненими впливами.

Розглянуто теореми iснування, необхiднi умови оптимальностi та методи
розв’язання задач векторної оптимiзацiї лiнiйних розподiлених систем.

Також, дослiджено асимптотичну поведiнку градiєнтної системи з спецi-
альним демпфiнгуванням, яка є неперервним аналогом варiанту градiєнтного
методу з [72] для мiнiмiзацiї сильно опуклих функцiй. За допомогою другого
методу Ляпунова встановлено O

(
ln 1

ε

)
-оцiнки швидкостi збiжностi градiєн-

тної системи до точки рiвноваги.
Подiбнi результати можна отримати для систем вигляду:{

ẋ(t) = − (∇2f(x(t))∇f(x(t)),∇f(x(t)))
‖∇2f(x(t))∇f(x(t))‖2 ∇f(x(t)),

x(0) = x0;{
ẋ(t) = − ‖∇f(x(t))‖2

‖∇2f(x(t))∗∇f(x(t))‖2∇
2f(x(t))∗∇f(x(t)),

x(0) = x0.

Данi системи є неперервними аналогами методу мiнiмальних нев’язок [118]
(варiант α-процесу).

Для пiдготовки роздiлу використано результати робiт [57,63,73–80].
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Роздiл 5

Cублiнiйнi оцiнки ефективностi для методiв
з дивергенцiєю Брегмана

Варiацiйнi нерiвностi з монотонними операторами є загальним класом за-
дач з опуклою структурою [119–121].

Окремi задачi опуклої недиференцiйовної оптимiзацiї можуть ефективно
розв’язуватися, якщо їх переформулювати у виглядi сiдлових (мiнiмаксних)
задач i застосувати алгоритми розв’язання варiацiйних нерiвностей [121]. З
появою генеруючих змагальних нейронних мереж та iнших моделей зма-
гального навчання стiйкий iнтерес до методiв розв’язання варiацiйних нерiв-
ностей виник i в середовищi спецiалiстiв з машинного навчання [122,123].

Дослiдження алгоритмiв розв’язання варiацiйних нерiвностей та близьких
задач триває.

Ефективним сучасним варiантом екстраградiєнтного методу є прокси-
мальний дзеркальний метод (MirrorProx) А.С. Немировського [121]. Даний
метод можна проiнтерпретувати як варiант екстраградiєнтного методу з про-
єктуванням вiдносно дивергенцiї Брегмана. Дивергенцiя Брегмана (породже-
на функцiєю ϕ) на множинi C задається формулою

V(a, b) = ϕ(a) −ϕ(b) − 〈∇ϕ(b), a− b〉 ∀a, b ∈ C,

де ϕ — неперервно диференцiйовна та сильно опукла на множинi C функцiя.
Для варiацiйної нерiвностi

знайти x ∈ C : 〈Ax, y− x〉 ≥ 0 ∀y ∈ C,

алгоритм MirrorProx має вигляд{
yn = ΠC

(
(∇ϕ)−1(∇ϕ(xn) − λAxn)

)
,

xn+1 = ΠC
(
(∇ϕ)−1(∇ϕ(xn) − λAyn)

)
,
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де λ > 0, ΠC — оператор проектування Брегмана на множину C [124], що
задається правилом ΠCx = argminy∈C V(y, x).

У роздiлi дослiджено варiанти алгоритмiв екстраполяцiї з минулого та опе-
раторної екстраполяцiї з дивергенцiєю Брегмана для розв’язання варiацiй-
них нерiвностей з монотонними та лiпшицевими операторами, що дiють в
скiнченновимiрному дiйсному лiнiйному просторi. За об’ємом необхiдних для
здiйснення iтерацiйного кроку обчислень данi алгоритми мають перевагу над
MirrorProx [121].

Основнi результати: оцiнки ефективностi в термiнах функцiї зазору.

5.1. Допомiжнi вiдомостi

Нехай E — скiнченновимiрний дiйсний лiнiйний простiр. Введемо у цьому
просторi норму ‖·‖ (не обов’язково евклiдову). E∗ — спряжений простiр. Для
a ∈ E∗ та b ∈ E через 〈a, b〉 позначимо значення линiйної функцiї a в точцi
b. Спряжена норма на E∗ позначається ‖·‖∗.

Нехай C ⊆ E — непорожня замкнена та опукла множина, A — оператор,
що дiє з E в E∗. Розглянемо варiацiйну нерiвнiсть:

знайти x ∈ C : 〈Ax, y− x〉 ≥ 0 ∀y ∈ C, (5.1)

множину розв’язкiв якої позначимо S.
Введемо необхiднi для формулювання алгоритмiв конструкцiї.
Нехай ϕ : E → R ∪ {+∞} — власна замкнена опукла функцiя, що ди-

ференцiйовна на dom(∂ϕ). Дивергенцiя Брегмана (вiдстань Брегмана), що
вiдповiдає функцiї ϕ, задається формулою [124,125]

V(a, b) = ϕ (a) −ϕ (b) − 〈∇ϕ (b) , a− b〉 ∀a ∈ dom(ϕ), b ∈ dom(∂ϕ).

Припустимо, що виконанi такi умови:

• функцiя ϕ власна замкнена та опукла;

• функцiя ϕ диференцiйовна на dom(∂ϕ);

• C ⊆ dom(ϕ);

• на множинi C функцiя ϕ є сильно опуклою вiдносно норми ‖·‖ з кон-
стантою сильної опуклостi σ > 0.
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Зрозумiло, що

V (a, b) ≥ σ
2
‖a− b‖2 ∀a ∈ C ∀b ∈ C ∩ dom(∂ϕ).

та
V(a, b) = 0 ⇔ a = b.

Має мiсце корисна 3-точкова тотожнiсть [125]:

V (a, c) = V (a, b) + V (b, c) + 〈∇ϕ (b) −∇ϕ (c) , a− b〉 ,

де a ∈ dom(ϕ), b, c ∈ dom(∂ϕ). Ця тотожнiсть є аналогом теореми косинусiв
для «брегманiвської геомертiї».

Розглянемо два основних приклади дивергенцiй Брегмана. Для

ϕ (·) = 1
2
‖·‖22 ,

де ‖·‖2 — евклiдова норма, маємо

V (x, y) = 1
2
‖x− y‖22 .

Для стандартного симплексу

∆m =

{
x ∈ Rm : xi ≥ 0,

m∑
i=1

xi = 1

}
та функцiї вiд’ємної ентропiї

ϕ (x) =

m∑
i=1

xi ln xi

(за нерiвнiстю Пiнскера [126] вона сильно опукла з константою 1 вiдносно
`1-норми на симплексi ∆m) отримуємо дивергенцiю Кульбака–Лейблера [125]

V (x, y) =

m∑
i=1

xi ln

(
xi

yi

)
,

де x ∈ ∆m, y ∈ ∆m+ = {x ∈ Rm : xi > 0,
∑m

i=1 xi = 1}.

Розглянемо сильно опуклi задачi мiнiмiзацiї вигляду

PCx (a) = argminy∈C {− 〈a, y− x〉+ V (y, x)} , (5.2)

де a ∈ E∗, x ∈ dom(∂ϕ).
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Вiдомо [125], що задача (5.2) має єдиний розв’язок z ∈ C ∩ dom(∂ϕ),
причому

− 〈a, y− z〉+ 〈∇ϕ (z) −∇ϕ (x) , y− z〉 ≥ 0 ∀y ∈ C.

Останню нерiвнiсть, ураховуючи 3-точкову тотожнiсть, можна записати у
виглядi

V(y, z) ≤ V(y, x) − V(y, z) − 〈a, y− z〉 ∀y ∈ C.

Зауваження 5.1. Точка PCx (a) в евклiдовому випадку спiвпадає з евклi-
довою метричною проєкцiєю

PC (x+ a) = argminy∈C ‖y− (x+ a)‖2 .

Зауваження 5.2. Для стандартного симплексу ∆m та дивергенцiї Куль-
бака–Лейблера маємо [125]

P∆
m

x (a) =

(
x1e

a1∑m
j=1 xje

aj
,

x2e
a2∑m

j=1 xje
aj
, . . . ,

xme
am∑m

j=1 xje
aj

)
, a ∈ Rm, x ∈ ∆m+ .

Зауваження 5.3. Часто вiдображення PCx : E∗ → C∩dom(∂ϕ) називають
прокс-вiдображенням [127] та позначають PCx (a) через Mirrx(a) [128].

Припустимо, що виконанi такi умови:

• множина C ⊆ E – опукла та замкнена;

• оператор A : E→ E∗ – монотонний на C, тобто

〈Ax−Ay, x− y〉 ≥ 0 ∀x, y ∈ C,

та лiпшицевий на C (з константою L > 0), тобто

‖Ax−Ay‖∗ ≤ ‖x− y‖ ∀x, y ∈ C;

• множина S непорожня.

Розглянемо дуальну варiацiйну нерiвнiсть:

x ∈ C : 〈Ay, x− y〉 ≤ 0 ∀y ∈ C. (5.3)

Множину розв’язкiв задачi (5.3) позначимо Sd. Множина Sd опукла та за-
мкнена. Для монотонних операторiвA завжди маємо S ⊆ Sd. В наших умовах
маємо Sd = S.
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5.2. Алгоритми

Розглянемо варiанти алгоритмiв екстраполяцiї з минулого та операторної
екстраполяцiї з дивергенцiєю Брегмана для розв’язання варiацiйних нерiвно-
стей з монотонними та лiпшицевими операторами, що дiють в скiнченнови-
мiрному дiйсному лiнiйному просторi.

Перший з розглянутих алгоритмiв має вигляд.

Алгоритм 5.1 (Екстраполяцiя з минулого). Для x1 = y0 ∈ C ∩ dom(∂ϕ)

генеруємо послiдовнiсть елементiв xn, yn ∈ C ∩ dom(∂ϕ) за допомогою
iтерацiйної схеми {

yn = PCxn (−λnAyn−1) ,

xn+1 = P
C
xn
(−λnAyn) ,

де λn > 0.

Зауваження 5.4. Алгоритм 5.1 запропоновано в [129, 130]. В роботах
[130–133] дослiджувалась його збiжнiсть та прононувались деякi модифiкацiї.

При виконаннi для деякого n ∈ N в алгоритмi 5.1 рiвностей

yn = yn−1 = xn або xn+1 = xn = yn (5.4)

має мiсце включення yn ∈ S. Дiйсно, рiвнiсть

xn+1 = P
C
xn
(−λnAyn)

рiвносильна нерiвностi

〈Ayn, y− xn+1〉+
〈∇ϕ(xn+1) −∇ϕ(xn), y− xn+1〉

λn
≥ 0 ∀y ∈ C.

З другої рiвностi (5.4) випливає

〈Ayn, y− yn〉 ≥ 0 ∀y ∈ C,

тобто, yn ∈ S.
Аналогiчно, з

〈Ayn−1, y− yn〉+
〈∇ϕ(yn) −∇ϕ(xn), y− yn〉

λn
≥ 0 ∀y ∈ C

при першiй рiвностi в (5.4) отримуємо yn ∈ S.
Далi припустимо, що для всiх номерiв n ∈ N умова зупинки (5.4) алго-

ритму 5.1 не має мiсця.
Другий з розглянутих алгоритмiв має вигляд.
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Алгоритм 5.2 (Операторна екстраполяцiя). Обираємо x0 = x1 ∈ C ∩
dom(∂ϕ), λn, µn > 0. Покладаємо n = 1.

1 Обчислити
xn+1 = P

C
xn
(−λnAxn − µn(Axn −Axn−1)) .

2 Якщо xn+1 = xn = xn−1, то СТОП, iнакше покласти n := n + 1 та
перейти до 1.

Зауваження 5.5. Алгоритм 5.2 запропоновано в [133]. Алгоритм 5.2 є
модификацiєю методу з [134], що використовує дивергенцiю Брегмана замiсть
квадрату евклiдової норми.

Правило зупинки в алгоритмi 5.2 обґрунтовується так: при виконаннi

xn+1 = xn = xn−1

маємо
xn = PCxn (−λnAxn) ,

звiдки xn ∈ S.
Наведемо двi конкретнi версiї алгоритму 5.2.
Розглянемо варiацiйну нерiвнiсть на стандартному симплексi:

знайти x ∈ ∆m : (Ax, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ ∆m.

Обираючи дивергенцiю Кульбака–Лейблера та µn = λn = λ > 0, одержуємо
таку версiю:

xn+1i =
xni e

−λ(2Axn−Axn−1)i∑d
j=1 x

n
j e

−λ(2Axn−Axn−1)j
, i = 1, ...,m,

де (a)i ∈ R — i-та координата вектора a ∈ Rm.

Зауваження 5.6. Алгоритм екстраполяцiї з минулого в описанiй ситуацiї
з λn = λ > 0 має такий вигляд:

yni =
xni e

−λ(Ayn−1)i∑d
j=1 x

n
j e

−λ(Ayn−1)j
, i = 1, ...,m,

xn+1i =
xni e

−λ(Ayn)i∑d
j=1 x

n
j e

−λ(Ayn)j
, i = 1, ...,m.

Розглянемо варiацiйну нерiвнiсть на добутку стандартних симплексiв:

знайти x ∈ ∆m1 × ∆m2 : (Ax, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ ∆m1 × ∆m2. (5.5)
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За сепарабельною функцiєю

ϕ (x) = ϕ1 (x1) +ϕ2 (x2) =

m1∑
i=1

x1,i ln x1,i +

m2∑
i=1

x2,i ln x2,i,

де x = (x1, x2) = (x1,1, x1,2, . . . x1,m1︸ ︷︷ ︸
x1

, x2,1, x2,2, . . . x2,m2︸ ︷︷ ︸
x2

) ∈ Rm1×Rm2, побудуємо

дивергенцiю Брегмана на C = ∆m1 × ∆m2:

V (x, y) = V1 (x1, y1) + V2 (x2, y2) =

m1∑
i=1

x1,i ln
x1,i

y1,i
+

m2∑
i=1

x2,i ln
x2,i

y2,i
.

Алгоритм 5.2 для нерiвностi (5.5) з таким вибором дивергенцiї та параметрiв
µn = λn = λ > 0 приймає вигляд:

xn+1k,i =
xnk,i exp (−λ (2Axn −Axn−1)k,i)∑mk
j=1 x

n
k,j exp

(
−λ (2Axn −Axn−1)k,j

) , k = 1, 2, i = 1, . . . ,mk,

де (a)k,i —
(∑k−1

t=1 mt + i
)
-та координата вектора a ∈ Rm1 × Rm2.

Зауваження 5.7. У роботi [133] побудованi адаптивнi варiанти алгори-
тмiв 5.1, 5.2.

5.3. Cублiнiйнi оцiнки ефективностi

Тепер займемось оцiнкою числа iтерацiй алгоритмiв (числом викликiв вiд-
ображень A та PCx ), що необхiдне для гарантованого отримання наближеного
розв’язку заданої якостi.

Якiсть наближеного розв’язку x ∈ C варiацiйної нерiвностi оцiнюємо за
допомогою невiд’ємної функцiї зазору (gap function)

gap (x) = sup
y∈C
〈Ay, x− y〉 .

Для коректностi означення функцiї зазору необхiдна обмеженiсть допустимої
множини C.

Нехай оператор A — неперервний та монотонний. Якщо елемент x ∈ C —
розв’язок варiацiйної нерiвностi (5.1), то

〈Ay, x− y〉 ≤ 0 ∀y ∈ C.
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Тому, gap (x) = 0. Навпаки, якщо для x ∈ C маємо gap (x) = 0, то x є
розв’язком дуальної варiацiйної нерiвностi (5.3). Тому, x ∈ S.

У випадку обмеженостi множини C доведемо, що алгоритмам необхiдно
зробити O

(
1
ε

)
iтерацiй для отримання точки x ∈ C з

gap (x) = sup
y∈C
〈Ay, x− y〉 ≤ ε.

Почнемо з аналiзу алгоритму 5.1.
Для породжених алгоритмом 5.1 послiдовностей (xn) та (yn) мають мiсце

нерiвностi

− λn 〈Ayn−1, y− yn〉 ≤
≤ V (y, xn) − V (yn, xn) − V (y, yn) ∀y ∈ C. (5.6)

− λn 〈Ayn, y− xn+1〉 ≤
≤ V (y, xn) − V (xn+1, xn) − V (y, xn+1) ∀y ∈ C. (5.7)

З (5.7) випливає

V (y, xn+1) ≤ V (y, xn) − V (xn+1, xn) + λn 〈Ayn, y− xn+1〉 =
= V (y, xn) − V (xn+1, xn) + λn 〈Ayn, yn − xn+1〉+

+ λn 〈Ayn, y− yn〉 .

Урахувавши монотонность оператора A, отримаємо

V (y, xn+1) ≤ V (y, xn) − V (xn+1, xn) + λn 〈Ayn, yn − xn+1〉+
+ λn 〈Ay, y− yn〉 . (5.8)

З (5.6) випливає

−V (xn+1, xn) ≤ λn 〈Ayn−1, xn+1 − yn〉− V (yn, xn) − V (xn+1, yn) . (5.9)

Оцiнимо зверху −V (xn+1, xn) в (5.8) за допомогою (5.9). Отримаємо

V (y, xn+1) ≤ V (y, xn) − V (xn+1, yn) − V (yn, xn)+

+ λn 〈Ayn −Ayn−1, yn − xn+1〉+
+ λn 〈Ay, y− yn〉 . (5.10)

Оцiнимо зверху доданок λn 〈Ayn −Ayn−1, yn − xn+1〉 в (5.10). Маємо

145



λn 〈Ayn −Ayn−1, yn − xn+1〉 ≤
≤ λnL ‖yn−1 − yn‖ ‖xn+1 − yn‖ ≤

≤ λnL
2
‖yn−1 − yn‖2 +

λnL

2
‖yn − xn+1‖2 ≤

≤ λnL ‖yn−1 − xn‖2 + λnL ‖yn − xn‖2 +
λnL

2
‖yn − xn+1‖2 ≤

≤ 2λnL
σ
V(xn, yn−1) +

2λnL

σ
V(yn, xn) +

λnL

σ
V(xn+1, yn).

Приходимо до нерiвностi

V (y, xn+1) ≤ V (y, xn) − V (yn, xn) − V (xn+1, yn)+

+
2λnL

σ
V(xn, yn−1) +

2λnL

σ
V(yn, xn) +

λnL

σ
V(xn+1, yn)+

+ λn 〈Ay, y− yn〉 . (5.11)

Перепишемо (5.11) у виглядi

λn 〈Ay, yn − y〉 ≤
(
V (y, xn) +

2λnL

σ
V(xn, yn−1)

)
−

−

(
V (y, xn+1) +

2λn+1L

σ
V(xn+1, yn)

)
−

−

(
1−

2λn+1L

σ
−
λnL

σ

)
V(xn+1, yn)−

−

(
1−

2λnL

σ

)
V(yn, xn). (5.12)

Припустимо, що λn ∈
(
0, σ
3L

]
. Тодi з (5.12) випливає

2λn〈Ay, yn − y〉 ≤

≤
(
V (y, xn) +

2λnL

σ
V(xn, yn−1)

)
−

−

(
V (y, xn+1) +

2λn+1L

σ
V(xn+1, yn)

)
. (5.13)

Просумувавши (5.13) по n вiд 1 до N отримаємо

2

N∑
n=1

λn〈Ay, yn − y〉 ≤ V (y, x1) +
2λ1L

σ
V(x1, y0),

та
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〈Ay, zN − y〉 ≤ V (y, x1)

2
∑N

n=1 λn
, (5.14)

де zN =
∑N
n=1 λnyn∑N
n=1 λn

. Переходимо до супремуму по y ∈ C в (5.14)

gap(zN) ≤
supy∈C V (y, x1)

2
∑N

n=1 λn
.

Таким чином, має мiсце

Теорема 5.1. Нехай C ⊆ E — непорожня опукла замкнена обмежена
множина, A : E → E∗ — монотонний та L-лiпшицевий на множинi C
оператор. Нехай (yn) — послiдовнiсть, що породжена алгоритмом 5.1 з
λn = σ

3L
, тобто, 

x1 = y0 ∈ C,
yn = PCxn

(
− σ
3L
Ayn−1

)
,

xn+1 = P
C
xn

(
− σ
3L
Ayn

)
.

Тодi для послiдовностi середнiх

zN = 1
N

N∑
n=1

yn

має мiсце оцiнка

gap (zN) ≤
L 3
2σ

supy∈C V (y, x1)

N
.

Зауваження 5.8. Отримана оцiнка спiвпадає за порядком з оцiнкою для
MirrorProx [121]. Але iтерацiя алгоритму 5.1 дешевша за iтерацiю MirrorProx.

Проаналiзуємо алгоритм 5.2.
Нехай λn ∈

(
0, σ
2L

]
, µn = λn−1. Для послiдовностi (xn) має мiсце нерiвнiсть

− 〈λnAxn + λn−1(Axn −Axn−1), y− xn+1〉 ≤
≤ V (y, xn) − V (xn+1, xn) − V (y, xn+1) ∀y ∈ C. (5.15)

Перепишемо (5.15) таким чином

V (y, xn) − V (y, xn+1) ≥
≥ λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉− λn 〈Axn+1 −Axn, xn+1 − y〉+

+ λn−1 〈Axn −Axn−1, xn − y〉+ λn−1 〈Axn −Axn−1, xn+1 − xn〉+
+ V (xn+1, xn) . (5.16)
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Сумуючи нерiвностi (5.16) по n вiд 1 до N, отримуємо

V (y, x1) − V (y, xN+1) ≥

≥
N∑
n=1

λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉− λN 〈AxN+1 −AxN, xN+1 − y〉+

+

N∑
n=1

(λn−1 〈Axn −Axn−1, xn+1 − xn〉+ V (xn+1, xn)) . (5.17)

Лiпшицевiсть оператора A дає

N∑
n=1

(λn−1 〈Axn −Axn−1, xn+1 − xn〉+ V (xn+1, xn)) ≥

≥
N∑
n=1

(
−
λn−1L

2
‖xn − xn−1‖2 −

λn−1L

2
‖xn − xn+1‖2 +

σ

2
‖xn+1 − xn‖2

)
≥

≥
N∑
n=1

(
−
σ

4
‖xn − xn−1‖2 −

σ

4
‖xn − xn+1‖2 +

σ

2
‖xn+1 − xn‖2

)
=

=

N∑
n=1

(
−
σ

4
‖xn − xn−1‖2 +

σ

4
‖xn+1 − xn‖2

)
=

=
σ

4
‖xN+1 − xN‖2 .

Використовуючи останню оцiнку в нерiвностi (5.17), отримуємо

V (y, x1) − V (y, xN+1) ≥
N∑
n=1

λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉−

− λN 〈AxN+1 −AxN, xN+1 − y〉+

+
σ

4
‖xN+1 − xN‖2 ≥

≥
N∑
n=1

λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉− λNL ‖xN+1 − xN‖ ‖xN+1 − y‖+

+
σ

4
‖xN+1 − xN‖2 ≥

≥
N∑
n=1

λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉−
λNL

2
‖xN+1 − y‖2 .
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Приходимо до нерiвностi

N∑
n=1

λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉−
λNL

2
‖xN+1 − y‖2+

+ V (y, xN+1) ≤ V (y, x1) ∀y ∈ C. (5.18)

Використовуючи монотоннiсть оператора A, отримуємо

N∑
n=1

λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉 ≥
N∑
n=1

λn 〈Ay, xn+1 − y〉 =

=

(
N∑
n=1

λn

)
〈Ay, zN+1 − y〉 , (5.19)

де

zN+1 =

∑N
n=1 λnxn+1∑N
n=1 λn

.

Враховуючи оцiнку (5.19) в (5.18), приходимо до нерiвностi(
N∑
n=1

λn

)
〈Ay, zN+1 − y〉+

(
σ

2
−
λNL

2

)
‖xN+1 − y‖2 ≤ V (y, x1) ∀y ∈ C,

звiдки випливає

gap (zN+1) = sup
y∈C
〈Ay, zN+1 − y〉 ≤

supy∈C V (y, x1)∑N
n=1 λn

.

Таким чином, має мiсце

Теорема 5.2. Нехай (xn) — послiдовнiсть, що породжена алгоритмом
5.2 з

λn = µn =
σ

2L
,

тобто,
xn+1 = P

C
xn

(
− σ
2L
(2Axn −Axn−1)

)
.

Тодi має мiсце оцiнка

gap (zN+1) ≤
L 2
σ

supy∈C V (y, x1)

N
,

де zN+1 =
1
N

∑N
n=1 xn+1.
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Припустимо, що замiсть лiпшицевостi A виконана така умова:

• оператор A : E→ E∗ — вiдносно лiпшицевий на C (з константою L > 0),
тобто

〈Ax−Ay, x− z〉 ≤ LV(x, y) + LV(z, x),
де x, y ∈ C ∩ dom(∂ϕ), z ∈ C;

Якщо оператор A : E→ E∗ — L-лiпшицевий на C, то вiн є L
σ
-вiдносно лiпши-

цевим на C [135]. Дiйсно,

〈Ax−Ay, x− z〉 ≤ ‖Ax−Ay‖∗‖x− z‖ ≤ L‖x− y‖‖x− z‖ ≤

≤ L
2
‖x− y‖2 + L

2
‖x− z‖2 ≤ L

σ
V(x, y) +

L

σ
V(z, x).

Актуальною є задача отримання оцiнок для алгоритмiв 5.1 та 5.2 в класi
вiдносно лiпшицевих монотонних операторiв.

5.4. Заключнi коментарi

Дослiджено варiанти алгоритмiв екстраполяцiї з минулого та операторної
екстраполяцiї з дивергенцiєю Брегмана для розв’язання варiацiйних нерiвно-
стей з монотонними та лiпшицевими операторами, що дiють в скiнченнови-
мiрному дiйсному лiнiйному просторi.

За об’ємом необхiдних для здiйснення iтерацiйного кроку обчислень данi
алгоритми мають перевагу над методом MirrorProx [121].

Основнi результати: O
(
1
ε

)
-оцiнки ефективностi в термiнах функцiї зазору.

Серед теоретичних задач на майбутнє вкажемо отримання оцiнок для роз-
глянутих алгоритмiв в класi вiдносно лiпшицевих монотонних операторiв.
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Роздiл 6

Алгоритм операторної екстраполяцiї
в банахових просторах

В даному роздiлi розглянемо iтерацiйнi алгоритми для розв’язання варiа-
цiйних нерiвностей в рiвномiрно опуклих банахових просторах.

Перший алгоритм — модифiкацiя методу «forward-reflected-backward
algorithm» [134], що використовує узагальнену проєкцiю Альбера замiсть
метричної. Другий алгоритм є адаптивним варiантом першого, де викори-
стовується правило поновлення величини кроку, що не вимагає знання
лiпшицевих констант та лiнiйного пошуку.

Для варiацiйних нерiвностей з монотонними, лiпшицевими операторами,
що дiють в 2-рiвномiрно опуклому та рiвномiрно гладкому банаховому прос-
торi, доведено теореми про слабку збiжнiсть методiв. Також для першого
алгоритму доведено оцiнку ефективностi в термiнах функцiї зазору.

Для пiдготовки роздiлу використано результати робiт [136–139].

6.1. Постановка задачi та допомiжнi вiдомостi

Спочатку нагадаємо декiлька понять та фактiв геометрiї банахових про-
сторiв та нелiнiйного аналiзу, що необхiднi для формулювання та доведення
результатiв [140–144].

Нехай E — дiйсний банаховий простiр з нормою ‖·‖, E∗ — спряжений до E
простiр, 〈x∗, x〉 — значення функцiоналу x∗ ∈ E∗ на елементi x ∈ E. Норму в
E∗ будемо позначати ‖·‖∗.

Нехай
SE = {x ∈ E : ‖x‖ = 1} .

Банаховий простiр E називають строго опуклим, якщо для всiх x, y ∈ SE та
x 6= y маємо ∥∥∥∥x+ y2

∥∥∥∥ < 1.
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Модуль опуклостi простору E визначається таким чином

δE (ε) = inf

{
1−

∥∥∥∥x+ y2
∥∥∥∥ : x, y ∈ SE, ‖x− y‖ = ε

}
∀ε ∈ (0, 2] .

Банаховий простiр E називають рiвномiрно опуклим, якщо

δE (ε) > 0 для всiх ε ∈ (0, 2] .

Банаховий простiр E називають 2-рiвномiрно опуклим, якщо iснує таке
c > 0, що

δE (ε) ≥ cε2 для всiх ε ∈ (0, 2] .

Очевидно, що 2-рiвномiрно опуклий простiр є рiвномiрно опуклим. Вiдомо,
що рiвномiрно опуклий банаховий простiр рефлексивний [140].

Банаховий простiр E називають гладким, якщо границя

lim
t→0
‖x+ ty‖− ‖x‖

t
(6.1)

iснує для всiх x, y ∈ SE. Банаховий простiр E називають рiвномiрно гладким,
якщо границя (6.1) iснує рiвномiрно за x, y ∈ SE.

Вiдомо, що гiльбертовi простори та простори Lp (1 < p ≤ 2) є 2-рiвномiрно
опуклими та рiвномiрно гладкими (простори Lp рiвномiрно гладкi для p ∈
(1,∞)) [140].

Основну iнформацiю про монотоннi оператори та варiацiйнi нерiвностi в
банахових просторах можна знайти в [119, 144, 145]. Згадаємо лише два при-
клади монотонних операторiв, що дiють у банахових просторах [144].

Для p ≥ 2, визначимо оператор A за допомогою формули

Au = |u (x)|p−2 u (x)

∫
R3

|u (y)|p

‖x− y‖2
dy.

Оператор A потенцiйний, монотонний та дiє з простору Lp
(
R3
)
в Lq

(
R3
)
, де

p−1+q−1 = 1. Зауважимо, що операторA є градiєнтом опуклого функцiоналу

F (u) =
1

2p

∫
R3

∫
R3

|u (x)|p |u (y)|p

‖x− y‖2
dxdy.

Нехай G ⊆ Rn — обмежена область. Диференцiальний вираз

Au = −

n∑
i=1

∂
∂xi

(
ai

(
x,
∣∣∣ ∂u∂xi ∣∣∣p−1) ∣∣∣ ∂u∂xi ∣∣∣p−2 ∂u∂xi)+ a0

(
x, |u|

p−1
)
|u|

p−2
u,
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де p > 1, функцiї ai (x, s), i = 0, 1, ..., n, вимiрнi по x для всiх s ∈ [0,+∞) та
неперервнi по s для майже всiх x ∈ G, |ai (x, s)| ≤M для всiх s ∈ [0,+∞) та
майже всiх x ∈ G, задає монотонний оператор, що дiє з простору Соболєва
W1
0,p (G) в

(
W1
0,p (G)

)∗.
Розглянемо варiацiйну нерiвнiсть:

x ∈ C : 〈Ax, y− x〉 ≥ 0 ∀y ∈ C, (6.2)

де C — непорожня пiдмножина 2-рiвномiрно опуклого та рiвномiрно гладкого
банахового простору E, A — оператор, що дiє з E в E∗. Множину розв’язкiв
(6.2) позначимо S.

Припустимо, що виконанi такi умови:

• множина C ⊆ E – опукла та замкнена;

• оператор A : E→ E∗ – монотонний на C, тобто

〈Ax−Ay, x− y〉 ≥ 0 ∀x, y ∈ C,

та лiпшицевий на C (з константою L > 0), тобто

‖Ax−Ay‖∗ ≤ L ‖x− y‖ ∀x, y ∈ C;

• множина S непорожня.

Розглянемо дуальну варiацiйну нерiвнiсть:

x ∈ C : 〈Ay, x− y〉 ≤ 0 ∀y ∈ C. (6.3)

Множину розв’язкiв задачi (6.3) позначимо Sd. Зауважимо, що множина Sd

опукла та замкнена [119,144]. Нерiвнiсть (6.3) називають слабким або дуаль-
ним формулюванням (6.2) (або нерiвнiстю типу Мiнтi), а розв’язки нерiвностi
(6.3) — слабкими розв’язками (6.2). Для монотонних операторiв A завжди
маємо S ⊆ Sd. В наших умовах маємо Sd = S [119].

Багатозначний оператор J : E→ 2E
∗, що дiє за правилом

Jx =
{
x∗ ∈ E∗ : 〈x∗, x〉 = ‖x‖2 = ‖x∗‖2∗

}
,

називають нормалiзованим дуальным вiдображенням [140]. Вiдомо, що [140]:

• якщо простiр E гладкий, то вiдображення J однозначне;

• якщо простiр E строго опуклий, то вiдображення J iн’єктивне та строго
монотонне;
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• якщо простiр E рефлексивний, то вiдображення J сюр’єктивне;

• якщо простiр E рiвномiрно гладкий, то вiдображення J рiвномiрно непе-
рервне на обмежених пiдмножинах E.

Нехай E — гладкий банаховий простiр. Розглянемо введений Я.I. Альбером
[141,144] функцiонал

φ (x, y) = ‖x‖2 − 2 〈Jy, x〉+ ‖y‖2 ∀x, y ∈ E.

З означення φ випливає корисна 3-точкова тотожнiсть:

φ (x, y) − φ (x, z) − φ (z, y) = 2 〈Jz− Jy, x− z〉 ∀x, y, z ∈ E.

Якщо простiр E строго опуклий, то для x, y ∈ E маємо

φ (x, y) = 0⇔ x = y.

Нехай E — рiвномiрно опуклий та рiвномiрно гладкий банаховий простiр,
(xn), (yn) — обмеженi послiдовностi елементiв E. Тодi має мiсце [141]

‖xn − yn‖→ 0 ⇔ ‖Jxn − Jyn‖∗ → 0 ⇔ φ (xn, yn)→ 0. (6.4)

Лема 6.1 (Aoyama K., Kohsaka F., [142]). Нехай E — 2-рiвномiрно опу-
клий та гладкий банаховий простiр. Тодi для деякого µ ≥ 1 виконується
нерiвнiсть

φ (x, y) ≥ 1

µ
‖x− y‖2 ∀x, y ∈ E. (6.5)

Для банахових просторiв `p, Lp та Wm
p (1 < p ≤ 2) маємо µ = 1

p−1 [143].
Для гiльбертового простору нерiвнiсть (6.5) перетворюється на тотожнiсть з
µ = 1.

Використовуючи функцiонал φ можна визначити новий оператор проєкту-
вання. Нехай K— непорожня замкнена та опукла пiдмножина рефлексивного,
строго опуклого та гладкого простору E. Вiдомо [141, 144], що для кожного
x ∈ E iснує єдиний елемент z ∈ K такий, що

φ (z, x) = inf
y∈K
φ (y, x) .

Цей елемент z позначають ΠKx, а вiдповiдний оператор ΠK : E→ K називають
узагальненою проєкцiєю простору E на множину K (узагальненою проєкцiєю
Альбера) [141,144].

Зауваження 6.1. Якщо E — гiльбертовий простiр, то ΠK спiвпадає з кла-
сичною метричною проєкцiєю на множину K.
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Лема 6.2 (Alber Y.I., [141]). Нехай K — замкнена та опукла пiдмножина
рефлексивного, строго опуклого та гладкого простору E, x ∈ E, z ∈ K. Тодi

z = ΠKx ⇔ 〈Jz− Jx, y− z〉 ≥ 0 ∀y ∈ K.

Нерiвнiсть леми 6.2 рiвносильна такiй [141]:

φ (y,ΠKx) + φ (ΠKx, x) ≤ φ (y, x) ∀y ∈ K.

Варiацiйну нерiвнiсть (6.2) можна сформулювати як задачу пошуку неру-
хомої точки [141]:

x = ΠCJ
−1 (Jx− λAx) , (6.6)

де λ > 0. Формулювання (6.6) веде до iтерацiйної схеми

xn+1 = ΠCJ
−1 (Jxn − λAxn) , (6.7)

яка вивчалась в [146] для обернено сильно монотонних операторiв A : E→ E∗.
Але для лiпшицевих монотонних операторiв схема (6.7) в загальному випадку
не збiгається.

Основним елементом алгоритмiв є обчислення за даними точками x ∈ E та
x∗ ∈ E∗ нової точки

x+ = ΠKJ
−1 (Jx− x∗) .

З леми 6.2 та 3-точкової тотожностi випливає фундаментальна для аналiзу
алгоритмiв нерiвнiсть

φ
(
y, x+

)
≤ φ (y, x) − φ

(
x+, x

)
+ 2

〈
x∗, y− x+

〉
∀y ∈ K.

6.2. Операторна екстраполяцiя

Для розв’язання варiацiйної нерiвностi (6.2) пропонуємо такий iтерацiйний
алгоритм.

Алгоритм 6.1 (Операторна екстраполяцiя). Обираємо x0 = x1 ∈ E та
λn > 0. Покладаємо n = 1.

1 Обчислити
mn = λn−1 (Axn −Axn−1) ,

xn+1 = ΠCJ
−1 (Jxn − λnAxn −mn) .

2 Якщо xn+1 = xn = xn−1, то СТОП, iнакше покласти n := n + 1 та
перейти до 1.
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Зауваження 6.2. Алгоритм 6.1 є модификацiєю методу з [134, 147] для
задач в банахових просторах, що використовує узагальнену проєкцiю Альбера
[141] замiсть метричної.

Правило зупинки обґрунтовується тотожнiстю (6.6), що рiвносильна варiа-
цiйнiй нерiвностi (6.2). Дiйсно, при виконаннi xn+1 = xn = xn−1 маємо

xn = ΠCJ
−1 (Jxn − λnAxn) ,

звiдки yn ∈ S.
Далi припускаємо, що правило зупинки в описаному алгоритмi 6.1 нiколи

не виконується.
У випадку C = E варiацiйна нерiвнiсть (6.2) набуває вигляду операторного

рiвняння
знайти x ∈ E : Ax = 0 (6.8)

Для (6.8) алгоритм 6.1 дає такий iтерацiйний процес

Jxn+1 = Jxn − λnAxn − λn−1 (Axn −Axn−1) , (6.9)

який збiжний лише за умови монотонностi оператора A.
Метод

Jxn+1 = Jxn − λnAxn

у цьому випадку може слабко збiгатись лише в ергодичному розумiннi [141].
А за об’ємом необхiдних для здiйснення iтерацiйного кроку обчислень процес
(6.9) має переваги над екстаградiєнтним методом Jx

n+
1
2

= Jxn − λnAxn,

Jxn+1 = Jxn − λnAx
n+

1
2

,

та неявним методом, що використовує резольвенту

xn+1 = (J+ λnA)
−1
Jxn.

Схему (6.9) можна подати у виглядi двоетапного процесу

Jxn = Jyn − λn−1Axn−1,

Jyn+1 = Jyn − λn−1Axn.

Однiєю з основних теоретичних задач є оцiнка числа iтерацiй алгоритму
(точнiше казати про число викликiв оператора A), що необхiдне для отрима-
ння наближеного розв’язку заданої якостi.
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Якiсть наближеного розв’язку x ∈ C варiацiйної нерiвностi (6.2) будемо
оцiнювати за допомогою невiд’ємної функцiї зазору (gap function)

gap (x) = sup
y∈C
〈Ay, x− y〉 . (6.10)

Очевидно, що для коректностi означення функцiї зазору (6.10) необхiдна
обмеженiсть допустимої множини C.

Лема 6.3. Нехай оператор A — неперервний та монотонний. Якщо еле-
мент x ∈ C — розв’язок варiацiйної нерiвностi (6.2), то

gap (x) = 0.

Навпаки, якщо для x ∈ C маємо

gap (x) = 0,

то x — розв’язок варiацiйної нерiвностi (6.2).

Доведення. Якщо x ∈ C — розв’язок варiацiйної нерiвностi (6.2), то

〈Ay, x− y〉 ≤ 0 ∀y ∈ C.

Тому, gap (x) = 0. Навпаки, якщо для x ∈ C маємо gap (x) = 0, то x є
розв’язком дуальної варiацiйної нерiвностi (6.3). Тому, x ∈ S.

6.3. Cублiнiйна оцiнка ефективностi

У випадку обмеженостi допустимої множини C доведемо, що алгоритму 6.1
необхiдно зробити O

(
LD2

ε

)
iтерацiй для отримання точки x ∈ C з

gap (x) = sup
y∈C
〈Ay, x− y〉 ≤ ε,

де ε > 0, D2 = supa,b∈Cφ (a, b) < +∞.

Має мiсце

Теорема 6.1. Нехай (xn) — послiдовнiсть, що породжена iтерацiйним
алгоритмом 6.1. Припустимо, що λn ∈

(
0, 1
2µL

]
. Тодi для послiдовностi

чезарiвських середнiх zN+1 =
∑N
n=1 λnxn+1∑N
n=1 λn

має мiсце нерiвнiсть

gap (zN+1) ≤
supy∈Cφ (y, x1)

2
∑N

n=1 λn
.
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Для стацiонарної версiї алгоритму 6.1 виконується

Теорема 6.2. Нехай (xn) — послiдовнiсть, що породжена iтерацiйним
алгоритмом 6.1 з λn = 1

2µL
, тобто,

xn+1 = ΠCJ
−1
(
Jxn −

1
2µL

(2Axn −Axn−1)
)
.

Тодi має мiсце оцiнка

gap (zN+1) ≤
Lµ supy∈Cφ (y, x1)

N
,

де zN+1 =
1
N

∑N
n=1 xn+1.

Зауваження 6.3. Варiанти оцiнок з теорем 6.1 та 6.2 для задач в гiль-
бертовому просторi отриманi в роботi [147].

Доведення теореми 6.1. Для послiдовностi (xn), що породжена iтерацiйним
алгоритмом 6.1, тобто,

xn+1 = ΠCJ
−1 (Jxn − λnAxn − λn−1 (Axn −Axn−1)) ,

має мiсце нерiвнiсть

− 2 〈λnAxn +mn, y− xn+1〉 ≤
≤ φ (y, xn) − φ (xn+1, xn) − φ (y, xn+1) ∀y ∈ C. (6.11)

Перепишемо (6.11) таким чином

φ (y, xn) − φ (y, xn+1) ≥
≥ 2λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉− 2λn 〈Axn+1 −Axn, xn+1 − y〉+

+ 2λn−1 〈Axn −Axn−1, xn − y〉+ 2λn−1 〈Axn −Axn−1, xn+1 − xn〉+
+ φ (xn+1, xn) . (6.12)

Сумуючи нерiвностi (6.12) по n вiд 1 до N, отримуємо

φ (y, x1) − φ (y, xN+1) ≥

≥ 2
N∑
n=1

λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉− 2λN 〈AxN+1 −AxN, xN+1 − y〉+

+

N∑
n=1

(2λn−1 〈Axn −Axn−1, xn+1 − xn〉+ φ (xn+1, xn)) . (6.13)
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Лiпшицевiсть оператора A та нерiвнiсть (6.5) дає

N∑
n=1

(2λn−1 〈Axn −Axn−1, xn+1 − xn〉+ φ (xn+1, xn)) ≥

≥
N∑
n=1

(
−2λn−1L ‖xn − xn−1‖ ‖xn+1 − xn‖+

1

µ
‖xn+1 − xn‖2

)
=

=

N∑
n=1

(
−2λn−1L ‖xn − xn−1‖ ‖xn+1 − xn‖+

1

2µ
‖xn+1 − xn‖2+

+
1

2µ
‖xn − xn−1‖2

)
+
1

2µ
‖xN+1 − xN‖2 ≥

1

2µ
‖xN+1 − xN‖2 .

Використовуючи останню оцiнку в (6.13), отримуємо

φ (y, x1) − φ (y, xN+1) ≥

≥ 2
N∑
n=1

λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉−

− 2λN 〈AxN+1 −AxN, xN+1 − y〉+

+
1

2µ
‖xN+1 − xN‖2 .

Знову використовуючи лiпшицевiсть оператора A, отримуємо

φ (y, x1) − φ (y, xN+1) ≥

≥ 2
N∑
n=1

λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉− 2λNL ‖xN+1 − xN‖ ‖xN+1 − y‖+

+
1

2µ
‖xN+1 − xN‖2 ≥

≥ 2
N∑
n=1

λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉− λNL ‖xN+1 − y‖2 .

Приходимо до нерiвностi

2

N∑
n=1

λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉− λNL ‖xN+1 − y‖2+

+ φ (y, xN+1) ≤ φ (y, x1) ∀y ∈ C. (6.14)
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Використовуючи монотоннiсть оператора A, отримуємо

N∑
n=1

λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉 ≥
N∑
n=1

λn 〈Ay, xn+1 − y〉 =

=

(
N∑
n=1

λn

)
〈Ay, zN+1 − y〉 , (6.15)

де

zN+1 =

∑N
n=1 λnxn+1∑N
n=1 λn

.

Враховуючи оцiнку (6.15) в (6.14), приходимо до нерiвностi

2

(
N∑
n=1

λn

)
〈Ay, zN+1 − y〉+

(
1

µ
− λNL

)
‖xN+1 − y‖2 ≤ φ (y, x1) ∀y ∈ C,

звiдки випливає

gap (zN+1) = sup
y∈C
〈Ay, zN+1 − y〉 ≤

supy∈Cφ (y, x1)

2
∑N

n=1 λn
,

що i потрiбно було довести.

6.4. Cлабка збiжнiсть

Перейдемо до доведення слабкої збiжностi алгоритму 6.1.
В якостi функцiї Ляпунова оберемо

Vn = φ (z, xn) − 2 〈mn, xn − z〉+ µλn−1Lφ (xn, xn−1) ,

де mn = λn−1 (Axn −Axn−1), z ∈ S.
Ми покажемо, що послiдовнiсть (Vn) незростаюча та невiд’ємна.
Пiсля цього органiзуємо граничний перехiд з використанням властивостей

операторiв A та J.
Будемо використовувати елементарну лема про числовi послiдовностi.

Лема 6.4. Нехай невiд’ємнi послiдовностi (an), (bn), такi, що

an+1 ≤ an − bn.

Тодi iснує границя limn→∞ an ∈ R та
∑∞

n=1 bn < +∞.
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Має мiсце

Лема 6.5. Для послiдовностi (xn), що породжена алгоритмом 6.1,
виконується нерiвнiсть

Vn+1 ≤ Vn − (1− µλn−1L− µλnL)φ (xn+1, xn) ,

де z ∈ S.

Доведення. Нехай z ∈ S. Маємо

φ (z, xn+1) ≤ φ (z, xn) − φ (xn+1, xn) + 2 〈λnAxn +mn, z− xn+1〉 . (6.16)

Монотоннiсть оператора A дає

〈λnAxn +mn, z− xn+1〉 = 〈λnAxn + λn−1 (Axn −Axn−1) , z− xn+1〉 =
= λn 〈Axn −Axn+1, z− xn+1〉+ λn−1 〈Axn −Axn−1, z− xn+1〉+

+ λn 〈Axn+1, z− xn+1〉︸ ︷︷ ︸
≤0

≤ λn 〈Axn −Axn+1, z− xn+1〉+

+ λn−1 〈Axn −Axn−1, z− xn〉+ λn−1 〈Axn −Axn−1, xn − xn+1〉 . (6.17)

Використавши (6.17) в (6.16), отримаємо

φ (z, xn+1) ≤ φ (z, xn) − φ (xn+1, xn) + 2λn 〈Axn −Axn+1, z− xn+1〉+
+ 2λn−1 〈Axn −Axn−1, z− xn〉+ 2λn−1 〈Axn −Axn−1, xn − xn+1〉 . (6.18)

Оцiнимо зверху доданок 2λn−1 〈Axn −Axn−1, xn − xn+1〉 в нерiвностi (6.18).
Маємо

2λn−1 〈Axn −Axn−1, xn − xn+1〉 ≤
≤ 2λn−1 ‖Axn −Axn−1‖∗ ‖xn − xn+1‖ ≤ 2λn−1L ‖xn − xn−1‖ ‖xn+1 − xn‖ ≤
≤ λn−1L ‖xn − xn−1‖2 + λn−1L ‖xn − xn+1‖2 ≤ µλn−1Lφ (xn, xn−1)+

+ µλn−1Lφ (xn+1, xn) .

Приходимо до нерiвностi

φ (z, xn+1) + 2λn 〈Axn −Axn+1, xn+1 − z〉+ µλnLφ (xn+1, xn) ≤
≤ φ (z, xn) + 2λn−1 〈Axn−1 −Axn, xn − z〉+ µλn−1Lφ (xn, xn−1)−

− (1− µλn−1L− µλnL)φ (xn+1, xn) ,

що й потрiбно було довести.
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Формулюємо основний результат щодо збiжностi.

Теорема 6.3. Нехай C — непорожня опукла та замкнена пiдмножина
2-рiвномiрно опуклого та рiвномiрно гладкого банахового простору E, A :

E → E∗ — монотонний та лiпшицевий на множинi C оператор, S 6= ∅.
Припустимо, що нормалiзоване дуальне вiдображення J секвенцiйно слабко
неперервне та послiдовнiсть (λn) така, що

0 < inf
n
λn ≤ sup

n
λn <

1

2µL
.

Тодi послiдовнiсть (xn), що породжена алгоритмом 6.1, слабко збiгається
до деякої точки z ∈ S.

Зауваження 6.4. Частинний варiант теореми 6.3 в гiльбертовому про-
сторi отримано в роботi [134].

Доведення теореми 6.3. Нехай z ′ ∈ S. Беремо таке δ > 0, що 1 − µλn−1L −
µλnL ≥ δ для всiх n ∈ N. З нерiвностi леми 6.5 випливає

Vn+1 ≤ Vn − δφ (xn+1, xn) ,

де Vn = φ (z ′, xn) − 2 〈mn, xn − z
′〉+ µλn−1Lφ (xn, xn−1).

Покажемо, що Vn ≥ 0 для всiх n ∈ N.
Маємо

Vn = φ (z ′, xn) + 2λn−1 〈Axn−1 −Axn, xn − z ′〉+ µλn−1Lφ (xn, xn−1) ≥

≥ 1

µ
‖xn − z ′‖2 − 2λn−1 ‖Axn−1 −Axn‖∗ ‖xn − z

′‖+

+ λn−1L ‖xn−1 − xn‖2 ≥

≥ 1

µ
‖xn − z ′‖2 − 2λn−1L ‖xn − xn−1‖ ‖xn − z ′‖+ λn−1L ‖xn−1 − xn‖2 ≥

≥
(
1

µ
− λn−1L

)
‖xn − z ′‖2 ≥ 0.

З леми 6.4 випливає iснування границi

lim
n→∞ (φ (z ′, xn) + 2λn−1 〈Axn−1 −Axn, xn − z ′〉+ µλn−1Lφ (xn, xn−1))

та ∞∑
n=1

φ (xn+1, xn) < +∞.
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Звiдки отримуємо обмеженiсть послiдовностi (xn) та

lim
n→∞φ (xn+1, xn) = lim

n→∞ ‖xn+1 − xn‖ = 0.
Оскiльки

lim
n→∞ (2λn−1 〈Axn−1 −Axn, xn − z ′〉+ µλn−1Lφ (xn, xn−1)) = 0,

то послiдовностi (φ (z ′, xn)) збiгаються для всiх z ′ ∈ S.
Покажемо, що всi слабкi частковi границi послiдовностi (xn) належать

допустимiй множинi S.
Розглянемо пiдпослiдовнiсть (xnk), що слабко збiгається до деякої точки

z ∈ E. Ясно, що z ∈ C.
Покажемо, що z ∈ S. Маємо

〈Jxn+1 − Jxn + λnAxn + λn−1 (Axn −Axn−1) , y− xn+1〉 ≥ 0 ∀y ∈ C.

Звiдки, використовуючи монотоннiсть оператора A, виводимо оцiнку

〈Ay, y− xn〉+ 〈Axn, xn − xn+1〉 ≥ 〈Axn, y− xn+1〉 ≥

≥ 1

λn
〈Jxn − Jxn+1, y− xn+1〉−

−
λn−1

λn
〈Axn −Axn−1, y− xn+1〉 ∀y ∈ C.

З lim
n→∞ ‖xn − xn−1‖ = 0 та лiпшицевостi оператора A випливає

lim
n→∞ ‖Axn −Axn−1‖∗ = 0.

Завдяки рiвномiрнiй неперервностi на обмежених множинах нормалiзованого
дуального вiдображення J отримуємо

lim
n→∞ ‖Jxn − Jxn+1‖∗ = 0.

Таким чином,
lim inf
n→∞ 〈Ay, y− xn〉 ≥ 0 ∀y ∈ C.

З iншого боку

〈Ay, y− z〉 = lim
k→∞ 〈Ay, y− xnk〉 ≥ lim inf

n→∞ 〈Ay, y− xn〉 ≥ 0 ∀y ∈ C.

Отже, z ∈ S.
Покажемо, що послiдовнiсть (xn) слабко збiгається до z.
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Мiркуємо вiд супротивного. Нехай iснує пiдпослiдовнiсть (xmk) така, що
xmk ⇀ z ′ та z 6= z ′. Ясно, що z ′ ∈ S. Маємо

2 〈Jxn, z− z ′〉 = φ (z ′, xn) − φ (z, xn) + ‖z‖2 − ‖z ′‖2 .

Звiдки випливає iснування границi lim
n→∞ 〈Jxn, z− z ′〉 . Завдяки секвенцiйнiй

слабкiй неперервностi нормалiзованого дуального вiдображення J отримаємо
рiвнiсть

〈Jz, z− z ′〉 = lim
k→∞ 〈Jxnk, z− z ′〉 = lim

k→∞ 〈Jxmk, z− z ′〉 = 〈Jz ′, z− z ′〉 ,
тобто,

〈Jz− Jz ′, z− z ′〉 = 0.
Звiдки випливає z = z ′, що i необхiдно було довести.

У зв’язку з проведеним дослiдженням вкажемо на два питання.
По-перше, всi результати отриманi для класу 2-рiвномiрно опуклих i рiв-

номiрно гладких банахових просторiв, який не мiстить важливих для засто-
сувань просторiв Lp i Wm

p (2 < p < +∞). Дуже бажано позбавитися цього
обмеження.

По-друге, для можливостi ефективного застосування алгоритмiв для не-
лiнiйних задач у банахових просторах необхiднi швидкi та стiйкi алгоритми
обчислення узагальненої проєкцiї Альбера для широкого набору множин.

6.5. Адаптивний алгоритм

Параметри λn алгоритму 6.1 задавалась виходячи з умови

0 < inf
n
λn ≤ sup

n
λn <

1

2µL
.

Тобто, використовувалась iнформацiя про константи лiпшицевостi монотон-
ного оператора A.

Вiдштовхуючись вiд алгоритму 6.1 та робiт [148, 149] у [136] побудовано
алгоритм з адаптивним вибором величини λn, що не вимагає знання лiпши-
цевих констант та процедур типу лiнiйного пошуку. Варiант алгоритму 6.1 (в
гiльбертовому просторi) з лiнiйним пошуком розглядався в роботi [134].

Припустимо, що вiдома лише константа µ ≥ 1 з нерiвностi (6.5). Адаптивна
версiя має вигляд.
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Алгоритм 6.2 (Адаптивна версiя, [136]). Обираємо x0 = x1 ∈ E, τ ∈(
0, 1
2µ

)
та число λ1 = λ0 > 0. Покладаємо n = 1.

1 Обчислити
mn = λn−1 (Axn −Axn−1) ,

xn+1 = ΠCJ
−1 (Jxn − λnAxn −mn) .

2 Якщо xn+1 = xn = xn−1, то СТОП, iнакше перейти до 3.

3 Обчислити

λn+1 =

{
min
{
λn, τ

‖xn+1−xn‖
‖Axn+1−Axn‖∗

}
, якщо Axn+1 6= Axn,

λn, iнакше.

Покласти n := n+ 1 та перейти до 1.

Зауваження 6.5. Для операторного рiвняння (6.8) алгоритм 6.2 дає та-
кий iтерацiйний процес

Jxn+1 = Jxn − λnAxn − λn−1 (Axn −Axn−1) ,

λn+1 =


min
{
λn, τ

‖xn+1−xn‖
‖Axn+1−Axn‖∗

}
, якщо Axn+1 6= Axn,

λn, iнакше.

Послiдовнiсть (λn), що задається на третьому етапi iтерацiйного кроку в
алгоритмi 6.2, незростаюча та обмежена знизу числом

min
{
λ1,
τ

L

}
.

Отже, iснує lim
n→∞λn > 0.

В якостi функцiї Ляпунова оберемо

Wn = φ (z, xn) − 2 〈mn, xn − z〉+ τµ
λn−1

λn
Lφ (xn, xn−1) ,

де mn = λn−1 (Axn −Axn−1), z ∈ S.

Доведення збiжностi алгоримту 6.2 ґрунтується на сфорульованiй нижче
лемi, яка забезпечує монотонну поведiнку послiдовностi (Wn).
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Лема 6.6. Для послiдовностi (xn), що породжена алгоритмом 6.2,
виконується нерiвнiсть

Wn+1 ≤Wn −

(
1− τµ

λn−1

λn
− τµ

λn

λn+1

)
φ (xn+1, xn) .

Доведення. Нехай z ∈ S. Як i в доведеннi подiбної леми 6.5 приходимо до
такої нерiвностi

φ (z, xn+1) ≤ φ (z, xn) − φ (xn+1, xn)+

+ 2λn 〈Axn −Axn+1, z− xn+1〉+
+ 2λn−1 〈Axn −Axn−1, z− xn〉+

+ 2λn−1 〈Axn −Axn−1, xn − xn+1〉 . (6.19)

Використовуючи правило обчислення параметра λn+1, оцiнимо зверху остан-
нiй доданок

2λn−1 〈Axn −Axn−1, xn − xn+1〉
в нерiвностi (6.19). Маємо

2λn−1 〈Axn −Axn−1, xn − xn+1〉 ≤
≤ 2λn−1 ‖Axn −Axn−1‖∗ ‖xn − xn+1‖ ≤

≤ 2τλn−1
λn
‖xn − xn−1‖ ‖xn+1 − xn‖ ≤

≤ τλn−1
λn
‖xn − xn−1‖2 + τ

λn−1

λn
‖xn − xn+1‖2 ≤

≤ τµλn−1
λn

φ (xn, xn−1) + τµ
λn−1

λn
φ (xn+1, xn) .

Приходимо до нерiвностi

φ (z, xn+1) + 2λn 〈Axn −Axn+1, xn+1 − z〉+ τµ
λn

λn+1
φ (xn+1, xn) ≤

≤ φ (z, xn) + 2λn−1 〈Axn−1 −Axn, xn − z〉+ τµ
λn−1

λn
φ (xn, xn−1)−

−

(
1− τµ

λn−1

λn
− τµ

λn

λn+1

)
φ (xn+1, xn) ,

що i потрiбно було довести.
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Має мiсце

Теорема 6.4. Нехай C — непорожня опукла та замкнена пiдмножина
2-рiвномiрно опуклого та рiвномiрно гладкого банахового простору E, A :

E → E∗ — монотонний та лiпшицевий оператор, S 6= ∅. Припустимо, що
нормалiзоване дуальне вiдображення J секвенцiйно слабко неперервне. Тодi
послiдовнiсть (xn), що породжена алгоритмом 6.2, слабко збiгається до
деякої точки z ∈ S.

Доведення. Нехай z ′ ∈ S. Для функцiї Ляпунова

Wn = φ (z ′, xn) + 2λn−1 〈Axn−1 −Axn, xn − z ′〉+ τµ
λn−1

λn
φ (xn, xn−1) ,

має мiсце нерiвнiсть леми 6.6

Wn+1 ≤Wn −

(
1− τµ

λn−1

λn
− τµ

λn

λn+1

)
φ (xn+1, xn) .

Оскiльки iснує границя lim
n→∞λn > 0, то

1− τµ
λn−1

λn
− τµ

λn

λn+1
→ 1− 2τµ ∈ (0, 1) при n→∞.

Покажемо, що Wn ≥ 0 для всiх достатньо великих n ∈ N. Маємо

Wn = φ (z ′, xn) + 2λn−1 〈Axn−1 −Axn, xn − z ′〉+ τµ
λn−1

λn
φ (xn, xn−1) ≥

≥ 1

µ
‖xn − z ′‖2 − 2λn−1 ‖Axn−1 −Axn‖∗ ‖xn − z

′‖+

+ τ
λn−1

λn
‖xn−1 − xn‖2 ≥

≥ 1

µ
‖xn − z ′‖2 − 2τ

λn−1

λn
‖xn − xn−1‖ ‖xn − z ′‖+ τ

λn−1

λn
‖xn−1 − xn‖2 ≥

≥
(
1

µ
− τ

λn−1

λn

)
‖xn − z ′‖2 .

Оскiльки iснує таке n0 ∈ N, що

1

µ
− τ

λn−1

λn
> 0

для всiх n ≥ n0, то Wn ≥ 0 починаючи з n0.
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Тепер з леми 6.4 можемо зробити висновок, що iснує границя

lim
n→∞

(
φ (z ′, xn) + 2λn−1 〈Axn−1 −Axn, xn − z ′〉+ τµ

λn−1

λn
φ (xn, xn−1)

)
та ∞∑

n=1

(
1− τµ

λn−1

λn
− τµ

λn

λn+1

)
φ (xn+1, xn) < +∞.

Звiдки отримуємо обмеженiсть послiдовностi (xn) та

lim
n→∞φ (xn+1, xn) = lim

n→∞ ‖xn+1 − xn‖ = 0.
Оскiльки

lim
n→∞

(
2λn−1 〈Axn−1 −Axn, xn − z ′〉+ τµ

λn−1

λn
φ (xn, xn−1)

)
= 0,

то збiгаються послiдовностi (φ (z ′, xn)) для всiх z ′ ∈ S.
Далi, мiркуваннями доведення теореми 6.3, прийдемо до результату.

6.6. Заключнi коментарi

Останнiм часом отримано багато результатiв для алгоритмiв розв’язання
варiацiйних задач в банахових просторах. Зокрема, побудованi та теоретично
обґрунтованi аналоги алгоритмiв Корпелевич, Tseng’а та Попова для задач в
рiвномiрно опуклих банахових просторах [150–154].

У даному роздiлi розвинута теорiя методу операторної екстраполяцiї для
задач в банахових просторах.

Для варiацiйних нерiвностей з монотонними, лiпшицевими операторами,
що дiють в 2-рiвномiрно опуклому та рiвномiрно гладкому банаховому про-
сторi, доведено теореми про слабку збiжнiсть двох варiантiв методу опера-
торної екстраполяцiї та O

(
1
ε

)
-оцiнку ефективностi в термiнах функцiї зазору.

Зауважимо, що всi результати отриманi для класу 2-рiвномiрно опуклих
i рiвномiрно гладких банахових просторiв, який не мiстить важливих для
застосувань просторiв Lp i Wm

p (2 < p < +∞). Дуже бажано позбавитися
цього обмеження.

Цiковою задачею є отримання оцiнок ефективностi та теорем збiжностi для
задач з немонотонними та нелiпшицевими операторами.

Для пiдготовки роздiлу використано результати робiт [136–139].
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Роздiл 7

Алгоритми для задач про рiвновагу
в просторах Адамара

В роздiлi розглянуто задачi про рiвновагу в метричних просторах Адамара.
Отримана теорема про слабку збiжнiсть двоетапного проксимального алгори-
тму для псевдомонотонних задач рiвноважного програмування в просторах
Адамара. Запропоновано адаптивний двоетапний проксимальний алгоритм
для задач в метричних просторах Адамара. Правило оновлення параметрiв
не використовує значень лiпшицевих констант бiфункцiї та на вiдмiну вiд
правил типу лiнiйного пошуку не потребує обчислень значень бiфункцiї в до-
даткових точках. Для псевдомонотонних бiфункцiй лiпшицевого типу дове-
дена теорема про слабку збiжнiсть породжених алгоритмом послiдовностей.
Запропоновано та теоретично обґрунтовано адаптивний екстрапроксималь-
ний алгоритм. Запропоновано та теоретично обґрунтовано регуляризований
адаптивний екстрапроксимальний алгоритм. Для регуляризацiї базової екс-
трапроксимальної схеми було використано класичну схему Гальперна. Для
псевдомонотонних бiфункцiй лiпшицевого типу доводиться теорема про збiж-
нiсть. Показано, що запропонованi алгоритм можна застосувати до псевдо-
монотонних варiацiйних нерiвностей в гiльбертових просторах.

7.1. Задачi рiвноважного програмування

Задачi про рiвновагу (задачi рiвноважного програмування, нерiвностi
Кi Фаня) та методи їх розв’язання є популярним роздiлом сучасного при-
кладного нелiнiйного аналiзу [102].

Формулювання задачi про рiвновагу, яке вважають класичним, було наве-
дено ще в роботах Х. Нiкайдо та К. Iсоди, виконаних в 1950-х роках [155] та
пов’язаних з доведенням iснування точок рiвноваги за Нешем в некоопера-
тивних iграх.
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Увагу дослiдникiв до задач рiвноважного програмування у 1990-х привер-
нули роботи W. Oettli [156,157], у яких були розглянуто такий варiант задачi
про рiвновагу:

знайти x ∈ C : F(x, y) ≥ 0 ∀y ∈ C, (7.1)

де C — пiдмножина гiльбертового простору H, F : C × C → R — бiфункцiя
(equilibrium bifunction), тобто, F(x, x) = 0 для всiх x ∈ C.

Задача (7.1) — зручна загальна форма запису та дослiдження рiзних задач,
що виникають в математичнiй фiзицi, дослiдженнi операцiй та оптимiзацiї
[102]. Наведемо ряд типових постановок.

(1) Якщо F(x, y) = g(y) − g(x), де g : C → R, то задача (7.1) є задачею
умовної мiнiмiзацiї:

g→ min
C
.

(2) Якщо F(x, y) = (Ax, y − x), де A : C → H, то задача (7.1) зводиться до
класичної варiацiйної нерiвностi [119,158]:

знайти x ∈ C : (Ax, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C. (7.2)

(3) Нехай I — скiнченна множина iндексiв. Для кожного i ∈ I задано мно-
жину Ci та функцiю fi : C → R, де C =

∏
i∈ICi. Для x = (xi)i∈I ∈ C

позначимо xi = (xj)j∈I,j 6=i. Точка x̄ = (x̄i)i∈I називається рiвновагою Не-
ша, якщо для всiх i ∈ I справедливi нерiвностi

fi(x̄) ≤ fi(x̄i, yi) ∀yi ∈ Ci.

Визначимо функцiю F : C× C→ R таким чином

F(x, y) =
∑
i∈I

(
fi(x

i, yi) − fi(x)
)
.

Точка x̄ ∈ C є рiвновагою Неша тодi i тiльки тодi, коли x̄ є розв’язком
задачi (7.1).

Теореми iснування та iншi якiснi результати стосовно задач рiвноважно-
го програмування див. в [102,159]. Найбiльш завершенi результати отриманi
для задач з монотонними та псевдомонотонними бiфункцiями на опуклих
допустимих множинах.

У 2008 р. Quoc, Muu та Hien [160] запропонували аналог екстраградiєнтного
методу {

yn = proxλn·F(xn,·)xn,
xn+1 = proxλn·F(yn,·)xn,

(7.3)
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де λn > 0, а proxg — проксимальний оператор [161], що вiдповiдає власнiй
опуклiй напiвнеперервнiй знизу функцiї g:

H 3 x 7→ proxgx = argminy∈domg

(
g(y) +

1

2
‖y− x‖22

)
∈ domg.

Автори [160] довели при певних умовах збiжнiсть методу (7.3) та його аналогу
з вiдстанню Брегмана замiсть евклiдової. Дана робота отримала продовже-
ння [162–168]. Наприклад, в роботi [168], вiдштовхуючись вiд двокрокового
екстраградiєнтного алгоритму [169], запропоновано та дослiджено такий три-
кроковий проксимальний алгоритм

yn = proxλn·F(xn,·)xn,
zn = proxλn·F(yn,·)yn,
xn+1 = proxλn·F(zn,·)xn,

де λn > 0.
Останнiм часом виникла обумовлена проблемами математичної бiологiї та

машинного навчання потреба в побудовi теорiї та алгоритмiв розв’язання за-
дач математичного програмування в метричних просторах Адамара (також
вiдомих пiд назвою CAT(0) просторiв) [170].

Ще однiєю сильною мотивацiєю для вивчення даних задач є можливiсть
записати деякi неопуклi задачi у виглядi геодезично опуклих в просторi зi
спецiально пiдiбраною рiмановою метрикою [171]. З’явився помiтний iнтерес
до задач про рiвновагу в метричних просторах Адамара [172,173]. Наприклад,
в роботi [173] вiдштовхуючись вiд результатiв статтi [160], запропонували та
обґрунтували для псевдомонотонних задач про рiвновагу в просторах Ада-
мара аналог екстрапроксимального методу (7.3).

Нарештi, в роботах [174–179] для задач про рiвновагу в просторах Адамара
запропоновано та дослiджено адаптивнi аналоги алгоритму (7.3) та алгори-
тму Попова [132,180–184].

Роздiл присвячено огляду нових результатiв щодо збiжностi проксималь-
них алгоритмiв для задач про рiвновагу в метричних просторах Адамара.

Роздiл побудовано таким чином. Пiдроздiл 7.2 мiстить основнi поняття та
факти, що пов’язанi з метричними просторами Адамара, та постановку за-
гальної задачi про рiвновагу. В пiдроздiлi 7.3 двоетепний проксимальний ал-
горитм обгрунтований для псевдомонотонних задач рiвноважного програму-
вання в метричних просторах Адамара. В пiдроздiлi 7.4 розглянуто адаптив-
ний двоетапний проксимальний алгоритм для задач рiвноважного програ-
мування в метричних просторах Адамара. Правило оновлення параметрiв не
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використовує значень лiпшiцевих констант бiфункцiї та на вiдмiну вiд правил
типу лiнiйного пошуку не потребує обчислень значень бiфункцiї в додаткових
точках. Для псевдомонотонних бiфункцiй лiпшицевого типу доводиться тео-
рема про слабку збiжнiсть породжених алгоритмом послiдовностей. Пiдоздiл
7.5 присвячено дослiдженню адаптивного екстрапроксимального алгоритму.
В пiдроздiлi 7.6 дослiджується регуляризований адаптивний екстрапрокси-
мальний алгоритм. Для регуляризацiї базової екстрапроксимальної схеми бу-
ло використано класичну схему Гальперна. Для псевдомонотонних бiфункцiй
лiпшицевого типу доводиться теорема про збiжнiсть. Показано, що запропо-
нований алгоритм можна застосувати до псевдомонотонних варiацiйних не-
рiвностей в гiльбертових просторах.

Для пiдготовки роздiлу використано результати робiт [174–179].

7.2. Допомiжнi вiдомостi та постановка задачi

Наведемо кiлька понять i фактiв, пов’язаних з метричними просторами
Адамара. З деталями можна ознайомитися в [170,185,186].

Нехай (X, d) — метричний простiр i x, y ∈ X. Геодезичним шляхом, що
з’єднує точки x i y, називають таку iзометрiю

γ : [0, d(x, y)]→ X,

що γ(0) = x, γ(d(x, y)) = y.
Множину

γ ([0, d(x, y)]) ⊆ X
позначають [x, y] i називають геодезичним сегментом з кiнцями x i y (або
просто геодезичною).

Метричний простiр (X, d) називають геодезичним простором, якщо будь-
якi двi точки з множини X можна з’єднати геодезичною, i однозначно геоде-
зичним простором, якщо для будь-яких двох точок з множини X iснує єдина
геодезична, яка їх з’єднує.

Геодезичний простiр (X, d) називають CAT(0) простором, якщо для будь-
якої трiйки таких точок y0, y1, y2 ∈ X, що

d(y1, y0) = d(y2, y0) =
1

2
d(y1, y2),

виконується нерiвнiсть

d2(x, y0) ≤ 1
2
d2(x, y1) +

1
2
d2(x, y2) −

1
4
d2(y1, y2) ∀x ∈ X. (7.4)
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Нерiвнiсть (7.4) iнколи називають CN-нерiвнiстю [185] (зауважимо, що
в евклiдовому просторi (7.4) перетворюється на класичну геометричну то-
тожнiсть), а точку y0 — серединою мiж точками y1 i y2 (вона завжди iснує
в геодезичному просторi).

Вiдомо, що CAT(0) простiр є однозначно геодезичним [186].

Для двох точок x i y CAT(0) простору (X, d) i t ∈ [0, 1] будемо позначати

t x⊕ (1− t)y

таку єдину точку z сегмента [x, y], що

d(z, x) = (1− t)d(x, y) i d(z, y) = t d(x, y).

Множина C ⊆ X називається опуклою (геодезично опуклою), якщо для
всiх x, y ∈ C i t ∈ [0, 1] виконується

t x⊕ (1− t)y ∈ C.

Корисним iнструментом для роботи в CAT(0) просторi (X, d) є наступна
нерiвнiсть:

d2(t x⊕ (1− t)y, z) ≤ t d2(x, z) + (1− t)d2(y, z)−

− t(1− t)d2(x, y), {x, y, z} ∈ X, t ∈ [0, 1]. (7.5)

Зауваження 7.1. Практично важливими прикладами CAT(0) просторiв
є евклiдовi простори, R-дерева, многовиди Адамара (повнi зв’язнi рiмановi
многовиди недодатної кривизни) i гiльбертова куля з гiперболiчною метри-
кою [170,185,186].

Повний CAT(0) простiр називають простором Адамара.

Як i в гiльбертовому просторi, в метричних просторах Адамара коректно
визначений оператор метричного проєктування на опуклу (геодезично опу-
клу) замкнену множину C [170].

А саме, для кожного x ∈ X iснує такий єдиний елемент PCx ∈ C, що

d(PCx, x) = min
z∈C

d(z, x),

причому має мiсце такий критерiй [170]:

y = PCx ⇔ d2(y, z) ≤ d2(x, z) − d2(y, x) ∀z ∈ C.
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Нехай (X, d) — метричний простiр i (xn) — обмежена послiдовнiсть елемен-
тiв X. Нехай r (x, (xn)) = lim supn→∞ d(x, xn). Число

r ((xn)) = inf
x∈X
r (x, (xn))

називають асимптотичним радiусом послiдовностi (xn), а множину

A ((xn)) = {x ∈ X : r (x, (xn)) = r ((xn))}

— асимптотичним центром послiдовностi (xn).
Вiдомо, що в просторi Адамара асимптотичний центр A ((xn)) складається

з однiєї точки [170].
Послiдовнiсть (xn) елементiв простору Адамара (X, d) слабко збiгається

(або, як iнодi кажуть, ∆-збiгається [185]) до елементу x ∈ X, якщо A ((xnk)) =

{x} для будь-якої пiдпослiдовностi (xnk). Вiдомо, що довiльна послiдовнiсть
елементiв обмеженої, замкненої та опуклої пiдмножини K простору Адамара
має пiдпослiдовнiсть, яка слабко збiгається до елементу з K [170,185].

Зауваження 7.2. У гiльбертовому просторi згадана ∆-збiжнiсть (слабка
збiжнiсть) спiвпадає з класичною слабкою збiжнiстю.

При доведеннi слабкої збiжностi послiдовностей елементiв метричного про-
стору Адамара корисний вiдомий аналог леми Опяла [170].

Лема 7.1. Нехай послiдовнiсть (xn) елементiв простору Адамара (X, d)

слабко збiгається до елементу x ∈ X. Тодi для всiх y ∈ X \ {x} маємо

lim inf
n→∞ d(xn, x) < lim inf

n→∞ d(xn, y).

Нехай (X, d) — простiр Адамара. Функцiя ϕ : X → R ∪ {+∞} називається
опуклою (геодезично опуклою), якщо для всiх x, y ∈ X i t ∈ [0, 1] виконується

ϕ(t x⊕ (1− t)y) ≤ tϕ(x) + (1− t)ϕ(y).

Наприклад, в просторi Адамара функцiї y 7→ d(y, x) опуклi. Якщо ж iснує
така константа µ > 0, що для всiх x, y ∈ X i t ∈ [0, 1] виконується

ϕ(t x⊕ (1− t)y) ≤ tϕ(x) + (1− t)ϕ(y) − µt(1− t)d2(x, y),

то функцiя ϕ називається сильно опуклою.
Вiдомо, що для опуклих функцiй напiвнеперервнiсть знизу та слабка на-

пiвнеперервнiсть знизу еквiвалентнi [170], а сильно опукла напiвнеперервна
знизу функцiя досягає мiнiмуму в єдинiй точцi.
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Багато важливих для застосувань конструкцiй в просторах Адамара по-
в’язанi з точками мiнiмуму опуклих функцiй [170, 186]. Наприклад, нехай
дано набiр точок {xi}i=1,m метричного простору (X, d) i набiр додатнiх чисел
{αi}i=1,m. Барицентром (центром мас, середнiм Фреше) точок {xi} з вагами
{αi} називається точка

z ∈ argminy∈X

m∑
i=1

αid
2(y, xi).

У просторi Адамара функцiї

y 7→ d2(y, xi)

сильно опуклi (випливає з нерiвностi (7.5), тому функцiя

y 7→ m∑
i=1

αid
2(y, xi)

також сильно опукла. Звiдси випливає, що барицентр iснує та вiн єдиний.

Для опуклої, власної i напiвнеперервної знизу функцiї ϕ : X → R ∪ {+∞}

проксимальний оператор визначається наступним чином [170]:

proxϕx = argminy∈X

(
ϕ(y) +

1

2
d2(y, x)

)
.

Оскiльки функцiї

ϕ(y) +
1

2
d2(·, x)

сильно опуклi, означення проксимального оператора коректне, тобто для
кожного x ∈ X iснує єдиний елемент proxϕx ∈ X.

Нагадаємо, що оператор T : X→ X є нерозтягуючим, якщо

d(Tx, Ty) ≤ d(x, y) ∀x, y ∈ X.

Алгоритм Гальперна генерує послiдовнiсть (xn) за допомогою схеми

xn+1 = αny⊕ (1− αn)Txn, (7.6)

де y ∈ X, а (αn) — послiдовнiсть чисел з (0, 1). Вiдомо [170], що коли

F(T) = {x ∈ X : x = Tx} 6= ∅
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та
limn→∞ αn = 0,∑

n αn = +∞,
limn→∞(αn+1 − αn)/α2n+1 = 0 або

∑
n |αn+1 − αn| < +∞,


алгоритм (7.6) збiгається до PF(T)y.

Зауваження 7.3. Метод Гальперна використовується для регуляризацiї
алгоритмiв розв’язання багатьох задач нелiнiйного аналiзу.

Перейдемо до формулювання загальної задачi про рiвновагу в метричному
просторi Адамара.

Нехай (X, d) — метричний простiр Адамара. Для непорожньої опуклої за-
мкненої множини C ⊆ X i бiфункцiї F : C × C → R розглянемо задачу про
рiвновагу (або задачу рiвноважного програмування):

знайти x ∈ C : F(x, y) ≥ 0 ∀y ∈ C. (7.7)

Припустимо, що виконанi умови:

(A1) F(x, x) = 0 для всiх x ∈ C;

(A2) функцiї F(x, ·) : C→ R опуклi i напiвнеперервнi знизу для всiх x ∈ C;

(A3) функцiї F(·, y) : C→ R слабко напiвнеперервнi зверху для всiх y ∈ C;

(A4) бiфункцiя F : C× C→ R псевдомонотонна, тобто

для всiх x, y ∈ C iз F(x, y) ≥ 0 випливає F(y, x) 6 0;

(A5) бiфункцiя F : C×C→ R лiпшицевого типу, тобто iснують двi константи
a > 0, b > 0, такi, що

F(x, y) ≤ F(x, z) + F(z, y) + ad2(x, z) + bd2(z, y) ∀x, y, z ∈ C. (7.8)

Розглянемо дуальну задачу про рiвновагу:

знайти x ∈ C : F(y, x) ≤ 0 ∀y ∈ C. (7.9)

Множини розв’язкiв задач (7.7) i (7.9) позначимо S i S∗, вiдповiдно. При
виконаннi умов (А1)–(А4) маємо S = S∗ [172]. Крiм того, множина S∗ опукла
та замкнена.

Далi будемо припускати, що S 6= ∅.
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7.3. Двоетапний проксимальний алгоритм для задачi
про рiвновагу у просторi Адамара

Для наближеного розв’язання задачi (7.7) розглянемо наступний

Алгоритм 7.1 (Ведель–Сандраков–Семенов–Чабак, [174]). Для заданих
елементiв x1, y0 ∈ C генеруємо послiдовнiсть елементiв xn, yn ∈ C за
допомогою iтерацiйної схеми{

yn = proxλF(yn−1,·)xn = argminy∈C
(
F(yn−1, y) +

1
2λ
d2(y, xn)

)
,

xn+1 = proxλF(yn,·)xn = argminy∈C
(
F(yn, y) +

1
2λ
d2(y, xn)

)
,

де λ > 0.

Зауваження 7.4. Алгоритм 7.1 для задач в гiльбертовому просторi був
розглянутий у роботах [182–184].

Основним елементом алгоритму 7.1 є сильно опукла пiдзадача мiнiмiзацiї
вигляду

F(p, y) + 1
2λ
d2(y, q)→ min

y∈C
.

Конструктивнiсть iтерацiйного процесу залежить вiд можливостi ефектив-
ного розв’язання даних пiдзадач.

Перейдемо до доведення збiжностi алгоритму 7.1.
Має мiсце

Лема 7.2. Для послiдовностей (xn), (yn), породжених алгоритмом 7.1,
має мiсце нерiвнiсть

d2(xn+1, z) ≤ d2(xn, z) − (1− 2λb)d2(xn+1, yn)−

− (1− 4λa)d2(yn, xn) + 4λad
2(xn, yn−1), (7.10)

де z ∈ S.

Доведення. Нехай z ∈ S. З визначення xn+1 випливає

F(yn, xn+1) +
1

2λ
d2(xn+1, xn) ≤ F(yn, y) +

1

2λ
d2(y, xn) ∀y ∈ C. (7.11)

Поклавши в (7.11) y = t xn+1 ⊕ (1− t)z, t ∈ (0, 1), отримаємо
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F(yn, xn+1) +
1

2λ
d2(xn+1, xn) ≤

≤ F(yn, t xn+1 ⊕ (1− t)z)+

+
1

2λ
d2(t xn+1 ⊕ (1− t)z, xn) ≤

≤ t F(yn, xn+1) + (1− t)F(yn, z)+

+
1

2λ

(
t d2(xn+1, xn) + (1− t)d2(z, xn) − t(1− t)d

2(xn+1, z)
)
.

З псевдомонотонностi бiфункцiї F випливає

F(yn, z) ≤ 0.

Таким чином,

(1− t)F(yn, xn+1) ≤

≤ 1

2λ

(
− (1− t)d2(xn+1, xn) + (1− t)d2(z, xn) − t(1− t)d

2(xn+1, z)
)
. (7.12)

Скоротивши в (7.12) 1−t i зробивши граничний перехiд при t→ 1, отримаємо

F(yn, xn+1) ≤
1

2λ

(
d2(z, xn) − d

2(xn+1, x) − d
2(xn+1, z)

)
. (7.13)

З визначення yn випливає

F(yn−1, yn) +
1

2λ
d2(yn, xn) ≤ F(yn−1, y) +

1

2λ
d2(y, xn) ∀y ∈ C. (7.14)

Поклавши в (7.14) y = t xn+1 ⊕ (1− t)yn, t ∈ (0, 1), отримаємо

F(yn−1, yn) +
1
2λ
d2(yn, xn) ≤

≤ F(yn−1, t xn+1 ⊕ (1− t)yn) +
1
2λ
d2(t xn+1 ⊕ (1− t)yn, xn) ≤

≤ t F(yn−1, xn+1) + (1− t)F(yn−1, yn)+

+ 1
2λ

(
t d2(xn+1, xn) + (1− t)d2(yn, xn) − t(1− t)d

2(xn+1, yn)
)
.

Таким чином,

t F(yn−1, yn) − t F(yn−1, xn+1) ≤

≤ 1

2λ

(
t d2(xn+1, xn) − t d

2(yn, xn) − t(1− t)d
2(xn+1, yn)

)
. (7.15)
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Скоротивши в (7.15) t i зробивши граничний перехiд при t→ 0, отримаємо

F(yn−1, yn) − F(yn−1, xn+1) ≤

≤ 1

2λ

(
d2(xn+1, xn) − d

2(yn, xn) − d
2(xn+1, yn)

)
. (7.16)

Склавши нерiвностi (7.13) i (7.16), маємо

F(yn, xn+1) + F(yn−1, yn) − F(yn−1, xn+1) ≤

≤ 1

2λ

(
d2(z, xn) − d

2(xn+1, z) − d
2(yn, xn) − d

2(xn+1, yn)
)
. (7.17)

З умови типу лiпшицевостi випливає

F(yn, xn+1) + F(yn−1, yn) − F(yn−1, xn+1) ≥
≥ −bd2(yn, xn+1) − ad

2(yn−1, yn). (7.18)

Комбiнуючи (7.17) i (7.18) отримаємо

d2(xn+1, z) ≤ d2(z, xn) − d2(yn, xn) − d2(xn+1, yn)+
+ 2λad2(yn−1, yn) + 2λbd

2(yn, xn+1).

Оскiльки
d2(yn−1, yn) ≤ 2d2(yn−1, xn) + 2d2(xn, yn),

то

d2(xn+1, z) ≤ d2(z, xn) − d2(yn, xn) − d2(xn+1, yn)+
+ 4λad2(yn−1, xn) + 4λad

2(xn, yn)+

+ 2λbd2(yn, xn+1),

що i потрiбно було довести.

Зауваження 7.5. Нерiвнiсть (7.10) є базовим елементом доведення збiж-
ностi. Вона дозволяє застосувати мiркування типу другого методу Ляпунова
в дослiдженнi стiйкостi динамiчних систем.

Зауважимо, що при виконаннi для деякого n ∈ N рiвностей

yn−1 = yn = xn або xn+1 = xn = yn. (7.19)

має мiсце включення yn ∈ S.
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Дiйсно, рiвнiсть

xn+1 = proxλF(yn,·)xn = arg min
y∈C

(
F(yn, y) +

1

2λ
d2(y, xn)

)
,

означає

F(yn, xn+1) − F(yn, p) ≤
1

2λ

(
d2(xn, p) − d

2(xn+1, xn) − d
2(xn+1, p)

)
∀p ∈ S.

З другої рiвностi (7.19) випливає

−F(yn, p) ≤ 0 ∀p ∈ S,

тобто yn ∈ S.
Аналогiчно, з

F(yn−1, yn) − F(yn−1, p) ≤
1

2λ

(
d2(p, xn) − d

2(yn, xn) − d
2(p, yn)

)
∀p ∈ S

при першiй рiвностi в (7.19) отримуємо yn ∈ S.
Далi будемо припускати, що для всiх номерiв n ∈ N умова зупинки (7.19)

не має мiсця.
Нехай z ∈ S. Покладемо

an = d2(xn, z) + 4λad
2(xn, yn−1),

bn = (1− 4λa)d2(yn, xn) + (1− 4λa− 2λb)d2(xn+1, yn).

Тодi нерiвнiсть (7.10) набуває вигляду

an+1 ≤ an − bn.

Має мiсце елементарна лема про числовi послiдовностi.

Лема 7.3. Нехай невiд’ємнi послiдовностi (an), (bn), такi, що

an+1 ≤ an − bn.

Тодi iснує границя limn→∞ an ∈ R та
∑∞

n=1 bn < +∞.

Вимагатимемо виконання умови 0 < 2(2a+ b)λ < 1. Тодi iснує границя

lim
n→∞

(
d2(xn, z) + 4λad

2(xn, yn−1)
)

i
lim
n→∞

(
(1− 4λa)d2(yn, xn) + (1− 4λa− 2λb)d2(xn+1, yn)

)
= 0.
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Звiдки отримуємо

lim
n→∞d(yn, xn) = lim

n→∞d(xn+1, yn) = lim
n→∞d(xn+1, xn) = 0 (7.20)

i збiжнiсть числових послiдовностей
(
d(xn, z)

)
,
(
d(yn, z)

)
для всiх z ∈ S.

Зокрема, послiдовностi (xn), (yn) обмеженi.

З (7.13), (7.16), (7.18) i (7.20) випливає

lim sup
n→∞ F(yn, xn+1) ≤ 0,

lim sup
n→∞

(
F(yn−1, yn) − F(yn−1, xn+1)

)
≤ 0,

lim
n→∞

(
F(yn, xn+1) + F(yn−1, yn) − F(yn−1, xn+1)

)
= 0.

Звiдки, зокрема, отримуємо

lim
n→∞ F(yn, xn+1) = 0. (7.21)

Нехай p ∈ C. Поклавши в (7.11) y = t xn+1⊕ (1− t)p, t ∈ (0, 1), отримаємо

F(yn, xn+1) +
1

2λ
d2(xn+1, xn) ≤

≤ F(yn, t xn+1 ⊕ (1− t)p) +
1

2λ
d2(t xn+1 ⊕ (1− t)p, xn) ≤

≤ t F(yn, xn+1) + (1− t)F(yn, p)+

+
1

2λ

(
t d2(xn+1, xn) + (1− t)d2(p, xn) − t(1− t)d

2(xn+1, p)
)
.

Звiдки

(1− t)F(yn, xn+1) − (1− t)F(yn, p) ≤

≤ 1

2λ

(
−(1− t)d2(xn+1, xn) + (1− t)d2(p, xn) − t(1− t)d

2(xn+1, p)
)
. (7.22)

Скоротивши в (7.22) 1−t i зробивши граничний перехiд при t→ 1, отримаємо

F(yn, xn+1) − F(yn, p) ≤

≤ 1

2λ

(
d2(xn, p) − d

2(xn+1, x) − d
2(xn+1, p)

)
. (7.23)

Розглянемо пiдпослiдовнiсть (xnk), слабко збiжну до деякої точки z ∈ C.
Тодi з (7.20) випливає, що (ynk) слабко збiжна до z.
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Покажемо, що z ∈ C. З (7.23) випливає

F(ynk, p) ≥ F(ynk, xnk+1)+

+
1

2λ

(
d2(xnk+1, xnk) + d

2(xnk+1, p) − d
2(xnk, p)

)
∀p ∈ C. (7.24)

Зробивши граничний перехiд в (7.24), отримаємо (∀p ∈ C)

F(z, p) ≥ lim sup
k→∞ F(ynk, p) ≥ lim sup

k→∞ (F(ynk, xnk+1)+

+
1

2λ

(
d2(xnk+1, xnk) + d

2(xnk+1, p) − d
2(xnk, p)

))
= 0,

тобто, z ∈ S.
Застосовуючи варiант леми Опяла для метричних просторiв Адамара (лема

7.1), отримуємо слабку збiжнiсть послiдовностi (xn) до точки z ∈ S.
Дiйсно, помiркуємо вiд супротивного. Нехай iснує пiдпослiдовнiсть (xmk),

яка слабко збiгається до деякої точки z ∈ C i z 6= z. Ясно, що z ∈ S. Далi,
маємо

lim
n→∞d(xn, z) = lim

k→∞d(xnk, z) < lim
k→∞d(xnk, z) = lim

n→∞d(xn, z) =
= lim
k→∞d(xmk, z) < lim

k→∞d(xmk, z) = lim
n→∞d(xn, z),

що неможливо. Отже, (xn) слабко збiгається до z ∈ S.
Таким чином, має мiсце

Теорема 7.1. Нехай (X, d) — метричний простiр Адамара, C ⊆ X —
непорожня опукла замкнена множина, для бiфункцiї F : C×C→ R виконанi
умови (А1)–(А5) i S 6= ∅. Припустимо, що

λ ∈
(
0,

1

2(2a+ b)

)
.

Тодi породженi алгоритмом 7.1 послiдовностi (xn), (yn) слабко збiгаються
до розв’язку z ∈ S задачi про рiвновагу (7.7), причому lim

n→∞d(yn, xn) = 0.
Зауваження 7.6. Аналогiчний теоремi 7.1 результат має мiсце i для не-

стацiонарної послiдовностi (λn) такої, що{
inf
n
λn, sup

n
λn

}
⊆
(
0,

1

2(2a+ b)

)
.
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7.4. Адаптивний двоетапний проксимальний алгоритм

У пiдроздiлi 7.3 (див. статтю [174]) для розв’язання задачi (7.7) був запро-
понований такий алгоритм:yn = proxλnF(yn−1,·)xn = argminy∈C

(
F(yn−1, y) +

1
2λn
d2(y, xn)

)
,

xn+1 = proxλnF(yn,·)xn = argminy∈C

(
F(yn, y) +

1
2λn
d2(y, xn)

)
,

(7.25)

де величина λn > 0 задавалася, виходячи з вимоги

{inf λn, sup λn} ⊆
(
0, 1
2(2a+b)

)
,

тобто явно використовувалася iнформацiя про константи умови типу лiпши-
цевостi бiфункцiї F.

Вiдштовхуючись вiд iтерацiйної схеми (7.25) та роботи [148], побудуємо
двоетапний проксимальний алгоритм з адаптивним вибором величини λn.

Алгоритм 7.2 (Ведель–Сандраков–Семенов, [175]). Обираємо елементи
x1, y0 ∈ C, τ ∈

(
0, 1
3

)
, λ1 ∈ (0,+∞). Покладаємо n = 1.

1 Обчислити

yn = proxλF(yn−1,·)xn = argminy∈C

(
F(yn−1, y) +

1

2λ
d2(y, xn)

)
.

2 Обчислити

xn+1 = proxλF(yn,·)xn = argminy∈C

(
F(yn, y) +

1

2λ
d2(y, xn)

)
.

Якщо xn+1 = xn = yn, то зупинка та xn ∈ S. Iнакше перейти на крок 3.

3 Обчислити

λn+1 =

{
λn, якщо F(yn−1, xn+1) − F(yn−1, yn) − F(yn, xn+1) ≤ 0,
min
{
λn,

τ
2

d2(yn−1,yn)+d
2(yn,xn+1)

(F(yn−1,xn+1)−F(yn−1,yn)−F(yn,xn+1))

}
, iнакше.

Покласти n := n+ 1 та перейти на 1.

У алгоритмi 7.2 параметр λn+1 залежить тiльки вiд розташування точок
yn−1, yn, xn+1, значень F(yn−1, xn+1), F(yn−1, yn) i F(yn, xn+1).

Нiяка iнформацiя про константи a i b з нерiвностi (7.8) в процесi обчислень
не використовується.
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Очевидно, що послiдовнiсть (λn) незростаюча. Також вона обмежена знизу
числом

min

{
λ1,

τ

2max{a, b}

}
.

Дiйсно, маємо

F(yn−1, xn+1) − F(yn−1, yn) − F(yn, xn+1) ≤
≤ ad2(yn−1, yn) + bd2(yn, xn+1) ≤

≤ max{a, b}
(
d2(yn−1, yn) + d

2(yn, xn+1)
)
.

Перейдемо до обґрунтування збiжностi алгоритму 7.2.
Спочатку доведемо важливу нерiвнiсть.

Лема 7.4. Для елементiв x, z ∈ C i x+ = proxλF(z,·)x, де λ > 0, має мiсце
нерiвнiсть

F(z, x+) − F(z, y) ≤ 1

2λ

(
d2(y, x) − d2(x, x+) − d2(x+, y)

)
∀y ∈ C. (7.26)

Доведення. З визначення

x+ = arg min
y∈C

(
F(z, y) + 1

2λ
d2(y, x)

)
випливає

F(z, x+) + 1
2λ
d2(x+, x) ≤ F(z, p) + 1

2λ
d2(p, x) ∀p ∈ C. (7.27)

Поклавши в (7.27) p = t x+ ⊕ (1− t)y, y ∈ C, t ∈ (0, 1), отримаємо

F(z, x+) + 1
2λ
d2(x+, x) ≤
≤ F(z, t x+ ⊕ (1− t)y) + 1

2λ
d2(t x+ ⊕ (1− t)y, x) ≤

≤ t F(z, x+) + (1− t)F(z, y)+

+ 1
2λ

(
t d2(x+, x) + (1− t)d2(y, x) − t(1− t)d2(x+, y)

)
.

Таким чином,

(1− t)F(z, x+) − (1− t)F(z, y) ≤

≤ 1

2λ

(
−(1− t)d2(x+, x) + (1− t)d2(y, x) − t(1− t)d2(x+, y)

)
. (7.28)

Скоротивши в (7.28) 1− t i зробивши граничний перехiд при t→ 1 отримає-
мо (7.26).
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З леми 7.4 випливає, що для послiдовностей (xn), (yn), породжених алго-
ритмом 7.2, мають мiсце нерiвностi

F(yn−1, yn) − F(yn−1, y) ≤

≤ 1

2λn

(
d2(y, xn) − d

2(xn, yn) − d
2(yn, y)

)
∀y ∈ C, (7.29)

F(yn, xn+1) − F(yn, y) ≤

≤ 1

2λn

(
d2(y, xn) − d

2(xn, xn+1) − d
2(xn+1, y)

)
∀y ∈ C. (7.30)

Нерiвнiсть (7.30) дає обґрунтування правила зупинки алгоритму 7.2. Дiйсно,
при xn+1 = xn = yn iз (7.30) випливає

−F(yn, y) ≤ 0 ∀y ∈ C,

тобто xn = yn ∈ S.

Зауваження 7.7. Можна використовувати для зупинки алгоритму 7.2
правило xn = yn = yn−1, яке гарантує xn ∈ S.

Доведемо основну оцiнку, яка пов’язує вiдстанi мiж породженими алгорит-
мом 7.2 точками i довiльним елементом множини розв’язкiв S.

Лема 7.5. Для послiдовностей (xn), (yn), породжених алгоритмом 7.2,
має мiсце нерiвнiсть

d2(xn+1, z) ≤ d2(xn, z) −
(
1− τ

λn

λn+1

)
d2(xn+1, yn)−

−

(
1− 2τ

λn

λn+1

)
d2(yn, xn) + 2τ

λn

λn+1
d2(xn, yn−1), (7.31)

де z ∈ S.

Доведення. Нехай z ∈ S. Iз псевдомонотонностi бiфункцiї F випливає

F(yn, z) ≤ 0. (7.32)

Iз (7.32) i (7.30) випливає

2λnF(yn, xn+1) ≤ d2(z, xn) − d2(xn, xn+1) − d2(xn+1, z). (7.33)
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Склавши нерiвностi (7.33) та нерiвнiсть, що випливає з (7.29)

2λn (F(yn−1, yn) − F(yn−1, xn+1)) ≤
≤ d2(xn+1, xn) − d2(xn, yn) − d2(yn, xn+1),

маємо

2λn (F(yn, xn+1) + F(yn−1, yn) − F(yn−1, xn+1)) ≤
≤ d2(z, xn) − d2(xn+1, z) − d2(yn, xn) − d2(xn+1, yn). (7.34)

З правила обчислення λn+1 випливає нерiвнiсть

F(yn−1, xn+1) − F(yn−1, yn) − F(yn, xn+1) ≤

≤ τ

2λn+1

(
d2(yn−1, yn) + d

2(xn+1, yn)
)
. (7.35)

Для оцiнки виразу

F(yn−1, xn+1) − F(yn−1, yn) − F(yn, xn+1)

в (7.34) скористаємося (7.35). Отримаємо

d2(xn+1, z) ≤ d2(z, xn) − d2(yn, xn) − d2(xn+1, yn)+

+ τ
λn

λn+1

(
d2(yn−1, yn) + d

2(xn+1, yn)
)
.

Оскiльки d2(yn−1, yn) ≤ 2d2(yn−1, xn) + 2d2(xn, yn), то

d2(xn+1, z) ≤ d2(z, xn) − d2(yn, xn) − d2(xn+1, yn)+

+ 2τ
λn

λn+1
d2(yn−1, xn) + 2τ

λn

λn+1
d2(xn, yn) + τ

λn

λn+1
d2(xn+1, yn),

що i треба було довести.

Сформулюємо основний результат пiдроздiлу.

Теорема 7.2. Нехай (X, d) — простiр Адамара, C ⊆ X — непорожня
опукла замкнена множина, для бiфункцiї F : C × C → R виконанi умови
(А1)–(А5) i S 6= ∅. Тодi породженi алгоритмом 7.2 послiдовностi (xn), (yn)
слабко збiгаються до розв’язку z ∈ S задачi про рiвновагу (7.7), причому

lim
n→∞d(yn, xn) = lim

n→∞d(yn, xn+1) = 0.
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Доведення. Нехай z ′ ∈ S. Покладемо

an = d2(xn, z
′) + 2τ

λn

λn+1
d2(xn, yn−1),

bn =

(
1− 2τ

λn

λn+1

)
d2(yn, xn) +

(
1− 2τ

λn+1

λn+2
− τ

λn

λn+1

)
d2(xn+1, yn).

Нерiвнiсть (7.31) набуває вигляду

an+1 ≤ an − bn.

Оскiльки iснує lim
n→∞ λn > 0, то

1− 2τ
λn

λn+1
→ 1− 2τ ∈ (0, 1) i 1− 2τ

λn+1

λn+2
− τ

λn

λn+1
→ 1− 3τ ∈ (0, 1)

при n→∞. З леми 7.3 можемо зробити висновок, що iснує границя

lim
n→∞

(
d2(xn, z

′) + 2τ
λn

λn+1
d2(xn, yn−1)

)
та збiгається числовий ряд∑

n

((
1− 2τ

λn

λn+1

)
d2(yn, xn) +

(
1− 2τ

λn+1

λn+2
− τ

λn

λn+1

)
d2(xn+1, yn)

)
.

Звiдки отримуємо

lim
n→∞d(yn, xn) = lim

n→∞d(xn+1, yn) = lim
n→∞d(xn+1, xn) = 0 (7.36)

i збiжнiсть числових послiдовностей
(
d(xn, z

′)
)
,
(
d(yn, z

′)
)
для всiх z ′ ∈ S.

Зокрема, послiдовностi (xn), (yn) обмеженi.

Розглянемо пiдпослiдовнiсть (xnk), яка слабко збiгається до деякої точки
z ∈ C. Тодi з (7.36) випливає, що (ynk−1) слабко збiгається до z.

Покажемо, що z ∈ S. З (7.30) випливає

F(ynk−1, y) ≥ F(ynk−1, xnk)+

+
1

2λnk−1

(
d2(xnk, xnk−1) + d

2(xnk, y) − d
2(xnk−1, y)

)
∀y ∈ C. (7.37)

Скористаємося нерiвнiстю (7.35) для оцiнки знизу члена F(ynk−1, xnk) в (7.37).
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Отримаємо

F(ynk−1, y) ≥ F(ynk−2, xnk) − F(ynk−2, ynk−1)+
+ 1

2λnk−1

(
d2(xnk, xnk−1) + d

2(xnk, y) − d
2(xnk−1, y)

)
−

− τ
2λnk

(
d2(ynk−2, ynk−1) + d

2(xnk, ynk−1)
)
. (7.38)

Рiзницю F(ynk−2, xnk) − F(ynk−2, ynk−1) оцiнимо знизу за допомогою (7.29).
Маємо

F(ynk−2, xnk) − F(ynk−2, ynk−1) ≥
≥ 1

2λnk−1

(
d2(xnk−1, ynk−1) − d

2(ynk−1, xnk) − d
2(xnk, xnk−1)

)
. (7.39)

Комбiнуючи (7.38) й (7.39) отримаємо

F(ynk−1, y) ≥
≥ 1

2λnk−1

(
d2(xnk−1, ynk−1) − d

2(ynk−1, xnk) − d
2(xnk, xnk−1)

)
+

+ 1
2λnk−1

(
d2(xnk, xnk−1) − d

2(xnk, y) − d
2(xnk−1, y)−

− 1
2λnk

(
d2(ynk−2, ynk−1) + d

2(xnk, ynk−1)
)
∀y ∈ C. (7.40)

Виконавши граничний перехiд в (7.40) з урахуванням (7.36) i слабкої напiв-
неперервностi зверху функцiї F(·, y) : C→ R, отримуємо

F(z, y) ≥ lim sup
k→∞ F(ynk−1, y) ≥ 0 ∀y ∈ C,

тобто z ∈ S.

Застосовуючи варiант вiдомої леми Опяла для метричних просторiв
Адамара (лема 7.1), отримуємо слабку збiжнiсть послiдовностi (xn) до точки
z ∈ S. Дiйсно, мiркуємо вiд супротивного. Нехай iснує пiдпослiдовнiсть (xmk),
яка слабко збiгається до деякої точки z ∈ C i z 6= z. Ясно, що z ∈ S. Далi
маємо

lim
n→∞d(xn, z) = lim

k→∞d(xnk, z) < lim
k→∞d(xnk, z) <

= lim
n→∞d(xn, z) = lim

k→∞d(xmk, z) <
< lim
k→∞d(xmk, z) = lim

n→∞d(xn, z),
що неможливо. Отже, (xn) слабко збiгається до z ∈ S. З (7.36) випливає, що
й послiдовнiсть (yn) слабко збiгається до z ∈ S.
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Зауваження 7.8. В майбутньому ми плануємо розглянути бiльш спецi-
альнi варiанти адаптивного двоетапного проксимального алгоритму для варi-
ацiйних нерiвностей i мiнiмаксних задач на многовидах Адамара (наприклад,
на многовидi симетричних додатньо визначених матриць). Також цiкавою є
побудова рандомiзованих адаптивних версiй алгоритмiв.

Розглянемо окремий випадок задачi про рiвновагу: варiацiйна нерiвнiсть в
гiльбертовому просторi H:

знайти x ∈ C : (Ax, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C. (7.41)

Нехай виконанi наступнi умови: множина C ⊆ H — опукла i замкнена;
оператор A : C → H — псевдомонотонний, лiпшицевий i секвенцiйно слабко
неперервний; множина розв’язкiв варiацiйної нерiвностi (7.41) непорожня.

Нехай PC — оператор метричного проектування на опуклу замкнену мно-
жину C, тобто PCx — єдиний елемент множини C з властивiстю

‖PCx− x‖ = min
z∈C
‖z− x‖.

Для варiацiйних нерiвностей в гiльбертовому просторi (7.41) двоетапний
проксимальний алгоритм 7.2 приймає такий вигляд.

Алгоритм 7.3. Обираємо елементи x1, y0 ∈ C, τ ∈
(
0, 1
3

)
, λ1 ∈ (0,+∞).

Покладаємо n = 1.

1 Обчислити
yn = PC(xn − λnAyn−1).

2 Обчислити
xn+1 = PC(xn − λnAyn).

Якщо xn+1 = xn = yn, то зупинка та xn — розв’язок. Iнакше перейти
на крок 3.

3 Обчислити

λn+1 =

{
λn, якщо (Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn) ≤ 0,
min
{
λn,

τ
2
‖yn−1−yn‖2+‖xn+1−yn‖2)
(Ayn−1−Ayn,xn+1−yn)

}
, iнакше.

Покласти n := n+ 1 та перейти на 1.

З теореми 7.2 випливає наступний результат.
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Теорема 7.3. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня
опукла замкнена множина, оператор A : C→ H псевдомонотонний, лiпши-
цевий, секвенцiйно слабко неперервний та iснують розв’язки (7.41). Тодi
породженi алгоритмом 7.2 послiдовностi (xn), (yn) слабко збiгаються до
розв’язку варiацiйної нерiвностi (7.41), причому

lim
n→∞ ‖yn − xn‖ = lim

n→∞ ‖yn − xn+1‖ = 0.
Зауваження 7.9. Якщо оператор A : C → H монотонний, то результат

теореми 7.3 справедливий без припущення про секвенцiйну слабку
неперервнiсть оператора A.

7.5. Адаптивний екстрапроксимальний алгоритм

Для наближеного розв’язання задачi про рiвновагу (7.7) розглянемо екс-
трапроксимальний алгоритм з адаптивним вибором λn
Алгоритм 7.4 (Ведель–Голубєва–Семенов–Чабак, [176]). Обираємо еле-

менти x1 ∈ C, τ ∈ (0, 1), λ1 ∈ (0,+∞). Покладаємо n = 1.

1 Обчислити

yn = proxλF(xn,·)xn = argminy∈C
(
F(xn, y) +

1
2λ
d2(y, xn)

)
.

Якщо yn = xn, то зупинка та xn ∈ S. Iнакше перейти на крок 2.

2 Обчислити

xn+1 = proxλF(yn,·)xn = argminy∈C
(
F(yn, y) +

1
2λ
d2(y, xn)

)
.

3 Обчислити

λn+1 =

{
λn, якщо F(xn, xn+1) − F(xn, yn) − F(yn, xn+1) ≤ 0,
min
{
λn,

τ
2

d2(xn,yn)+d
2(xn+1,yn)

(F(xn,xn+1)−F(xn,yn)−F(yn,xn+1))

}
, iнакше.

Покласти n := n+ 1 та перейти на 1.

Зауваження 7.10. В алгоритмi 7.4 параметр λn+1 залежить тiльки вiд
розташування точок xn, yn, xn+1, значень F(xn, xn+1), F(xn, yn) i F(yn, xn+1).
Нiяка iнформацiя про константи a i b з нерiвностi (7.8) не використовується.
Очевидно, що послiдовнiсть (λn) незростаюча. Також вона обмежена знизу
числом

min

{
λ1,

τ

2max{a, b}

}
.
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Дiйсно, маємо

F (xn, xn+1) − F (xn, yn) − F (yn, xn+1) ≤
≤ ad2 (xn, yn) + bd2 (xn+1, yn) ≤

≤ max {a, b}
(
d2 (xn, yn) + d

2 (xn+1, yn)
)
.

Для варiацiйних нерiвностей в гiльбертовому просторi алгоритм 7.4 набу-
ває вигляду.
Алгоритм 7.5. Обираємо елементи x1 ∈ C, τ ∈ (0, 1), λ1 ∈ (0,+∞).

Покладаємо n = 1.
1 Обчислити

yn = PC (xn − λnAxn) .

Якщо yn = xn, то зупинка та xn — розв’язок. Iнакше перейти на крок 2.

2 Обчислити
xn+1 = PC (xn − λnAyn) .

3 Обчислити

λn+1 =

{
λn, якщо (Axn −Ayn, xn+1 − yn) ≤ 0,
min
{
λn,

τ
2
‖xn−yn‖2+‖xn+1−yn‖2
(Axn−Ayn,xn+1−yn)

}
, iнакше.

(7.42)

Покласти n := n+ 1 та перейти на 1.
Зауваження 7.11. Алгоритм 7.5 вiдрiзняється вiд дослiдженого в [148,

187] методу правилом оновлення параметру λn+1. В роботах [148,187] замiсть
(7.42) розглядалось таке правило

λn+1 =

{
min
{
λn, τ

‖xn−yn‖
‖Axn−Ayn‖

}
, якщо Axn 6= Ayn,

λn, iнакше.

Зауваження 7.12. Цiкавою задачею є побудова з обґрунтуванням адап-
тивних алгоритмiв для варiацiних нерiвностей та задач про рiвновагу з не-
монотонними правилами оновлення параметрiв.

Перейдемо до доведення збiжностi алгоритму 7.4.
Має мiсце
Лема 7.6. Для елементiв x ∈ C i x+ = proxλF(x,·)x, де λ > 0, має мiсце

нерiвнiсть

F(x, x+) − F(x, y) ≤ 1

2λ

(
d2(y, x) − d2(x, x+) − d2(x+, y)

)
∀y ∈ C. (7.43)
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Доведення. Випливає з леми 7.4.

З леми 7.6 випливає, що для послiдовностей (xn), (yn), породжених алго-
ритмом 7.4, мають мiсце такi нерiвностi (∀y ∈ C)

F (xn, yn) − F (xn, y) ≤ 1
2λn

(
d2 (y, xn) − d

2 (xn, yn) − d
2 (yn, y)

)
, (7.44)

F (yn, xn+1) − F (yn, y) ≤
≤ 1

2λn

(
d2 (y, xn) − d

2 (xn, xn+1) − d
2 (xn+1, y)

)
. (7.45)

Нерiвнiсть (7.44) дає обґрунтування правилу зупинки в алгоритмi 7.4.
Дiйсно, для xn = yn з (7.44) випливає

−F (xn, y) ≤ 0 ∀y ∈ C,

тобто, xn ∈ S
Зауваження 7.13. Насправдi, має мiсце еквiвалентнiсть:

x ∈ S ⇔ x = proxλF(x,·)x, λ > 0.

Має мiсце
Лема 7.7. Для послiдовностей (xn), (yn), породжених алгоритмом 7.4,

має мiсце нерiвнiсть

d2 (xn+1, z) ≤ d2 (xn, z)−

−

(
1− τ

λn

λn+1

)
d2 (xn+1, yn) −

(
1− τ

λn

λn+1

)
d2 (yn, xn) , (7.46)

де z ∈ S.
Доведення. Нехай z ∈ S. З псевдомонотонностi бiфункцiї F маємо

F (yn, z) ≤ 0. (7.47)

З (7.47) та (7.45) випливає

2λnF (yn, xn+1) ≤ d2 (z, xn) − d2 (xn, xn+1) − d2 (xn+1, z) . (7.48)

З правила обчислення λn+1 отримуємо

F (xn, xn+1) − F (xn, yn) − F (yn, xn+1) ≤

≤ τ

2λn+1

(
d2 (xn, yn) + d

2 (xn+1, yn)
)
. (7.49)
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Оцiнивши знизу лiву частину (7.48) з допомогою (7.49), одержимо

2λn (F (xn, xn+1) − F (xn, yn)) − τ
λn

λn+1

(
d2 (xn, yn) + d

2 (xn+1, yn)
)
≤

≤ d2 (z, xn) − d2 (xn, xn+1) − d2 (xn+1, z) . (7.50)

Для оцiнки знизу
2λn (F (xn, xn+1) − F (xn, yn))

в (7.50) використаємо нерiвнiсть (7.44). Маємо

d2 (xn, yn) + d
2 (yn, xn+1) − d

2 (xn+1, xn)−

− τ
λn

λn+1

(
d2 (xn, yn) + d

2 (xn+1, yn)
)
≤

≤ d2 (z, xn) − d2 (xn, xn+1) − d2 (xn+1, z) . (7.51)

Перегрупувавши (7.51), отримаємо (7.46).

Сформуюємо основний результат пiдроздiлу.

Теорема 7.4. Нехай (X, d) — простiр Адамара, C ⊆ X — непорожня
опукла замкнена множина, для бiфункцiї F : C × C → R виконанi умови
(А1)–(А5) i S 6= ∅. Тодi породженi алгоритмом 7.4 послiдовностi (xn), (yn)
слабко збiгаються до розв’язку z ∈ S задачi про рiвновагу (7.7), причому

lim
n→∞d(yn, xn) = lim

n→∞d(yn, xn+1) = 0.
Доведення. Нехай z ∈ S. Покладемо

an = d (z, xn) , bn =

(
1− τ

λn

λn+1

)
d2 (xn+1, yn) −

(
1− τ

λn

λn+1

)
d2 (yn, xn) .

Нерiвнiсть (7.46) приймає вигляд an+1 ≤ an−bn. Оскiльки iснує lim
n→∞λn > 0,

то 1−τ λn
λn+1
→ 1−τ ∈ (0, 1) , n→∞. З леми 7.3 випливає iснування границi

lim
n→∞d2 (z, xn) та

∞∑
n=1

(
d2 (xn+1, yn) + d

2 (yn, xn)
)
< +∞.

Звiдки отримуємо обмеженiсть послiдовностi (xn) та

lim
n→∞d (yn, xn) = lim

n→∞d (xn+1, yn) = lim
n→∞d (xn+1, xn) = 0. (7.52)
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Розглянемо пiдпослiдовнiсть (xnk), що слабко збiгається до деякої точки
z ∈ C. Тодi з (7.52) випливає, що (ynk) слабко збiгається до z. Покажемо, що
z ∈ S. Маємо

F (ynk, y) ≥ F (ynk, xnk+1)−

−
1

2λnk

(
d2(y, xnk) − d

2(xnk, xnk+1) − d
2 (xnk+1, y)

)
≥

≥ F (xnk, xnk+1) − F (xnk, ynk) −
τ

2λnk+1

(
d2 (xnk, ynk) + d

2 (xnk+1, ynk)
)
−

−
1

2λnk

(
d2 (y, xnk) − d

2 (xnk, xnk+1) − d
2 (xnk+1, y)

)
≥

≥ −
1

2λnk

(
d2 (xnk+1, xnk) − d

2 (xnk, ynk) − d
2 (ynk, xnk+1)

)
−

−
τ

2λnk+1

(
d2 (xnk, ynk) + d

2 (xnk+1, ynk)
)
−

−
1

2λnk

(
d2 (y, xnk) − d

2 (xnk, xnk+1) − d
2 (xnk+1, y)

)
∀y ∈ C. (7.53)

Здiйснивши граничний перехiд в (7.53) з врахуванням (7.52) та слабкої
напiвнеперервностi функцiї F (·, y) : C→ R, отримаємо

F (z, y) ≥ lim sup
k→∞ F (ynk, y) ≥ 0 ∀y ∈ C,

тобто, z ∈ S.
Застосовуючи варiант леми Опяла для простору Адамара, отримуємо слаб-

ку збiжнiсть послiдовностi (xn) до точки z ∈ S.
Дiйсно, припустимо, що iснує пiдпослiдовнiсть (xmk), яка слабко збiгається

до деякої точки z̄ ∈ C та z̄ 6= z. Ясно, що z̄ ∈ S.
Далi, маємо

lim
n→∞d (xn, z) = lim

k→∞d (xnk, z) <
< lim
k→∞d (xnk, z̄) = lim

n→∞d (xn, z̄) =
= lim
k→∞d (xmk, z̄) < lim

k→∞d (xmk, z) = lim
n→∞d (xn, z) ,

що неможливо. Отже, (xn) слабко збiгається до z ∈ S. З (7.52) випливає, що
i послiдовнiсть (yn) слабко збiгається до z ∈ S.
Зауваження 7.14. Як видно з доведення теореми 7.4, для послiдовностi

(xn), що породжена алгоритмом 7.4, починаючи з деякого номера N, вико-
нується фейєрiвська властивiсть вiдносно множини розв’язкiв S.
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Знову розглянемо окремий випадок задачi про рiвновагу: варiацiйна нерiв-
нiсть в гiльбертовому просторi H:

знайти x ∈ C : (Ax, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C. (7.54)

З теореми 7.4 випливає такий результат.

Теорема 7.5. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня
опукла замкнена множина, оператор A : C→ H псевдомонотонний, лiпши-
цевий, секвенцiйно слабко неперервний та iснують розв’язки (7.54). Тодi
породженi алгоритмом 7.5 послiдовностi (xn), (yn) слабко збiгаються до
розв’язку варiацiйної нерiвностi (7.54), причому

lim
n→∞ ‖yn − xn‖ = lim

n→∞ ‖yn − xn+1‖ = 0.
7.6. Регуляризований адаптивний

екстрапроксимальний алгоритм

Для задачi про рiвновагу (7.7) розглянемо регуляризований за допомогою
схеми Гальперна [188] екстрапроксимальний алгоритм з адаптивним пiдбором
кроку [176,177].

Наведенi нижче факти вiдiграють важливу роль у доведеннi основного
результату пiдроздiлу.

Лема 7.8. Нехай (ξn) — послiдовнiсть невiд’ємних чисел, що задоволь-
няє рекурентну нерiвнiсть

ξn+1 ≤ (1− αn)ξn + αnβn + γn,

де послiдовностi (αn), (βn) i (γn) мають властивостi:

1) αn ∈ (0, 1) та
∑∞

n=1 αn = +∞;

2) lim supn→∞ βn ≤ 0;
3) γn ∈ [0,+∞) та

∑∞
n=1 γn < +∞.

Тодi limn→∞ ξn = 0.

Лема 7.9 (P.-E. Mainge, [189]). Нехай числова послiдовнiсть (αn) має
пiдпослiдовнiсть (αnk), яка володiє властивiстю

αnk < αnk+1 ∀k ∈ N.
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Тодi iснує така неспадна послiдовнiсть (mk) натуральних чисел, що
mk → +∞ i αmk ≤ αmk+1, αk ≤ αmk+1 ∀k ≥ n1.

В роботi [178] запропоновано такий алгоритм.

Алгоритм 7.6 (Ведель–Денисов–Семенов, [178]). Обираємо елементи
a ∈ C, x1 ∈ C, числа τ ∈ (0, 1), λ1 ∈ (0,+∞) та таку послiдовнiсть (αn),
що αn ∈ (0, 1), lim

n→∞αn = 0,
∑∞

n=1 αn = +∞. Покладаємо n = 1.

1 Обчислити

yn = proxλnF(xn,·)xn = argminy∈C

(
F (xn, y) +

1
2λn
d2 (y, xn)

)
.

2 Обчислити

zn = proxλnF(yn,·)xn = argminy∈C

(
F (yn, y) +

1
2λn
d2 (y, xn)

)
.

3 Обчислити
xn+1 = αna⊕ (1− αn) zn.

4 Обчислити

λn+1 =

{
λn, якщо F(xn, zn) − F(xn, yn) − F(yn, zn) ≤ 0,
min
{
λn,

τ
2

d2(xn,yn)+d
2(zn,yn)

(F(xn,zn)−F(xn,yn)−F(yn,zn))

}
, iнакше. (7.55)

Покласти n := n+ 1 та перейти на 1.

Наведений алгоритм 7.6 є регуляризованим варiантом адаптивного екстра-
проксимального методу, що дослiджувався у попередньому роздiлi (див. та-
кож [176,177]).

Для регуляризацiї базової адаптивної екстрапроксимальної схеми викори-
стана класична схема Гальперна [188], варiант якої для метричного простору
Адамара вивчено в [170]. Зауважимо, що даний прийом веде до схеми, що
рiвносильна схемi iтерацiйної регуляризацiї Бакушинського [190].

Доведення збiжностi ґрунтується на використаннi фейєрiвської властиво-
стi екстрапроксимального методу вiдносно множини розв’язкiв та вiдомих
результатов про збiжнiсть методiв типу схеми Гальперна чи схеми в’язкiсної
апроксимацiї (апроксимацiї Тiхонова–Браудера) [159,170,189–192].

Послiдовнiсть параметрiв (λn) незростаюча та обмежена знизу числом

min

{
λ1,

τ

2max{a, b}

}
.
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З результатiв пiдроздiлу 7.5 щодо зiжностi алгоритму 7.4 випливає важлива
для подальшого аналiзу лема.

Лема 7.10. Для послiдовностей (xn), (yn) та (zn), породжених алгори-
тмом 7.6, має мiсце нерiвнiсть

d2 (zn, z) ≤ d2 (xn, z)−

−

(
1− τ

λn

λn+1

)
d2 (zn, yn) −

(
1− τ

λn

λn+1

)
d2 (yn, xn) , (7.56)

де z ∈ S.

Має мiсце

Лема 7.11. Для послiдовностей (xn), (yn) та (zn), породжених алгори-
тмом 7.6, має мiсце нерiвнiсть

d2 (xn+1, z) − (1− αn)d
2 (xn, z)+

+ (1− αn)

(
1− τ

λn

λn+1

)
d2 (zn, yn) + (1− αn)

(
1− τ

λn

λn+1

)
d2 (yn, xn) ≤

≤ αnd2 (a, z) − αn (1− αn)d2 (a, zn) , (7.57)

де z ∈ S.

Доведення. Нехай z ∈ S. З рiвностi xn+1 = αna ⊕ (1− αn) zn та нерiвностi
сильної опуклостi (7.5) випливає оцiнка

d2 (xn+1, z) ≤ αnd2 (a, z) + (1− αn)d
2 (zn, z) − αn (1− αn)d

2 (a, zn) .

Для оцiнки зверху виразу d2 (zn, z) використаємо лему 7.10 та отримаємо
нерiвнiсть (7.57).

Доведемо обмеженiсть породжених алгоритмом послiдовностей.

Лема 7.12. Породженi алгоритмом 7.6 послiдовностi (xn), (yn) та (zn)

обмеженi.

Доведення. Нехай z ∈ S. Маємо

d (xn+1, z) = d (αna⊕ (1− αn) zn, z) ≤ αnd (a, z) + (1− αn)d (zn, z) .

Оскiльки iснує lim
n→∞ λn > 0, то
1− τ

λn

λn+1
→ 1− τ ∈ (0, 1) при n→∞.
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Скориставшись нерiвнiстю леми 7.11, отримаємо

d (xn+1, z) ≤ αnd (a, z) + (1− αn)d (xn, z) ≤ max {d (a, z) , d (xn, z)}

для всiх n ≥ n0.
Отже,

d (xn+1, z) ≤ max {d (a, z) , d (xn0, z)} ∀n ≥ n0.
Таким чином, послiдовнiсть (xn) обмежена.

Обмеженiсть послiдовностей (yn) та (zn) випливає з обмеженостi (xn) та
леми 7.11.

Перейдемо до основного результату.

Теорема 7.6. Нехай (X, d) — метричний простiр Адамара, C — непо-
рожня опукла замкнена множина простору X, бiфункцiя F : C × C → R
задовольняє умови (A1)–(A5) та S 6= ∅. Тодi породженi алгоритмом 7.6
послiдовностi (xn), (yn) та (zn) збiгаються до елемента PSa.

Доведення. Розглянемо елемент z0 = PSa. З леми 7.12 випливає iснування
такого числа M > 0, що∣∣d2 (a, z0) − (1− αn)d

2 (a, zn)
∣∣ ≤M для всiх n ∈ N.

Тодi з нерiвностi леми 7.11 отримаємо оцiнку

d2 (xn+1, z0) − (1− αn)d
2 (xn, z0)+

+ (1− αn)

(
1− τ

λn

λn+1

)
d2 (zn, yn)+

+ (1− αn)

(
1− τ

λn

λn+1

)
d2 (yn, xn) ≤ αnM. (7.58)

Розглянемо числову послiдовнiсть (d (xn, z0)). Можливi два варiанти:

a) iснує такий номер n̄ ∈ N, що

d (xn+1, z0) ≤ d (xn, z0) для всiх n ≥ n̄;

b) iснує така зростаюча послiдовнiсть номерiв (nk), що

d (xnk+1, z0) > d (xnk, z0) для всiх k ∈ N.

Спочатку розглянемо варiант a). У цьому випадку iснує границя

lim
n→∞d (xn, z0) ∈ R.
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Оскiльки d2 (xn+1, z0) − d2 (xn, z0) → 0, αn → 0 та 1 − τ λn
λn+1
→ 1 − τ∈ (0, 1),

то при n→∞ маємо
d (xn, yn)→ 0, (7.59)

d (zn, yn)→ 0. (7.60)

З обмеженостi (xn) випливає iснування пiдпослiдовностi (xnk), що слабко збi-
гається до точки w ∈ X. Тодi з (7.59), (7.60) випливає, що (ynk) та (znk)

слабко збiгаються до w. Очевидно, що w ∈ C. Покажемо, що обов’язково
w ∈ S. Маємо

F (ynk, y) ≥

≥ F (ynk, znk) −
1

2λnk

(
d2 (y, xnk) − d

2 (xnk, znk) − d
2 (znk, y)

)
≥

≥ F (xnk, znk) − F (xnk, ynk) −
τ

2λnk+1

(
d2 (xnk, ynk) + d

2 (znk, ynk)
)
−

−
1

2λnk

(
d2 (y, xnk) − d

2 (xnk, znk) − d
2 (znk, y)

)
≥

≥ −
1

2λnk

(
d2 (znk, xnk) − d

2 (xnk, ynk) − d
2 (ynk, znk)

)
−

−
τ

2λnk+1

(
d2 (xnk, ynk) + d

2 (znk, ynk)
)
−

−
1

2λnk

(
d2 (y, xnk) − d

2 (xnk, znk) − d
2 (znk, y)

)
∀y ∈ N. (7.61)

Здiйснивши граничний перехiд в (7.61) з урахуванням (7.59), (7.60) та слабкої
напiвнеперервностi зверху функцiї F (·, y) : C→ R, отримуємо

F (z, y) ≥ lim sup
k→∞ F (ynk, y) ≥ 0 ∀y ∈ C,

тобто, z ∈ S.
Доведемо, що

lim sup
n→∞

(
d2 (a, z0) − (1− αn)d

2 (a, zn)
)
≤ 0. (7.62)

Розглянемо таку пiдпослiдовнiсть (znk), що

lim
k→∞

(
d2 (a, z0) − (1− αnk)d

2 (a, znk)
)
=

= lim sup
n→∞

(
d2 (a, z0) − (1− αn)d

2 (a, zn)
)
.

Додатково можна вважати, що znk → w ∈ S слабко. Тодi, скориставшись
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слабкою напiвнеперервнiстю знизу функцiї d2 (a, ·), отримуємо

lim
k→∞

(
d2 (a, z0) − (1− αnk)d

2 (a, znk)
)
≤ d2 (a, z0) − d2 (a,w) . (7.63)

Оскiльки z0 = PSa = argminw∈S d (a,w), то з (7.63) випливає (7.62).
Тепер з (7.62), нерiвностi

d2 (xn+1, z0) ≤ (1− αn)d
2 (xn, z0) + αn

(
d2 (a, z0) − (1− αn)d

2 (a, zn)
)
,

яка має мiсце для достатньо великих n, та леми 7.8 робимо висновок, що
d (xn, z0)→ 0. З (7.59), (7.60) отримуємо d (yn, z0)→ 0 та d (zn, z0)→ 0.

Вивчимо варiант b). У цьому випадку розглянемо послiдовнiсть номерiв
(mk) з властивiстю (лема 7.9):

i) mk ↗ +∞;

ii) d (xmk+1, z0) ≥ d (xmk, z0) для всiх k ≥ n1;

iii) d (xmk+1, z0) ≥ d (xk, z0) для всiх k ≥ n1.

З нерiвностi леми 7.11 та ii) випливає

αmkd
2 (xmk, z0) + (1− αmk)

(
1− τ

λmk
λmk+1

)
d2 (zmk, ymk)+

+ (1− αmk)

(
1− τ

λmk
λmk+1

)
d2 (ymk, xmk) ≤

≤ αmkd2 (a, z0) − αmk (1− αmk)d2 (a, zmk) ≤ αmkM.

Звiдки
lim
k→∞d (xmk, ymk) = lim

k→∞d (zmk, ymk) = 0.
Мiркуваннями, подiбними вищевикладеним, показуємо, що частковi слаб-

кi границi послiдовностей (xmk), (ymk) та (zmk) належать множинi S. Як i
ранiше отримуємо

lim sup
k→∞

(
d2 (a, z0) − (1− αmk)d

2 (a, zmk)
)
≤ 0.

Далi, для достатньо великих номерiв k маємо

d2 (xmk+1, z0) ≤ (1− αmk)d
2 (xmk, z0)+

+ αmk
(
d2 (a, z0) − (1− αmk)d

2 (a, zmk)
)
≤

≤ (1− αmk)d
2 (xmk+1, z0) + αmk

(
d2 (a, z0) − (1− αmk)d

2 (a, zmk)
)
.
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Звiдки, врахувавши умову iii), отримуємо

d2 (xk, z0) ≤ d2 (xmk+1, z0) ≤ d2 (a, z0) − (1− αmk)d
2 (a, zmk) .

Таким чином,

lim sup
k→∞ d2 (xk, z0) ≤ lim sup

k→∞
(
d2 (a, z0) − (1− αmk)d

2 (a, zmk)
)
≤ 0.

Отже, d (xn, z0)→ 0 та, в свою чергу, lim
n→∞d (yn, z0)= lim

n→∞d (zn, z0) = 0.
Зауваження 7.15. Якщо бiфункцiя F : C× C→ R має таку властивiсть

лiпшицевого типу:

∃A > 0 : F (x, y) ≤ F (x, z) + F (z, y) +Ad (x, z)d (z, y) ∀x, y, z ∈ C,

то замiсть (7.55) в алгоритмi 7.6 можна використати правило:

λn+1 =

{
λn, якщо F(xn, zn) − F(xn, yn) − F(yn, zn) ≤ 0,
min
{
λn, τ

d(xn,yn)d(zn,yn)
(F(xn,zn)−F(xn,yn)−F(yn,zn))

}
, iнакше.

Для отриманого такою модифiкацiєю алгоритму буде справедливий аналогiч-
ний теоремi 7.6 результат про збiжнiсть.

Для варiацiйної нерiвностi (7.54) алгоритм 7.6 приймає такий вигляд.

Алгоритм 7.7. Обираємо елементи a ∈ C, x1 ∈ C, числа τ ∈ (0, 1),
λ1 ∈ (0,+∞) та таку послiдовнiсть (αn), що αn ∈ (0, 1), lim

n→∞αn = 0,∑∞
n=1 αn = +∞. Покладаємо n = 1.

1 Обчислити
yn = PC (xn − λnAxn) .

2 Обчислити
zn = PC (xn − λnAyn) .

3 Обчислити
xn+1 = αna+ (1− αn) zn.

4 Обчислити

λn+1 =

{
λn, якщо (Axn −Ayn, zn − yn) ≤ 0,
min
{
λn,

τ
2
‖xn−yn‖2+‖zn−yn‖2
(Axn−Ayn,zn−yn)

}
, iнакше.

Покласти n := n+ 1 та перейти на 1.
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Зауваження 7.16. Спираючись на результат [193], можна побудувати
бiльш економну в обчислювальному вiдношеннi модифiкацiю алгоритму 7.6.
Слiд змiнити крок 2, поклавши

zn = PTn(xn − λnAyn),

де Tn = {z ∈ H : (xn − λnAxn − yn, z− yn) ≤ 0} .

З теореми 7.6 випливає такий результат.

Теорема 7.7. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H – непорожня
опукла замкнена множина, оператор A : C → H псевдомонотонний, лiп-
шицевий, секвенцiйно слабко неперервний та iснують розв’язки (7.54). Тодi
породженi алгоритмом 7.7 послiдовностi (xn), (yn) та (zn) сильно збiгаю-
ться до метричної проєкцiї елемента a на множину розв’язкiв варiацiйної
нерiвностi (7.54).

Зауваження 7.17. Якщо оператор A монотонний, то результат теореми
7.7 справедливий без припущення про його секвенцiйну слабку неперервнiсть.

7.7. Заключнi коментарi

Розглянуто задачi про рiвновагу в метричних просторах Адамара.
Отримана теорема про слабку збiжнiсть двоетапного проксимального алго-

ритму для псевдомонотонних задач рiвноважного програмування в просторах
Адамара.

Запропоновано адаптивний двоетапний проксимальний алгоритм для задач
в метричних просторах Адамара. Правило оновлення параметрiв не викори-
стовує значень лiпшицевих констант бiфункцiї та на вiдмiну вiд правил типу
лiнiйного пошуку не потребує обчислень значень бiфункцiї в додаткових то-
чках. Для псевдомонотонних бiфункцiй лiпшицевого типу доведена теорема
про слабку збiжнiсть породжених алгоритмом послiдовностей.

Запропоновано та теоретично обґрунтовано адаптивний екстрапроксималь-
ний алгоритм.

Запропоновано та теоретично обґрунтовано регуляризований адаптивний
екстрапроксимальний алгоритм. Для регуляризацiї базової екстрапрокси-
мальної схеми було використано класичну схему Гальперна. Для псевдомо-
нотонних бiфункцiй лiпшицевого типу доведено теорему про збiжнiсть.

Показано, що запропонованi алгоритм можна застосувати до псевдомоно-
тонних варiацiйних нерiвностей в гiльбертових просторах.

Для пiдготовки роздiлу використано результати робiт [174–179].
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