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Передмова

Даний том складається з семи нарисiв на тему алгоритмiв розв’язання
задач опуклого програмування (гладких та негладких), варiацiйних нерiв-
ностей та задач рiвноважного програмування.

Авторами є колектив дослiдникiв з Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка та Iнституту кiбернетики iменi В.М. Глушкова НАН
України, що виконують сумiсний науковий проєкт «Новi субградiєнтнi та
екстраградiєнтнi методи для негладких задач регресiї». Проєкт орiєнтований
на створення з теоретичним обгрунтуванням нових ефективних cубградiєн-
тних та екстраградiєнтних методiв для негладких задач регресiї. Задачi регре-
сiйного типу з негладкими функцiями продовжують бути одним з основних
напрямкiв робiт у математичному програмуваннi та його застосуваннi.

Однiєю з ефективних iдей, що використовують автори, є лiнiйнi пере-
творення простору, якi полiпшують субдиференцiальнi властивостi функцiй,
що оптимiзуються. Субградiєнтнi алгоритми, що розробленi з використанням
цiєї iдеї Н.З. Шора1, залишаються одними з найефективнiших для мiнiмiзацiї
негладких функцiй i, бiльш того, складають конкуренцiю найкращим мето-
дам (квазiньютонiвськi та спряжених напрямiв) для гладких функцiй.

Альтернативний пiдхiд полягає у тому, що задачi опуклої недифе-
ренцiйовної оптимiзацiї можна розв’язувати з допомогою їх переформулю-
ваня у виглядi сiдлових (мiнiмаксних) задач з подальшим застосуванням ал-
горитмiв для варiацiйних нерiвностей.

Умовно можна роздiлити змiст книги на двi частини. Перша складається з
роздiлiв, у яких придiлено увагу дослiдженню якiсних властивостей методiв
з перетворенням простору. Друга — з роздiлiв, присвячених збiжностi но-
вих алгоритмiв розв’язання варiацiйних нерiвностей та задач рiвноважного
програмування.

1Наум Зуселевич Шор (1.01.1937, Київ — 25.02.2006, Київ) — видатний радянський та український
математик, один з творцiв негладкої оптимiзацiї, академiк НАН України. Вiдомий як автор методу послi-
довного аналiзу варiантiв, методу узагальненого градiєнтного спуску, субградiєнтних методiв з розтягом
простору. Пiсля закiнчення у 1958 роцi механiко-математичного факультету Київського нацiонального
унiверситету iменi Тараса Шевченка до кiнця життя працював в Iнститутi кiбернетики iменi В.М. Глуш-
кова НАН України (до 1962 року — Обчислювальний центр АН УРСР). Створив вiддiл методiв негладкої
оптимiзацiї.
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У роздiлi 1 розглянуто два одноранговi лiнiйнi оператори перетворення
простору. Їх використання дозволяє обґрунтувати збiжнiсть сiмейства ме-
тодiв змiнної метрики для розв’язання задачi опуклого програмування. На
основi цих операторiв побудовано субградiєнтнi методи фейєрiвського типу
для знаходження мiнiмуму опуклої функцiї з вiдомим оптимальним значен-
ням функцiї. Наведено числовi експерименти з цими методами.

У роздiлi 2 обговорюється спецiальна форма (B-форма) методiв квазiнью-
тонiвського типу, яка дозволяє легко iнтерпретувати цi методи, як градiєнтнi
в перетвореному вiдповiдним чином просторi аргументiв. Наведено B-форму
методу Давидона–Флетчера–Пауелла та на її основi проведено порiвняння
цього методу з r-алгоритмами. Для мiнiмiзацiї гладких опуклих функцiй по-
будовано градiєнтний метод з перетворенням простору, що поєднує власти-
востi як квазiньютонiвських методiв, так i r-алгоритмiв. Обговорюються мо-
жливi схеми методiв такого типу для мiнiмiзацiї негладких опуклих функцiй.

У роздiлi 3 розглядаються рiзнi варiанти модифiкованого екстраградiєн-
тного методу з динамiчним регулюванням величини кроку для розв’язання
варiацiйних нерiвностей з монотонними операторами. Також розглянуто варi-
анти методу для варiацiйних нерiвностей та операторних рiвнянь з апрiорною
iнформацiєю про розв’язок. У кiнцi роздiлу розглянуто деякi застосування
варiацiйних нерiвностей у машинному навчаннi. З появою генеруючих зма-
гальних нейронних мереж (generative adversarial networks, GANs) та iнших
моделей змагального навчання стiйкий iнтерес до алгоритмiв розв’язання ва-
рiацiйних нерiвностей виник i в середовищi спецiалiстiв в галузi машинного
навчання. Створення швидких та надiйних алгоритмiв для варiацiйних нерiв-
ностей (особливо для стохастичних постановок) веде до прогресу в навчаннi
породжуючих змагальних мереж.

У роздiлi 4 запропоновано новi модифiкацiї методу Л.Д. Попова. Алгори-
тми цього типу вiдомi серед спецiалiстiв з машинного навчання пiд назвою
«Extrapolation from the Past».

У роздiлi 5 розглядаються задачi про рiвновагу з псевдомонотонними бi-
функцiями в гiльбертовому просторi. Для цих задач запропоновано та об-
ґрунтовано новий двоетапний проксимальний алгоритм, який є узагальнен-
ням методу екстраполяцiї з минулого пошуку сiдлових точок опукло-угнутих
функцiй.

У роздiлi 6 розглядається дворiвнева задача: варiацiйна нерiвнiсть на мно-
жинi розв’язкiв задачi про рiвновагу. Прикладом такої задачi є пошук нор-
мальної рiвноваги Неша. Для розв’язання задачi запропоновано алгоритм, що
сумiщає у собi iдеї двоетапного проксимального методу та iтеративної регу-
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ляризацiї. Крiм того, дослiджено адаптивний варiант алгоритму з правилом
оновлення параметрiв, що не використовує значень лiпшицевих констант бi-
функцiї. Для монотонних бiфункцiй лiпшицевого типу та сильно монотонних
лiпшицевих операторiв доведено теореми про сильну збiжнiсть алгоритмiв.

При розв’язаннi складних задач дослiдження операцiй (наприклад, в моде-
люваннi транспортних та телекомунiкацiйних мереж) та оптимального керу-
вання велике значення мають рiзнi декомпозицiйнi пiдходи, що дозволяють
зводити розв’язання вихiдної задачi до розв’язання послiдовностi задач бiльш
простої структури. У роздiлi 7 дослiджено один з алгоритмiв розщеплення
(декомпозицiї) для варiацiйних нерiвностей з багатозначними максимальни-
ми монотонними операторами, що дiють у гiльбертовому просторi.

Чимало матерiалiв книги вже знайшли вiдображення в спецiальних курсах,
якi викладаються авторами на факультетi комп’ютерних наук та кiбернетики
Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка, Iнститутi кi-
бернетики iменi В.М. Глушкова НАН України та в Київському академiчному
унiверситетi.

Сподiваємось, що книга зацiкавить читачiв, якi займаються прикладною
математикою, — в першу чергу, наукову молодь.

Робота авторiв над книгою була пiдтримана МОН України (проєкт «Обчис-
лювальнi алгоритми i оптимiзацiя для штучного iнтелекту, медицини та обо-
рони», 0122U002026), Вiддiленням цiльової пiдготовки Київського нацiональ-
ного унiверситету iменi Тараса Шевченка при Нацiональнiй академiї наук
України (проєкт «Новi субградiєнтнi та екстраградiєнтнi методи для неглад-
ких задач регресiї», 0124U002162) та Volkswagen Foundation (grant № 97775).

Ми щиро вдячнi С.I. Ляшку та I.В. Сергiєнку за пiдримку наших наукових
дослiджень.

Зауваження та побажання можна надсилати електронною поштою:

semenov.volodya@gmail.com, stetsyukp@gmail.com.
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Роздiл 1

Одноранговi лiнiйнi перетворення та
фейєрiвськi методи опуклого програмування

Розглянуто два одноранговi лiнiйнi оператори перетворення простору. Їх
використання дозволяє обґрунтувати збiжнiсть сiмейства методiв змiнної ме-
трики для розв’язання задачi опуклого програмування. На основi цих опера-
торiв побудовано субградiєнтнi методи фейєрiвського типу для знаходження
мiнiмуму опуклої функцiї з вiдомим оптимальним значенням функцiї. Наве-
дено числовi експерименти з цими методами.

1.1. Методи з розтягом простору та
методи змiнної метрики

Методам субградiєнтного типу властива повiльна збiжнiсть при мiнiмiза-
цiї опуклих функцiй яружного типу. Це пов’язано з тим, що антисубградiєнт
утворює кут, близький до π/2, з напрямком до точки мiнiмуму. Оригiнальний
вихiд iз цiєї ситуацiї був уперше усвiдомлений та запропонований Н.З. Шо-
ром у [1]. Вiн полягає у використаннi лiнiйних неортогональних перетворень
простору (а саме оператора розтягу простору), якi дозволяють змiнювати
кути мiж субградiєнтом та напрямком на мiнiмум. Зокрема, це приводить
до методiв субградiєнтного типу у перетвореному лiнiйним оператором про-
сторi аргументiв. Саме тому такi методи можна вважати методами змiнної
метрики. Iсторично першим методом змiнної метрики був запропонований
Давидоном у [2] i розвинений Флетчером та Пауеллом у [3] метод для мi-
нiмiзацiї двiчi неперервно диференцiйовних функцiй. Вiн базується на iдеї
квадратичної апроксимацiї функцiї, що мiнiмiзується, та фактично iмiтує ме-
тод Ньютона-Рафсона без явного обчислення других похiдних [4]. Внаслiдок
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цього за ним закрiпилася назва методу квазiньютонiвського типу, i в лiте-
ратурi можна зустрiти його iнтерпретацiю як методу змiнної метрики. Це
зумовлено також формою запису методу Давидона–Флетчера–Пауелла, яка
використовує корекцiю симетричної матрицi, що не сприяє iнтерпретацiї ме-
тоду у перетвореному просторi аргументiв. Ця обставина має мiсце i для iн-
ших алгоритмiв квазiньютонiвского типу [5], а також для низки алгоритмiв
типу методу спряжених градiєнтiв [4].

Надалi методами змiнної метрики вважатимемо такi методи, якi використо-
вують лiнiйнi неортогональнi перетворення простору, i результати збiжностi
яких базуються на дослiдженнi поведiнки характеристик функцiї, що мiнi-
мiзується, в перетвореному просторi аргументiв. Найбiльшу частину методiв
змiнної метрики становлять методи субградiєнтного типу, якi використову-
ють операцiю розтягу простору як у напрямку субградiєнта, так i в напрям-
ку рiзницi двох послiдовних субградiєнтiв (r-алгоритми) [6, 7]. До перших
належить також метод елiпсоїдiв, а r-алгоритми зарекомендували себе як
досить ефективний засiб для розв’язання негладких задач. До методiв змiн-
ної метрики можна вiднести також два алгоритми [8], якi по сутi є варi-
антами r-алгоритмiв зi змiнним коефiцiєнтом розтягу простору та вiдомим
фейєрiвським регулюванням крокового множника. Сiмейство економних у
сенсi обробки iнформацiї методiв змiнної метрики для задач опуклого про-
грамування дозволяє отримати досить загальну схему методiв центрiв ваг
простих тiл [9], яка разом з розтягом простору передбачає використання й
iнших лiнiйних неортогональних перетворень простору.

Результати збiжностi вищенаведених методiв базуються на вивченнi пове-
дiнки норми субградiєнта функцiї, що мiнiмiзується, в розтягнутому просто-
рi, дослiдженнi поведiнки функцiї вiдстанi до точки мiнiмуму в перетворено-
му просторi, використаннi монотонного зменшення об’єму областi локалiзацiї
множини екстремумiв. Вочевидь, є простий механiзм, який дозволяє розши-
рити клас методiв змiнної метрики. Це можна зробити як шляхом збiльшення
числа лiнiйних неортогональних перетворень, так i числа дослiджуваних ха-
рактеристик функцiї, що мiнiмiзується, у перетвореному просторi аргументiв.
При цьому, зберiгаючи градiєнтну природу методiв у перетвореному просто-
рi, можна будувати методи, близькi за ефективнiстю до квазiньютонiвських,
але застосовнi для бiльш широкого класу функцiй, нiж гладкi, включно з
негладкими.

Практична ефективнiсть r-алгоритмiв для яружних задач зумовлена тим,
що розтяг простору спрямований на покращення структури поверхонь рiвня
функцiї, що мiнiмiзується, у черговому просторi аргументiв. Однак, окрiм
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розтягу простору, для цього можна використовувати й iншi лiнiйнi неорто-
гональнi оператори. Два з них, якi дозволяють покращувати структуру по-
верхонь рiвня яружних функцiй, будуть предметом обговорення в цiй роботi.
Цi перетворення досить простi й для мiнiмiзацiї опуклих функцiй дозволя-
ють будувати та обґрунтовувати методи змiнної метрики, якi мають наочну
геометричну iнтерпретацiю в перетвореному просторi аргументiв.

Окрiм перетворення простору побудова таких методiв потребує як вибору
напрямку руху з поточної точки, так i певного способу регулювання кроко-
вого множника у цьому напрямку.

Обмежимося розглядом методiв субградiєнтного типу з класичним фейє-
рiвським регулюванням крокового множника в напрямку антисубградiєнта
стосовно задачi мiнiмiзацiї опуклої функцiї при вiдомому значеннi функцiї
в точцi оптимуму. Основний матерiал роздiлу вперше був опублiкований в
статтях [10–12].

Матерiал цього роздiлу викладено так. У пiдроздiлi 1.2 наведено постанов-
ку задачi та коротко проаналiзовано фейєрiвськi методи. У роздiлi 1.3 розгля-
нуто однорангове елiпсоїдальне перетворення простору та наведено на його
основi два простих методи з класичним фейєрiвським регулюванням кроку.
В роздiлi 1.4 розглянуто доортогоналiзуюче перетворення простору та за-
сноване на ньому сiмейство методiв ортогонального субградiєнтного спуску з
класичним фейєрiвським регулюванням кроку. Практична ефективнiсть на-
ведених методiв пiдкрiплена числовими експериментами. В роздiлах 1.3 i 1.4
також обговорюються як можливi схеми iнших алгоритмiв з урахуванням
цих перетворень, так i конструктивне розв’язання низки принципових про-
блем методiв фейєрiвського типу для задач опуклого програмування.

1.2. Постановка задачi та фейєрiвськi методи

Постановка задачi. Нехай є задача безумовної мiнiмiзацiї:

min f(x), (1.1)

де f(x) — опукла функцiя векторного аргументу x ∈ X, X = Rn; Rn — евклi-
дiв простiр розмiрностi n зi скалярним добутком (x, y). X будемо називати
вихiдним простором аргументiв, n — розмiром задачi.

Нехай множина екстремумiв задачi (1.1) X∗ непорожня i вiдомо значення
мiнiмуму f(x): f∗ = f(x∗), x∗ ∈ X∗. Не обмежуючи загальностi, для зручностi
мiркувань припустимо, що множина X∗ складається з єдиної точки x∗.
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Така постановка задачi має низку застосувань. Зокрема, до задачi (1.1)
легко звести задачу пошуку допустимої точки сумiсної системи опуклих не-
рiвностей. Якщо система опуклих нерiвностей несумiсна, аналiз цiєї задачi
дозволяє легко отримати достатню умову несумiсностi.

Оскiльки далi мова йтиме про чисельнi методи для розв’язання задачi (1.1),
сформулюємо, що вважатимемо її розв’язком, або, iншими словами, визна-
чимо критерiй зупинки для методiв. Нехай

X∗ε =
{
x : f(x) − f∗ ≤ ε

}
,

де ε > 0. Точку xk ∈ X∗ε, тобто таку, для якої виконується нерiвнiсть

f(xk) − f
∗ ≤ ε,

вважатимемо розв’язком задачi безумовної мiнiмiзацiї (1.1) з точнiстю ε за
функцiоналом (ε-розв’язком).

Вхiдним параметром методiв буде точнiсть εf, з якою потрiбно розв’яза-
ти задачу (1.1) за функцiоналом, а їхню зупинку будемо робити, як тiльки
досягнуто точку xk ∈ X∗εf.
Про фейєрiвськi методи. Фейєрiвськi методи беруть початок в робо-

тах [13, 14] та є одним з варiантiв методу субградiєнтного спуску, який пе-
редбачає певне регулювання крокового множника в напрямку нормованого
субградiєнта.

Для розв’язання задачi (1.1) фейєрiвськi методи записуються за допомогою
такого iтеративного процесу:

xk+1 = xk − hk
∂f(xk)

‖∂f(xk)‖
, hk = γ

(
f(xi) − f

∗)
‖∂f(xk)‖

, (1.2)

де ∂f(xk) — субградiєнт f(x) у точцi xk, γ — скаляр, такий, що 0 < γ < 2.
Такий вибiр значень параметра γ гарантує монотонне зменшення вiдстанi до
мiнiмуму на кожному кроцi процесу (1.2) та забезпечує простоту доведення
збiжностi цих процесiв.

Крок hk при γ = 1 називатимемо класичним фейєрiвським кроком, а вiд-
повiдний йому метод — класичним фейєрiвським методом.

Також метод (1.2) в лiтературi називають субградiєнтним методом з кро-
ком Поляка.

Для розв’язання задачi опуклої мiнiмiзацiї (1.1) з точнiстю εf за функцiона-
лом класичний фейєрiвський метод досить конструктивний i набуває такого
вигляду.
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На початку процесу маємо x0 ∈ Rn, εf > 0. Нехай на k-му кроцi отримано
xk ∈ Rn, f(xk) i ∂f(xk) — обчисленi в нiй значення функцiї та субградiєнта.
Тодi, якщо f(xk)−f∗ ≤ εf, то xk — шукана точка. Iнакше обчислюємо чергове
наближення

xk+1 = xk − hk
∂f(xk)

‖∂f(xk)‖
, hk =

(
f(xi) − f

∗)
‖∂f(xk)‖

, (1.3)

i переходимо до (k+ 1)-го кроку. Справедлива така теорема.

Теорема 1.1. Нехай на кожному кроцi методу (1.3) ‖∂f(xk)‖ ≤ C. Тодi
метод (1.3) дозволяє знайти εf-розв’язок (1.1) не бiльше, нiж за K-крокiв,

де K =
[(

C‖x0−x∗‖
εf

)2]
+1. Тут [a] — цiла частина вiд числа a.

Доведення наводити не будемо. Воно тривiальне i базується на тому, що на
кожному кроцi iтерацiйного методу (1.3) вiдстань до точки мiнiмуму змен-
шується з точнiстю до величини квадрату зсуву в напрямку нормованого
субградiєнта (тобто з точнiстю до h2k), i на тому, що крок hk обмежений
знизу величиною (εf/C). Зазначимо лише, що умову теореми 1.1 можна по-
силити, якщо величина ‖∂f(x)‖ буде обмеженою в кулi радiусу ‖x0 − x∗‖ з
центром у точцi x∗. Але це суттєво нiчого не змiнює, лише призведе до пев-
ного ускладнення матерiалу даного роздiлу.

Незважаючи на теоретичну привабливiсть, метод (1.3) має погану репута-
цiю в практичному значеннi навiть для гладких опуклих функцiй, що обу-
мовлено його повiльною збiжнiстю для яружних функцiй. Зокрема, коли по-
верхнi рiвня функцiї f(x) не сильно витягнутi, його робота цiлком задовiльна
для задач навiть немалих розмiрiв (n ∼ 100). Однак, якщо напрямок ан-
тисубградiєнта в точцi досить близький до ортогонального — до напрямку
на мiнiмум, що характерно для яружних функцiй, метод майже безнадiйний
навiть для невеликих задач (n ∼ 10). Для негладких опуклих функцiй, де
яружнiсть скорiше правило, нiж виняток, метод (1.3) безнадiйний для задач
ще менших розмiрiв (n ∼ 2− 5). Зокрема, для мiнiмiзацiї функцiї двох змiн-
них f(x1, x2) = |x1|+ k |x2| вiн збiгається зi швидкiстю геометричної прогресiї
зi знаменником

√
1− 1/ k2, який близький до одиницi для невеликих значень

k, (k ∼ 10− 100).
Для прискорення збiжностi методу (1.3), ґрунтуючись на наближеннi фун-

кцiоналу якостi поблизу мiнiмуму кусково-лiнiйним, у [15] запропоновано
бiльш загальний iтерацiйний метод:

xk+1 = PQk(xk), Qk =
{
x : f(xi) + (∂f(xi), x− xi) ≤ f∗, i ∈ Ik

}
. (1.4)
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Тут Ik — будь-яка пiдмножина iндексiв з 0, 1, . . . , k, що обов’язково мiстить
k, PQk — оператор проектування на Qk.

Головна проблема в методi (1.4) — це вказати конструктивний спосiб фор-
мування множини Ik, для того, щоб обмежити кiлькiсть субградiєнтiв, якi
зберiгаються. Найбiльш змiстовною вiдповiддю тут можна вважати метод
ортогонального спуску [16]. Вiн базується на iдеї послiдовного занурення не-
тупокутного конуса, який мiстить X∗, в прямокутний конус, та використовує
не бiльше, нiж (n+ 1) вектор.

Однак, вiн не завжди дає хорошi результати за точнiстю розв’язання задачi
(1.4) за функцiоналом. Про це свiдчать результати низки чисельних експе-
риментiв як з методом ортогонального спуску, так i з його модифiкацiєю,
представленi в [17, 18]. Незважаючи на невеликий розмiр задач (n ∼ 10) i
те, що вони не дуже яружнi, точнiсть їхнього розв’язання за функцiоналом
часто εf ∼ 10−4 − 10−2.

Ще один метод фейєрiвського типу запропоновано в [19]. Вiн використовує
всього два вектори i для побудови чергового напрямку спуску використовує
лiнiйну комбiнацiю напрямку субградiєнта та напрямку руху на попередньо-
му кроцi (на кшталт сполучених градiєнтiв) для того, щоб вiн становив го-
стрiший кут з напрямком на мiнiмум. Для яружних функцiй вiн забезпечує
бiльш «плавний» рух вздовж яру, нiж вищенаведенi методи з використан-
ням всього двох векторiв, поведiнка яких «стрибкоподiбна». Але вiн також
неефективний для яружних функцiй, особливо коли яр багатовимiрний.

У значеннi точностi розв’язання задачi (1.1) покращити ситуацiю для ме-
тоду типу (1.3) здатне змiнити лiнiйне перетворення простору, спрямоване на
вирiвнювання структури поверхонь рiвня функцiї в перетвореному просторi.

Нехай Y = AX— перетворений за допомогою лiнiйного оператораA простiр
аргументiв. Тут A — невироджена матриця розмiрностi n× n.

Нехай B — обернений до A оператор, B = A−1. Тодi фейєрiвський метод з
перетворенням простору в X набуває вигляду

xk+1 = xk − hkB
BT∂f(xk)

‖BT∂f(xk)‖
, hk =

(
f(xi) − f

∗)
‖BT∂f(xk)‖

, (1.5)

що вiдповiдає класичному фейєрiвському кроку в напрямку антисубградiєнта
у перетвореному просторi аргументiв Y

yk+1 = yk − hk
∂ϕ(yk)

‖∂ϕ(yk)‖
, hk =

(ϕ(yk) −ϕ
∗)

‖∂ϕ(yk)‖
. (1.6)
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Тут y = Ax — образи точок з X у перетвореному просторi Y, ϕ(y) — опукла
функцiя, визначена в перетвореному просторi Y: ϕ(y) = f(A−1y) = f(x).
∂ϕ(yk) = B

T∂f(xk) — субградiєнт у точцi yk = Axk для функцiї ϕ(y).
Нехай Yk = AkX — поточний простiр аргументiв. Тодi, покращуючи стру-

ктуру поверхонь рiвня ϕk+1(y) у черговому перетвореному просторi аргумен-
тiв Yk+1 = Tk+1Yk, природно вiд методiв типу (1.5) очiкувати бiльш ефективної
роботи, нiж вiд методу (1.3). Тут Tk+1 — невироджена матриця розмiру n×n,
що задає перетворення з Yk в Yk+1.

Основнi спiввiдношення, якi потрiбнi для реалiзацiї такого процесу, — це
перерахунок матрицi Bk+1 згiдно з спiввiдношенням

Bk+1 = BkT
−1
k+1, (1.7)

i перерахунок субградiєнтiв для ϕk+1(y), визначеної в Yk+1, згiдно з спiввiд-
ношенням

∂ϕk+1(y) =
(
T−1k+1

)T
∂ϕk(y). (1.8)

Надалi будемо часто використовувати рiзнi тотожностi, якi випливають iз
ланцюжка рiвностей

Ak+1 = B
−1
k+1 =

(
BkT

−1
k+1

)−1
= Tk+1B

−1
k = Tk+1Ak.

Враховуючи, що

‖BT∂f(xk)‖2 =
(
BT∂f(xk), B

T∂f(xk)
)
=
(
∂f(xk), BB

T∂f(xk)
)
,

процес (1.5) можна записати у формi

xk+1 = xk −

(
f(xk) − f

∗
)

(
∂f(xk), H∂f(xk)

) H∂f(xk), (1.9)

де H = BBT — додатно визначена симетрична матриця розмiрностi n × n.
Залежно вiд того, яке зi спiввiдношень брати за основу, є два способи прак-
тичної реалiзацiї методiв. Будемо дотримуватись для них тих назв, якi закрi-
пилися за ними для методiв субградiєнтного типу з розтягом простору. Метод
на основi (1.5) прийнято називати методом у B-формi, або B-методом, а на
основi (1.9) — методом у H-формi або H-методом.

Перевага H-методу полягає в тому, що для зберiгання симетричної матрицi
H вiн вимагає майже вдвiчi менше оперативної пам’ятi (n× (n + 1)/2), нiж
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B-метод (n×n комiрок). Однак, метод у B-формi дозволяє просто iнтерпре-
тувати процес у перетвореному просторi Y.

Отже, доцiльно будувати методи у B-формi, а вже як наслiдок розглядати
їх аналоги в H-формi, переважно для економiї пам’ятi та обчислень. Тому
орiєнтуватимемося на методи, що базуються на спiввiдношеннi (1.5).

1.3. Одноранговий елiпсоїдальний оператор

Для розв’язання задачi (1.1) в [8] розглянуто два субградiєнтнi методи з
класичним фейєрiвським кроком у перетвореному просторi аргументiв. Вони
базуються на зменшеннi об’єму областi локалiзацiї множини екстремумiв i
зберiгають монотоннiсть оцiнки вiдстанi до оптимуму в перетвореному прос-
торi аргументiв. Перетворення простору, що в них використовується, за змiс-
том близьке до такого, що застосовується в r-алгоритмах [6], i зводиться до
двох послiдовних розтягiв простору аргументiв в ортогональних напрямках.

Оператор перетворення простору має вигляд

T2(ξ, η) = Rα1

(
ξ+ η

‖ξ+ η‖

)
Rα2

(
ξ− η

‖ξ− η‖

)
. (1.10)

Тут ξ, η — нормованi вектори з Rn, такi, що (ξ, η)2 6= 1. α1 = 1/β1, де
β1 =

√
1− (ξ, η) i α2 = 1/β2, де β2 =

√
1+ (ξ, η).

Надалi оператор (1.10) називатимемо дворанговим елiпсоїдальним опера-
тором.

Методи в [8] використовують незначну iнформацiю про гiперплощини, якi
вiдсiкають множину екстремумiв. Зокрема, перший метод використовує ли-
ше два субградiєнти у послiдовних точках, отриманих згiдно з класичним
фейєрiвським кроком. Другий метод, окрiм двох послiдовних субградiєнтiв,
використовує ще й третiй вектор агрегатного типу, що є опуклою комбiнацiєю
обчислених ранiше субградiєнтiв. Незважаючи на невибагливiсть у викорис-
танiй iнформацiї, наведенi в [8] обчислювальнi експерименти з цими мето-
дами для низки як гладких, так i негладких тестових задач виявились не
такими вже й поганими. Тому бiльш доцiльнi стратегiї використання обчис-
лених субградiєнтiв здатнi призвести до бiльш ефективних методiв на основi
перетворення (1.10).

Однак, незважаючи на просту геометричну iнтерпретацiю, дворангове
елiпсоїдальне перетворення незручне тим, що для методiв у B-формi при пе-
реходi вiд k-го до (k + 1)-ого кроку розрахунок матрицi Bk+1 вимагає двох
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однорангових корекцiй матрицi розмiрностi n × n, що призводить до 4n2

арифметичних операцiй. Але виявляється, що iснує перетворення просто-
ру, яке допускає однорангову корекцiю матрицi Bk+1, i за змiстом не вiдрiз-
няється вiд дворангового елiпсоїдального перетворення. Це не дивно, оскiль-
ки методи на кшталт (1.5) визначаються матрицею Hk = BkB

T
k. Зважаючи

на неоднозначнiсть розкладу матрицi Hk, одному й тому самому методу в
H-формi можуть вiдповiдати рiзнi методи в B-формi.
Одноранговий елiпсоїдальний оператор. Нехай ξ, η ∈ Rn — такi

вектори, що ‖ξ‖ = 1, ‖η‖ = 1, а їх скалярний добуток задовольняє умову
(ξ, η)2 6= 1.

Одноранговим елiпсоїдальним оператором називатимемо лiнiйний опера-
тор з Rn в Rn, який у матричнiй формi записується так:

T1(ξ, η) = I−
1

1− (ξ, η)2

((
1−

√
1− (ξ, η)2

)
η− (ξ, η) ξ

)
ηT . (1.11)

Тут I — одинична матриця розмiру n × n. Цей оператор має низку цiкавих
властивостей, що дозволяє на його основi будувати та обґрунтовувати рiзно-
манiтнi методи змiнної метрики. Для нього справедливi такi характеристики.

Лема 1.1. Для оператора T1(ξ, η), заданого згiдно з (1.11), якщо вико-
нується (ξ, η)2 6= 1, то iснує зворотний T−11 (ξ, η) i

T−11 (ξ, η) = I+
1√

1− (ξ, η)2

((
1−

√
1− (ξ, η)2

)
η− (ξ, η) ξ

)
ηT . (1.12)

Крiм того, для T1(ξ, η) i T−11 (ξ, η) виконуються спiввiдношення:

T T1 (ξ, η) T1(ξ, η) = I+
(ξ, η)

1− (ξ, η)2
(
ξηT + ηξT

)
, (1.13)

T−11 (ξ, η)
(
T−11 (ξ, η)

)T
= I+

(ξ, η)2

1− (ξ, η)2
(
ξξT + ηηT

)
−

−
(ξ, η)

1− (ξ, η)2
(
ξηT + ηξT

)
. (1.14)

Доведення леми 1.1 наводити не будемо через його громiздкiсть. Зазначимо
лише, що у справедливостi (1.12)–(1.14) легко переконатися безпосередньою
перевiркою. Прийнятний вид спiввiдношень (1.13) i (1.14) обумовлений тим,
що при зведеннi подiбних членiв при однорангових матрицях ξξT , ξηT , ηξT

та ηηT члени з
√
1− (ξ, η)2 скорочуються.
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Лема 1.2. Нехай Bk — невироджена матриця розмiрностi n × n, p1,
p2 — n-вимiрнi вектори, такi, що

(
BTkp1
‖BTkp1‖

,
BTkp2
‖BTkp2‖

)2
< 1. Нехай

Bk+1 = BkT
−1
1 (ξ, η), де ξ =

BTkp1

‖BTkp1‖
та η =

BTkp2

‖BTkp2‖
. (1.15)

Тодi матриця Bk+1 невироджена, i для неї справедливi такi властивостi:

а) det(Bk+1) = det(Bk)
√
1− (ξ, η)2;

б)
(
BTk+1p1, B

T
k+1p2

)
= 0.

Доведення. Невиродженiсть матрицi Bk+1 та властивiсть а) випливають з

det(Bk+1) = det(Bk) det

(
T−11 (ξ, η)

)
=

= det(Bk)

(
1+

1√
1− (ξ, η)2

((
1−

√
1− (ξ, η)2

)
η− (ξ, η)ξ, η

))
=

= det(Bk)

(
1+

1√
1− (ξ, η)2

(
1−

√
1− (ξ, η)2 − (ξ, η)2

))
=

= det(Bk)
√
1− (ξ, η)2 6= 0.

Для властивостi б) маємо(
BTk+1p1, B

T
k+1p2

)
=
((
T−11 (ξ, η)

)T
BTkp1,

(
T−11 (ξ, η)

)T
BTkp2

)
=

=
(
BTkp1, T

−1
1 (ξ, η)

(
T−11 (ξ, η)

)T
BTkp2

)
=

=
1

‖BTkp2‖ · ‖BTkp1‖

(
ξ, T−11 (ξ, η)

(
T−11 (ξ, η)

)T
η
)
.

Використовуючи спiввiдношення (1.14), маємо

T−11 (ξ, η)
(
T−11 (ξ, η)

)T
η =

=
(
I+

(ξ, η)2

1− (ξ, η)2
(
ξξT + ηηT

)
−

(ξ, η)

1− (ξ, η)2
(
ξηT + ηξT

))
η =

=
(
1+

(ξ, η)2

1− (ξ, η)2
−

(ξ, η)2

1− (ξ, η)2

)
η+

+ (ξ, η)

(
(ξ, η)2

1− (ξ, η)2
−

1

1− (ξ, η)2

)
ξ = η− (ξ, η)ξ,
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звiдки випливає(
BTk+1p1, B

T
k+1p2

)
=

1

‖BTkp2‖ · ‖BTkp1‖

(
ξ, η− (ξ, η)ξ

)
=

=
1

‖BTkp2‖ · ‖BTkp1‖

(
(ξ, η) − (ξ, η)

)
= 0.

Властивость б) доведено.

Однорангове елiпсоїдальне перетворення простору (1.11) має багато спiль-
ного з дворанговим елiпсоїдальним перетворенням (1.10). Зокрема, для них
обох характерно однакове зменшення детермiнанта оберненої матрицi, що за
певних умов рiвносильно зменшенню об’єму областi локалiзацiї множини екс-
тремумiв. Як перше, так i друге ортогоналiзують вектори пiд час переходу в
перетворений простiр аргументiв.

Далi побачимо, що обидва цi перетворення призводять до одного i того ж
методу в H-формi.

Проте, на вiдмiну вiд лiнiйного дворангового елiпсоїдального перетворен-
ня, перетворення (1.11) вимагає вдвiчi менше арифметичних операцiй при
перерахунку матрицi Bk, тобто рiвно стiльки, скiльки й розтяг простору в
деякому напрямку.

Тому його використання призводить до бiльш економних методiв у B-формi
в обчислювальному планi, нiж застосування дворангового елiпсоїдального
перетворення (1.10).

Ґрунтуючись на зменшеннi об’єму областi локалiзацiї множини екстрему-
мiв, одноранговий елiпсоїдальний оператор (1.11) дозволяє легко обґрунто-
вувати методи для розв’язання задачi (1.1), щоб покращувати структуру по-
верхонь рiвня функцiї у черговому перетвореному просторi.

Нехай gk = BTk∂f(xk) i gk+1 = B
T
k∂f(xk+1) — субградiєнти ϕk(y) в Yk = AkX

у точках yk = Akxk i yk+1 = Akxk+1. Тут yk+1 отримана згiдно з класичним
фейєрiвським кроком у перетвореному просторi аргументiв Yk.

Тодi, якщо (gk, gk+1) ≥ 0, то перетворення простору не потрiбне. Нехай
(gk, gk+1) < 0. Тодi перетворення простору Yk+1 = T1

(
gk
‖gk‖ ,

gk+1
‖gk+1‖

)
Yk або

Yk+1 = T1

(
gk+1
‖gk+1‖ ,

gk
‖gk‖

)
Yk згiдно з лемою 1.2 дозволяє ортогоналiзувати обра-

зи субградiєнтiв gk та gk+1 у перетвореному просторi аргументiв Yk+1, забез-
печивши при цьому кращi поверхнi рiвня для функцiї ϕk+1(y) у Yk+1.

Цi простi мiркування призводять до такого методу для розв’язання задачi
мiнiмiзацiї (1.1).
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Метод фейєрiвського типу з одноранговим елiпсоїдальним пере-
творенням простору, що використовує два послiдовнi субградiєнти.
Перед початком обчислень маємо: x0 ∈ Rn; B0 = I — одинична матриця роз-
мiрностi n × n; εf — точнiсть за функцiоналом, з якою потрiбно розв’язати
задачу (1.1); f(x0) та g(x0) = ∂f(x0) — обчисленi в x0 значення функцiї та
субградiєнта. Тодi, якщо f(x0) − f∗ ≤ εf, то x0 — шукана точка i ЗУПИНКА.

Нехай на k-му кроцi отримано xk ∈ Rn, f(xk), g(xk) = ∂f(xk), Bk — матриця
розмiрностi n× n.

1) Обчислимо чергове наближення

xk+1 = xk −
f(xk) − f

∗

‖BTkg(xk)‖
Bk

BTkg(xk)

‖BTkg(xk)‖
. (1.16)

2) Обчислимо f(xk+1) та g(xk+1) = ∂f(xk+1). Якщо f(xk+1)− f∗ ≤ εf, то xk+1
— шукана точка i ЗУПИНКА. Iнакше переходимо до пункту 3.

3) Покладемо

ξ1 =
BTkg(xk)

‖BTkg(xk)‖
, ξ2 =

BTkg(xk+1)

‖BTkg(xk+1)‖
. (1.17)

4) Якщо (ξ1, ξ2) ≥ 0, вважаємо Bk+1 = Bk i переходимо до пункту 5. Iнакше
обчислюємо

Bk+1 = BkT
−1
1 (ξ1, ξ2) або Bk+1 = BkT

−1
1 (ξ2, ξ1). (1.18)

5) Переходимо до чергового кроку з xk+1, Bk+1, g(xk+1), f(xk+1).

Справедлива така теорема.

Теорема 1.2. Послiдовнiсть {xk+1}
∞
k=0, яка генерується методом (1.16)–

(1.18), задовольняє нерiвностi

‖Ak+1(xk+1 − x∗)‖2 ≤ ‖Ak(xk − x∗)‖2 −
(
f(xk) − f

∗)2
‖BTkg(xk)‖2

. (1.19)

Тут Ak = B
−1
k , Ak+1 = B−1

k+1, k = 0, 1, 2, . . ..

Доведення. Спочатку покажемо, що для методу (1.16)–(1.18) завжди викону-
ється нерiвнiсть

‖Ak+1(xk+1 − x∗)‖2 ≤ ‖Ak(xk+1 − x∗)‖2. (1.20)
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Якщо (ξ1, ξ2) ≥ 0, то (1.20) виконується як рiвнiсть, оскiльки Ak+1 = Ak.

Якщо (ξ1, ξ2) < 0, то, використовуючи спiввiдношення (1.13) леми 1.1 i

ξ1 =
BTkg(xk)

‖BTkg(xk)‖
, ξ2 =

BTkg(xk+1)

‖BTkg(xk+1)‖
,

маємо

‖Ak+1(xk+1 − x∗)‖2 = ‖T1(ξ1, ξ2)Ak(xk+1 − x∗)‖2 =

=
(
T1(ξ1, ξ2)Ak(xk+1 − x

∗), T1(ξ1, ξ2)Ak(xk+1 − x
∗)
)
=

=
(
Ak(xk+1 − x

∗),
(
T1(ξ1, ξ2)

)T
T1(ξ1, ξ2)Ak(xk+1 − x

∗)
)
=

=

(
Ak(xk+1 − x

∗),
(
I+

(ξ1, ξ2)

1− (ξ1, ξ2)2
(
ξ1ξ

T
2 + ξ2ξ

T
1

))
Ak(xk+1 − x

∗)

)
=

=‖Ak(xk+1 − x∗)‖2+

+
2(ξ1, ξ2)

1− (ξ1, ξ2)2

(
ξ1, Ak(xk+1 − x

∗)
)(
ξ2, Ak(xk+1 − x

∗)
)
=

=‖Ak(xk+1 − x∗)‖2+

+
2(ξ1, ξ2)

1− (ξ1, ξ2)2
·
(
g(xk), xk+1 − x

∗)
‖BTkg(xk)‖

·
(
g(xk+1), xk+1 − x

∗)
‖BTkg(xk+1) |

. (1.21)

Причому рiвнiсть (1.21) справедлива як для Bk+1 = BkT
−1
1 (ξ1, ξ2), так i для

Bk+1 = BkT
−1
1 (ξ2, ξ1).

Другий доданок у (1.21) вiд’ємний, оскiльки один з його спiвмножникiв

2(ξ1, ξ2)(
1− (ξ1, ξ2)2

)
· ‖BTkg(xk)‖ · ‖BTkg(xk+1)‖

< 0

тому, що (ξ1, ξ2) < 0, ‖ξ1‖ = 1, ‖ξ2‖ = 1, а два iнших, враховуючи опуклiсть
функцiї f(x), додатнi(

g(xk), xk+1 − x
∗
)
=

=

(
g(xk), xk − x

∗ −

(
f(xi) − f

∗)
‖BTkg(xk)‖

· Bk ·
BTkg(xk)

‖BTkg(xk)‖

)
=

=
(
g(xk), xk − x

∗
)
−

(
f(xi) − f

∗)
‖BTkg(xk)‖2

·
(
g(xk), BkB

T
kg(xk)

)
=
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=
(
g(xk), xk − x

∗
)
−

(
f(xi) − f

∗)
‖BTkg(xk)‖2

·
(
BTkg(xk), B

T
kg(xk)

)
=

=
(
g(xk), xk − x

∗
)
−
(
f(xk) − f

∗
)
≥ 0

та (
g(xk+1), xk+1 − x

∗
)
≥ f(xk+1) − f∗ ≥ 0.

Отже, нерiвнiсть (1.20) справедлива i для (ξ1, ξ2) < 0.
Далi, враховуючи, що через опуклiсть f(x)(

xk − x
∗, g(xk)

)
≥ f(xk) − f∗ ≥ 0,

нерiвнiсть (1.20) можна записати

∥∥∥Ak+1(xk+1 − x∗)∥∥∥2 ≤ ∥∥∥Ak(xk+1 − x∗)∥∥∥2 =
=
∥∥∥Ak(xk − x∗ − (f(xi) − f∗)‖BTkg(xk)‖

· Bk ·
BTkg(xk)

‖BTkg(xk)‖

)∥∥∥2 =
=
∥∥∥Ak(xk − x∗) − (f(xi) − f∗)‖BTkg(xk)‖2

BTkg(xk)
∥∥∥2 =

=
∥∥∥Ak(xk − x∗)∥∥∥2 −

−2

(
f(xi) − f

∗)
‖BTkg(xk)‖2

(
Ak(xk − x

∗), BTkg(xk)
)
+

(
f(xi) − f

∗)2
‖BTkg(xk)‖2

=

=
∥∥∥Ak(xk − x∗)∥∥∥2 − 2(f(xi) − f∗)‖BTkg(xk)‖2

(
xk − x

∗, g(xk)
)
+

(
f(xi) − f

∗)2
‖BTkg(xk)‖2

≤

≤
∥∥∥Ak(xk − x∗)∥∥∥2 − (f(xi) − f∗)2‖BTkg(xk)‖2

,

що закiнчує доведення теореми.

Для методу (1.16)–(1.18) теорема 1.2 забезпечує можливiсть обґрунтування
його граничної збiжностi до розвязку задачi (1.1) шляхом зменшення об’єму
елiпсоїда, що локалiзує x∗. При цьому зменшення об’єму тим краще, чим
бiльший класичний фейєрiвський крок у перетвореному просторi i чим тупi-
ший кут мiж послiдовними субградiєнтами. Але цi обидвi обставини залежать
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вiд конкретних властивостей f(x) i отримати будь-якi оцiнки для загаль-
ної опуклої f(x) неможливо. Тому зупинимося на такому варiантi доведення
збiжностi методу (1.16)–(1.18).

Теорема 1.3. Нехай на кожному кроцi методу (1.16)–(1.18) виконують-
ся умови ‖Bk‖ ≤ c1 та ‖∂f(xk)‖ ≤ c2. Тут ‖Bk‖ — евклiдова норма матрицi

Bk, тобто ‖Bk‖ =
( n∑
i=1

n∑
j=1

|bkij|
2
)1/2

. Тодi метод (1.16)–(1.18) розв’язує за-

дачу (1.1) з точнiстю εf за функцiоналом не бiльше нiж за K крокiв, де

K =
[(c1c2‖x0 − x∗‖

εf

)2]
+1. Тут [a] — цiла частина числа a.

Доведення. З теореми 1.2 випливає справедливiсть нерiвностi

‖Ak(xk − x∗)‖2 ≤ ‖x0 − x∗‖−
k−1∑
i=0

(
f(xi) − f

∗)2
‖BTi g(xi)‖2

.

Нехай метод (1.16)–(1.18) за k-крокiв не розв’язав задачу (1.1) з точнiстю
εf за функцiоналом. Тодi для всiх xi, i = 0, . . . , k, виконується f(xi)− f∗ ≥ εf.
Отже,

k−1∑
i=0

(
f(xi) − f

∗)2
‖BTi g(xi)‖2

≥
k−1∑
i=0

(
f(xi) − f

∗)2
‖Bi‖2‖g(xi)‖2

≥ 1

c21c
2
2

k−1∑
i=0

ε2f ≥
kε2f
c21 c

2
2

,

звiдки ‖Ak(xk−x∗)‖2 ≤ ‖x0−x∗‖2−
kε2f
c21 c

2
2

. Враховуючи, що ‖Ak(xk−x∗)‖2 має

бути невiд’ємним, отримуємо, що не бiльше нiж за K =
[(c1c2‖x0 − x∗‖

εf

)2]
+1

крокiв метод (1.16)–(1.18) розв’яже задачу (1.1) з точнiстю εf.

Отже, якщо виконуються умови теореми 1.3, метод (1.16)–(1.18) з будь-
якого початкового наближення збiгається до εf-розв’язку задачi (1.1) за скiн-
чену кiлькiсть iтерацiй. Але оцiнка максимальної кiлькостi iтерацiй, необхiд-
ної для досягнення точностi εf, дуже груба. При реальнiй роботi методу слiд
очiкувати, що для яружних функцiй критерiй зупинки спрацьовуватиме з
умови

f(xk) − f
∗ ≤ ‖BTkg(xk)‖

√√√√‖x0 − x∗‖2 − k−1∑
i=0

(
f(xi) − f

∗)2
‖BTi g(xi)‖2

, (1.22)
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оскiльки величина ‖BTkg(xk)‖ буде досить малою при великих k через те, що
det(Bk) прямує до нуля при k→∞.

Тому доцiльно посилювати перетворення простору для того, щоб гаранту-
вати сильнiше прямування до нуля det(Bk) при k → ∞. Зокрема, для цього
пiдходить варiант методу як у [8], який використовує для посилення пере-
творення агрегатний вектор, який є опуклою комбiнацiєю обчислених ранiше
субградiєнтiв. При цьому метод трохи ускладниться, i для нього вiдносно ме-
тоду (1.16)–(1.18) буде характерне сильнiше вирiвнювання поверхонь рiвня
функцiї у перетвореному просторi, особливо при багатовимiрних ярах.

Зосередимо увагу на зручних для реалiзацiї обчислювальних схемах цих
двох методiв. Хоча слiд зазначити, що перетворення (1.11) дозволяє обґрун-
товувати цiле сiмейство методiв фейєрiвського типу. Деякi з них обговоримо
докладнiше пiзнiше.
Про практичну реалiзацiю методiв. Незважаючи на зручностi при до-

веденнi, метод (1.16)–(1.18) незручний для реалiзацiї на ЕОМ. Зокрема, коли
реалiзується операцiя перетворення простору, вiн вимагає обчислювати образ
субградiєнта ∂f(xk+1) як у просторi Yk – BTk∂f(xk+1), так i в просторi Yk+1 –
BTk+1∂f(xk+1). Обчислення кожного з них вимагає n2 арифметичних операцiй
множення i стiльки ж додавання, що призводить загалом до 4n2 арифметич-
них операцiй.

Цього можна уникнути, якщо субградiєнт при переходi в черговий перетво-
рений простiр аргументiв перераховувати вiдповiдно до спiввiдношення (1.8).
Тим бiльше, що в розглянутих методах як напрямок руху використовується
саме антисубградiєнт у перетвореному просторi аргументiв.

Для перетворення (1.11) це дозволяє така лема.

Лема 1.3. Нехай Bk — невироджена матриця розмiрностi n×n, pk, pk+1
— n-вимiрнi вектори, такi, що

( BTkpk

‖BTkpk‖
,
BTkpk+1

‖BTkpk+1‖

)2
< 1. Нехай Bk+1 =

T−11 (ξk, ξk+1), де ξk =
BTkpk

‖BTkpk‖
, ξk+1 =

BTkpk+1

‖BTkpk+1‖
. Тодi

BTk+1 pk+1

‖BTk+1 pk+1‖
= ξk+1,

BTk+1 pk

‖BTk+1pk‖
=

1√
1− (ξk, ξk+1)2

(
ξk − (ξk, ξk+1)ξk+1

)
, (1.23)

‖BTk+1pi‖ =
√
1− (ξk, ξk+1)2 ‖BTkpi‖, i = k, k+ 1. (1.24)
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Доведення. Для BTk+1pk+1 маємо

BTk+1pk+1 =

=
(
T−11 (ξk, ξk+1)

)T
BTkpk+1 = ‖BTkpk+1‖

(
T−11 (ξk, ξk+1)

)T
ξk+1 =

= ‖BTkpk+1‖
(
I+ ξk+1

(( 1√
1− (ξk, ξk+1)2

− 1
)
ξk+1−

−
(ξk, ξk+1)√
1− (ξk, ξk+1)2

ξk

)T)
ξk+1 =

= ‖BTkpk+1‖
(
1+

1√
1− (ξk, ξk+1)2

− 1−
(ξk, ξk+1)

2√
1− (ξk, ξk+1)2

)
ξk+1 =

= ‖BTkpk+1‖
√
1− (ξk, ξk+1)2 ξk+1,

звiдки випливає справедливiсть першої частини (1.23), а також справедли-
вiсть (1.24) при i = k+ 1.

Аналогiчно для BTk+1pk маємо

BTk+1pk =

=
(
T−11 (ξk, ξk+1)

)T
BTkpk = ‖BTkpk‖

(
T−11 (ξk, ξk+1)

)T
ξk =

= ‖BTkpk‖

(
I+ ξk+1

(( 1√
1− (ξk, ξk+1)2

− 1
)
ξk+1−

−
(ξk, ξk+1)√
1− (ξk, ξk+1)2

ξk

)T)
ξk =

= ‖BTkpk‖
(
ξk +

( (ξk, ξk+1)√
1− (ξk, ξk+1)2

− (ξk, ξk+1)−

−
(ξk, ξk+1)√
1− (ξk, ξk+1)2

)
ξk+1

)
=

= ‖BTkpk‖
(
ξk − (ξk, ξk+1)ξk+1

)
,

звiдки, враховуючи ‖ξk − (ξk, ξk+1)ξk+1‖ =
√
1− (ξk, ξk+1)2, випливає спра-

ведливiсть другої частини (1.23), а також (1.24) при i = k.

Для векторiв BTkpk та BTkpk+1 у перетвореному просторi Yk = AkX спiв-
вiдношення (1.23)–(1.24) леми 1.3 забезпечують перерахунок як нормованих
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напрямiв, так i їх норм при переходi в черговий перетворений простiр аргу-
ментiв, отриманий в результатi застосування оператора

T1

( BTkpk

‖BTkpk‖
,
BTkpk+1

‖BTkpk+1‖

)
.

Однак, для B-форми методiв байдуже, яке з перетворень T1
(
BTkpk
‖BTkpk‖

,
BTkpk+1
‖BTkpk+1‖

)
або T1

(
BTkpk+1
‖BTkpk+1‖

,
BTkpk
‖BTkpk‖

)
вибирати. Вибiр першого бiльш рацiональний, оскiль-

ки при цьому забезпечується перерахунок субградiєнтiв, що дозволяє не на-
копичувати помилки у нормованих напрямках для здiйснення кроку в чер-
говому перетвореному просторi аргументiв.

Для реалiзацiї методiв потрiбен також перерахунок класичного фейєрiв-
ського крокового множника у напрямку нормованого субградiєнта пiд час
переходу в черговий перетворений простiр аргументiв. Це не призводить до
якихось проблем, оскiльки їх перерахунок пов’язаний зi змiною норм субгра-
дiєнтiв i, отже,

hk+1 = hk
‖BTkgk‖
‖BTk+1gk‖

.

Тут hk+1 i hk — класичнi фейєрiвськi кроки у напрямку нормованого субгра-
дiєнта у просторах Yk+1 = Ak+1X та Yk = AkX.

Отже, лема 1.3 дозволяє уникнути для B-форми методу (1.16)–(1.18) зай-
вих обчислень i для задачi (1.1) вiн набуває бiльш рацiонального вигляду в
обчислювальному планi.

Перед початком обчислень маємо εf > 0, x0 ∈ Rn. Тодi, якщо f(x0)−f∗ ≤ εf,
то x0 — шукана точка i ЗУПИНКА. Iнакше вважаємо h0 = f(x0)−f

∗

‖∂f(x0)‖ , ξ0 =
∂f(x0)
‖∂f(x0)‖ ∈ Rn, B0 = I — одинична матриця розмiрностi n× n.
Нехай на k-му кроцi отримано xk ∈ Rn, hk, ξk ∈ Rn, Bk — матриця розмiр-

ностi n× n.

1) Обчислимо чергове наближення

xk+1 = xk − hkBkξk. (1.25)

2) Обчислимо f(xk+1), ∂f(xk+1). Тодi, якщо f(xk+1) − f∗ ≤ εf, то xk+1 —
шукана точка i ЗУПИНКА. Iнакше покладемо

ξk+1 =
BTk∂f(xk+1)

‖BTk∂f(xk+1)‖
, hk+1 =

f(xk+1) − f
∗

‖BTk∂f(xk+1)‖
. (1.26)
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3) Якщо (ξk, ξk+1) ≥ 0, вважаємо Bk+1 = Bk i переходимо до пункту 4.
Iнакше обчислюємо

η =
( 1√

1− (ξk, ξk+1)2
− 1
)
ξk+1 −

(ξk, ξk+1)√
1− (ξk, ξk+1)2

ξk, (1.27)

Bk+1 = Bk

(
I+ ηξTk+1

)
, hk+1 =

hk+1√
1− (ξk, ξk+1)2

. (1.28)

4) Переходимо до чергового кроку з xk+1, Bk+1, ξk+1, hk+1.

Отже, метод (1.25)–(1.28) тотожний методу (1.16)–(1.18), i для нього спра-
ведливi теореми 1.2 i 1.3. Однак, вiн обчислювально рацiональнiший, нiж
метод (1.25)–(1.28), i далi саме його виберемо для чисельних експериментiв.
Метод фейєрiвського типу з одноранговим елiпсоїдальним пере-

творенням простору, що використовує два послiдовнi субградiєнти
та вектор агрегатного типу. Аналогiчно до [8], легко побудувати метод,
який використовує два послiдовнi субградiєнти та деякий агрегатний вектор,
який дозволяє посилити перетворення простору та забезпечити бiльш швид-
ку збiжнiсть методу в сенсi (1.22). Використовуючи вищенаведенi леми 1.2 та
1.3, а також лему 3 з [8], приходимо до такого методу для розв’язання (1.1).

Перед початком обчислень маємо εf > 0, x0 ∈ Rn. Тодi, якщо f(x0) − f∗ ≤

εf, то x0 – шукана точка i ЗУПИНКА. Iнакше вважаємо h0 =
f(x0) − f

∗

‖∂f(x0)‖
,

ξ0 =
∂f(x0)

‖∂f(x0)‖
∈ Rn, p0 = 0 ∈ Rn, B0 = I – одинична матриця розмiрностi

n× n.
Нехай на k-му кроцi отримано xk ∈ Rn, hk, ξk ∈ Rn, pk ∈ Rn, Bk – матриця

розмiрностi n× n.

1) Обчислимо чергове наближення

xk+1 = xk − hkBkξk. (1.29)

2) Обчислимо f(xk+1), ∂f(xk+1). Тодi, якщо f(xk+1) − f∗ ≤ εf, то xk+1 —
шукана точка i ЗУПИНКА. Iнакше покладемо

ξk+1 =
BTk∂f(xk+1)

‖BTk∂f(xk+1)‖
, hk+1 =

f(xk+1) − f
∗

‖BTk∂f(xk+1)‖
. (1.30)
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3) Обчислимо

λ1 = −
(pk, ξk+1)√

(pk, ξk+1)2 + (ξk, ξk+1)2
, λ2 = −

(ξk, ξk+1)√
(pk, ξk+1)2 + (ξk, ξk+1)2

i покладемо

pk+1 =


λ1pk + λ2ξk, якщо λ1 > 0 i λ2 > 0,

pk, якщо λ1 > 0 i λ2 ≤ 0,
ξk, якщо λ1 ≤ 0 i λ2 > 0,
0, якщо λ1 ≤ 0 i λ2 ≤ 0.

(1.31)

4) Якщо (pk+1, ξk+1) ≥ 0, то Bk+1 = Bk i переходимо до пункту 5. Iнакше
обчислюємо

η =
( 1√

1− (pk+1, ξk+1)2
− 1
)
ξk+1 −

(pk+1, ξk+1)√
1− (pk+1, ξk+1)2

pk+1, (1.32)

Bk+1 = Bk

(
I+ ηξTk+1

)
, hk+1 =

hk+1√
1− (pk+1, ξk+1)2

, (1.33)

pk+1 =
1√

1− (pk+1, ξk+1)2

(
pk+1 − (pk+1, ξk+1)ξk+1

)
. (1.34)

5) Переходимо до наступного кроку з xk+1, Bk+1, ξk+1, hk+1, pk+1.

Для методу (1.29)–(1.34) властиве використання мiнiмуму iнформацiї про
поведiнку функцiї зi збереженням класичного фейєрiвського кроку у напрям-
ку останнього обчисленого субградiєнта. Зокрема, крiм двох останнiх субгра-
дiєнтiв, вiн використовує також вектор агрегатного типу pk, який є опуклою
комбiнацiєю обчислених ранiше субградiєнтiв, i задає гiперплощину, яка вiд-
сiкає вiд образу точки xk множину екстремумiв у перетвореному просторi
аргументiв.

При цьому проблема оновлення вектора pk+1 вирiшується автоматично за
допомогою аналiзу кутiв мiж останнiми субградiєнтами та поточним pk.

Для методу (1.29)–(1.34) справедливi аналоги теорем 1.2 i 1.3, як i для
методу (1.25)–(1.28). Зокрема, справедлива така теорема.

Теорема 1.4. Нехай на кожному кроцi методу (1.29)–(1.34) ‖Bk‖ ≤ c1
та ‖∂f(xk)‖ ≤ c2. Тодi метод (1.29)–(1.34) розв’язує задачу (1.1) з точнiстю

εf за функцiоналом не бiльше, нiж за K-крокiв, де K =
[(c1c2‖x0 − x∗‖

εf

)2]
+1.
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Вона гарантує його скiнчену збiжнiсть до εf-розв’язку задачi (1.1) з до-
вiльного початкового наближення. Для яружних функцiй вiдносно методу
(1.25)–(1.28) вiн забезпечує бiльше швидке прямування до нуля детермiнан-
та матрицi Bk при k → ∞. Тому вiд нього слiд очiкувати бiльш ефективної
практичної роботи в сенсi (1.22), нiж вiд методу (1.25)–(1.28).
Про H-форму наведених методiв. Розглянутi вище методи, якi викори-

стовують однорангове елiпсоїдальне перетворення простору, близькi до мето-
дiв [8] на базi дворангового елiпсоїдального перетворення. Зокрема, першому
з них вiдповiдає метод (1.28)–(1.33), другому — метод (37)–(44) з [8].

Нехай всi цi методи стартують з однiєї й тiєї початкової точки.
Тодi B-форми методiв (1.25)–(1.28), (1.29)–(1.34) i B-форми вiдповiдних їм
аналогiв з [8] рiзнi в тому розумiннi, що вони генерують рiзнi послiдовностi
матриць Bk. При цьому вiдрiзняються також напрямки руху у перетворених
просторах.

Однак, послiдовностi точок {xk}
∞
k=0, якi генерують методи (1.25)–(1.28) i

(1.29)–(1.34) збiгаються з такими ж послiдовностями їх аналогiв з [8]. Рiч
у тiм, що H-форми цих методiв спiвпадають, тобто послiдовностi матриць
{Hk}

∞
k=0 для них однаковi.

Насправдi H-форму вищенаведених алгоритмiв визначає спiввiдношення
(1.14) леми 1.1 для T−11 (ξ, η)

(
T−11 (ξ, η)

)T . Аналогiчний добуток для T2(ξ, η)
має вигляд

T−12 (ξ, η)
(
T−12 (ξ, η)

)T
=

= Rβ1

( ξ+ η

‖ξ+ η‖

)
Rβ2

( ξ− η

‖ξ− η‖

)
RTβ1

( ξ+ η

‖ξ+ η‖

)
RTβ2

( ξ− η

‖ξ− η‖

)
=

= Rβ21

( ξ+ η

‖ξ+ η‖

)
Rβ22

( ξ− η

‖ξ− η‖

)
=
(
I+ (β21 − 1)

( ξ+ η

‖ξ+ η‖

)( ξ+ η

‖ξ+ η‖

)T)
×

×
(
I+ (β22 − 1)

( ξ− η

‖ξ− η‖

)( ξ− η

‖ξ− η‖

)T)
=

= I+ (β21 − 1)
( ξ+ η

‖ξ+ η‖

)( ξ+ η

‖ξ+ η‖

)T
+ (β22 − 1)

( ξ− η

‖ξ− η‖

)( ξ− η

‖ξ− η‖

)T
=

= I−
(ξ, η)

2
(
1+ (ξ, η)

)(ξ+ η)(ξ+ η)T + (ξ, η)

2
(
1− (ξ, η)

)(ξ− η)(ξ− η)T =
= I+

( (ξ, η)

2
(
1− (ξ, η)

) − (ξ, η)

2
(
1+ (ξ, η)

))(ξξT + ηηT)−
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−
( (ξ, η)

2(1+ (ξ, η))
+

(ξ, η)

2(1− (ξ, η))

)(
ξηT + ηξT

)
=

= I+
(ξ, η)2

1− (ξ, η)2

(
ξξT + ηηT

)
−

(ξ, η)

1− (ξ, η)2

(
ξηT + ηξT

)
i точно вiдповiдає спiввiдношенню (1.14) для T−11 (ξ, η)

(
T−11 (ξ, η)

)T .
Прямолiнiйне використання спiввiдношення (1.14) для перерахунку матри-

цi Hk+1 вимагає чотирьох однорангових корекцiй матриць розмiрностi n×n.
Однак, згрупувавши вiдповiдним чином члени при однорангових матрицях,
для перерахунку Hk+1 достатньо двох однорангових корекцiй. Зокрема, для
H-форми, яка вiдповiдає методу (1.25)–(1.28), формули для перерахунку ма-
трицi Hk+1 набувають однiєї з форм

Hk+1 = Hk −
Hkgk+1g

T
k+1Hk

(gk+1, Hkgk+1)
+
Hkpp

THk

(p,Hkp)
,

p =
(gk, Hkgk+1)

(gk, Hkgk)
gk − gk+1,

(1.35)

або

Hk+1 = Hk −
Hkgkg

T
kHk

(gk, Hkgk)
+
Hkpp

THk

(p,Hkp)
,

p =
(gk, Hkgk+1)

(gk+1, Hkgk+1)
gk+1 − gk.

(1.36)

Тут gk = ∂f(xk) i gk+1 = ∂f(xk+1) — субградiєнти f(x) у послiдовних точках.
Для H-форми, яка вiдповiдає методу (1.29)–(1.34), формули для перерахунку
матрицi Hk+1 трохи ускладняться.

Окрiм економiї пам’ятi, необхiдної для зберiгання матрицi, використання
H-форми призводить також до бiльш економних методiв в обчислювальному
планi, нiж вищенаведенi B-методи.

Зокрема, дворангова корекцiя матрицi Hk+1, враховуючи її симетричнiсть,
вимагає не бiльше операцiй, нiж однорангова корекцiя матрицi Bk+1, а замiсть
двох множень матрицi на вектор, яких вимагають методи (1.25)–(1.28) та
(1.29)–(1.34), для H-форми достатньо й одного.

Цiлком можливо, що i методика обґрунтування H-методiв може бути не
менш гарною, нiж B-методiв. Однак, цi питання вимагають спецiального до-
слiдження, яке тут проводитись не буде. Зазначимо лише, що формули (1.35)
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та (1.36) для перерахунку Hk+1 дуже нагадують перерахунок аналогiчних
матриць у квазiньютонiвських методах [5].
Числовi експерименти. Оскiльки методи (1.25)–(1.28) та (1.29)–(1.34)

iдентичнi методам (28)–(33) та (37)–(44) з [8], то немає особливої потреби в
числовому дослiдженнi їхньої поведiнки залежно вiд розмiрiв задач. Можна
вважати, що для справедливi результати, наведенi в [8] (табл. 1 i 2). Хо-
ча тут потрiбне деяке застереження. Справа в тому, що набiр тестових
задач у [8] характеризується сильною яружнiстю. Враховуючи, що рiзним
B-методам вiдповiдають рiзнi способи накопичення помилок у матрицi Bk,
чисельнi розрахунки можуть не спiвпадати повнiстю, тобто можливi незнач-
нi розбiжностi.

Тому в першiй серiї експериментiв обмежимося задачами невеликих розмi-
рiв n ∼ 5−10 i перевiримо числову стiйкiсть вищенаведених методiв вiдносно
точностi розв’язання задач за функцiоналом. Як тестовi негладкi задачi ви-
беремо два найчастiше згадуванi приклади кусково-квадратичних функцiй:

Shor(n = 5, f∗ = 22.6001620958) та

Maxquad(n = 10, f∗ = −0.841408334596),

якi вважаються поганими задачами для субградiєнтних методiв. Така скру-
пульозна вказiвка f∗ для задач Shor i Maxquad обумовлена тим, щоб пере-
вiрити роботу методiв при досить малих значеннях εf. Як тестовi гладкi за-
дачi виберемо квадратичнi задачi Quad(t) з [8] з рiзним ступенем яружностi
(Quad(10.) i Quad(3.)) i при рiзних розмiрах (n = 5 i n = 10). Тут f∗ = 0.
Всi цi задачi характеризує єдина точка мiнiмуму, але для негладких задач
вона визначена точнiстю задання f∗. Як εf вiзьмемо ε0 та ε20. Тут ε0 = 10−5

для негладких задач та 10−10 для квадратичних задач.
Результати роботи методiв наведенi в таблицi 1.1. Тут iter(ε) – кiлькiсть

обчислень значень функцiї та її субградiєнта, необхiдне для досягнення то-
чностi ε за функцiоналом.

У дужках наведено кiлькiсть перетворень простору, якi при цьому реалi-
зуються. Як видно з таблицi 1.1, робота методiв (1.25)–(1.28) та (1.29)–(1.34)
не настiльки безнадiйна, як робота класичного фейєрiвського методу без пе-
ретворення простору.

Це певною мiрою пiдтверджує, що лiнiйне перетворення простору, спря-
моване на вирiвнювання поверхонь рiвня функцiї, здатне значно збiльшити
точнiсть розв’язання задач за функцiоналом для iтерацiйних методiв
фейєрiвського типу.
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Таблиця 1.1: εf-збiжнiсть методiв (1.25)–(1.28) та (1.29)–(1.34)

метод (1.25)–(1.28) метод (1.29)–(1.34)

Задача n iter(ε0) iter(ε20) iter(ε0) iter(ε20)

Shor 5 112(109) 227(224) 38(36) 70(68)

Maxquad 10 120(113) 293(286) 41(35) 85(79)

Quad(3) 5 40(11) 73(11) 40(11) 73(11)

Quad(3) 10 82(60) 115(74) 76(59) 109(80)

Quad(10) 5 60(22) 93(22) 57(21) 90(21)

Quad(10) 10 187(141) 220(152) 148(124) 181(141)

Таблиця 1.2: εf-збiжнiсть методу (1.29)–(1.34)

Задача n f(x0) − f
∗ iter(10−5) iter(10−10) iter(10−20)

Quad(1.1) 50 581.955 42(32) 65(49) 102(73)

Sabs(1.1) 50 1163.909 176 279 347

Quad(1.05) 100 1305.013 51(43) 79(65) 124(97)

Sabs(1.05) 100 2610.025 318 424 614

Витраченi зусилля на розв’язання цих задач з точнiстю εf = ε20 за функцiо-
налом часто вдвiчi бiльшi, нiж з точнiстю εf = ε0. Однак, цей розрив суттє-
во скорочується зi збiльшенням розмiрiв задач. Про це свiдчить друга серiя
експериментiв з методом (1.29)–(1.34) для слабо яружних задач Quad(t) та
Sabs(t) з [8]. Результати наведено у таблицi 1.2. Для задаx Sabs(t) перетворе-
ння простору реалiзується практично на кожному кроцi методу (1.29)–(1.34).
Тому для них у таблицi 1.2 наведено лише загальне число iтерацiй.
Деякi висновки та загальнi зауваження. Отже, однорангове перетво-

рення простору — гiдна замiна дворангового перетворення в тому розумiн-
нi, що B-методи на його основi вимагають меншої кiлькостi операцiй. Воно
дозволяє будувати рiзноманiтнi методи змiнної метрики, що мають просту
iнтерпретацiю, i допускає зручний механiзм доведення методiв у B-формi,
що базується на зовнiшнiй апроксимацiї множини екстремумiв, яка зменшу-
ється за об’ємом, елiпсоїдом X, який є образом кулi в Yk. Цей факт дозволяє
отримати задовiльнi вiдповiдi на низку питань в опуклому програмуваннi.
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Зокрема, теорема 1.3 вказує про принципову можливiсть побудови кон-
структивного критерiю зупинки для несумiсних систем опуклих нерiвностей

шляхом аналiзу послiдовностi
∞∑
k=0

h2k. Якщо
K∑
k=0

h2k ≥ r2 при деякому K, це

означає, що система опуклих нерiвностей не має допустимої точки в кулi
радiусу r з центром в точцi x0. Отже, вищенаведенi методи за скiнчену кiль-
кiсть крокiв або знаходять допустиму точку системи опуклих нерiвностей,
або одержують достатню умову її несумiсностi.

При побудовi процесiв знаходження мiнiмуму опуклої функцiї f(x) при не-
вiдомому значеннi f∗ радiус кулi, що локалiзує множину екстремумiв у пе-
ретвореному просторi, дозволяє простий механiзм уточнення нижньої оцiнки
f∗. Для отримання верхньої оцiнки f∗ можна використовувати як її «грубе»
уточнення шляхом поєднання з кроками, близькими до класичного методу
елiпсоїдiв, i бiльш «точне» за допомогою процедур типу найшвидшого спуску.
Як перший, так i другий шлях дозволяє для доведення збiжностi методiв збе-
регти критерiй зменшення об’єму областi локалiзацiї множини екстремумiв.
Але, якщо перший у низцi випадкiв дозволяє зберегти також можливiсть руху
антисубградiєнтом i приводить до субградiєнтних методiв фейєрiвського ти-
пу зi змiною початкового наближення, то другий вимагатиме змiни напрямку
дослiдження поведiнки функцiї (наприклад, як у ε-субградiєнтних методах)
i приведе до методiв на кшталт спряжених градiєнтiв, але у перетвореному
просторi аргументiв.

Зокрема, керування параметром γ: 0 ≤ γ < 1 i для фейєрiвських процесiв
при вiдомому f∗ дозволяє будувати методи, близькi до методiв на кшталт
спряжених градiєнтiв.

Наприклад, як у [19], тобто як напрямок руху з точки в перетвореному
просторi використовується агрегатний вектор, який є опуклою комбiнацiєю
обчислених ранiше субградiєнтiв i задає кращий напрямок на точку оптиму-
му, нiж останнiй субградiєнт. Це приводить до досить розумних схем методiв
навiть в умовах мiнiмуму iнформацiї, яка використовується.

Зокрема, для одного з них достатньо використовувати останнiй обчисле-
ний субградiєнт та деякий агрегатний вектор, по якому здiйснюється рух з
точки. Для другого достатньо двох агрегатних векторiв та останнього субгра-
дiєнта. При цьому автоматично оновлюватимуться вектори агрегатного типу
i замiнюватимуться останнiми обчисленими субградiєнтами.

Враховуючи, що при цьому також є можливiсть обчислювати субградiєнт
у точцi, в яку перенесенi вектори агрегатного типу, в обчислювальному ро-
зумiннi цi методи можуть виявитися кращими, нiж метод (1.29)–(1.34).
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Але, в будь-якому випадку, особливо для задач великих розмiрiв, не обi-
йтися без деякої процедури накопичення субградiєнтiв, якi б характеризува-
ли яружнiсть функцiї. Очевидно, що метод (1.29)–(1.34) можна полiпшити за
допомогою використання великої кiлькостi обчислених ранiше субградiєнтiв
з переведенням їх у черговий перетворений простiр аргументiв. Однак, при
цьому складно будувати конструктивнi правила вiдсiву зайвих субградiєнтiв.
Тому доцiльно будувати схеми методiв так, щоб механiзм вiдсiву був простим.
Найкраще для цього пiдходить процедура послiдовного проектування деякої
точки в перетвореному просторi, наприклад центру кулi, яка локалiзує мно-
жину екстремумiв, на множину як у (1.4), починаючи з обчисленого в цiй
точцi ϕ(y) та ∂ϕ(y), i до тих пiр, поки задача проектування буде розв’язу-
ватись аналiтично. Зрозумiло, що таким чином не можна накопичити бiльше
нiжm ≤ (n+1) субградiєнтiв, першi (m−1) з яких задаватимуть конус, який
локалiзує множину екстремумiв, аm-й субградiєнт буде обчислено у вершинi
цього конуса, що знаходиться на найкоротшiй вiдстанi вiд центра кулi. Далi
переходимо у вершину конуса i за допомогою перетворення (1.11) позбавляє-
мося тупих кутiв мiж субградiєнтами. Використовуючи як нову точку верши-
ну конуса i обчислений у нiй субградiєнт, повторюємо зазначену процедуру.
Якщо при цьому точку, що проектується, замiнювати на вершину поточного
конуса, то отримаємо процедуру накопичення субградiєнтiв як у методi орто-
гонального спуску [16], при цьому кут мiж будь-якими двома субградiєнтами
буде негострим. Такi схеми методiв приводять до досить простого розв’яза-
ння проблем проектування у фейєрiвських методах, проблем вiдсiву зайвих
субградiєнтiв, i, крiм того, дозволяють забезпечити бiльш розумнi поверхнi
рiвня функцiї в наступних перетворених просторах. Досить стiйка робота ме-
тоду (1.29)–(1.34) дозволяє сподiватися на ефективнiсть роботи таких методiв
для задач чималих розмiрiв.

1.4. Доортогоналiзуючий одноранговий оператор

Одноранговий оператор не дозволяє просто працювати з бiльше нiж двома-
трьома векторами. Нехай K(g1, g2, . . . , gm), m ≤ n — гострокутний конус,
який локалiзує множину екстремумiв. Тут g1, g2, . . . , gm — лiнiйно-незалежнi
субградiєнти, причому (gi, gj) < 0 для всiх i = 1,m, j = 1,m, таких, що i 6= j.
Для ефективного перетворення конуса K(g1, g2, . . . , gm) за допомогою одно-
рангового оператора потрiбно в кожному з перетворених просторiв розв’язу-
вати задачi занурення такого типу конусiв в простiшi конуси K(p1, p2), такi,
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що (p1, p2) < 0. Цi задачi не є проблемою, а їх розв’язання потребує незна-
чних обчислювальних витрат. Однак, цього можна уникнути, якщо на кроцi
методу забезпечити роботу з простiшим конусом, наприклад, ортогональним.

Таку можливiсть легко реалiзувати i для перетворення простору можна
використовувати лiнiйний неортогональний оператор, описаний нижче.
Доортогоналiзуючий одноранговий оператор. Нехай в Rn задано на-

бiр векторiв

P = {p1, p2, ..., pm}, ‖pi‖ = 1, i = 1, . . . ,m, m ≤ n, (1.37)

для яких виконуються такi умови:

(pi, pj) = 0, i 6= j, i = 1, 2, . . . ,m− 1, j = 1, 2, . . . ,m− 1, (1.38)∥∥∥pm −

m−1∑
i=1

(pm, pi)pi

∥∥∥2 = 1− m−1∑
i=1

(pm, pi)
2 > 0. (1.39)

тобто вектори з P лiнiйно незалежнi, причому першi (m−1) векторiв взаємно-
ортогональнi, а pm не обов’язково ортогональний до всiх попереднiх.

Позначимо

p =

m−1∑
i=1

(pm, pi)pi.

Для векторiв (1.37), що задовольняють (1.38) i (1.39), виконуються рiвностi:

a) (p, pm − p) = 0;

b) (pi, pm − p) = 0, i = 1, . . . ,m− 1; (1.40)
c) (pm, pm − p) = ‖pm − p‖2.

Ними часто користуватимемося надалi.
Розглянемо лiнiйний оператор з Rn в Rn, який у матричному виглядi пред-

ставимо так:
Tλ(pm, p) = I+

pm − p

‖pm − p‖2
( 1
λ
pm + p

)T
, (1.41)

де I – одинична матриця розмiрностi n× n, λ – деякий скаляр, такий, що

λ(λ+ 1) 6= 0.

Вибiр параметра λ i його сенс обговоримо трохи пiзнiше. Оператор (1.41)
будемо називати доортогоналiзуючим одноранговим оператором. Для нього
справедливi такi твердження.
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Лема 1.4. Для оператора Tλ(pm, p) при λ(λ + 1) 6= 0 iснує обернений
T−1λ (pm, p) i

T−1λ (pm, p) = I−
pm − p

‖pm − p‖2
( 1

λ+ 1
pm +

λ

λ+ 1
p
)T
. (1.42)

Крiм того,

T Tλ (pm, p) Tλ(pm, p) =

= I+
1

‖pm − p‖2

(( 2
λ
+
1

λ2

)
pmp

T
m − ppT + pmp

T + pp Tm

)
. (1.43)

Доведення. Справедливiсть (1.42) та (1.43) легко показати безпосередньою
перевiркою. Зокрема, враховуючи, що в силу (1.40a) та (1.40с), має мiсце(1
λ
pm+ p, pm− p

)
=
1

λ
(pm, pm − p) + (p, pm − p) =

1

λ
‖pm− p‖2, для пере-

вiрки (1.42) маємо

Tλ(pm, p) T
−1
λ (pm, p) =

(
I+

pm − p

‖pm − p‖2
(1
λ
pm + p

)T)
×

×
(
I−

pm − p

‖pm − p‖2
( 1

λ+ 1
pm +

λ

λ+ 1
p
)T)

=

=

(
I+

pm − p

‖pm − p‖2
(1
λ
pm + p

)T)(
I−

λ

λ+ 1

pm − p

‖pm − p‖2
(1
λ
pm + p

)T)
=

= I+

(
1−

λ

λ+ 1
−

λ

λ+ 1

(1
λ
pm + p, pm − p

)
‖pm − p‖2

)
pm − p

‖pm − p‖2
×

×
(
1

λ
pm + p

)T
=

= I+

(
1

λ+ 1
−

λ

λ+ 1

1

λ

pm − p

‖pm − p‖2

)
pm − p

‖pm − p‖2

(
1

λ
pm + p

)T
= I.

Справедливiсть (1.43) випливає з

T Tλ (pm, p)Tλ(pm, p) =

=

(
I+

(
1

λ
pm + p

)(
pm − p

‖pm − p‖2

)T)(
I+

pm − p

‖pm − p‖2

1
λ
pm + p

)T =
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=I+
1

‖pm − p‖2

((
1

λ
pm + p

)
(pm − p) + (pm − p)

(
1

λ
pm + p

)T
+

+

(
1

λ
pm + p

)(
1

λ
pm + p

)T)
=

=I+
1

‖pm − p‖2

(
2

λ
+
1

λ2

)
pmp

T
m + (−1− 1+ 1)ppT+

+

(
−
1

λ
+

1

λ+ 1

)
pmp

T +

(
1

λ
−

1

λ+ 1

)
ppTm =

=I+
1

‖pm − p‖2

((
2

λ
+
1

λ2

)
pmp

T
m − ppT + pmp

T + ppTm

)
.

Справедливiсть (1.42) та (1.43) показали.

Лема 1.5. Нехай набiр векторiв (1.37) задовольняє (1.38) та (1.39),
i P̃ = {p̃1, p̃2, . . . , p̃m} — набiр векторiв, отриманих з (1.37), як
p̃i = (T−1λ (pm, p))

Tpi для всiх i = 1,m при λ(λ + 1) 6= 0. Тодi жоден з
векторiв p̃i тотожно не рiвний нульовому вектору, (p̃i, p̃j) = 0, i 6= j,
i = 1,m, j = 1,m, i, окрiм того,

p̃i = pi, i = 1,m− 1, p̃m = λ
λ+1(pm − p). (1.44)

Доведення. Перерахунок векторiв pi для всiх i = 1,m виконується згiдно з
спiввiдношенням

p̃i = (T−1λ (pm, p))
Tpi =

(
I−

( 1

λ+ 1
pm +

λ

λ+ 1
p
) (pm − p)T

‖pm − p‖2

)
pi =

= pi −
( 1

λ+ 1
pm +

λ

λ+ 1
p
)(pm − p, pi)

‖pm − p‖2
.

Звiдси випливає справедливiсть першої частини (1.44), оскiльки (pm −

p, pi) = 0 для всiх i = 1,m− 1 в силу властивостi (1.40b). Для p̃m з ура-
хуванням (1.40c) отримуємо

p̃m = pm −
( 1

λ+ 1
pm +

λ

λ+ 1
p
)‖pm − p‖2

‖pm − p‖2
=

λ

λ+ 1
(pm − p).

Той факт, що жоден з векторiв p̃i, i = 1,m, тотожно не дорiвнює нульовому
вектору, випливає з того, що ‖p̃i‖ = ‖pi‖ = 1, i = 1,m− 1, а також з умови
(1.39) i λ(λ+ 1) 6= 0, що рiвносильно ‖p̃m‖ 6= 0.
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Далi, (p̃i, p̃j) = (pi, pj) = 0, i = 1,m− 1, j = 1,m− 1, i 6= j, згiдно з (1.38)

i (p̃m, p̃i) =
λ

λ+ 1
(pm − p, pi) = 0 для всiх i = 1,m− 1 згiдно з (1.40b).

Отже, оператор (1.41) допускає однорангову корекцiю матрицi Bk+1 при пе-
реходi в черговий перетворений простiр аргументiв i, бiльше того, забезпечує
достатньо зручний механiзм роботи з конусом, який визначається скiнченим
набором векторiвm ≤ n. Його використання дозволяє будувати конструктив-
нi методи змiнної метрики з досить наочною геометричною iнтерпретацiєю у
перетвореному просторi аргументiв.
1. Якщо як вектори вибирати субградiєнти, можна отримати рiзноманi-

тнi методи, на кшталт спряжених градiєнтiв для гладких функцiй. Зокрема,
для безумовної мiнiмiзацiї додатно визначених квадратичних функцiй проста
процедура послiдовного накопичення градiєнтiв з їхньою доортогоналiзацiєю
приводить до методiв цього типу, якi вимагають не бiльше нiж (n+ 1) обчи-
слень значення функцiї та градiєнта. При цьому за допомогою вибору крокiв
необхiдно лише гарантувати лiнiйну незалежнiсть векторiв y0−yk, k = 1,m,
m ≤ n, де y0 = Amx0, yk = Amxk, а на останньому m-му кроцi методу,
коли отримано лiнiйно залежний градiєнт, для знаходження точки мiнiму-
му розв’язати в перетвореному просторi просту систему лiнiйних рiвнянь з
дiагональною матрицею розмiрностi m×m. Керування параметром λ в опе-
раторi (1.41) дозволяє зберiгати додатну визначенiсть матрицi Hk = BkBTk та
керувати ступенем її виродженостi. Це дозволяє будувати методи на кшталт
спряжених градiєнтiв для негладких задач.
2. Використання скаляра

(
pm,

p

‖p‖

)
задає досить зручний механiзм для

уточнення нижньої оцiнки f∗ у перетвореному просторi аргументiв. Ця об-
ставина дозволяє забезпечити конструктивний критерiй зупинки у розумiннi
наближеного виконання умов оптимальностi задач опуклого програмування.
Його можна використовувати для побудови методiв змiнної метрики, вико-
ристовуючи процедури на кшталт ε-субградiєнтних [20], але у перетвореному
просторi аргументiв. Враховуючи, що при певному значеннi параметра λ збе-
рiгається зовнiшня апроксимацiя множини екстремумiв у перетвореному про-
сторi кулею без збiльшення радiусу, такi процедури пiдходять i для реалiзацiї
внутрiшнього алгоритму МЦВПТ [9].
3. За допомогою перетворення (1.41) можна спробувати отримати обчи-

слювально стiйкi методи для розв’язання систем лiнiйних рiвнянь в рамках
методiв ортогоналiзацiї, якi зарекомендували себе чисельно нестiйкими [21].
При цьому, окрiм самого перетворення, є низка механiзмiв як на рiвнi
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B-форми, так i H-форми, для забезпечення стiйкого перерахунку вiдстаней
до гiперплощин у перетвореному просторi аргументiв.
4. Перетворення (1.41) дозволяє просто будувати методи змiнної метрики,

якi базуються на локалiзацiї множини екстремумiв конусом в Rn. На одному
з таких варiантiв методiв для розв’язання задачi (1.1), який допускає кла-
сичний фейєрiвський крок у напрямку антисубградiєнта, i зосередимося в
цьому роздiлi. В його основi лежить простий геометричний факт. Нехай yk –
вершина ортогонального конуса K(g1, . . . , gm), який локалiзує множину екс-
тремумiв, i gk — обчислений у нiй субградiєнт. Нехай K1(g′1, . . . , g

′
m1
, gk) —

побудований з урахуванням цiєї iнформацiї черговий конус з вершиною в yk.
Тут g′1, . . . , g

′
m1

— тi з ортогональних субградiєнтiв конуса K(g1, . . . , gm), для
яких виконується нерiвнiсть (gi, gk) < 0. За побудовою цей конус мiститиме
множину екстремумiв задачi (1.1). Конус K1(g′1, . . . , g

′
m1
, gk) — нетупокут-

ний, а його ребра утворюють мiж собою гострi кути. Перетворення його в
ортогональний конус природно використовувати для покращення структури
поверхонь рiвня яружних функцiй.

Оператор (1.41) i така покрокова стратегiя побудови конуса приводить до
низки методiв змiнної метрики, якi базуються на локалiзацiї множини екс-
тремумiв у перетвореному просторi ортогональним конусом, який визначає-
ться обчисленими ранiше субградiєнтами. При цьому автоматично забезпе-
чується вирiшення проблеми обмеження кiлькостi субградiєнтiв, якi зберiга-
ються. Бiльш того, їхнє вiдсiювання вiдбувається не простим «забуванням»,
а кожен з цих векторiв робить певний внесок у перетворення простору, яке
спрямоване на розширення конуса можливих напрямкiв спадання функцiї.

Для процесiв з класичним фейєрiвським кроком у напрямку антисубгра-
дiєнта та описаною стратегiєю побудови конуса, який локалiзує множину
екстремумiв, є двi можливостi їхньої реалiзацiї. Перша — спочатку робити
перетворення простору, а потiм у перетвореному просторi реалiзовувати кла-
сичний феєрiвський крок у напрямку g̃k. Тут g̃k — образ субградiєнта gk
у перетвореному просторi аргументiв. Друга — спочатку робити класичний
фейєрiвський крок у напрямку gk, а потiм перетворювати простiр аргумен-
тiв. В обох випадках отримаємо локалiзацiю множини екстремумiв ортого-
нальним конусом у перетвореному просторi аргументiв. У першому випадку
для всiх перенесених в поточну точку обчислених ранiше субградiєнтiв бу-
де реалiзовано максимальний зсув по опуклостi f(x). У другому — кожен з
перенесених у поточну точку субградiєнтiв, крiм останнього, допускає дода-
тний крок у напрямку антисубградiєнта так, щоб не порушити локалiзацiї
множини екстремумiв ортогональним конусом. Отже, у другому випадку ме-
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тод можна покращити у розумiннi локалiзацiї множини екстремумiв за раху-
нок кроку по опуклiй комбiнацiї ортогональних субградiєнтiв, не включаючи
останнього. Це приводить до напрямку руху, вiдмiнного вiд антисубградiєн-
та, i другий шлях не розглядатимемо. Очевидно, що без кроку по опуклiй
комбiнацiї попереднiх субградiєнтiв вiн програватиме першому.

Зупинимось на першому варiантi та описанiй покроковiй стратегiї побудо-
ви конуса. Такi процеси для розв’язання задачi (1.1) називатимемо методами
ортогонального субградiєнтного спуску з класичним феєрiвським кроком че-
рез те, що рух з точки в перетвореному просторi визначається субградiєнтом
у нiй, який ортогональний до накопичених субградiєнтiв.
Метод ортогонального субградiєнтного спуску з класичним фейє-

рiвським кроком (ORTGF). Перш нiж переходити до його опису, визначимо
ще деякi параметри, якi мають суто практичне значення та конкретизують
правило побудови чергового конуса. Зокрема, окрiм точностi розв’язання за-
дачi (1.1) за функцiоналом — εf > 0, використовуватимемо ще два досить
малi додатнi скаляри: εK та εR, а також параметр m0 ≤ n− 1. Тут εK > 0 ви-
значатиме правило вiдсiву субградiєнтiв, тобто при переходi до (k+1)-го кро-
ку залишатимемо тiльки тi ортогональнi субградiєнти, для яких виконується
умова

( gi

‖gi‖
,
gk

‖gk‖

)
< −εK, εR > 0 визначатиме додатковий вiдсiв субградiєн-

тiв, щоб уникнути накопичення помилок обчислень у процесi доортогоналiза-
цiї, тобто тi ортогональнi субградiєнти, для яких

∣∣∣( gi

‖gi‖
,
gj

‖gj‖

)∣∣∣ > εR, виклю-

чатимемо. Параметр m0 задаватиме обмеження на максимальну кiлькiсть
субградiєнтiв, якi зберiгаються, i це будуть субградiєнти обчисленi останнiми.
Множину субградiєнтiв, якi зберiгаються, на k-му кроцi позначатимемо Pk,
а її розмiр, тобто кiлькiсть накопичених субградiєнтiв — size(Pk). Зокрема,
якщо Pk = Ø, то size(Pk) = 0. Для роботи з Pk використовуватимемо операцiї
суми (∪) та рiзницi (\).

Для спрощення викладення матерiалу пiдемо на ще деякi обмеження у ме-
тодi ORTGF. Зокрема, зберiгатимемо тiльки нормованi субградiєнти i, крiм
того, параметр λ вважатимемо постiйним. Хоча слiд зауважити, що викорис-
товуючи норми субградiєнтiв та змiнний параметр λk, можна забезпечити
бiльш змiстовнi методи ортогонального субградiєнтного спуску. Наприклад,
за допомогою використання оператора розтягу простору та оператора (1.41)
можна забезпечити перетворення простору таким чином, щоб напрямок ру-
ху в Yk збiгався з найкоротшим вектором до опуклої оболонка накопичених
субградiєнтiв. Такий напрямок руху використовується в ε-субградiєнтних ме-
тодах i вважається вдалою замiною ньютонiвському напрямку.
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Враховуючи вищесказане, ORTGF(x0, εf, λ, εK, εR,m0) — метод ортогональ-
ного субградiєнтного спуску з класичним фейєрiвським кроком — набуває
такого вигляду.
Iнiцiалiзацiя: B0 = In, P0 = ∅.
Нехай на k-му кроцi отримано xk, Bk та Pk. Обчислимо f(xk) та ∂f(xk).

Якщо f(xk)−f∗ ≤ εf, то xk —шукана точка та ЗУПИНКА. Iнакше переходимо
до (k+ 1)-го кроку.

1) Покладемо ξk =
BTk∂f(xk)

‖BTk∂f(xk)‖
та hk =

f(xk) − f
∗

‖BTk∂f(xk)‖
.

2) Сформуємо множину P̃k = {pi ∈ Pk : (pi, ξk) < −εK}, зберiгаючи поря-
док слiдування pi в Pk.

3) Якщо size(Pk) = 0, то покладемо Bk+1 = Bk, ξk+1 = ξk, hk+1 = hk та
переходимо до пункту 4. Iнакше обчислюємо вектор p̃k =

∑
pi∈P̃k

(pi, ξk)pi

та перераховуємо параметри: Bk+1 = BkT−1λ (ξk, p̃k),

ξk+1 =
BTk+1∂f(xk)

‖BTk+1∂f(xk)‖
, hk+1 =

f(xk) − f
∗

‖BTk+1∂f(xk)‖
.

В обчислювальному планi це рiвносильно Bk+1 = Bk(I− η1ηT2), де

η1 =
ξk − p̃k
‖ξk − p̃k‖2

, η2 =
1

λ+ 1
ξk +

λ

λ+ 1
p̃k.

ξk+1 =

λ

λ+ 1
(ξk − p̃k)

‖ λ

λ+ 1
(ξk − p̃k)‖

, hk+1 =
hk

‖ λ

λ+ 1
(ξk − p̃k)‖

.

4) Обчислимо наступне наближення xk+1 = xk − hk+1Bk+1ξk+1.

5) Сформуємо наступну множину

Pk+1 = {pi ∈ P̃k : |(pi, ξk+1)| < εR} ∪ ξk+1,

згiдно з порядком слiдування pi в P̃k, ξk+1 буде останнiм вектором в Pk+1.
Якщо size(Pk+1) > m0, то Pk+1 = Pk+1 \ {p1 ∈ Pk+1}, де p1 – перший
вектор в Pk+1.

6) Переходимо до наступного кроку з xk+1, Bk+1, Pk+1.
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Теорема 1.5. Для k-го кроку методу ORTGF виконується(
Ak(xk − x

∗), ξk
)
≥ f(xk) − f

∗

‖BTk∂f(xk)‖
≥ 0, (1.45)

де Ak = B−1
k . Коли Pk 6= Ø, то ‖pi‖ = 1 для всiх pi ∈ Pk; (pi, pj) = 0 для

pi, pj ∈ Pk таких, що i 6= j; окрiм того, виконуються нерiвностi

(Ak(xk − x
∗), pi) ≥ 0, pi ∈ Pk, (1.46)

(Ak(xk − x
∗), p̃k) ≤ 0. (1.47)

Доведення. Cправедливiсть (1.45) випливає з

(Ak(xk − x
∗), ξk) =

(
Ak(xk − x

∗),
BTk∂f(xk)

‖BTk∂f(xk)‖

)
=

=
(xk − x

∗, ∂f(xk))

‖BTk∂f(xk)‖
≥ f(xk) − f

∗

‖BTk∂f(xk)‖

через опуклiсть f(x).
Ортогональнiсть та нормованiсть векторiв у Pk = P̃k−1 ∪ ξk забезпечує

оператор Tλ(ξk−1, p̃k−1) за лемою 1.5, оскiльки вектори в P̃k−1 ортогональнi

та нормованi, а ξk =
(
T−1λ (ξk−1, p̃k−1)

)T
ξk−1

‖
(
T−1λ (ξk−1, p̃k−1)

)T
ξk−1‖

.

Для тiєї частини Pk, яка сформована з P̃k−1, справедливiсть (1.46) випливає
за iндукцiєю. Дiйсно, нехай

(Ak−1(xk−1 − x
∗), pi) ≥ 0, pi ∈ Pk−1.

Враховуючи, що за лемою 1.5
(
T−1λ (ξk−1, p̃k−1)

)T
pi = pi та (ξk, pi) = 0 для

всiх pi ∈ P̃k−1, маємо

(Ak(xk − x
∗), pi) = (Ak(xk−1 − x

∗ − hkBkξk), pi) =

= (Ak(xk−1 − x
∗) − hkξk, pi) = (Ak(xk−1 − x

∗), pi) − hk(ξk, pi) =

= (Ak(xk−1 − x
∗), pi) =

(
Ak(xk−1 − x

∗),
(
T−1λ (ξk−1, p̃k−1)

)T
pi

)
=

=
(
T−1λ (ξk−1, p̃k−1)Ak(xk−1 − x

∗), pi
)
= (Ak−1(xk−1 − x

∗), pi),

звiдки випливає справедливiсть (1.46) для тiєї частини Pk, яка сформована з
P̃k−1.
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Для ξk, оскiльки ξk =
BTk∂f(xk−1)

‖BTk∂f(xk−1)‖
i hk =

f(xk−1) − f
∗

‖BTk∂f(xk−1)‖
, справедливiсть

(1.46) випливає з(
Ak(xk − x

∗), ξk

)
=
(
Ak(xk−1 − x

∗ − hkBkξk), ξk

)
=

=
(
Ak(xk−1 − x

∗) − hkξk, ξk

)
=
(
Ak(xk−1 − x

∗), ξk

)
− hk =

=
(
Ak(xk−1 − x

∗),
BTk∂f(xk−1)

‖BTk∂f(xk−1)‖

)
−
f(xk−1) − f

∗

‖BTk∂f(xk−1)‖
=

=

(
xk−1 − x

∗, ∂f(xk−1)
)
−
(
f(xk−1) − f

∗)
‖BTk∂f(xk−1)‖

≥ 0

через опуклiсть f(x).
Нарештi справедливiсть (1.47) забезпечують нерiвностi (1.46) та спосiб

формування множини P̃k, який для вектора p̃k гарантує вибiр вiд’ємних кое-
фiцiєнтiв за вiдповiдних pi.

Теорема 1.6. Послiдовнiсть {xk+1}
∞
k=0, що генерується алгоритмом

ORTGF при λ = −1/2, задовольняє нерiвностi

‖Ak+1(xk+1 − x∗)‖2 ≤ ‖Ak(xk − x∗)‖2 −
(f(xk) − f

∗)2

‖BTk∂f(xk)‖2
. (1.48)

Тут Ak = B
−1
k , Ak+1 = B−1

k+1, k ≥ 0.

Доведення. Якщо Pk = Ø, то ξk+1 = ξk =
BTk∂f(xk)

‖BTk∂f(xk)‖
, Bk+1 = Bk, hk+1 =

hk =
f(xk) − f

∗

‖BTk∂f(xk)‖
, i нерiвнiсть (1.48) випливає з

‖Ak+1(xk+1 − x∗)‖2 =
= ‖Ak(xk − x∗ − hkBkξk)‖2 = ‖Ak(xk − x∗) − hkξk‖2 =
= ‖Ak(xk − x∗)‖2 − 2hk(Ak(xk − x∗), ξk) + h2k =

= ‖Ak(xk − x∗)‖2 − 2
f(xk) − f

∗

‖BTk∂f(xk)‖
(Ak(xk − x

∗), ξk) +
(f(xk) − f

∗)2

‖BTk∂f(xk)‖2
≤

≤ ‖Ak(xk − x∗)‖2 −
(
f(xk) − f

∗)2
‖BTk∂f(xk)‖2

через спiввiдношення (1.45) теореми 1.5.
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Коли Pk 6= Ø, через опуклiсть f(x) маємо

‖Ak+1(xk+1 − x∗)‖2 =

=
∥∥∥Ak+1(xk − x∗) − f(xk) − f

∗

‖BTk+1∂f(xk)‖
·
BTk+1∂f(xk)

‖BTk+1∂f(xk)‖

∥∥∥2 =
= ‖Ak+1(xk − x∗)‖2 − 2

f(xk) − f
∗

‖BTk+1∂f(xk)‖2
(xk − x

∗, ∂f(xk)) +

+
(f(xk) − f

∗)2

‖BTk+1∂f(xk)‖2
≤ ‖Ak+1(xk − x∗)‖2 −

(f(xk) − f
∗)2

‖BTk+1∂f(xk)‖2
.

Оцiнимо обидва доданки в (1.49). Для першого, використовуючи спiввiд-
ношення (1.43) леми 1.4 при λ = −1/2, маємо

‖Ak+1(xk − x∗)‖2 = ‖T−1/2(ξk, p̃k) Ak(xk − x∗)‖2 =

=
(
Ak(xk − x

∗), T T−1/2(ξk, p̃k) T−1/2(ξk, p̃k) Ak(xk − x
∗)
)
=

=

(
Ak(xk − x

∗),

(
I+

(
p̃kξ

T + ξp̃Tk − p̃kp̃
T
k

)
‖ξk − p̃k‖2

)
Ak(xk − x

∗)

)
=

= ‖Ak(xk − x∗)‖2 +

+
2
(
Ak(xk − x

∗), ξk

)(
Ak(xk − x

∗), p̃k

)
‖ξk − p̃k‖2

−

(
Ak(xk − x

∗), p̃k

)2
‖ξk − p̃k‖2

≤

≤ ‖Ak(xk − x∗)‖2 +

+
2
(
Ak(xk − x

∗), ξk

)(
Ak(xk − x

∗), p̃k

)
‖ξk − p̃k‖2

≤ ‖Ak(xk − x∗)‖2. (1.49)

Остання нерiвнiсть в (1.49) випливає через спiввiдношення (1.45) та (1.47)
теореми 1.5, оскiльки (Ak(xk − x

∗), p̃k) ≤ 0, а (Ak(xk − x
∗), ξk) ≥ 0.

Окрiм того,

(f(xk) − f
∗)2

‖BTk+1∂f(xk)‖2
=
‖BTk∂f(xk)‖2

‖BTk+1∂f(xk)‖2
· (f(xk) − f

∗)2

‖BTk∂f(xk)‖2
=

=
1

‖ξk − p̃k‖2
· (f(xk) − f

∗)2

‖BTk∂f(xk)‖2
≥ (f(xk) − f

∗)2

‖BTk∂f(xk)‖2
, (1.50)

оскiльки ‖ξk − p̃k‖2 ≤ 1. Враховуючи (1.49), (1.50), з (1.49) випливає (1.48)
також в тому випадку, коли Pk 6= ∅, що завершує доведення теореми.
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Теорема 1.6 означає, що вибiр параметра λ = −1/2 для методу ORTGF
дозволяє зберегти зовнiшню апроксимацiю множини екстремумiв кулею зi
зменшенням радiусу при переходi в перетворений простiр аргументiв. Врахо-
вуючи, що | det(Bk)| = 1, такий вибiр параметра λ дозволяє обґрунтовувати
збiжнiсть методу ORTGF в розумiннi зовнiшньої локалiзацiї множини екс-
тремумiв елiпсоїдом зi зменшенням об’єму. Однак, зменшення об’єму тут бу-
де невеликим, оскiльки його забезпечує лише класичний фейєрiвський крок
з центру кулi. Тим не менш, оператор (1.41) при λ = −1/2 (на жаль вiн
єдиний) дозволяє покращувати структуру поверхонь рiвня функцiї, не збiль-
шуючи об’єм областi локалiзацiї множини екстремумiв. Цей факт дозволяє
обґрунтовувати методи змiнної метрики i за будь-яких iнших стратегiй побу-
дови нетупокутного конуса, що локалiзує множину екстремумiв.

При цьому перетворення (1.41) набуває вигляду

T−1/ 2(pm, p) = T−1−1/2(pm, p) = I−
pm − p

‖pm − p‖2
(2pm − p)T =

=

(
I− 2

pm − p

‖pm − p‖

( pm − p

‖pm − p‖

)T)(
I+

pm − p

‖pm − p‖2
pT
)

i мiстить як «чисте» вiдображення, яке визначається ортогональною матри-
цею, так i перетворення, що дiє за типом «розтягу». Вiдносно вiдображення
субградiєнтнi методи, а також методи на кшталт вiдсiкань iнварiантнi, а пе-
ретворення на кшталт «розтягу» здатне покращувати структуру поверхонь
рiвня функцiї, що оптимiзується.

Недолiк оператора (1.41) при λ = −1/2 полягає в тому, що вiн не є сти-
скаючим для простору субградiєнтiв, тобто det(BkB

T
k) = 1. Це сприяє нако-

пиченню помилок при обчисленнi нормованих напрямкiв i може призвести до
нестiйкої роботи методiв для сильно яружних функцiй.

З теореми (1.6) випливає теорема (1.7).

Теорема 1.7. Нехай на кожному етапi методу ORTGF при λ = −1/2

‖Bk‖ ≤ c1 i ‖∂f(xk)‖ ≤ c2. Тодi метод ORTGF розв’язує задачу (1.1) з точ-

нiстю εf не бiльше, нiж за K крокiв, де K =
[(c1c2‖x0 − x∗‖

εf

)2]
+1.

Її доведення аналогiчне доведенню теореми 1.3.
Однак, параметр λ = −1/2 єдиний, який дозволяє, ґрунтуючись на розбiж-

ностi суми ряду
k∑
i=0

(f(xi) − f
∗)2

‖BTi ∂f(xi)‖2
, обґрунтувати збiжнiсть для методу ORTGF

у розумiннi εf-збiжностi за функцiоналом. Для обґрунтування збiжностi
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ORTGF при iнших значеннях параметра λ, зокрема змiнних, потрiбно ви-
користати iнший апарат. Найбiльше тут пiдходить iнтерпретацiя цих методiв
як методiв на кшталт спряжених напрямкiв [4]. Однак це питання потребує
окремого обговорення. Тут обмежимося лише чисельною перевiркою мето-
ду ORTGF за двома значеннями параметра λ: λ = −1/2 − ORTGF(−0.5)

i λ = 1 − ORTGF(1.0). Однак, якщо для задачi (1.1) збiжнiсть методу
ORTGF(−0.5) до εf-розв’язку обґрунтована, то метод ORTGF(1.0) вимагає
бiльш чiткого обґрунтування.

Поясненням другого вибору параметра λ може слугувати таке геометрич-
не пояснення. Нехай у точцi yk на k-му кроцi методу ORTGF(−0.5) P̃k 6= ∅.
Тодi, перш нiж перетворювати конус, що локалiзує множину екстремумiв, за
допомогою оператора T−1/2(ξk, p̃k), поставимо собi за мету зменшити об’єм
областi локалiзацiї множини екстремумiв, не зiпсувавши при цьому структу-
ри конуса. Це просто зробити в рамках елiпсоїда на кшталт [8], де одна з
осей спiвпадає з напрямком (ξk − p̃k), а друга — з тим pi ∈ P̃k, для якого
(ξk, pi) ≤ −1/

√
2. Це, як правило, матиме мiсце для сильно яружних функ-

цiй. Перетворення такого елiпсоїда в кулю не змiнює структури конуса, який
локалiзує множину екстремумiв. Воно вимагає розтягу простору в напрямку
(ξk − p̃k) i стиснення в ортогональному напрямку pi, й призводить до змен-
шення норми останнього субградiєнта в перетвореному просторi аргументiв.
Вибiр параметра λ = 1 фактично надає методу цей сенс, але без додаткових
перетворень простору. При цьому норма останнього субградiєнта зменшува-
тиметься у два рази вiдносно того, що забезпечував би оператор T−1/2(ξk, p̃k).
Числовi експерименти. У першiй серiї експериментiв перевiримо чисель-

ну стiйкiсть методiвORTGF(−0.5) таORTGF(1.0) для того ж набору тестових
задач, що i в роздiлi 2, i для досягнення тiєї ж точностi εf за функцiоналом.
Як параметри формування конуса виберемо: εK = 10−4, εR = 10−8,m0 = n−1.

Результати наведено в таблицi 1.3. Тут перше число в дужках позначає
кiлькiсть перетворень, друге — максимальне число накопичених субградiєн-
тiв. Як видно з таблицi, збiжнiсть методiв до εf-розв’язку досить стiйка та
майже така ж, як i для для методу (1.29)–(1.34).

Хоча методORTGF побудовано з урахуванням вирiвнювання структури по-
верхонь рiвня f(x) для подолання її яру, проте вiн не завжди досягатиме цiєї
мети. Справа в тому, що яр ϕ(y) у точцi yk характеризує локальна поведiнка
ϕ(y) поблизу yk.

Однак при використаннi класичного фейєрiвського кроку та прийнятого
способу накопичення субградiєнтiв iснує небезпека, що накопиченi субградi-
єнти, особливо «найстарiшi», тiльки псують картину яружностi в поточнiй
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Таблиця 1.3: εf-збiжнiсть методiв ORTGF(−0.5) та ORTGF(1.0).

OTRGF(−0.5) OTRGF(1.)

Задача n iter(ε0) iter(ε20) iter(ε0) iter(ε20)

Shor 5 33(30,4) 59(56,4) 33(30,4) 69(66,4)

Maxquad 10 45(37,5) 95(87,5) 42(35,5) 88(79,5)

Quad(3.) 5 40(9,2) 71(9,2) 52(30,3) 96(58,3)

Quad(3.) 10 80(61,5) 113(62,5) 86(68,3) 141(109,3)

Quad(10.) 5 57(26,3) 90(26,3) 50(22,3) 74(22,3)

Quad(10.) 10 156(123,8) 189(128,8) 131(109,4) 193(161,4)

точцi.
Для гладких функцiй це, зазвичай, не спрацьовуватиме, оскiльки збiжностi

методу допомагає прямування до нуля норми субградiєнта. Це забезпечува-
тиме i накопичення субградiєнтiв, якi розумно характеризують яр. Однак
для кусково-лiнiйних функцiй це не так. Тут збiжнiсть швидше забезпечу-
ватиметься завдяки обчисленню вершини конуса, який визначається числом
шматкiв, близьких до n.

Враховуючи вищесказане, для кусково-лiнiйних функцiй не варто очiкува-
ти хорошої практичної роботи вiд методу ORTGF(−0.5) при m0 � n. Для
сильно яружних функцiй ситуацiя погiршиться також завдяки накопиченню
помилок у матрицi Bk. Звiсно, тут можна покращити ситуацiю як завдяки
додатковим розтягам простору, спрямованим на зменшення об’єму, так i зав-
дяки процедурi «вiдновлення»та удосконалення способу накопичення субгра-
дiєнтiв. Для методу ORTGF(1.0) перетворення спрямоване на бiльш сильний
розтяг конуса, i в нього значно бiльше шансiв на хорошу практичну роботу
при невеликих значеннях m0.

У другiй серiї експериментiв перевiримо роботу методiв для мiнiмiзацiї
опуклої кусково-лiнiйної функцiї з дуже великим числом шматкiв. Для цьо-
го виберемо «погану»для субградiєнтних методiв задачу TR48 (n = 48,
f∗ = −683565) з [22, c. 161].

Результати для двох рiзних початкових точок з [22] наведено в таблицi 1.4.
Тут в дужках вказано максимальну кiлькiсть накопичених субградiєнтiв. Па-
раметри εK та εR такi ж, як i ранiше. Параметр εf = 50 для першої початкової
точки вибраний так, щоб число обчислень f(x) i ∂f(x) можна було порiвняти з
результатами, представленими в [23], де як прийнятний розв’язок вважалися
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точки, де f(x) ≤ −683500.
Як видно з таблицi 1.4, тут також характерна стiйкiсть методiв у сенсi

εf-збiжностi за функцiоналом.
Нарештi в останнiй третiй серiї експериментiв перевiримо чисельну стiй-

кiсть методу ORTGF(1.0) для сильно яружних задач середнiх розмiрiв (n ∼

30−100). Як тестовi завдання виберемоQuad(t) та Sabs(t). Результати наве-
дено в таблицi 1.5. Тут iter(ε) — кiлькiсть обчислень f(x) та ∂f(x). В дужках
наведено число перетворень, а для ORTGF(1.0) при m0 = n − 1 — i макси-
мальна кiлькiсть накопичених субградiєнтiв. Якщо вважати однiєю великою
iтерацiєю методу ORTGF(1.0) n обчислень f(x) та ∂f(x), що за трудомiсткiс-
тю рiвнозначно однiєї iтерацiї методу Ньютона, то, як видно з таблицi 1.5,
кiлькiсть великих iтерацiй не така вже й велика i становить ∼ 10.

Таблиця 1.4: ORTGF(−0.5) та ORTGF(1.0) для задачi TR48

f(x0) = −464816. f(x0) = −638524.94

Метод m0 iter(50.) iter(10−5) iter(1.) iter(10−5)

ORTGF(−0.5) n-1 139(28) 222(31) 72(34) 151(34)

ORTGF(1.) n-1 170(24) 344(24) 97(30) 248(30)

ORTGF(1.) 20 172 358 162 303

ORTGF(1.) 10 166 345 200 340

ORTGF(1.) 5 199 412 207 357

Загальнi зауваження. Отже, на основi оператора (1.41) також легко бу-
дувати методи змiнної метрики з простою геометричною iнтерпретацiєю у
перетвореному просторi аргументiв. При цьому, для загальної задачi опукло-
го програмування цiлком можливе створення практично ефективних методiв
зi строгим обґрунтуванням їх збiжностi, використовуючи зменшення об’єму
областi локалiзацiї множини екстремумiв.

Проте саме перетворення — це лише одна складова методiв. Друга вима-
гає вибору напряму дослiдження функцiї та способу регулювання крокового
множника. Способи, якi використовуються в ORTGF, навряд чи дуже вдалi,
оскiльки обов’язковий рух з точки антисубградiєнта сильно ускладнює аналiз
лiнiй рiвня ϕ(y).

Тому, рацiональнiшими є схеми алгоритмiв, де лiнiї рiвня ϕ(y) аналiзують-
ся або уточнюються вiдносно фiксованої на деякий час точки.
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Таблиця 1.5: εf-збiжнiсть методу ORTGF(1.0) для сильно яружних задач

OTRGF(1.0),m0 = n− 1 OTRGF(1.0),m0 = 10

Задача n iter(10−10) iter(10−20) iter(10−10) iter(10−20)

Quad(2.) 30 236(229,5) 332(315,5) 236(229) 332(315)

Sabs(2.) 30 476(464,12) 527(524,12) 462(459) 523(520)

Quad(1.2) 60 188(183,5) 277(259,5) 188(183) 277(259)

Sabs(1.2) 60 464(462,21) 541(539,21) 469(467) 544(542)

Quad(1.2) 100 428(422,8) 542(534,8) 428(422) 542(534)

Sabs(1.2) 100 1480(1475,19)1564(1559,19) 1293(1291) 1375(1373)

При цьому для обчислення f(x) та ∂f(x) можна забезпечити простi про-
цедури типу ε-найшвидшого спуску в перетвореному просторi аргументiв,
використовуючи ортогональнiсть субградiєнтiв, якi зберiгаються, або їх опу-
клих комбiнацiй. Просто вирiшуються питання вiдсiву зайвих субградiєнтiв,
легко уточнюються верхня та нижня оцiнки f∗ тощо.

Перетворення простору природно спрямувати те що, щоб напрямок дослi-
дження функцiї f(x) з точки наближався до напрямку на оптимум. Тодi, змi-
нюючи за деяким правилом фiксовану точку (наприклад, на точку рекорду
f(x), або проєкцiю фiксованої точки на множину

Qk =
{
y : ϕ(yi) +

(
∂ϕ(yi), y− yi

)
≤ frecord, i ∈ Ik

}
,

i, повторюючи таку ж процедуру вiдносно нової точки, приходимо до методiв
на кшталт ньютонiвських (квазiньютонiвських), якi будуть застосовнi як для
гладких, так i для негладких функцiй.

1.5. Висновки

Отже, застосування описаних перетворень простору, спрямоване на вирiв-
нювання структури поверхонь рiвня функцiї, дозволяє значно полiпшити пра-
цездатнiсть субградiєнтних методiв.

Для задачi опуклого програмування використання операторiв (1.11) i (1.41)
у поєднаннi з оператором розтягу простору дозволяє побудувати цiлу серiю
ефективних методiв змiнної метрики.

48



При цьому для методiв B-формi можна дати просту геометричну iнтерпре-
тацiю процесу в перетвореному просторi аргументiв.

Розглянутi перетворення навiть близько не вичерпують перелiк ефектив-
них однорангових перетворень простору.

Зокрема, цiкавим є оптимальне однорангове перетворення на кшталт
(1.11), яке дозволило б покращити збiжнiсть у розумiннi зменшення об’єму
областi локалiзацiї множини екстремумiв.

У рамках доортогоналiзуючих однорангових перетворень перспективним
є перетворення на кшталт симплексного, яке дозволяє будувати методи для
опуклих задач досить великих розмiрiв, обiйшовшись при цьому зберiганням
кiнцевого набору векторiв, а не повної матрицi розмiрностi n× n.

Крiм того, можна побудувати й низку iнших цiкавих лiнiйних операторiв
ортогоналiзуючого типу.
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Роздiл 2

B-форма методу Давидона–Флетчера–Пауелла

Обговорюється спецiальна форма (B-форма) методiв квазiньютонiвського
типу, яка дозволяє легко iнтерпретувати цi методи, як градiєнтнi в перетво-
реному вiдповiдним чином просторi аргументiв. Наведено B-форму методу
Давидона–Флетчера–Пауелла та на її основi проведено порiвняння цього ме-
тоду з r-алгоритмами. Для мiнiмiзацiї гладких опуклих функцiй побудовано
градiєнтний метод з перетворенням простору, що поєднує властивостi як ква-
зiньютонiвських методiв, так i r-алгоритмiв. Обговорюються можливi схеми
методiв такого типу для мiнiмiзацiї негладких опуклих функцiй.

2.1. Квазiньютонiвськi методи

Теорiя квазiньютонiвських методiв [4, 5, 24–27] спирається на можливiсть
апроксимацiї кривини нелiнiйної функцiї без явного формування її матрицi
Гессе, тобто данi про матрицю Гессе накопичуються в них на основi спостере-
ження за змiною градiєнта функцiї пiд час iтерацiй спуску за напрямком. Во-
ни вимагають на iтерацiї значно меншого обсягу обчислень нiж ньютонiвськi
методи, i за певних умов здатнi забезпечити швидкiсть збiжностi, притаманну
для методiв другого порядку.

Перший метод квазiньютонiвського типу (далi ДФП-метод), був запропо-
нований Давидоном у [2] та розвинений Флетчером i Пауеллом у статтi [3].
ДФП-метод є одним iз ефективних серед методiв квазiньютонiвського типу.
Його перевершує тiльки метод Бройдена–Флетчера–Гольдфарба–Шанно, ва-
рiант якого, вiдомий як L-BFGS [28], активно використовується в машинному
навчаннi та обробцi великих об’ємiв даних.

Сiмейство методiв квазiньютонiвського типу можна розширити, використо-
вуючи методики з [4] та [5], якi полягають у виборi коректив за допомогою
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матриць першого або другого рангу для корекцiї симетричної матрицi, що
використовується на наступному кроцi методу. Проте аналiз деяких квазi-
ньютонiвських методiв можна спростити, якщо вiд кроку до кроку викорис-
товувати однорангову корекцiю несиметричної матрицi [29].

Iнакше кажучи, є двi можливостi представлення одного й того ж квазiнью-
тонiвського методу. Для них будемо дотримуватися тих назв, якi закрiпилися
за схожими схемами методiв субградiєнтного типу з розтягом простору [6].
Методи, де коригується матриця B — матриця оберненого перетворення про-
стору (вона може бути несиметричною), називатимемо методами в B-формi, а
методи, що використовують корекцiю симетричної матрицi BBT , — методами
в H-формi. Кожна з цих форм має як переваги, так i недолiки. Поєднання
обох форм дозволяє проводити бiльш ґрунтовний аналiз методiв квазiньюто-
нiвського типу.

У роздiлi розглядається B-форма ДФП-методу, яка дозволяє iнтерпрету-
вати його як градiєнтний метод у перетвореному просторi аргументiв.

Матерiал викладено у такому порядку. У другому пiдроздiлi розгля-
даються H та B-форми квазiньютонiвських методiв, у третьому пiдроздi-
лi цi форми наводяться для ДФП-методу. Четвертий пiдроздiл присвячено
обговоренню подiбностi ДФП-методу та r-алгоритмiв. У п’ятому пiдроздi-
лi побудовано DFPR(α)-алгоритм, який є в певному сенсi промiжним мiж
ДФП-методом та rµ(α)-алгоритмом [6]. У шостому пiдроздiлi обговорюється
перенесення основних принципiв DFPR(α)-алгоритму на загальний випадок
задачi мiнiмiзацiї опуклої функцiї.

2.2. H- та B-форми квазiньютонiвських методiв

Нехай є задача
min f(x), (2.1)

де f(x) — опукла двiчi диференцiйовна функцiя векторного аргументу x ∈ X,
X = Rn. Rn — евклiдiв простiр розмiрностi n зi скалярним добутком (x, y);
x∗ — екстремальна точка задачi (2.1).

Нехай початкова точка x0 вибрана в досить малому околi точки мiнiмуму
x∗, тобто f(x) буде добре апроксимуватись квадратичною функцiєю

ϕ(x) =
1

2

(
∇2f(x∗) (x− x∗), x− x∗

)
+ f(x∗).

Тут ∇2f(x∗) — матриця Гессе в точцi мiнiмуму.
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Нехай H0 — симетрична додатно визначена матриця розмiрностi n × n.
Зазвичай покладають H0 = I, де I — одинична матриця.

Методи квазiньютонiвського типу в H-формi генерують послiдовнiсть то-
чок {xk, k = 0, 1, . . . , n} за таким правилом:

xk+1 = xk − hkHk∇f(xk), (2.2)

де ∇f(xk) — градiєнт f(x) в точцi xk; Hk — симетрична матриця розмiрностi
n × n; hk — крок, який вiдповiдає мiнiмуму f(x) в напрямку −Hk∇f(xk),
тобто

hk = argminh≥0

{
f
(
xk − hHk∇f(xk)

)}
. (2.3)

Перерахунок матрицi H вiд кроку до кроку здiйснюється таким чином:

Hk+1 = Hk + ∆Hk, (2.4)

де ∆Hk — матриця невеликого рангу, побудована на основi поведiнки гра-

дiєнтiв ∇f(xk) и ∇f(xk+1) так, щоб Hn ≈
[
∇2f(x∗)

]−1
. Можливiсть такого

перерахунку забезпечується так званою квазiньютонiвською умовою

Hk+1

(
∇f(xk+1) −∇f(xk)

)
= −hkHk∇f(xk). (2.5)

Для квазiньютонiвських методiв, у яких умову закiнчення процесу за n
крокiв при мiнiмiзацiї квадратичних функцiй вiдкинуто, умова (2.5) забезпе-
чує виконання умови, що полягає в тому, що власнi числа матрицi Hk пряму-

ють до власних чисел матрицi
[
∇2f(x∗)

]−1
. Фактична рiзниця мiж методами

квазiньютонiвського типу в H-формi полягає у рiзних формулах перерахун-
ку матрицi Hk+1, якi задовольняють квазiньютонiвську умову (2.5) та один з

вищенаведених способiв наближення Hk до
[
∇2f(x∗)

]−1
.

Додатно визначену симетричну матрицю Hk завжди можна представити
у виглядi Hk = BkB

T
k, де Bk — невироджена матриця розмiрностi n × n.

Спiввiдношення (2.2), яке реалiзує перехiд до наступної точки для H-форми
квазiньютонiвських методiв, можна записати так:

xk+1 = xk − hk BkB
T
k∇f(xk) (2.6)

або
yk+1 = yk − hk B

T
k∇f(xk) = yk − hk∇ϕk(yk), (2.7)
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де yk+1 = B−1
k xk+1 i yk = B−1

k xk — образи точок xk+1 и xk из X в перетво-
реному за допомогою лiнiйного оператора Ak = B−1

k просторi аргументiв,
∇ϕk(yk) = BTk∇f(xk) — градiєнт функцiї ϕk(y) = f(Bky), визначеної в про-
сторi аргументiв Yk = AkX, в точцi yk.

Процес (2.7) можна iнтерпретувати як градiєнтний метод найшвидшого
спуску в перетвореному просторi аргументiв Yk = AkX для мiнiмiзацiї опуклої
гладкої функцiї ϕk(y) = f(Bky). Спiввiдношення (2.3), яке визначає вибiр
крокового множника в квазiньютонiвських методах, рiвносильне такому:

hk = argminh≥0

{
ϕk

(
yk − hB

T
k∇f(xk)

)}
=

= argminh≥0

{
ϕk

(
yk − h∇ϕk(yk)

)}
,

(2.8)

де ϕk(y) = f(Bky) — функцiя, визначена в Yk.
Спiввiдношення (2.6)–(2.8) у поєднаннi з процедурою малорангової коре-

кцiї матрицi Bk дозволяють описувати квазiньютонiвськi методи у B-формi.
При цьому такi методи мають достатньо просту градiєнтну природу у пере-
твореному просторi аргументiв.

Зауважимо, що, зважаючи на неоднозначнiсть розкладу Hk = BkB
T
k, для

конкретного методу в H-формi випливає iснування рiзних методiв у B-формi.
Але це не так вже й погано, тому що при побудовi B-методу легко врахува-
ти й ту умову, яка забезпечує чисельну стiйкiсть методу. Наприклад, при
одноранговiй корекцiї матрицi Bk+1 = BkTk матрицю Tk вибираємо так, щоб
вiдношення

λmax(Tk)
/
λmin(Tk)

було якомога меншим. Тут λmax(Tk)
(
λmin(Tk)

)
— максимальне (мiнiмальне)

власне число матрицi Tk.
Однак чисельна стiйкiсть B-форми методiв поступається двом перевагам

H-форми: бiльш економному зберiганню матрицi та можливостi обiйтися мен-
шою кiлькiстю арифметичних операцiй на iтерацiї. Тому потрiбен певний
компромiс мiж дослiдженням методiв та їхньою реалiзацiєю на ЕОМ. Таким
компромiсом може слугувати розробка чисельно стiйкого методу квазiньюто-
нiвського типу у B-формi, та розгляд його H-форми як наслiдку цього методу
з метою економiї пам’ятi та обчислень. Тим бiльше, що розробцi такого ме-
тоду нiчого не заважає. Дiйсно, квазiньютонiвську умову можна записати
так:

Bk+1B
T
k+1

(
∇f(xk+1) −∇f(xk)

)
= −hk BkB

T
k∇f(xk).
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Позначимо ξ = BTk∇f(xk+1)−BTk∇f(xk) та η = BTk∇f(xk) — вiдповiдно вектори
рiзницi послiдовних градiєнтiв та поточного градiєнта в перетвореному прос-
торi аргументiв.

Нехай для перерахунку Bk+1 використовується однорангова корекцiя до-
сить загального виду:

Bk+1 = Bk

(
I+ t1 (ξ+ t2 η) (ξ+ t3 η)

T
)
,

де t1, t2, t3 — невiдомi скалярнi параметри. Тодi для виконання квазiньюто-
нiвської умови параметри t1, t2, t3 мають задовольняти таке спiввiдношення:(

I+ t1(ξ+ t2 η) (ξ+ t3 η)
T
)(
I+ t1(ξ+ t3 η) (ξ+ t2 η)

T
)
ξ = −hk η, (2.9)

яке пов’язує вектори ξ и η в перетвореному просторi аргументiв.
Зi спiввiдношення (2.9) випливають два рiвняння для трьох невiдомих па-

раметрiв t1, t2 i t3. Вибiр певних iз них дає вже вiдомi методи квазiньютонiв-
ського типу.

Наприклад, поклавши t3 = 0 та однозначно визначивши t1 i t2, отримаємо
ДФП-метод. Але вибiр цих параметрiв породжує i низку нових методiв квазi-
ньютонiвського типу, якi використовують однорангову корекцiю матрицi Bk,
i цiлком можливо, що серед цих методiв можна вiдшукати й такi, що за своєю
ефективнiстю не будуть уступати методу Бройдена–Флетчера–Гольдфарба–
Шанно.

2.3. H- та B-форми ДФП-методу

Обидвi форми ДФП-методу для задачi (2.1) опишемо, припускаючи, що x0
— початкове наближення з досить малого околу точки мiнiмуму x∗. H-форму
ДФП-методу наведемо згiдно з [24] з точнiстю до незначних перепозначень.

H-форма ДФП-методу

Крок 0. Вибрати x0 ∈ Rn. Якщо ∇f(x0) = 0, то зупинитись та покласти
x∗ = x0. Iнакше покласти H0 = I, де I — одинична матриця розмiрностi n×n,
g0 = ∇f(x0), k = 0 та перейти до кроку 1.
Крок 1. Покласти

ξk = Hk gk. (2.10)
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Крок 2. Обчислити

hk = argminh≥0

{
f
(
xk − hξk

)}
. (2.11)

Крок 3. Покласти
xk+1 = xk − hk ξk. (2.12)

Крок 4. Якщо ∇f(xk+1) = 0, то зупинитись i покласти x∗ = xk+1. Iнакше
покласти

gk+1 = ∇f (xk+1) , ∆gk = gk+1 − gk, ∆xk = xk+1 − xk, (2.13)

Hk+1 = Hk −
Hk∆gk(∆gk)

THk

(∆gk, Hk∆gk)
=
∆xk(∆xk)

T

(∆gk, ∆xk)
. (2.14)

Крок 5. Покласти k = k+ 1 та перейти до кроку 1.

Для опису B-форми ДФП-методу нам знадобляться певнi допомiжнi ре-
зультати. Зокрема, використовуючи (2.12) та (2.13), перерахунок матрицi
Hk+1, згiдно з (2.14), можна записати так:

Hk+1 = Hk −
Hk∆gk(∆gk)

THk

(∆gk, Hk∆gk)
+ hk

Hkgk g
T
kHk

(∆gk, Hkgk)
=

= BkB
T
k −

BkB
T
k∆gk(∆gk)

TBkB
T
k(

∆gk, BkB
T
k∆gk

) + hk
BkB

T
kgk g

T
kBkB

T
k(

∆gk, BkB
T
kgk
) =

= Bk

(
I− ξk ξ

T
k + t

2
kηk η

T
k

)
BTk = Bk+1B

T
k+1,

(2.15)

де ξk =
BTkgk+1−B

T
kgk

‖BTkgk+1−BTkgk‖
, ηk =

BTkgk
‖BTkgk‖

та t2k = hk
‖BTkgk‖2(

BTkgk, B
T
kgk−B

T
kgk+1

) .
Додатнiсть параметра t2k забезпечується вибором hk з умови найшвидшого

спуску для гладкої функцiї в перетвореному просторi аргументiв. При точнiй
реалiзацiї найшвидшого спуску t2k = hk, оскiльки (BTkgk, B

T
kgk+1) = 0. Для

того, щоб забезпечити перерахунок матрицi Hk+1 як в (2.15), достатньо ко-
ригувати Bk+1 = BkTk, де Tk =

(
I −

(
ξk + tk ηk

)
ξTk

)
. Насправдi, при такiй

корекцiї Bk+1 для TkT Tk маємо:

TkT
T
k =

(
I−

(
ξk + tkηk

)
ξTk

)(
I− ξk

(
ξk + tkηk

)T)
= I− ξk ξ

T
k + t

2
kηk η

T
k,

що забезпечує середнiй множник в правiй частинi (2.15).
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Отже, для однорангової корекцiї матрицi Bk+1 пiдходить така формула:

Bk+1 = Bk

I−
 g̃k+1 − g̃k
‖g̃k+1 − g̃k‖

+

√
hk

‖g̃k‖2

(g̃k, g̃k − g̃k+1)

g̃k

‖g̃k‖

 ×
×
(
g̃k+1 − g̃k
‖g̃k+1 − g̃k‖

)T)
,

(2.16)

де g̃k+1 и g̃k – субградiєнти функцiї ϕk(y) = f(Bky) в точках yk+1 = B−1
k xx+1

и yk = B−1
k xk вiдповiдно. Враховуючи (2.16), B-форма ДФП-методу набуває

такого вигляду.

B-форма ДФП-методу

Крок 0. Вибрати x0 ∈ Rn. Якщо ∇f(x0) = 0, то зупинитись та покласти
x∗ = x0. Iнакше покласти

B0 = I,

де I — одинична матриця розмiрностi n × n, g0 = ∇f(x0), k = 0 та перейти
до кроку 1.
Крок 1. Покласти

g̃k = B
T
kgk. (2.17)

Крок 2. Покласти
ξk = Bkg̃k. (2.18)

Крок 3. Обчислити

hk = argminh≥0

{
f(xk − hξk)

}
. (2.19)

Крок 4. Покласти
xk+1 = xk − hk ηk. (2.20)

Крок 5. Якщо ∇f(xk+1) = 0, то зупинитись та покласти x∗ = xk+1. Iнакше
покласти gk+1 = ∇f(xk+1), g̃k+1 = B

T
kgk+1,

ξk =
g̃k+1 − g̃k
‖g̃k+1 − g̃k‖

+

√
hk

‖g̃k‖2

(g̃k, g̃k − g̃k+1)

g̃k

‖g̃k‖
, ηk =

g̃k+1 − g̃k
‖g̃k+1 − g̃k‖

, (2.21)

Bk+1 = Bk
(
I− ξkη

T
k

)
. (2.22)

Крок 6. Покласти k = k+ 1 та перейти до кроку 1.
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Наведений ДФП-метод у B-формi (2.17)–(2.22) не є оптимальним за ви-
користанням арифметичних операцiй. Його можна покращити, прибравши
операцiю множення матрицi на вектор в (2.17) за рахунок того, що

BTk+1gk+1 =
(
I− ηk ξ

T
k

)
BTkgk+1 = g̃k+1 − ηk(ξk, g̃k+1).

Але навiть в такому випадку вiн буде поступатись ДФП-методу в H-формi
(2.10)–(2.14) за кiлькiстю арифметичних операцiй, хоча цей розрив буде не-
значним (4n2 множень як порiвняти з 3n2 множеннями).

Тим не менш B-форма дозволяє прояснити низку моментiв для ДФП-
методу.

По-перше, додатна визначенiсть матрицi

Hk+1 = Bk+1B
T
k+1

є наслiдком невиродженостi матрицi Bk+1, якщо матриця Bk — невироджена.
Насправдi, визначник матрицi Bk+1 буде таким:

det (Bk+1) = det

(
Bk

(
I− ξkη

T
k

))
= det (Bk)

(
1−

(
ξk, ηk

))
=

= det (Bk)

(
1−

(
g̃k+1 − g̃k
‖g̃k+1 − g̃k‖

+

+

√
hk

‖g̃k‖2

(g̃k, g̃k − g̃k+1)

g̃k

‖g̃k‖
,
g̃k+1 − g̃k
‖g̃k+1 − g̃k‖

))
=

= det (Bk)

√
hk

‖g̃k‖2

(g̃k, g̃k − g̃k+1)

(g̃k, g̃k − g̃k+1)

‖g̃k+1 − g̃k‖ · ‖g̃k‖
=

= det (Bk)

√
hk

(g̃k, g̃k − g̃k+1)

‖g̃k+1 − g̃k‖2
6= 0.

При точному найшвидшому спуску

det (Bk+1) = det (Bk)
√
hk

‖g̃k‖2
‖g̃k‖2+‖g̃k+1‖2

та вiн рiвний нулю тодi, коли або hk = 0, або ‖g̃k‖ = 0, що для гладких
опуклих функцiй означає виконання достатньої умови оптимальностi в пере-
твореному просторi аргументiв.
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По-друге, параметр ∆k =

(
g̃k, g̃k+1

)
‖g̃k‖2

=

(
gk, Hkgk+1

)(
gk, Hkgk

) , який випливає з

(2.21) при
g̃k

‖g̃k‖
, задає точнiсть виконання умови найшвидшого спуску в пе-

ретвореному просторi аргументiв. Цю або близьку до неї умову доцiльно ви-
користовувати в квазiньютонiвських методах з наближеним обчисленням мi-
нiмуму функцiї за напрямком як критерiй зупинки при одновимiрному спуску
за напрямком.

По-третє, ∆k в комбiнацiї з кроком найшвидшого спуску hk розумно вико-
ристовувати для процедури повторного старту методiв квазiньютонiвського
типу, враховуючи, що в процесi перерахунку матрицi Bk+1 можливе нако-
пичення помилок. Саме цi параметри та в бiльшiй мiрi крок найшвидшого
спуску hk впливають на точнiсть перерахунку матрицi Bk+1.

2.4. ДФП-метод та r-алгоритми

Для H-алгоритмiв [6,30,31] пiдкреслено їхню «близькiсть» до ДФП-методу
в планi перерахунку матрицi Hk+1. Використовуючи B-форму ДФП-методу,
можна iнтерпретувати цю «близькiсть» бiльш змiстовно шляхом аналiзу то-
го, що вiдбувається в перетвореному просторi аргументiв. Виконаємо це для
ДФП-методу (2.17)–(2.22) i тих варiантiв r-алгоритмiв, якi використовують
точний пошук мiнiмуму функцiї за напрямком – rµ(α)-алгоритм (α ∈ [2, 4])
та граничний варiант r-алгоритму (α = ∞) [6]. Як характеристику для по-
рiвняння виберемо змiну кута мiж двома послiдовними субградiєнтами, яка
характерна для однiєї iтерацiї цих методiв при переходi з Yk в Yk+1. Очевидно,
такi порiвняння справедливi лише для гладких функцiй.

Нехай gk i gk+1 — субградiєнти функцiї ϕk(y) = f(Bky), визначеної в пере-
твореному просторi аргументiв Yk = B−1

k X, отриманi згiдно з точним кроком
найшвидшого спуску h∗k в просторi аргументiв Yk. Тодi їхнi образи g̃k та g̃k+1 в
перетвореному просторi Yk+1 = B−1

k+1X, враховуючи, що
(
gk, gk+1

)
= 0, будуть

g̃k =

(
I−

gk+1 − gk
‖gk+1 − gk‖

( gk+1 − gk
‖gk+1 − gk‖

+
√
h∗k

gk

‖gk‖

)T)
gk =

= gk +

(
‖gk‖2

‖gk+1‖2 + ‖gk‖2
−

√
h∗k

‖gk‖2

‖gk+1‖2 + ‖gk‖2

)
(gk+1 − gk) =
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=

(
‖gk+1‖2

‖gk+1‖2 + ‖gk‖2
+

√
h∗k

‖gk‖2

‖gk+1‖2 + ‖gk‖2

)
gk+

+

(
‖gk‖2

‖gk+1‖2 + ‖gk‖2
−

√
h∗k

‖gk‖2

‖gk+1‖2 + ‖gk‖2

)
gk+1, (2.23)

g̃k+1 =

(
I−

gk+1 − gk
‖gk+1 − gk‖

( gk+1 − gk
‖gk+1 − gk‖

+
√
h∗k

gk

‖gk‖

)T)
gk+1 =

= gk+1 −
‖gk+1‖2

‖gk+1‖2 + ‖gk‖2
(gk+1 − gk) =

=
‖gk+1‖2

‖gk+1‖2 + ‖gk‖2
gk +

‖gk‖2

‖gk+1‖2 + ‖gk‖2
gk+1. (2.24)

З (2.23), (2.24) випливає, що косинус кута ψk мiж векторами g̃k та g̃k+1
буде

cosψk =

(
g̃k

‖g̃k‖
,
g̃k+1

‖g̃k+1‖

)
= 1

/ √
1+ hk

‖gk‖2 + ‖gk+1‖2

‖gk‖2
. (2.25)

Отже, один крок ДФП-методу з Yk до Yk+1 призводить до зменшення кута
мiж послiдовними субградiєнтами вiд π/2 до гострого ψk, який визначається
з умови (2.25). Ця властивiсть ДФП-методу характерна i для r-алгоритмiв,
побудованих на iдеї «розширити» конус можливих напрямкiв спадання функ-
цiї шляхом операцiї розтягу простору аргументiв в напрямку рiзницi двох
послiдовних субградiєнтiв.

З (2.25) випливає, що коли hk � 1, тодi iтерацiя ДФП-методу близька до
iтерацiї граничного варiанту r-алгоритмiв, який перетворює субградiєнти gk
та gk+1 так, щоб у перетвореному просторi cosψk = 1. Цей же факт випливає
з (2.16), оскiльки hk � 1, то операцiя перетворення простору в ДФП-методiв
буде близькою до розтягу простору з дуже великим коефiцiєнтом в напрямку
рiзницi двох послiдовних субградiєнтiв.

Така ситуацiя буде мати мiсце для сильно яружних функцiй, коли iтера-
цiйний процес знаходиться в точцi, близькiй до «дна» яру.

Для rµ(α)-алгоритму, який використовує постiйний коефiцiєнт розтягу
простору в напрямку gk+1 − gk, характерне перетворення прямого кута в
гострий ψk, косинус якого рiвний
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cosψk = (α2 − 1)
/ √

α4 + α2
(
‖gk‖2

‖gk+1‖2
+
‖gk+1‖2

‖gk‖2

)
+ 1 ≤ 1− 2

α2 + 1
.

Тут перетворення кута мiж послiдовними градiєнтами прямо не пов’язано з
h∗k, хоча непрямий зв’язок забезпечує спiввiдношення мiж нормами векторiв
gk та gk+1.

Тому для гладких функцiй перетворення простору, що використовується в
ДФП-методi, виглядає бiльш логiчним в тому сенсi, що коли крок найшвид-
шого спуску великий, то слабше «розтягується» конус пiдходящих напрямкiв
спадання функцiї f(x), а коли крок найшвидшого спуску малий, то вiн тягне
за собою бiльш сильний «розтяг» конусу. Але для негладких функцiй, де hk
може бути рiвним нулю, таке перетворення загалом не застосовне.

Тим не менш, цю обставину можна використовувати для модифiкацiї rµ(α)-
алгоритму, щоб розширити область його застосування для класу майже ди-
ференцiйовних функцiй. Насправдi, «пастки» для мiнiмiзуючої послiдовностi
rµ(α)-алгоритму [32, ст. 110–115] базуються на використаннi ним постiйного
коефiцiєнту розтягу простору. Замiнивши на кроцi rµ(α)-алгоритму постiй-
ний коефiцiєнт розтягу на змiнний, який залежить вiд параметрiв h∗k, ‖gk‖ та
‖gk+1‖, для такого варiанту r-алгоритмiв цiлком можливо забезпечити вихiд
з «поганих» кутових точок для майже диференцiйовних функцiй, при цьому
зберiгаючи для нього максимальну «близькiсть» до rµ(α)-алгоритму.

2.5. DFPR(α)-алгоритм

Для задачi (2.1), за умови, що ми вмiємо точно реалiзовувати процеду-
ру найшвидшого спуску, побудуємо метод «змiнної метрики» — промiжний
мiж ДФП-методом та rµ(α)-алгоритмом. При цьому збережемо переваги як
першого (вибiр наступного напрямку руху), так i другого (метод можна пе-
ренести на негладкий випадок).

Нехай gk та gk+1 — градiєнти ϕk(y) = f(Bky) в точках yk та yk+1. Тут yk+1
отримана згiдно з кроком найшвидшого спуску в напрямку −gk з точки yk в
просторi аргументiв Yk = B−1

k X. Тодi
(
gk, gk+1

)
= 0.

Перетворення простору з Yk до Yk+1, що лежить в основi ДФП-методу, має
одну «чудову» властивiсть — незалежно вiд параметра tk, рух у просторi
Yk, що вiдповiдає напрямку образу градiєнта gk+1 в Yk+1, виконується по
найкоротшому вектору опуклої комбiнацiї gk та gk+1.
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Насправдi, напрямок руху в Yk, який вiдповiдає руху по вектору g̃k+1 в
Yk+1 визначається:

pk = Tk
(
gk, gk+1

)
T Tk
(
gk, gk+1

)
gk+1 =

=

(
I−

( gk+1 − gk
‖gk+1 − gk‖

+ tk
gk

‖gk‖

)( gk+1 − gk
‖gk+1 − gk‖

)T)
×

×

(
I−

( gk+1 − gk
‖gk+1 − gk‖

)( gk+1 − gk
‖gk+1 − gk‖

+ tk
gk

‖gk‖

)T)
gk+1 =

=

(
I−

( gk+1 − gk
‖gk+1 − gk‖

)( gk+1 − gk
‖gk+1 − gk‖

)T
+ t2k

gk

‖gk‖
gk

‖gk‖
T

)
gk+1 =

= gk+1 − (gk+1 − gk)
‖gk+1‖2

‖gk+1‖2 + ‖gk‖2
=

=
‖gk+1‖2

‖gk+1‖2 + ‖gk‖2
gk +

‖gk‖2

‖gk+1‖2 + ‖gk‖2
gk+1, (2.26)

через те, що
(
gk, gk+1

)
= 0. Вектор pk, який визначається згiдно з (2.26), є

нiчим iншим, як розв’язком такої задачi:

min
1

2

∥∥λ1gk + λ2gk+1∥∥2, (2.27)(
gk, gk+1

)
= 0; λ1 + λ2 = 1; λ1 ≥ 0; λ2 ≥ 0. (2.28)

Саме тому в основу методу доцiльно покласти перетворення, на якому базу-
ється ДФП-метод, оскiльки воно забезпечує досить успiшний напрямок руху
на кроцi в Yk. Зокрема, для квадратичних функцiй f(x) з розмiрнiстю про-
стору n = 2 такий напрямок руху з точки найшвидшого спуску задаватиме
точний напрямок на мiнiмум незалежно вiд початкової точки.

Тому для таких функцiй при довiльному виборi параметра tk метод потре-
буватиме не бiльше нiж два кроки найшвидшого спуску.

Однак, збiжнiсть методу за n крокiв для квадратичних функцiй при n ≥ 3
(аналогiчно до ДФП-методу) забезпечуватиметься далеко не кожним вибором
параметра tk.

Тому вiдкинемо умову завершення процесу мiнiмiзацiї за n крокiв для ква-
дратичних цiльових функцiй та на вибiр параметра tk накладемо умову, що
метод має наближатись до rµ(α)-алгоритму в тому сенсi, що перетворення
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простору було «стискаючим» простiр субградiєнтiв так, як це вiдбувається в
rµ(α)-алгоритмi, тобто

det(Bk+1) =
1

α
det(Bk), α > 1, α ∈ [2, 4].

Для цього достатньо покласти tk =
1

α

‖gk+1 − gk‖
‖gk‖

i для корекцiї матрицi

Bk+1 = BkTk
(
gk, gk+1

)
вибрати

Tk
(
gk, gk+1

)
= I−

(
gk+1 − gk
‖gk+1 − gk‖

+
1

α

‖gk+1 − gk‖
‖gk‖

gk

‖gk‖

)
×

×
(
gk+1 − gk
‖gk+1 − gk‖

)T
, (2.29)

оскiльки

det
(
Tk(gk, gk+1)

)
=

= 1−

(
gk+1 − gk
‖gk+1 − gk‖

+
1

α

‖gk+1 − gk‖
‖gk‖

gk

‖gk‖
,
gk+1 − gk
‖gk+1 − gk‖

)
=

= 1− 1−
1

α

‖gk+1 − gk‖
‖gk‖

(
gk

‖gk‖
,
gk+1 − gk
‖gk+1 − gk‖

)
=

=
1

α

‖gk+1 − gk‖
‖gk‖

‖gk‖
‖gk+1 − gk‖

=
1

α
.

З вищенаведених мiркувань отримуємо такий метод «змiнної метрики» (бу-
демо називати його DFPR(α)-алгоритмом) для розв’язання задачi (2.1).

DFPR(α)-алгоритм

Крок 0. Перед початком обчислень маємо α > 1, εg > 0, x0 ∈ Rn, B0 = In
— одинична матриця розмiрностi n × n, g0 = ∇f(x0). Тут εg — досить мале
число, яке задає критерiй зупинки за нормою субградiєнта. Якщо ‖g0‖ ≤ εg,
то x0 — шукана точка та зупинка. Iнакше переходимо до наступного кроку.

Нехай на k-му кроцi маємо xk ∈ Rn, gk ∈ Rn, Bk — матриця n × n. Тут
gk = ∇f(xk) — градiєнт f(x) в точцi xk. Тодi (k+1)-й крок характеризує така
послiдовнiсть операцiй.
Крок 1. Покласти g̃k = BTkgk.
Крок 2. Покласти ξk = Bkg̃k.
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Крок 3. Обчислити hk = argminh≥0

{
f(xk − hξk)

}
.

Крок 4. Обчислити чергове наближення xk+1 = xk − hk ηk.
Крок 5. Покласти gk+1 = ∇f(xk+1). Якщо ‖gk+1‖ ≤ εg, то зупинка та xk+1

— шукана точка. Iнакше обчислимо

g̃k+1 = B
T
kgk+1, tk =

1

α

√
1+
‖g̃k+1‖2

‖g̃k‖2
,

η1 =
g̃k+1 − g̃k
‖g̃k+1 − g̃k‖

+ tk
g̃k

‖g̃k‖
, η2 =

g̃k+1 − g̃k
‖g̃k+1 − g̃k‖

, Bk+1 = Bk

(
I− η1η

T
2

)
.

Крок 6. Переходимо до чергового кроку з xk+1, Bk+1, gk+1.
Зрозумiло, що збiжнiсть DFPR(α)-алгоритму до розв’язку x∗ для задачi

(5.5) забезпечуватиме процедура найшвидшого спуску в напрямку антигра-
дiєнта. Крiм того, вiн, як i ДФП-метод та r-алгоритми, використовує перетво-
рення простору для того, щоб розширити конус можливих напрямкiв спада-
ння функцiї на наступному кроцi методу. Насправдi, кут мiж послiдовними
градiєнтами в Yk+1 визначається таким спiввiдношенням:

cosψk = 1
/√√√√1+( 1

α

(
‖gk‖
‖gk+1‖

+
‖gk+1‖
‖gk‖

))2
, (2.30)

i чим бiльше α, тим меншим буде цей кут.
Якщо α = ∞, то DFPR(α)-алгоритм буде рiвносильним граничному варi-

анту r-алгоритмiв i для квадратичних функцiй забезпечуватиме збiжнiсть до
x∗ за n крокiв.

З (2.30) випливає, що якщо в DFPR(α)-алгоритмi замiнити постiйний ко-

ефiцiєнт α на змiнний αk =
‖gk‖
‖gk+1‖

+
‖gk+1‖
‖gk‖

≥ 2, то кут мiж послiдовними

градiєнтами зменшуватиметься рiвно вдвiчi, тобто з π/2 до π/4.
Ще одну модифiкацiю DFPR(α)-алгоритму забезпечує такий вибiр αk:

αk =
‖gk+1‖
‖gk‖

(
‖gk‖
‖gk+1‖

+
‖gk+1‖
‖gk‖

)
= 1+

‖gk+1‖2

‖gk‖2
> 1,

при якому кут мiж послiдовними градiєнтами зменшуватиметься згiдно зi
спiввiдношенням

cosψk = 1
/ √

1+
‖gk+1‖2

‖gk‖2
.
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При такому виборi αk дуже простого вигляду набувають як однорангова
матриця оберненого перетворення Tk

(
gk, gk+1

)
Tk
(
gk, gk+1

)
= I−

1

‖gk+1 − gk‖2
gk+1

(
gk+1 − gk

)T
,

так i матриця перетворення простору аргументiв

T−1k
(
gk, gk+1

)
= I−

1

‖gk‖2
gk+1

(
gk+1 − gk

)T
.

Враховуючи, що перетворення простору спрямовано на зменшення кута
мiж двома послiдовними градiєнтами, DFPR(α)-алгоритм має бути ефектив-
ним для мiнiмiзацiї гладких яружних функцiй в широкому дiапазонi значень
параметра α, в тому числi при α ∈ [2, 4].

Пiдтвердженням цього можуть слугувати наведенi в таблицях 2.1 та 2.2
результати чисельних експериментiв для мiнiмiзацiї квадратичних функцiй

f(x) =
1

2
xTAx =

1

2

n∑
i

qi−1x2i = Quad(q, n),

в тому числi й сильно яружних.
Для порiвняння тут наведено також результати роботи rµ(α)-алгоритму за

тих же значень α та параметрi µ = 0 (r0(α)-алгоритм).
Обидва методи працювали в однакових умовах: за стартову точку обирали

x0 = (1, 1, . . . , 1); критерiй зупинки — εg = 10
−10; крок найшвидшого спуску

обчислювався аналiтично

hk =

(
gk, ξk

)(
Aξk, ξk

) ,
i при цьому точнiсть виконання найшвидшого спуску в була досить високою,
тобто ∣∣∣∣( g̃k

‖g̃k‖
,
g̃k+1

‖g̃k+1‖

)∣∣∣∣ < 10−14.
Отже, можна вважати, що результати експериментiв, наведенi в таблицях

2.1 та 2.2, показують, наскiльки перетворення типу ДФП-методу краще, нiж
розтяг простору в напрямку рiзницi двох послiдовних градiєнтiв, другий з
яких отримано згiдно з кроком найшвидшого спуску в перетвореному прос-
торi аргументiв.

Для несильно яружних квадратичних функцiй Quad(1.1, 70) та
Quad(1.2, 50) робота DFPR(α)-алгоритму при невеликих α близька до
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роботи ДФП-методу в тому сенсi, що забезпечує збiжнiсть за кiлькiсть
крокiв, дуже близьку до n.

Таблиця 2.1: Чисельнi експерименти при малих значеннях α [29]

DFPR(α)-алгоритм r0(α)-алгоритм

Quad(q, n) α = 2 α = 3 α = 4 α = 2 α = 3 α = 4

Quad(1.1, 200) 732 581 508 1168 885 775

Quad(1.1, 130) 288 241 218 496 419 398

Quad(1.1, 70) 88 79 74 178 176 183

Quad(1.2, 100) 337 273 239 627 494 457

Quad(1.2, 50) 80 69 66 191 176 173

Quad(2.0, 30) 103 83 76 273 218 206

Таблиця 2.2: Чисельнi експерименти при великих значеннях α [29]

DFPR(α)-алгоритм r0(α)-алгоритм

Quad(q, n) α = 10 α = 100 α = 1000 α = 10 α = 100 α = 1000

Quad(1.1, 200) 379 271 221 702 692 550

Quad(1.1, 130) 177 131 130 391 384 290

Quad(1.1, 70) 70 70 70 212 177 140

Quad(1.2, 100) 181 133 107 422 365 276

Quad(1.2, 50) 54 50 50 185 143 106

Quad(2.0, 30) 58 42 36 178 120 87

Звiсно, розрив у кiлькостi iтерацiй мiж DFPR(α)-алгоритмом та r0(α)-
алгоритмом має зменшуватись при збiльшеннi α, але це має мiсце при дуже
великих значеннях α. Зокрема, при α = 1000 (таблиця 2.2), яке не можна
вважати малим, цей розрив досi є досить великим. Якщо DFPR(α)-алгоритм
гарантує збiжнiсть до x∗ практично за n крокiв, то для r0(α)-алгоритмом це
не так. Однiєю з причин такої поведiнки методiв є занадто велика точнiсть
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розв’язання задач εg = 10−10, що рiвносильно

f(xk) − f
∗ < 10−20.

У випадку менш жорсткого критерiю зупинки розрив буде меншим, але й
кiлькiсть iтерацiй для DFPR(α)-алгоритму буде меншою. Але така точнiсть
для функцiї, що мiнiмiзується, свiдчить про стiйкiсть DFPR(α)-алгоритму до
точностi розв’язку навiть для сильно яружних задач.

Отже, для погано обумовлених задач DFPR(α)-алгоритм можна вважати
бiльш стiйким, нiж r0(α)-алгоритм, точнiше – лiнiйне перетворення простору
типу ДФП-методу варто признати бiльш рацiональним, нiж розтяг простору
в напрямку рiзницi двох послiдовних градiєнтiв.

2.6. Про субградiєнтнi методи типу ДФП-методу

DFPR(α)-алгоритм має «iдеалiзований» характер у тому значеннi, що вiн
передбачає точну процедуру найшвидшого спуску, яка нереалiзовна навiть
для гладких функцiй. Крiм того, для негладких функцiй точна процедура
найшвидшого спуску гарантує сильнiшу умову, нiж iснування антисубградi-
єнта, ортогонального до напрямку спуску. Зокрема, кут може бути тупим,
тобто

(
gk, gk+1

)
< 0. Тому перенесення основних принципiв розглянутого

DFPR(α)-алгоритму на загальний випадок мiнiмiзацiї опуклих функцiй ви-
магає вирiшення двох головних питань.

Перше — замiна перетворення (2.29) перетворенням, яке б забезпечувало
вибiр напрямку руху, як в DFPR(α)-алгоритмi, не лише при ортогональних
послiдовних субградiєнтах. Друге — замiна точного найшвидшого спуску в
напрямку субградiєнта iншим регулюванням крокового множника, яке б по-
требувало невеликої кiлькостi обчислень f(x) та ∂f(x).

Перше питання не є проблемою, оскiльки незалежно вiд кута мiж gk та gk+1
в Yk = B−1

k X, вибiр напрямку руху як в DFPR(α)-алгоритмi можна зберегти,
якщо для корекцiї матрицi Bk+1 = BkTk(gk, gk+1) вибрати

Tk(gk, gk+1) = I−

(
gk+1 − gk
‖gk+1 − gk‖

+ tk

(
gk −

(gk+1, gk)

‖gk+1‖2
gk+1

))
×

×
( gk+1 − gk
‖gk+1 − gk‖

)T
.

(2.31)

Тут tk — певний скалярний параметр, вiд вибору якого залежить збiжнiсть
методiв.
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Друге питання пов’язане з регулюванням крокового множника в напрямку
субградiєнту та є бiльш складним i призводить до рiзного роду модифiкацiй.
Зокрема, класичний феєрiвський крок в напрямку субградiєнта або певний
його аналог, якщо f∗ вiдоме, призводить до немонотонних за функцiоналом
субградiєнтних методiв «змiнної метрики» на основi перетворення (2.31). При
цьому очевидно, що перетворення простору потрiбне на тих кроках методу,
коли для найкоротшої опуклої комбiнацiї векторiв gk та gk+1 виконуються
λ1 > 0 та λ2 > 0, як в (2.27)–(2.28).

Лiнiйне перетворення простору (2.31) сильнiше розширює конус можли-
вих напрямкiв спадання функцiї, нiж «ортогоналiзацiя» в подiбних мето-
дах [32, ст. 239–244]. Обґрунтування збiжностi таких методiв можна побу-
дувати аналогiчно до того, як це виконано в [32], прибравши навiть вимо-
гу на обмеженiсть евклiдової норми матрицi Bk. Такий спосiб регулювання
крокового множника потребує не бiльше одного обчислення f(x) та ∂f(x) на
кожному кроцi методу i дозволяє за скiнчену кiлькiсть крокiв K або знайти
f(xK) зi значенням функцiї, яке потребується, або отримати достатнi умови
розбiжностi фейєрiвського процесу, коли замiсть f∗ використовується зани-
жене значення.

Адаптивний спосiб регулювання кроку [7], який часто використовується в
r(α)-алгоритмi, дозволяє отримати майже монотоннi по функцiоналу методи.
Формально вiн призводить до замiни точного пошуку мiнiмуму за напрям-
ком на наближений, тобто hk > h∗k, але так, щоб hk було близьким до h∗k.
Тут h∗k — точний крок найшвидшого спуску в напрямку антисубградiєнта.
Враховуючи, що гарантоване зменшення норми субградiєнта в перетворено-
му просторi дозволяє просто уточнити крок найшвидшого спуску в перетво-
реному просторi, за такого регулювання крокового множника достатньо на
кожному кроцi методу використовувати в середньому 2-3 обчислення f(x) та
∂f(x). При адаптивному регулюваннi крокового множника можна переходи-
ти i в точки з меншим кроком, нiж h∗k. Таким чином, одночасне виконан-
ня умов ‖gk‖2 >

(
gk, gk+1

)
та ‖gk+1‖2 >

(
gk, gk+1

)
дозволяє застосовувати

перетворення (2.31) i коли
(
gk, gk+1

)
> 0.

Отже, для мiнiмiзацiї опуклих функцiй як перший, так i другий способи
регулювання крокового множника дозволяють отримати практично реалi-
зовнi субградiєнтнi методи «змiнної метрики» на основi перетворення типу
ДФП-методу в умовах мiнiмального використання iнформацiї (тiльки два
послiдовних субградiєнти).

Вiдмiтимо, що обговоренi вище субградiєнтнi методи «змiнної метрики»
бiльше вiдповiдають назвi роботи [33], нiж методи, якi запропоновано в цiй
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роботi, якi стали основою для створення ε-субградiєнтних методiв в негладкiй
оптимiзацiї. Насправдi, в ε-субградiєнтних методах з ДФП-методу був запо-
зичений лише принцип руху за напрямком, протилежним до найкоротшого
вектора до опуклої оболонки двох послiдовних субградiєнтiв, i узагальне-
ний на випадок бiльшої кiлькостi векторiв. Але змiст ДФП-методу полягає
не скiльки у виборi такого напрямку руху, скiльки в лiнiйному перетвореннi
простору, який застосовується, i яке дозволяє покращувати структуру повер-
хонь рiвня функцiї, що мiнiмiзується.

2.7. Висновки

В роботi обговорюється B-форма методу Давидона–Флетчера–Пауелла, яка
дозволяє iнтерпретувати його як градiєнтний метод в перетвореному просторi
аргументiв. На її основi проведено порiвняння цього методу з r-алгоритмами.
Для мiнiмiзацiї гладких опуклих функцiй побудовано DFPR(α)-алгоритм —
градiєнтний метод з перетворенням простору, який поєднує властивостi як
квазiньютонiвських методiв, так i r-алгоритмiв. Обговорюються можливi схе-
ми такого типу методiв для мiнiмiзацiї негладких опуклих функцiй.

Вiдмiтимо, що алгоритм, схожий наDFPR(α)-алгоритм, можна побудувати
також на основi лiнiйного однорангового оператора для методу Бройдена–
Флетчера–Гольдфарба–Шанно [34]. Цей оператор має вид

Tk(gk, gk+1) =

= I+
gk

(gk − gk+1, gk)

(√
hk(gk, gk − gk+1)

(gk, gk)
gk + gk+1 − gk

)T
,

i використовується для перерахунку матрицi, оберненої до матрицi пере-
творення простору. Такi алгоритми тiсно пов’язанi з методом Левенберга–
Марквардта [26,35,36], який є комбiнацiєю методу Ньютона та методу градi-
єнтного спуску.
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Роздiл 3

Модифiкованi екстраградiєнтнi алгоритми

В роздiлi розглядаються рiзнi варiанти модифiкованого екстраградiєнтного
методу з динамiчним регулюванням величини кроку для розв’язання варiа-
цiйних нерiвностей з монотонними операторами. Основний матерiал роздiлу
вперше був опублiкований в статтях [37,38].

Роздiл побудовано наступним чином. В пiдроздiлi 3.1 наведено необхiдний
мiнiмум вiдомостей стосовно варiацiйних нерiвностей та факти, що вiдiгра-
ють важливу роль у доведеннях результатiв роздiлу. В пiдроздiлi 3.2 опи-
сано класичний екстраградiєнтний алгоритм Корпелевич та доведено йо-
го збiжнiсть. В пiдроздiлi 3.3 описано модифiкацiю субградiєнтного екстра-
градiєнтного алгоритму з динамiчним регулюванням величини кроку для ва-
рiацiйних нерiвностей з монотонними нелiпшицевими операторами та доведе-
но його збiжнiсть. Пiдроздiл 3.4 присвячений алгоритму для пошуку розв’яз-
ку варiацiйної нерiвностi з апрiорною iнформацiєю, що описана у виглядi
включення до множини нерухомих точок квазiнерозтягуючого оператора.
Розглянуто алгоритм для операторних рiвнянь з апрiорною iнформацiєю про
розв’язок. В пiдроздiлi 3.5 розгянуто сильно збiжнi екстраградiєнтнi методи з
динамiчним регулюванням величини кроку для розв’язання монотонних варi-
ацiйних нерiвностей та операторних рiвнянь з апрiорною iнформацiєю. Для
регуляризацiї використано схему Гальперна, проекцiйну CQ-схему Nakajo–
Takahashi та метод Takahashi–Takeuchi–Kubota. У кiнцi роздiлу розглянуто
деякi застосування варiацiйних нерiвностей у машинному навчаннi.

3.1. Попереднi вiдомостi та допомiжнi твердження

Нехай H — дiйсний гiльбертовий простiр iз заданим скалярним добутком
(·, ·) та нормою ‖·‖, що породжена цим скалярним добутком. Сильну збi-
жнiсть будемо позначати символом →, а слабку ⇀.
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Нехай C — непорожня опукла i замкнена пiдмножина простору H та A :

H→ H – деякий оператор. У даному роздiлi ми розглянемо екстраградiєнтнi
методи розв’язання варiацiйних нерiвностей вигляду:

знайти x ∈ C : (Ax, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C. (3.1)

Будемо позначати VI(A,C) множину розв’язкiв варiацiйної нерiвностi (3.1).

Варiацiйнi нерiвностi один з центральних об’єктiв у прикладному нелiнiй-
ному аналiзi. Дослiдження варiацiйних нерiвностей розпочалося в 1960-х ро-
ках [39–42]. Цi роботи виникли при спробах розв’язання проблем варiацiйного
числення, оптимального керування та теорiї крайових задач з одностороннiми
умовами. Гарний огляд перших застосувань варiацiйних нерiвностей дають
книги [43–45].

Дуже швидко варiацiйнi нерiвностi стали потужним iнструментом для
розв’язання проблем оптимiзацiї, оптимального керування, економiки, мате-
матичної фiзики. В оптимiзацiї та оптимальному керуваннi варiацiйнi нерiв-
ностi є перш за все зручним способом запису умов оптимальностi. Вiдома
монографiя Ж.-Л. Лiонса [46] є систематичним викладенням теорiї опти-
мального керування системами з розподiленими параметрами з точки зору
варiацiйних нерiвностей.

Окремi задачi опуклої недиференцiйовної оптимiзацiї можуть ефективно
розв’язуватися, якщо їх переформулювати у виглядi сiдлових (мiнiмаксних)
задач i застосувати алгоритми розв’язання варiацiйних нерiвностей [47]. Не-
щодавно був розвинутий такий варiант побудови швидких алгоритмiв для
задач опуклого програмування: за допомогою теорiї двоїстостi переходимо
до деякої опукло-угнутої сiдлової задачi (гра Фенхеля) та застосовуємо екс-
траградiєнтнi алгоритми розв’язання варiацiйних нерiвностей [48].

З появою генеруючих змагальних нейронних мереж (generative adversarial
networks, GANs) та iнших моделей змагального навчання [90,91] стiйкий iнте-
рес до алгоритмiв розв’язання варiацiйних нерiвностей виник i в середовищi
спецiалiстiв в галузi машинного навчання [49–53].

Нагадаємо декiлька вiдомих та потрiбних нам фактiв.

Нехай PC — оператор метричного проектування на замкнену опуклу пiд-
множину C ⊆ H, тобто PCx — єдиний елемент C, що володiє властивiстю

‖PCx− x‖ = min
z∈C
‖z− x‖ .
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Елемент PCx можна охарактеризувати таким чином [44]:

y = PCx ⇔ y ∈ C та (y− x, z− y) ≥ 0 ∀z ∈ C, (3.2)

y = PCx ⇔ y ∈ C та ‖y− z‖2 ≤ ‖x− z‖2 − ‖y− x‖2 ∀z ∈ C. (3.3)

Iз нерiвностi (4.4) випливає, що x ∈ VI (A,C) тодi i тiльки тодi, коли

x = PC (x− λAx) ,

де λ > 0 [44].

Означення 3.1. Оператор A : H→ H називаємо монотонним, якщо

(Ax−Ay, x− y) ≥ 0 ∀x, y ∈ H.

Має мiсце

Лема 3.1 (лема Мiнтi). Якщо оператор A : H → H — монотонний та
неперервний, а множина C ⊆ H — опукла та замкнена, то x ∈ VI (A,C)
тодi i тiльки тодi, коли x ∈ C та

(Ay, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C.

Зокрема, множина VI (A,C) опукла та замкнена.

Зауваження 3.1. Варiацiйна нерiвнiсть (3.1) записується у формi опера-
торного включення [54]:

знайти x ∈ H : 0 ∈ Ax+NCx,

де NCx — нормальний конус множини C в точцi x:

NCx =

{
{z ∈ H : (z, y− x) ≤ 0 ∀y ∈ C} , якщо x ∈ C,
∅, iнакше.

При доведеннi слабкої збiжностi послiдовностей елементiв гiльбертового
простору будемо використовувати вiдому лему Опяла.

Лема 3.2 (Opial, [55]). Нехай послiдовнiсть (xn) елементiв гiльбертового
простору H слабко збiгається до елемента x ∈ H. Тодi для всiх y ∈ H\ {x}
маємо

lim inf
n→∞ ‖xn − x‖ < lim inf

n→∞ ‖xn − y‖ .
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Наступнi факти також вiдiграють важливу роль у доведеннях основних
результатiв роздiлу.

Лема 3.3. Нехай послiдовнiсть невiд’ємних чисел (ξn) задовольняє ре-
курентну нерiвнiсть

ξn+1 ≤ (1− αn) ξn + αnβn + γn, n ≥ 1,

де послiдовностi (αn) та (βn) мають властивостi:

1) αn ∈ (0, 1),
∑∞

n=1 αn = +∞;

2) lim supn→∞ βn ≤ 0;
3) γn ∈ [0,+∞),

∑∞
n=1 γn < +∞.

Тодi lim
n→∞ ξn = 0.

Лема 3.4 (Mainge, [56]). Нехай числова послiдовнiсть (an) має пiдпослi-
довнiсть (ank), яка володiє властивiстю

ank < ank+1 ∀k ∈ N.

Тодi iснує така неспадна послiдовнiсть (mk) натуральних чисел, що

mk → +∞ i amk ≤ amk+1, ak ≤ amk+1 ∀k ≥ n1.

Зауваження 3.2. Лема 3.4 є ефективним iнструментом дослiдження
збiжностi iтерацiйних процесiв, що не володiють фейєрiвською властивiстю
вiдносно множини розв’язкiв [56–58].

Розглянемо функцiю

t 7→ ‖x− PC (x− tAx)‖ , t ∈ R.

Вона володiє наступними корисними властивостями.

Лема 3.5. Для x ∈ H i чисел α ≥ β > 0 мають мiсце нерiвностi

‖x− PC (x− αAx)‖
α

≤ ‖x− PC (x− βAx)‖
β

,

‖x− PC (x− βAx)‖ ≤ ‖x− PC (x− αAx)‖ .
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Доведення. Покладемо xα = PC (x− αAx), xβ = PC (x− βAx) . Маємо(
xα − x+ αAx

α
, xβ − xα

)
≥ 0,

(
xβ − x+ βAx

β
, xα − xβ

)
≥ 0.

Склавши цi нерiвностi, отримаємо

0 ≤
(
x− xα
α

−
x− xβ
β

, xα − xβ

)
=

(
x− xα
α

−
x− xβ
β

, (x− xβ) − (x− xα)

)
.

Звiдки,

0 ≤ − ‖x− xα‖2 −
α

β
‖x− xβ‖2 + ‖x− xα‖ ‖x− xβ‖+

α

β
‖x− xα‖ ‖x− xβ‖ .

Отже,

0 ≥
(
‖x− xα‖−

α

β
‖x− xβ‖

)
(‖x− xα‖− ‖x− xβ‖) .

Звiдки випливає

‖x− xα‖−
α

β
‖x− xβ‖ ≤ 0, ‖x− xβ‖ ≤ ‖x− xα‖ ,

що i потрiбно було довести.

Означення 3.2. Оператор T : H→ H називають нерозтягуючим, якщо

‖Tx− Ty‖ ≤ ‖x− y‖ ∀x, y ∈ H.

Оператор проектування PC — нерозтягуючий.

Означення 3.3. Оператор T : H → H називають квазiнерозтягуючим
(фейєрiвським), якщо F (T) = {x ∈ H : Tx = x} 6= ∅ та

‖Tx− y‖ ≤ ‖x− y‖ ∀x ∈ H ∀y ∈ F (T) .

Вiдомо, що множина нерухомих точок F (T) квазiнерозтягуючого оператора
замкнена та опукла [54,59].

Зауваження 3.3. Квазiнерозтягуючi (фейєрiвськi) оператори та поро-
дженi ними iтерацiйнi процеси мають велике значення в оптимiзацiйнiй ал-
горитмицi (див. [59–61]). Але в багатьох iнших областях обчислювальної ма-
тематики цi плiднi конструкцiї не достатньо вiдомi. Книга [59] — одне з най-
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кращих джерел по iтерацiйним алгоритмам з фейєрiвською властивiстю для
розв’язання рiвнянь, нерiвностей та задач оптимiзацiї.

Означення 3.4. Оператор S : C → H називають демiзамкненим в точцi
y ∈ H якщо для послiдовностi точок xn ∈ C iз xn ⇀ x i Sxn → y випливає
Sx = y.

Вiдомо, що для нерозтягуючого оператора T : C → H оператор I − T

демiзамкнений в нулi [54].
Основними схемами, що забезпечують апроксимацiю нерухомих точок не-

розтягуючих операторiв (в припущеннi їх iснування) є алгоритми Красно-
сельського–Манна [55, 62, 63], Гальперна [64–71], гiбридний алгоритм Na-
kajo–Takahashi [72] та алгоритм скорочення (shrinking algorithm) Takahashi–
Takeuchi–Kubota [73]. Розглянемо їх докладнiше.

Метод Красносельського–Манна генерує послiдовнiсть (xn) за допомогою
схеми

xn+1 = αxn + (1− α)Txn,

де α ∈ (0, 1). Вiдомо, що (xn) слабко збiгається до деякої точки з F(T) [55].
У 1967 р. Б. Гальперн [64] дослiдив збiжнiсть методу

xn+1 = αny+ (1− αn)Txn, (3.4)

де y ∈ C, а (αn) — послiдовнiсть чисел з (0, 1). Вiн показав, що умови

lim
n→∞αn = 0,

∞∑
n=1

αn = +∞ (3.5)

є необхiдними для сильної збiжностi послiдовностi (xn) до нерухомої точки
нерозтягуючого оператора T , та отримав достатнi умови сильної збiжностi.
Зокрема, Гальперн довiв збiжнiсть (3.4) при αn = 1

(n+1)q , де q ∈ (0, 1).
У 1977 р. П.–Л. Лiонс [65] покращив результат Гальперна, довiвши сильну

збiжнiсть (3.4), якщо послiдовнiсть (αn) задовольняє умови (3.5) та

lim
n→∞(αn+1 − αn)/α2n+1 = 0. (3.6)

У 1992 р. Р. Вiттман [66] довiв сильну збiжнiсть методу (3.4) до нерухомої
точки оператора T за виконання умов (3.5) та

∞∑
n=0

|αn+1 − αn| < +∞. (3.7)
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Нарештi, у 2002 р. H.K. Xu [67, 68] довiв теорему про сильну збiжнiсть
методу (3.4) за виконання умов (3.5) та

lim
n→∞(αn+1 − αn)/αn+1 = 0. (3.8)

У додатку до роздiлу наведемо доведення збiжностi методу (3.4).
Вiдомо, що у загальному випадку метод Красносельського–Манна лише

слабко збiгається. Iснує кiлька сильно збiжних його модифiкацiй. Однiєю з
найпопулярнiших є СQ–метод (вiдомий пiд назвою «гiбридний метод»), що
запропонований у 2003 р. K. Nakajo та W. Takahashi [72]. Метод має вигляд:

x1 = x ∈ C,
yn = αnxn + (1− αn)Txn,

Cn = {z ∈ C : ‖z− yn‖ ≤ ‖z− xn‖} ,
Qn = {z ∈ C : (xn − z, x0 − xn) ≥ 0} ,
xn+1 = PCn∩Qnx,

де (αn) — послiдовнiсть чисел iз [0, α] для деякого α ∈ [0, 1). У роботi [72]
доведено сильну збiжнiсть послiдовностi (xn) до точки z = PF(T)x.

У 2008 р. W. Takahashi, Y. Takeuchi, та R. Kubota [73] запропонували такий
алгоритм (shrinking algorithm)

x1 = x ∈ C, C1 = C,
yn = αnxn + (1− αn)Txn,

Cn+1 = {z ∈ Cn : ‖z− yn‖ ≤ ‖z− xn‖} ,
xn+1 = PCn+1x,

де (αn) — послiдовнiсть чисел iз [0, α] для деякого α ∈ [0, 1). Вони довели,
породжена цим алгоритмом послiдовнiсть (xn) сильно збiгається до точки
z = PF(T)x.

3.2. Екстраградiєнтний алгоритм Корпелевич

Рiвносильнiсть варiацiйної нерiвностi (3.1) та задачi пошуку нерухомої точ-
ки оператора PC (I− λA), де λ > 0, веде до очевидного методу, що генерує
послiдовнiсть (xn) за правилом

xn+1 = PC (xn − λAxn) , (3.9)

де λ > 0.
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Для збiжностi (xn) до розв’язку (3.1) необхiдно накласти на A бiльш силь-
нi умови, нiж просто монотоннiсть. Зокрема, якщо A — сильно монотонний
та лiпшицевий або обернено сильно монотонний (ко-коерцитивний), то послi-
довнiсть (xn) збiгається1 до розв’язку (3.1) (у першому випадку — сильно, у
другому — слабко).

У випадку лише монотонностi оператора A найпростiша схема (3.9) не га-
рантує збiжностi. У 1976 р. Г.М. Корпелевич запропонувала для розв’язання
(3.1) в евклiдовому просторi Rm, так званий, екстраградiєнтний алгоритм [74]
(див. також роботу А.С. Антiпiна [75]):{

yn = PC (xn − λAxn) ,

xn+1 = PC (xn − λAyn) ,

де λ > 0.
Докладно розглянемо цей популярний алгоритм. Cпираємось на матерiал

книги [76].
Будемо припускати виконаними такi умови:

A1) множина C ⊆ H замкнена та опукла;

A2) оператор A : H → H монотонний та лiпшицевий (зi сталою L > 0) на
множинi C;

A3) VI(A,C) 6= ∅.

Алгоритм 3.1 (Екстраградiєнтний алгоритм Корпелевич).

1) Задаємо x0 ∈ C, λ ∈
(
0, 1
L

)
.

2) Для xn обчислюємо
yn = PC (xn − λAxn) .

3) Якщо xn = yn, то СТОП, iнакше обчислюємо

xn+1 = PC (xn − λAyn) ,

покладаємо n := n+ 1 та переходимо на крок 2.
1Величина крокового множнику λ у першому випадку обирається з iнтервалу

(
0, 2µ/L2

)
, де µ > 0,

L > 0 — сталi сильної монотонностi та Лiпшиця оператора A, вiдповiдно, у другому випадку — з (0, 2α),
де α > 0 стала ко-коерцитивностi A. Нагадаємо, що оператор A : H → H називають ко–коерцитивним
(обернено сильно монотонним), якщо iснує додатня константа α така, що

(Ax−Ay, x− y) ≥ α ‖Ax−Ay‖2 ∀x, y ∈ H.
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Наступна лема обґрунтовує правило зупинки.

Лема 3.6. Якщо xn = yn, то xn ∈ VI(A,C).

Доведення. Рiвнiсть
yn = PC (xn − λAxn)

рiвносильна варiацiйнiй нерiвностi

(yn − xn + λAxn, x− yn) ≥ 0 ∀x ∈ C.

З урахуванням умови xn = yn маємо xn ∈ VI(A,C).

Принциповим елементом доведення збiжностi є нерiвнiсть з наступної леми.
Саме вона гарантує фейєрiвську властивiсть вiдносно множини розв’язкiв.

Лема 3.7. Для z ∈ VI(A,C) i породжених алгоритмом 3.1 послiдовно-
стей (xn), (yn) виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − (1− λ2L2) ‖xn − yn‖2 . (3.10)

Доведення. Маємо

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − λAyn − z‖2 − ‖xn − λAyn − xn+1‖2 =
= ‖xn − z‖2 − ‖xn+1 − xn‖2 + 2λ (Ayn, z− xn+1) . (3.11)

З монотонностi оператора A та z ∈ VI(A,C) випливає

0 ≤ (Ayn −Az, yn − z) = (Ayn, yn − z) − (Az, yn − z) ≤
≤ (Ayn, yn − z) = (Ayn, yn − xn+1) + (Ayn, xn+1 − z) ,

тобто
(Ayn, z− xn+1) ≤ (Ayn, yn − xn+1) . (3.12)

Оцiнивши праву частину (3.11) за допомогою (3.12), отримаємо

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn+1 − xn‖2 + 2λ (Ayn, yn − xn+1) .

Далi

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖(xn − yn) + (yn − xn+1)‖2+
+ 2λ (Ayn, yn − xn+1) = ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2−

− ‖yn − xn+1‖2 + 2 (xn − λAyn − yn, xn+1 − yn) .

77



Оскiльки xn+1 ∈ C, то

(xn − λAyn − yn, xn+1 − yn) = (xn − λAxn − yn, xn+1 − yn)+

+ λ (Axn −Ayn, xn+1 − yn) ≤ λ (Axn −Ayn, xn+1 − yn) .

Отже,

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2−
− ‖yn − xn+1‖2 + 2λ (Axn −Ayn, xn+1 − yn) . (3.13)

Перейдемо до оцiнки 2λ (Axn −Ayn, xn+1 − yn). Маємо

2λ (Axn −Ayn, xn+1 − yn) ≤ 2λL ‖xn − yn‖ ‖xn+1 − yn‖ ≤
≤ λ2L2 ‖xn − yn‖2 + ‖xn+1 − yn‖2 . (3.14)

Використовуючи (3.14) у (3.13), отримаємо нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − (1− λ2L2) ‖xn − yn‖2 ,

чим i завершуємо доведення.

Теорема 3.1. Породженi алгоритмом 3.1 послiдовностi (xn), (yn) слабко
збiгаються до розв’язку (3.1).

Доведення. З нерiвностi (3.10) випливає iснування limn→∞ ‖xn − z‖ для всiх
z ∈ VI(A,C). Зокрема, послiдовнiсть (xn) обмежена.

Запишемо (3.10) у виглядi

(1− λ2L2) ‖xn − yn‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn+1 − z‖2 .

Маємо ∞∑
n=0

‖xn − yn‖2 < +∞.
Звiдси

lim
n→∞ ‖xn − yn‖ = 0.

Отже, (yn) також обмежена. Покажемо, що всi слабкi частковi границi
послiдовностi (xn) належать множинi VI(A,C). Нехай пiдпослiдовнiсть (xnk)

слабко збiгається до x∗ ∈ H. Очевидно, що x∗ ∈ C та ynk ⇀ x∗. Маємо

(ynk − xnk + λAxnk, x− ynk) ≥ 0 ∀x ∈ C.
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Звiдси для всiх x ∈ C отримуємо

0 ≤ (ynk − xnk, x− ynk) + λ (Axnk, xnk − ynk) + λ (Axnk, x− xnk) ≤
≤ (ynk − xnk, x− ynk) + λ (Axnk, xnk − ynk) + λ (Ax, x− xnk) . (3.15)

Перейшовши до границi у (3.15), отримаємо

(Ax, x− x∗) ≥ 0 ∀x ∈ C,

тобто x∗ ∈ VI(A,C).
Покажемо, що послiдовнiсть (xn) слабко збiгається.
Припустимо, що послiдовнiсть (xn) має принаймнi двi рiзнi слабкi частковi

границi p та q. За доведеним p, q ∈ VI(A,C).
Нехай (xnk) — пiдпослiдовнiсть, що слабко збiгається до p. Тодi з леми

Опяла (лема 3.2) випливає:

lim
n→∞ ‖xn − p‖ = lim

k→∞ ‖xnk − p‖ < lim
k→∞ ‖xnk − q‖ = lim

n→∞ ‖xn − q‖ .
Повторивши це мiркування, приходимо до абсурдної нерiвностi

lim
n→∞ ‖xn − p‖ < lim

n→∞ ‖xn − p‖ .
Отже, породжена алгоритмом 3.1 послiдовнiсть (xn) слабко збiгається до точ-
ки з множини VI(A,C).

У 2011 р. Y. Censor, A. Gibali та S. Reich [77] запропонували модифiка-
цiю алгоритму Корпелевич з одним метричним проектуванням на допустиму
множину C — так званий, субградiєнтний екстраградiєнтний алгоритм, що
має вигляд: 

yn = PC (xn − λAxn) ,

Tn = {z ∈ H : (xn − λAxn − yn, z− yn) ≤ 0} ,
xn+1 = PTn (xn − λAyn) ,

(3.16)

де λ ∈ (0, 1/L). Друга проекцiя в (3.16) має явну форму. Тому цей метод
є привабливим, коли проектування на допустиму множину C є складною
задачею.

Зазначимо, що незалежно алгоритм (3.16) був запропонований в [78] в кон-
текстi задач рiвноважного програмування.

В роботах [77, 78] доведена слабка збiжнiсть породжених цим алгоритмом
послiдовностей (xn) i (yn) до деякого розв’язку варiацiйної нерiвностi (3.1).
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Близьким до алгоритму Корпелевич є P. Tseng [79]{
yn = PC (xn − λAxn) ,

xn+1 = yn + λ (Axn −Ayn) ,
(3.17)

де λ ∈ (0, 1/L). В роботi [79] показано, що послiдовностi (xn) i (yn) слабко
збiжнi до деякого розв’язку нерiвностi (4.1).

Обидва алгоритми (3.16) i (3.17) мають однакову складнiсть iтерацiйного
кроку: одне проектування на C та обчислення двох значень оператора A.

Зауваження 3.4. Iснує така адаптивна модифiкацiя екстраградiєнтного
методу [80].

1) Задаємо x1 ∈ C, τ ∈ (0, 1), λ1 ∈ (0,+∞).

2) Для xn обчислюємо yn = PC (xn − λnAxn) .

3) Якщо xn = yn, то СТОП, iнакше обчислюємо

xn+1 = PC (xn − λnAyn) .

4) Обчислюємо

λn+1 =

{
min
{
λn, τ

‖xn−yn‖
‖Axn−Ayn‖

}
, якщо Axn 6= Ayn,

λn, iнакше.

покладаємо n := n+ 1 та переходимо на крок 2.

Перейдемо до розгляду модифiкацiй екстраградiєнтного методу Корпеле-
вич для монотонних варiацiйних нерiвностей з нелiнiйним оператором, що не
має властивостi глобальної лiпшицевостi.

3.3. Модифiкований екстраградiєнтний алгоритм

Нижче ми розглянемо модифiкацiю субградiєнтного екстраградiєнтного
алгоритму з динамiчним регулюванням величини кроку.

Далi будемо вважати, що виконуються такi умови:

A1) VI (A,C) 6= ∅;

A2) оператор A : H→ H — монотонний, рiвномiрно неперервний на обмеже-
них множинах.
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Алгоритм 3.2. Задаємо числовi параметри σ > 0, τ ∈ (0, 1), θ ∈ (0, 1) i
елемент x0 ∈ H.

Iтерацiйний крок. Для xn ∈ H обчислюємо

yn = PC (xn − λnAxn) ,

де λn отримуємо iз умови
j (n) = min{j ≥ 0 :

∥∥APC (xn − στjAxn)−Axn∥∥ ≤
≤ θ

στj

∥∥PC (xn − στjAxn)− xn∥∥},
λn = στj(n).

(3.18)

Якщо yn = xn, то закiнчуємо, в противному випадку обчислюємо

xn+1 = PTn (xn − λnAyn) ,

де
Tn = {z ∈ H : (xn − λnAxn − yn, z− yn) ≤ 0} .

Зрозумiло, що якщо yn = xn, то точка xn належить множинi C i є розв’яз-
ком варiацiйної нерiвностi.

Покажемо, що процедура (3.18) завжди закiнчується за скiнченну кiлькiсть
крокiв. Має мiсце

Лема 3.8. Правило (3.18) вибору параметра λn коректне, тобто

j (n) < +∞.
Доведення. Нехай xn ∈ VI(A,C). Тодi

xn = PC (xn − σAxn) та j (n) = 0.

Розглянемо ситуацiю xn /∈ VI(A,C) i припустимо, що для всiх j ∈ N вико-
нується нерiвнiсть

στj
∥∥APC (xn − στjAxn)−Axn∥∥ > θ∥∥PC (xn − στjAxn)− xn∥∥ . (3.19)

Якщо xn ∈ C, то

lim
j→∞

∥∥PC (xn − στjAxn)− xn∥∥ = 0.
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З рiвномiрної неперервностi оператораA на обмежених множинах випливає

lim
j→∞

∥∥APC (xn − στjAxn)−Axn∥∥ = 0.

Таким чином,

lim
j→∞

∥∥PC (xn − στjAxn)− xn∥∥
στj

= 0. (3.20)

Покладемо yjn = PC
(
xn − στ

jAxn
)
. Маємо(

yjn − xn
στj

, x− yjn

)
+
(
Axn, x− y

j
n

)
≥ 0 ∀x ∈ C. (3.21)

Здiйснивши граничний перехiд в (3.21) з урахуванням асимпотики (3.20),
отримаємо (Axn, x− xn) ≥ 0 ∀x ∈ C, тобто, xn ∈ VI (A,C). Протирiччя.

У випадку xn /∈ C маємо

lim
j→∞

∥∥PC (xn − στjAxn)− xn∥∥ = ‖PCxn − xn‖ > 0.

та
lim
j→∞στj

∥∥APC (xn − στjAxn)−Axn∥∥ = 0.

Знову отримали протирiччя (див. нерiвнiсть (3.19)).

Зауваження 3.5. При доведеннi леми 3.8 зовсiм не використовувалась
монотоннiсть оператора A.

Перейдемо тепер до доведення слабкої збiжностi алгоритму 3.2.

Лема 3.9. Для послiдовностей (xn), (yn), породжених алгоритмом 3.2,
має мiсце нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 −
(
1− θ2

)
‖xn − yn‖2 , (3.22)

де z ∈ VI (A,C).

Доведення. Нехай z ∈ VI (A,C). Маємо

‖xn+1 − z‖2 = ‖PTn (xn − λnAyn) − z‖
2 =

= ‖PTn (xn − λnAyn) − (xn − λnAyn) + (xn − λnAyn) − z‖2 =
= ‖(xn − λnAyn) − z‖2 + ‖PTn (xn − λnAyn) − (xn − λnAyn)‖2+

+ 2 (PTn (xn − λnAyn) − (xn − λnAyn) , (xn − λnAyn) − z) .
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Оскiльки

2 ‖PTn (xn − λnAyn) − (xn − λnAyn)‖2+
+ 2 (PTn (xn − λnAyn) − (xn − λnAyn) , (xn − λnAyn) − z) =

= 2 ((xn − λnAyn) − PTn (xn − λnAyn) , z− PTn (xn − λnAyn)) ≤ 0,

то для всiх n ∈ N маємо

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − λnAyn − z‖2 − ‖PTn (xn − λnAyn) − xn + λnAyn‖
2 =

= ‖(xn − λnAyn) − z‖2 − ‖xn+1 − (xn − λnAyn)‖2 =
= ‖xn − z‖2 − ‖xn − xn+1‖2 + 2λn (z− xn+1, Ayn) .

З монотонностi оператораA, включення z ∈ VI (A,C) та леми Мiнтi випливає

0 ≤ (Ayn −Az, yn − z) =

= (Ayn, yn − z) − (Az, yn − z)︸ ︷︷ ︸
≥0

≤

≤ (Ayn, yn − z) = (Ayn, yn − xn+1) + (Ayn, xn+1 − z) .

Тобто,
(Ayn, z− xn+1) ≤ (Ayn, yn − xn+1) .

Таким чином,

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn − xn+1‖2 + 2λn (Ayn, yn − xn+1) .

Далi,

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖(xn − yn) + (yn − xn+1)‖2+
+ 2λn (Ayn, yn − xn+1) = ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+

+ 2 (xn − λnAyn − yn, xn+1 − yn) .

Оскiльки xn+1 ∈ Tn, то

(xn − λnAyn − yn, xn+1 − yn) =

= (xn − λnAxn − yn, xn+1 − yn)︸ ︷︷ ︸
≤0

+

+ λn (Axn −Ayn, xn+1 − yn) ≤ λn (Axn −Ayn, xn+1 − yn) .
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Отже, приходимо до нерiвностi

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2−‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+
+ 2λn (Axn −Ayn, xn+1 − yn) . (3.23)

Доданок 2λn (Axn −Ayn, xn+1 − yn) в (3.23) оцiнимо наступним чином

2λn (Axn −Ayn, xn+1 − yn) ≤ 2λn ‖Axn −Ayn‖ ‖xn+1 − yn‖ ≤
≤ 2θ ‖xn − yn‖ ‖xn+1 − yn‖ ≤ θ2 ‖xn − yn‖2 + ‖xn+1 − yn‖2 . (3.24)

Враховуючи оцiнку (3.24) в (3.23), приходимо до нерiвностi (3.22).

Зауваження 3.6. Оцiнивши доданок 2λn (Axn −Ayn, xn+1 − yn) в (3.23)
iнакше, отримаємо корисну нерiвнiсть (z ∈ VI(A,C))

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − (1− θ) ‖xn − yn‖2 − (1− θ) ‖xn+1 − yn‖2 . (3.25)

Теорема 3.2. Послiдовностi (xn) i (yn), породженнi алгоритмом 3.2,
слабко збiгаються до деякої точки z ∈ VI(A,C).
Доведення. Iз нерiвностi (3.22) випливає, що послiдовнiсть (xn) фейєрiвська
вiдносно множини VI(A,C), тобто

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 ∀n ∈ N ∀z ∈ VI(A,C).

Зокрема, послiдовнiсть (xn) обмежена.
Зафiксуємо номер N ∈ N i розглянемо нерiвностi (3.22) для всiх номерiв

1, 2, . . . , N. Додавши їх, отримаємо

‖xN+1 − z‖2 ≤ ‖x1 − z‖2 −
(
1− θ2

) N∑
n=1

‖xn − yn‖2 . (3.26)

Iз нерiвностi (3.26) випливає збiжнiсть числового ряду∑
n

‖xn − yn‖2 .

Таким чином,
lim
n→∞ ‖xn − yn‖ = 0. (3.27)

Розглянемо пiдпослiдовнiсть (xnk), що слабко збiгається до деякої точки
z ∈ H. Тодi ynk ⇀ z i z ∈ C. Покажемо, що z ∈ VI (A,C).

Можливi два варiанти:
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1) числова послiдовнiсть (λnk) не прямує до нуля;

2) lim
k→∞ λnk = 0.

Спочатку розглянемо варiант 1).
Можна вважати, що λnk ≥ λ для всiх достатньо великих k i деякого λ > 0.

Маємо,
(ynk − xnk + λnkAxnk, x− ynk) ≥ 0 ∀x ∈ C.

Звiдки, використовуючи монотоннiсть оператора A, виводимо оцiнку

0 ≤ (ynk − xnk + λnkAxnk, x− ynk)

λnk
=

=
(ynk − xnk, x− ynk)

λnk
+ (Axnk, xnk − ynk) + (Axnk, x− xnk) ≤

≤ (ynk − xnk, x− ynk)

λnk
+ (Axnk, xnk − ynk) + (Ax, x− xnk) .

Здiйснивши граничний перехiд iз врахуванням (3.27), отримаємо

(Ax, x− z) ≥ 0 ∀x ∈ C.

Отже, z ∈ VI (A,C).
Розглянемо варiант 2).
Нехай lim

k→∞ λnk = 0. Покладемо

znk = PC (xnk − µnkAxnk) ,

де µnk = λnkτ−1 = στj(nk)−1 > λnk > 0. Застосуємо лему 3.5. Маємо,

‖xnk − znk‖ ≤
1

τ
‖xnk − ynk‖→ 0.

Зокрема, послiдовнiсть (znk) обмежена i znk ⇀ z. Iз рiвномiрної неперервно-
стi оператора A на обмежених множинах випливає ‖Axnk −Aznk‖ → 0. А
нерiвнiсть

µnk ‖Aznk −Axnk‖ > θ ‖znk − xnk‖
тягне асимптотику

‖xnk − znk‖
µnk

→ 0. (3.28)

Далi маємо,
(znk − xnk + µnkAxnk, x− znk) ≥ 0 ∀x ∈ C.
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Звiдки виводимо оцiнку

0 ≤ (znk − xnk, x− znk)

µnk
+ (Axnk, xnk − znk) + (Ax, x− xnk) .

Здiйснивши граничний перехiд iз врахуванням (3.28), отримаємо

(Ax, x− z) ≥ 0 ∀x ∈ C,

Звiдки, z ∈ VI (A,C).
Покажемо тепер, що xn ⇀ z. Тодi iз (3.27) буде випливати yn ⇀ z. Мiркує-

мо вiд супротивного. Нехай iснує пiдпослiдовнiсть (xmk), така, що xmk ⇀ z ′ i
z 6= z ′. Зрозумiло, що z ′ ∈ VI (A,C). Застосуємо двiчi лему 3.2. Маємо,

lim
n→∞ ‖xn − z‖ = lim inf

k→∞ ‖xnk − z‖ < lim inf
k→∞ ‖xnk − z ′‖ = lim

n→∞ ‖xn − z ′‖ =
= lim inf

k→∞ ‖xmk − z ′‖ < lim inf
k→∞ ‖xmk − z‖ = lim

n→∞ ‖xn − z‖ ,
що неможливо. Таким чином, z = z ′.

Зауваження 3.7. Слабка границя z породженної алгоритмом 3.2 фейє-
рiвської послiдовностi (xn) має властивiсть [54]: PVI(A,C)xn → z. Якщо мно-
жина VI (A,C) є афiнним многовидом, то xn → PVI(A,C)x0 [54].

Зауваження 3.8. Асимптотику (3.27) можна уточнити до наступної:

lim inf
n→∞

√
n ‖xn − yn‖ = 0. (3.29)

Дiйсно, якщо (3.29) не виконується, то

‖xn − yn‖ ≥ µn−1/2

для деякого µ > 0 i всiх достатньо великих номерiв n. Отже числовий ряд∑
n ‖xn − yn‖

2 розбiгається. Отримали протирiччя.

3.4. Модифiкований екстраградiєнтний алгоритм для
варiацiйних нерiвностей та операторних рiвнянь з
апрiорною iнформацiєю

Розглянемо варiант методу для пошуку розв’язку варiацiйної нерiвностi
(3.1), що додатково є нерухомою точкою заданого оператора.
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Нехай S : H → H — квазiнерозтягуючий оператор з множиною нерухомих
точок

F (S) = {x ∈ H : Sx = x} .

Припустимо, що оператор I− S — демiзамкнений в нулi. Крiм того, нехай
має мiсце:

A3) VI(A,C) ∩ F (S) 6= ∅.

Зауваження 3.9. Нехай g : H → R — опукла диференцiйовна функцiя.
Якщо множина

D = {x ∈ H : g (x) ≤ 0}
непорожня, то її можна трактувати як множину нерухомих точок квазiне-
розтягуючого оператора

Sx =

{
x− g(x)

‖∇g(x)‖2
∇g (x) , якщо x /∈ D,

x, якщо x ∈ D,

де ∇g (x) ∈ H — похiдна g в точцi x ∈ H [59]. Для демiзамкненостi в нулi
оператора I−S достатньо обмеженостi g на будь-якiй обмеженiй множинi [59].

Для пошуку елементiв множини VI(A,C) ∩ F (S) розглянемо наступний
алгоритм.

Алгоритм 3.3. Задаємо числовi параметри σ > 0, τ ∈ (0, 1), θ ∈ (0, 1),
елемент x0 ∈ H i послiдовнiсть (δn) ⊆ [a, b] ⊆ (0, 1).

Iтерацiйний крок. Для xn ∈ H обчислюємо

yn = PC (xn − λnAxn) ,

де λn отримуємо iз умови
j (n) = min{j ≥ 0 :

∥∥APC (xn − στjAxn)−Axn∥∥ ≤
≤ θ

στj

∥∥PC (xn − στjAxn)− xn∥∥},
λn = στj(n).

Обчислюємо

xn+1 = δnxn + (1− δn)SPTn (xn − λnAyn) ,

де
Tn = {z ∈ H : (xn − λnAxn − yn, z− yn) ≤ 0} .
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Має мiсце наступна теорема.

Теорема 3.3. Послiдовностi (xn) i (yn), що породженi алгоритмом 3.3,
слабко збiгаються до деякої точки z ∈ VI(A,C) ∩ F (S).

Доведення. Покладемо zn = PTn (xn − λnAyn). Оскiльки оператор S квазiне-
розтягуючий, то для всiх точок z ∈ VI(A,C) ∩ F (S) отримуємо

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖δn (xn − z) + (1− δn) (Szn − z)‖2 =
= δn ‖xn − z‖2 + (1− δn) ‖Szn − z‖2 − δn (1− δn) ‖xn − Szn‖2 ≤
≤ δn ‖xn − z‖2 + (1− δn) ‖zn − z‖2 − δn (1− δn) ‖xn − Szn‖2 . (3.30)

Використовуючи (3.25) в (3.30) для оцiнки доданка (1− δn) ‖zn − z‖2, прихо-
димо до нерiвностi

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − (1− δn) (1− θ) ‖xn − yn‖2−
− (1− δn) (1− θ) ‖zn − yn‖2 − δn (1− δn) ‖xn − Szn‖2 . (3.31)

Iз нерiвностi (3.31) випливає, що послiдовнiсть (xn)фейєрiвська вiдносно мно-
жини VI(A,C) ∩ F (S), тобто

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 ∀n ∈ N ∀z ∈ VI(A,C) ∩ F (S) .

Зокрема, послiдовнiсть (xn) обмежена. Крiм того, справедливi нерiвностi

‖xn − yn‖2 + ‖zn − yn‖2 ≤
‖xn − z‖2 − ‖xn+1 − z‖2

(1− δn) (1− θ)
,

‖xn − Szn‖2 ≤
‖xn − z‖2 − ‖xn+1 − z‖2

δn (1− δn)
.

Звiдки випливає

lim
n→∞ ‖xn − yn‖ = lim

n→∞ ‖zn − yn‖ = lim
n→∞ ‖xn − Szn‖ = 0. (3.32)

Розглянемо пiдпослiдовнiсть (xnk), що слабко збiгається до деякої точки
z ∈ H. Тодi (ynk), (znk) слабко збiгається до z та z ∈ C. Мiркуючи як в
доведеннi теореми 3.2 отримуємо, що z ∈ VI (A,C).

Залишилось показати, що z ∈ F(S). Оскiльки

‖zn − Szn‖ ≤ ‖zn − yn‖+ ‖yn − xn‖+ ‖xn − Szn‖ ,
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то iз (3.32) випливає
lim
n→∞ ‖zn − Szn‖ = 0.

Оператор I− S демiзамкнений в нулi. Отже iз

znk ⇀ z та znk − Sznk → 0

отримуємо що z ∈ F(S).
Аналогiчно доведенню теореми 3.2 показуємо, що xn ⇀ z. Тодi iз (3.32)

буде випливати yn ⇀ z.

Розглянемо тепер операторне рiвняння з апрiорною iнформацiєю, яка за-
дана у виглядi множини нерухомих точок квазiнерозтягуючого оператора
T : H→ H:

Ax = 0, x ∈ F (T) . (3.33)

Подiбнi задачi розглядались в [59].
Алгоритм 3.3 для задачi (3.33) набуде такого вигляду.

Алгоритм 3.4. Задаємо числовi параметри σ > 0, τ ∈ (0, 1), θ ∈ (0, 1),
елемент x0 ∈ H i послiдовнiсть (δn) ⊆ [a, b] ⊆ (0, 1).

Iтерацiйний крок. Для xn ∈ H обчислюємо

yn = xn − λnAxn,

де λn отримуємо iз умови{
j (n) = min{j ≥ 0 :

∥∥A (xn − στjAxn)−Axn∥∥ ≤ θ ‖Axn‖},
λn = στj(n).

Обчислюємо

zn = xn − λnAyn,

xn+1 = δnxn + (1− δn) Tzn.

Частковим випадком теореми 3.3 є наступний результат.

Теорема 3.4. Нехай оператор A : H → H — монотонний, рiвномiрно
неперервний на обмежених множинах. Нехай оператор T : H→ H — квазi-
нерозтягуючий, причому оператор I − T демiзамкнений в нулi. Припусти-
мо, що A−10 ∩ F (T) 6= ∅. Тодi послiдовностi (xn), (yn) та (zn), породженi
алгоритмом 3.4, слабко збiгаються до деякої точки z ∈ A−10 ∩ F (T).
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3.5. Сильно збiжний модифiкований екстраградiєнтний
алгоритм

Розглянемо сильно збiжний модифiкований екстраградiєнтний метод з ди-
намiчним регулюванням величини кроку.

Вiдносно операторiв, як i ранiше, не припускаємо їх глобальної лiпшицево-
стi. Також розглянемо методи для нерiвностей i операторних рiвнянь з апрi-
орною iнформацiєю про розв’язок, яка задана у виглядi множини нерухомих
точок квазiнерозтягуючого оператора.

Для регуляризацiї модифiкованого екстраградiєнтного алгоритму викори-
стовувалась проста схема Гальперна [64], яка по сутi спiвпадає зi схемою iте-
ративної регуляризацiї [81]. Також розглянуто iншi регуляризацiї.

Алгоритм 3.5. Задаємо числовi параметри σ > 0, τ ∈ (0, 1), θ ∈ (0, 1),
елемент x0 ∈ H i послiдовнiсть (αn) ⊆ (0, 1), таку, що lim

n→∞αn = 0,∑∞
n=1 αn = +∞.

Iтерацiйний крок. Для xn ∈ H обчислюємо

yn = PC (xn − λnAxn) ,

де λn отримуємо iз умови
j (n) = min{j ≥ 0 :

∥∥APC (xn − στjAxn)−Axn∥∥ ≤
≤ θ

στj

∥∥PC (xn − στjAxn)− xn∥∥},
λn = στj(n).

Обчислюємо

xn+1 = αnx0 + (1− αn)PTn (xn − λnAyn) ,

де Tn = {z ∈ H : (xn − λnAxn − yn, z− yn) ≤ 0} .
Покладемо

zn = PTn (xn − λnAyn) . (3.34)

Має мiсце лема.

Лема 3.10. Для послiдовностей (xn), (yn) i (zn), що породженi алгори-
тмом 3.5, має мiсце нерiвнiсть

‖zn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − (1− θ) ‖xn − yn‖2 − (1− θ) ‖zn − yn‖2 , (3.35)

де z ∈ VI(A,C).
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Доведення. Повторивши мiркування леми 3.9 приходимо до нерiвностi

‖zn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − zn‖2+
+ 2λn (Axn −Ayn, zn − yn) . (3.36)

Доданок 2λn (Axn −Ayn, zn − yn) в (3.36) оцiнимо наступним чином

2λn (Axn −Ayn, zn − yn) ≤ 2λn ‖Axn −Ayn‖ ‖zn − yn‖ ≤
≤ 2θ ‖xn − yn‖ ‖zn − yn‖ ≤ θ ‖xn − yn‖2 + θ ‖zn − yn‖2 . (3.37)

Враховуючи оцiнку (3.37) в (3.36), приходимо до нерiвностi (3.35).

Лема 3.11. Для породжених алгоритмом 3.5 послiдовностей (xn), (yn)
та (zn) має мiсце нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − z‖2 + (1− θ) ‖xn − yn‖2+
+ (1− θ) ‖zn − yn‖2 ≤ 2αn (x0 − z, xn+1 − z) .

де z ∈ VI(A,C).

Доведення. Нехай z ∈ VI(A,C). Застосуємо елементарну нерiвнiсть

‖a+ b‖2 ≤ ‖a‖2 + 2 (b, a+ b) .

Маємо

‖xn+1 − z‖2 = ‖αn (x0 − z) + (1− αn) (zn − z)‖2 ≤
≤ (1− αn)

2 ‖zn − z‖2 + 2αn (x0 − z, xn+1 − z) ≤
≤ ‖zn − z‖2+2αn (x0 − z, xn+1 − z) . (3.38)

Враховуючи в (3.38) нерiвнiсть (3.35) приходимо до бажаної оцiнки.

Доведемо обмеженiсть породжених алгоритмом послiдовностей. Має мiсце

Лема 3.12. Породженi алгоритмом 3.5 послiдовностi (xn), (yn) i (zn) —
обмеженi.

Доведення. Нехай z ∈ VI(A,C). Маємо

‖xn+1 − z‖ = ‖αnx0 + (1− αn) zn − z‖ =
= ‖αn (x0 − z) + (1− αn) (zn − z)‖ ≤

≤ αn ‖x0 − z‖+ (1− αn) ‖zn − z‖ .
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Скориставшись нерiвнiстю леми 3.10, отримаємо

‖xn+1 − z‖ ≤ αn ‖x0 − z‖+ (1− αn) ‖xn − z‖ ≤ max {‖x0 − z‖ , ‖xn − z‖} .

Отже, ‖xn+1 − z‖ ≤ max {‖x0 − z‖ , ‖x1 − z‖} ∀n ∈ N. Таким чином, послi-
довнiсть (xn) – обмежена. Обмеженнiсть послiдовностей (yn) i (zn) випливає
iз обмеженностi (xn) i леми 3.10.

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 3.5. Нехай множина C ⊆ H — опукла i замкнена, оператор
A : H→ H — монотонний, рiвномiрно неперервний на обмежених множи-
нах. Припустимо, що VI (A,C) 6= ∅. Тодi послiдовностi (xn), (yn) та (zn),
породженi алгоритмом 3.5, сильно збiгаються до точки z̄ = PVI(A,C)x0.

Доведення. Розглянемо елемент z̄ = PVI(A,C)x0. Iз леми 3.12 випливає iснува-
ння такого числа M > 0, що

|(x0 − z̄, xn+1 − z̄)| ≤M ∀n ∈ N.

Тодi iз нерiвностi леми 3.11 отримаємо оцiнку

‖xn+1 − z̄‖2 − ‖xn − z̄‖2 + (1− θ) ‖xn − yn‖2+
+ (1− θ) ‖zn − yn‖2 ≤ 2αnM. (3.39)

Розглянемо числову послiдовнiсть (‖xn − z̄‖). Можливi два варiанти:

a) iснує номер n̄ ∈ N такий, що ‖xn+1 − z̄‖ ≤ ‖xn − z̄‖ для всiх n ≥ n̄;

b) iснує зростаюча послiдовнiсть номерiв (nk) така, що ‖xnk+1 − z̄‖ >

‖xnk − z̄‖ для всiх k ∈ N.

Спочатку розглянемо варiант a). В цьому випадку iснує lim
n→∞ ‖xn − z̄‖ ∈ R.

Оскiльки ‖xn+1 − z̄‖2 − ‖xn − z̄‖2 → 0 та αn → 0, то при n→∞ маємо

‖xn − yn‖→ 0, (3.40)

‖zn − yn‖→ 0. (3.41)

Iз обмеженностi (xn) випливає iснування пiдпослiдовностi (xnk), слабко збi-
жної до точки w ∈ H. Iз (3.40) випливає, що ynk ⇀ w. Отже, w ∈ C. Пока-
жемо, що обов’язково w ∈ VI (A,C).
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Можливi два варiанти:

1) числова послiдовнiсть (λnk) не прямує до нуля;

2) lim
k→∞ λnk = 0.

Спочатку розглянемо варiант 1). Можна вважати, що λnk ≥ λ для всiх
достатньо великих k i деякого λ > 0. Маємо,

(ynk − xnk + λnkAxnk, x− ynk) ≥ 0 ∀x ∈ C.

Звiдки, використовуючи монотоннiсть оператора A, виводимо оцiнку

0 ≤ (ynk − xnk + λnkAxnk, x− ynk)

λnk
=

(ynk − xnk, x− ynk)

λnk
+

+ (Axnk, xnk − ynk) + (Axnk, x− xnk) ≤

≤ (ynk − xnk, x− ynk)

λnk
+ (Axnk, xnk − ynk) + (Ax, x− xnk) .

Здiйснивши граничний перехiд з урахуванням (3.40), отримаємо

(Ax, x−w) ≥ 0 ∀x ∈ C.

Отже, w ∈ VI (A,C).
Розглянемо варiант 2). Нехай lim

k→∞ λnk = 0. Покладемо

wnk = PC (xnk − µnkAxnk) ,

де µnk = λnkτ−1 = στj(nk)−1 > λnk > 0. Використаємо лему 3.5. Маємо,

‖xnk −wnk‖ ≤
1

τ
‖xnk − ynk‖→ 0.

Зокрема, послiдовнiсть (wnk) обмежена i слабко збiгається до w. Iз рiвномiр-
ної неперервностi оператора A на обмежених множинах випливає

‖Axnk −Awnk‖→ 0.

А з нерiвностi
µnk ‖Awnk −Axnk‖ > θ ‖wnk − xnk‖

випливає асимптотика
‖xnk −wnk‖

µnk
→ 0. (3.42)
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Далi маємо,

(wnk − xnk + µnkAxnk, x−wnk) ≥ 0 ∀x ∈ C.

Звiдки виводимо оцiнку

0 ≤ (wnk − xnk, x−wnk)

µnk
+ (Axnk, xnk −wnk) + (Ax, x− xnk) .

Здiйснивши граничний перехiд з урахуванням (3.42), отримаємо

(Ax, x−w) ≥ 0 ∀x ∈ C,

звiдки, w ∈ VI (A,C).
Доведемо, що

lim sup
n→∞ (x0 − z̄, xn+1 − z̄) ≤ 0. (3.43)

Розглянемо таку пiдпослiдовнiсть (xnk), що

lim
k→∞ (x0 − z̄, xnk − z̄) = lim sup

n→∞ (x0 − z̄, xn+1 − z̄) .

Можна вважати, що xnk ⇀ w ∈ VI (A,C). Тодi отримаємо

lim
k→∞ (x0 − z̄, xnk − z̄) = (x0 − z̄, w− z̄) =

=
(
x0 − PVI(A,C)x0, w− PVI(A,C)x0

)
≤ 0,

чим i доводимо (3.43).
Тепер iз (3.43), оцiнки

‖xn+1 − z̄‖2 = ‖αn (x0 − z̄) + (1− αn) (zn − z̄)‖2 ≤
≤ (1− αn)

2 ‖zn − z̄‖2 + 2αn (x0 − z̄, xn+1 − z̄) ≤
≤ (1− αn) ‖xn − z̄‖2 + 2αn (x0 − z̄, xn+1 − z̄)

та леми 3.3 робимо висновок, що ‖xn − z̄‖ → 0. Iз (3.40), (3.41) отримуємо
‖yn − z̄‖→ 0 i ‖zn − z̄‖→ 0.

Вивчимо варiант b). В цьому випадку розглянемо послiдовнiсть номерiв
(mk) iз властивостями (див. лему 3.4):

(i) mk ↗ +∞;

(ii) ‖xmk+1 − z̄‖ ≥ ‖xmk − z̄‖ для всiх k ≥ n1;
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(iii) ‖xmk+1 − z̄‖ ≥ ‖xk − z̄‖ для всiх k ≥ n1.

Iз нерiвностi леми 3.11 та (ii) випливає

(1− θ) ‖xmk − ymk‖
2 + (1− θ) ‖zmk − ymk‖

2 ≤
≤ 2αmk (x0 − z̄, xmk+1 − z̄) ≤ 2αmkM.

Звiдки
lim
k→∞ ‖xmk − ymk‖ = lim

k→∞ ‖zmk − ymk‖ = 0.
Мiркуваннями, подiбними до викладених вище, показуємо, що частковi слабкi
границi послiдовностей (xmk) i (ymk) належать множинi VI (A,C). Iз нерiв-
ностi

‖xmk+1 − xmk‖ = ‖αmkx0 + (1− αmk) zmk − xmk‖ ≤
≤ αmk ‖x0 − xmk‖+ (1− αmk) ‖zmk − xmk‖ ≤
≤ αmk ‖x0 − xmk‖+ (1− αmk) (‖zmk − ymk‖+ ‖ymk − xmk‖)

випливає ‖xmk+1 − xmk‖→ 0. Iз тотожностi

(x0 − z̄, xmk+1 − z̄) = (x0 − z̄, xmk − z̄) + (x0 − z̄, xmk+1 − xmk)

отримуємо lim supk→∞ (x0 − z̄, xmk+1 − z̄) = lim supk→∞ (x0 − z̄, xmk − z̄). Як i
ранiше отримуємо

lim sup
k→∞ (x0 − z̄, xmk+1 − z̄) ≤ 0.

Далi матимемо

‖xmk+1 − z̄‖
2 ≤ (1− αmk) ‖xmk − z̄‖

2 + 2αmk (x0 − z̄, xmk+1 − z̄) ≤
≤ (1− αmk) ‖xmk+1 − z̄‖

2 + 2αmk (x0 − z̄, xmk+1 − z̄) .

Звiдки, враховуючи умову (iii), отримуємо

‖xk − z̄‖2 ≤ ‖xmk+1 − z̄‖
2 ≤ 2 (x0 − z̄, xmk+1 − z̄) .

Таким чином,

lim sup
k→∞ ‖xk − z̄‖2 ≤ 2 lim sup

k→∞ (x0 − z̄, xmk+1 − z̄) ≤ 0.

Отже,
lim
n→∞ ‖xn − z̄‖ = 0
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i, в свою чергу, lim
n→∞ ‖yn − z̄‖ = lim

n→∞ ‖zn − z̄‖ = 0.
Розглянемо ще один варiант сильно збiжного модифiкованого екстраградi-

єнтного алгоритму для розв’язання варiацiйної нерiвностi (3.1).

Алгоритм 3.6. Задаємо числовi параметри σ > 0, τ ∈ (0, 1), θ ∈ (0, 1)

та елемент x0 ∈ H.

Iтерацiйний крок. Для xn ∈ H обчислюємо

yn = PC (xn − λnAxn) ,

де λn отримуємо iз умови
j (n) = min{j ≥ 0 :

∥∥APC (xn − στjAxn)−Axn∥∥ ≤
≤ θ

στj

∥∥PC (xn − στjAxn)− xn∥∥},
λn = στj(n).

Обчислюємо
zn = PTn (xn − λnAyn) ,

де
Tn = {z ∈ H : (xn − λnAxn − yn, z− yn) ≤ 0} .

Обчислюємо
xn+1 = PCn∩Qnx0,

де
Cn = {z ∈ H : ‖zn − z‖ ≤ ‖xn − z‖}

та
Qn = {z ∈ H : (xn − z, x0 − xn) ≥ 0} .

Множини Qn, Cn — замкненi пiвпростори. Проектування точки на їх пе-
ретин Cn ∩Qn є елементарною задачею, яка має аналiтичний розв’язок [54].

Зауваження 3.10. Алгоритм 3.6 утворений введенням процедури динамi-
чного регулювання величини кроку та проектування на опорний для множи-
ни C пiвпростiр в схему гiбридного методу [82], який в свою чергу є регуляри-
зацiєю методу Корпелевич за допомогою проекцiйної CQ-схеми апроксимацiї
нерухомих точок нерозтягуючих операторiв, що запропонована японськими
математиками K. Nakajo та W. Takahashi [72].
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Має мiсце наступна теорема.

Теорема 3.6. Нехай множина C ⊆ H — опукла i замкнена, оператор
A : H→ H — монотонний, рiвномiрно неперервний на обмежених множи-
нах. Припустимо, що VI (A,C) 6= ∅. Тодi послiдовностi (xn), (yn) та (zn),
породженi алгоритмом 3.6, сильно збiгаються до точки z̄ = PVI(A,C)x0.

Доведення. Нехай z ∈ VI (A,C). Для послiдовностей (xn), (yn) i (zn), якi
породженi алгоритмом 3.6, має мiсце нерiвнiсть

‖zn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − (1− θ) ‖xn − yn‖2 − (1− θ) ‖zn − yn‖2 . (3.44)

З нерiвностi (3.44) випливає z ∈ Cn для всiх n ∈ N. Отже, VI (A,C) ⊆ Cn
для всiх n ∈ N ∪ {0}.

Тепер за допомогою iндукцiї покажемо, що для кожного n ∈ N ∪ {0} має
мiсце вкладення VI (A,C) ⊆ Cn ∩ Qn. Для n = 0 маємо Qn = H. Тому
VI (A,C) ⊆ C0∩Q0. Нехай для деякого k ∈ N маємо VI (A,C) ⊆ Ck∩Qk. Тодi
iснує єдина точка xk+1 ∈ Ck∩Qk, така, що xk+1 = PCk∩Qkx0. З xk+1 = PCk∩Qkx0
випливає (xk+1− z, x0− xk+1) ≥ 0 для всiх z ∈ Ck ∩Qk. Оскiльки VI (A,C) ⊆
Ck ∩Qk, то VI (A,C) ⊆ Qk+1. Таким чином, VI (A,C) ⊆ Ck+1 ∩Qk+1.

Покажемо, що послiдовнiсть (xn) обмежена. Iснує єдина точка z̄ ∈
VI (A,C), така, що z̄ = PVI(A,C)x0. З xn+1 = PCn∩Qnx0 випливає

‖xn+1 − x0‖ ≤ ‖z− x0‖ ∀z ∈ Cn ∩Qn.

Оскiльки z̄ ∈ VI (A,C) ⊆ Cn ∩Qn, то

‖xn+1 − x0‖ ≤ ‖z̄− x0‖ . (3.45)

Звiдки випливає обмеженiсть (xn).
Доведемо, що

lim
n→∞ ‖xn+1 − xn‖ = 0. (3.46)

З xn+1 ∈ Cn∩Qn ⊆ Qn та xn = PQnx0, випливає ‖xn+1 − x0‖ ≥ ‖xn − x0‖ для
всiх n ∈ N. Числова послiдовнiсть (‖xn − x0‖) обмежена та неспадна. Тому
iснує скiнченна границя limn→∞ ‖xn − x0‖. З iншого боку, оскiльки xn+1 ∈ Qn,
то (xn − xn+1, x0 − xn) ≥ 0 та

‖xn − xn+1‖2 = ‖(xn − x0) − (xn+1 − x0)‖2 = ‖xn − x0‖2−
− 2(xn − x0, xn+1 − x0) + ‖xn+1 − x0‖2 = ‖xn+1 − x0‖2− ‖xn − x0‖2−

− 2(xn − xn+1, x0 − xn) ≤ ‖xn+1 − x0‖2− ‖xn − x0‖2 .
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Звiдки випливає (3.46).
Оскiльки xn+1 ∈ Cn, то ‖zn − xn+1‖ ≤ ‖xn − xn+1‖. Звiдки

‖zn − xn‖ ≤ ‖zn − xn+1‖+ ‖xn+1 − xn‖ ≤ 2 ‖xn − xn+1‖→ 0. (3.47)

Використовуючи нерiвнiсть (3.44) отримуємо

‖xn − yn‖2 ≤
‖xn − z‖2 − ‖zn − z‖2

(1− θ)
=

=
(‖xn − z‖− ‖zn − z‖) (‖xn − z‖+ ‖zn − z‖)

(1− θ)
≤

≤ (‖xn − z‖+ ‖zn − z‖)
(1− θ)

‖xn − zn‖ = O (‖xn − zn‖) ,

‖zn − yn‖2 ≤
‖xn − z‖2 − ‖zn − z‖2

(1− θ)
=

=
(‖xn − z‖− ‖zn − z‖) (‖xn − z‖+ ‖zn − z‖)

(1− θ)
≤

≤ (‖xn − z‖+ ‖zn − z‖)
(1− θ)

‖xn − zn‖ = O (‖xn − zn‖) ,

де z ∈ VI (A,C). З (3.47) випливає

‖xn − yn‖→ 0, (3.48)

‖zn − yn‖→ 0. (3.49)

Iз обмеженностi (xn) випливає iснування пiдпослiдовностi (xnk), слабко збi-
жної до точки w ∈ H. Iз (3.48) випливає, що ynk ⇀ w. Отже, w ∈ C. Анало-
гiчно мiркуванням теореми 3.5, можна показати, що w ∈ VI (A,C).

Для z̄ = PVI(A,C)x0 з нерiвностi (3.45) випливає

‖x0 − z̄‖ ≤ ‖x0 −w‖ ≤ lim inf
k→∞ ‖x0 − xnk‖ ≤ lim sup

k→∞ ‖x0 − xnk‖ ≤ ‖x0 − z̄‖ .

Тобто, ми отримали lim
k→∞ ‖x0 − xnk‖ = ‖x0 −w‖ = ‖x0 − z̄‖. Звiдки, xnk →

w = z̄. Отже, xn → z̄. З (3.48) i (3.49) випливає yn → z̄ i zn → z̄, що i треба
було довести.

З допомогою методу Takahashi–Takeuchi–Kubota [73] можна побудувати та-
кий сильно збiжний алгоритм для розв’язання варiацiйної нерiвностi (3.1).
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Алгоритм 3.7. Задаємо числовi параметри σ > 0, τ ∈ (0, 1), θ ∈ (0, 1)

та елемент x0 ∈ H.

Iтерацiйний крок. Для xn ∈ H обчислюємо

yn = PC (xn − λnAxn) ,

де λn отримуємо iз умови
j (n) = min{j ≥ 0 :

∥∥APC (xn − στjAxn)−Axn∥∥ ≤
≤ θ

στj

∥∥PC (xn − στjAxn)− xn∥∥},
λn = στj(n).

Обчислюємо
zn = PTn (xn − λnAyn) ,

де
Tn = {z ∈ H : (xn − λnAxn − yn, z− yn) ≤ 0} .

Обчислюємо
xn+1 = PCn+1x0,

де
Cn+1 = {z ∈ Cn : ‖zn − z‖ ≤ ‖xn − z‖} , C0 = H.

Має мiсце

Теорема 3.7. Нехай виконанi умови А1) та А2). Тодi послiдовностi (xn),
(yn) i (zn), породженi алгоритмом 3.7, сильно збiгаються до PVI(A,C)x0.

Доведення. Для послiдовностей (xn), (yn) i (zn), якi породженi алгоритмом
3.7, має мiсце нерiвнiсть (3.44). Покажемо, що алгоритм 3.7 породжує лан-
цюжок вкладень

H = C0 ⊇ C1 ⊇ ... ⊇ Cn ⊇ ... ⊇ VI(A,C).

Ясно, що
VI (A,C) ⊆ C0 = H.

Припустимо, що VI (A,C) ⊆ Cn. Нехай z ∈ VI (A,C). З (3.44) маємо

‖zn − z‖ ≤ ‖xn − z‖ .

Отже, z ∈ Cn+1. Тому VI (A,C) ⊆ Cn+1 ⊆ Cn для всiх n ∈ N.
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Покажемо, що iснує limn→∞ ‖xn − x0‖ ∈ R. Оскiльки

xn = PCnx0, VI (A,C) ⊆ Cn,

то для всiх z ∈ VI (A,C) має мiсце нерiвнiсть

‖xn − z‖2 ≤ ‖x0 − z‖2− ‖xn − x0‖2 .

Звiдки
‖xn − x0‖2 ≤ ‖x0 − z‖2− ‖xn − z‖2 ≤ ‖x0 − z‖2 .

Звiдки випливає обмеженiсть зверху послiдовностi (‖xn − x0‖). Оскiльки
Cn+1 ⊆ Cn, то

‖xn+1 − x0‖ ≥ ‖xn − x0‖ .
Отже, (‖xn − x0‖) — обмежена зверху та неспадна послiдовнiсть, тому iснує
скiнченна границя limn→∞ ‖xn − x0‖.

Покажемо фундаментальнiсть послiдовностi (xn). Для довiльного m ∈ N
маємо (враховуємо Cn+m ⊆ Cn)

‖xn+m − xn‖2 = ‖xn+m − PCnx0‖
2 ≤ ‖x0 − xn+m‖2 − ‖xn − x0‖2 .

Звiдки випливає фундаментальнiсть послiдовностi (xn). Таким чином,

xn → z̄ ∈ H при n→∞.
Покажемо, що z̄ ∈ VI (A,C). Оскiльки xn+1 ∈ Cn+1, то

‖zn − xn+1‖ ≤ ‖xn − xn+1‖ .

Звiдки

‖zn − xn‖ ≤ ‖zn − xn+1‖+ ‖xn − xn+1‖ ≤ 2 ‖xn − xn+1‖→ 0.

Використовуючи нерiвнiсть (3.44), для всiх z ∈ VI (A,C) одержимо асимпто-
тичнi спiввiдношення

‖xn − yn‖2 = O (‖xn − zn‖) ,

‖zn − yn‖2 = O (‖xn − zn‖) ,
Звiдки

lim
n→∞ ‖xn − yn‖ = lim

n→∞ ‖yn − zn‖ = 0.
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З одержаних асимптотик випливає, що yn → z̄ та zn → z̄ при n → ∞.
Отже, z̄ ∈ C. Аналогiчно мiркуванням теореми 3.5, можна показати, що

z̄ ∈ VI (A,C) .

Оскiльки xn = PCnx0 i VI (A,C) ⊆ Cn, то

(xn − x0, z− xn) ≥ 0 ∀z ∈ VI (A,C) .

Здiйснивши граничний перехiд в цiй нерiвностi, одержимо

(z̄− x0, z− z̄) ≥ 0 ∀z ∈ VI (A,C) ,

тобто z̄ = PVI(A,C)x0. Як видно з наведених мiркувань послiдовностi (yn) та
(zn) сильно збiгаються до z̄ = PVI(A,C)x0.

Розглянемо квазiнерозтягуючий оператор S : H → H з множиною нерухо-
мих точок F (S) та задачу

знайти x ∈ VI(A,C) ∩ F (S) . (3.50)

Припустимо, що оператор I − S – демiзамкнений в нулi та виконується
умова А3).

Для пошуку розв’язкiв задачi (3.50) розглянемо такий алгоритм.

Алгоритм 3.8. Задаємо числовi параметри σ > 0, τ ∈ (0, 1), θ ∈ (0, 1),
елемент x0 ∈ H, послiдовнiсть (δn) ⊆ [a, b] ⊆ (0, 1) i послiдовнiсть (αn) ⊆
(0, 1), таку, що lim

n→∞αn = 0,
∑∞

n=1 αn = +∞.

Iтерацiйний крок. Для xn ∈ H обчислюємо

yn = PC (xn − λnAxn) ,

де λn отримуємо iз умови
j (n) = min{j ≥ 0 :

∥∥APC (xn − στjAxn)−Axn∥∥ ≤
≤ θ

στj

∥∥PC (xn − στjAxn)− xn∥∥},
λn = στj(n).

Обчислюємо

xn+1 = αnx0 + (1− αn) (δnxn + (1− δn)SPTn (xn − λnAyn)) ,

де Tn = {z ∈ H : (xn − λnAxn − yn, z− yn) ≤ 0}.
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При аналiзi алгоритму 3.8 будемо продовжувати використовувати позна-
чення (3.34).

Лема 3.13. Для породжених алгоритмом 3.8 послiдовностей (xn), (yn)
та (zn) має мiсце нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − z‖2 + (1− δn) (1− θ) ‖xn − yn‖2+
+ (1− δn) (1− θ) ‖zn − yn‖2 + δn (1− δn) ‖xn − Szn‖2 ≤

≤ 2αn (x0 − z, xn+1 − z) .

де z ∈ VI(A,C) ∩ F (S).

Доведення. Нехай z ∈ VI(A,C) ∩ F (S). Маємо

‖xn+1 − z‖2 = ‖αn (x0 − z) + (1− αn) (δnxn + (1− δn)Szn − z)‖2 ≤
≤ (1− αn)

2 ‖δnxn + (1− δn)Szn − z‖2 + 2αn (x0 − z, xn+1 − z) ≤
≤ ‖δn (xn − z) + (1− δn) (Szn − z)‖2 + 2αn (x0 − z, xn+1 − z) =
= δn ‖xn − z‖2 + (1− δn) ‖Szn − z‖2 − δn (1− δn) ‖xn − Szn‖2+

+ 2αn (x0 − z, xn+1 − z) ≤
≤ δn ‖xn − z‖2 + (1− δn) ‖zn − z‖2 − δn (1− δn) ‖xn − Szn‖2+

+ 2αn (x0 − z, xn+1 − z) . (3.51)

Використовуючи лему 3.10 для оцiнки доданка (1− δn) ‖zn − z‖2 в (3.51),
приходимо до нерiвностi

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − (1− δn) (1− θ) ‖xn − yn‖2−
− (1− δn) (1− θ) ‖zn − yn‖2 − δn (1− δn) ‖xn − Szn‖2+

+ 2αn (x0 − z, xn+1 − z) .

що i потрiбно було довести.

Лема 3.14. Послiдовностi (xn), (yn) та (zn) — обмеженi.

Доведення. Нехай z ∈ VI(A,C) ∩ F (S). Маємо

‖xn+1 − z‖ ≤
≤ αn ‖x0 − z‖+ (1− αn) δn ‖xn − z‖+ (1− αn) (1− δn) ‖Szn − z‖ ≤

≤ αn ‖x0 − z‖+ (1− αn) δn ‖xn − z‖+ (1− αn) (1− δn) ‖zn − z‖ .
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Скориставшись нерiвнiстю (3.35), отримаємо

‖xn+1 − z‖ ≤ αn ‖x0 − z‖+ (1− αn) ‖xn − z‖ ≤ max {‖x0 − z‖ , ‖xn − z‖} .

Отже,
‖xn+1 − z‖ ≤ max {‖x0 − z‖ , ‖x1 − z‖}

для всiх n ∈ N.
Таким чином, послiдовнiсть (xn) — обмежена. Обмеженнiсть послiдовно-

стей (yn) i (zn) випливає iз обмеженностi (xn) i нерiвностi (3.35).

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 3.8. Нехай множина C ⊆ H — опукла i замкнена, оператор
A : H → H — монотоний, рiвномiрно неперервний на обмежених множи-
нах. Нехай оператор S : H → H — квазiнерозтягуючий, причому оператор
I−S демiзамкнений в нулi. Припустимо, що VI(A,C)∩F (S) 6= ∅. Тодi послi-
довностi (xn), (yn) та (zn), породженi алгоритмом 3.8, сильно збiгаються
до точки z̄ = PVI(A,C)∩F(S)x0.

Доведення. Розглянемо елемент z̄ = PVI(A,C)∩F(S)x0. Iз леми 3.14 випливає iсну-
вання такого числа M > 0, що

|(x0 − z̄, xn+1 − z̄)| ≤M ∀n ∈ N.

Тодi iз нерiвностi леми 3.13 отримаємо оцiнку

‖xn+1 − z̄‖2 − ‖xn − z̄‖2 + (1− δn) (1− θ) ‖xn − yn‖2+
+ (1− δn) (1− θ) ‖zn − yn‖2 + δn (1− δn) ‖xn − Szn‖2 ≤ 2αnM. (3.52)

Розглянемо числову послiдовнiсть (‖xn − z̄‖). Можливi два варiанти:

a) iснує номер n̄ ∈ N такий, що ‖xn+1 − z̄‖ ≤ ‖xn − z̄‖ для всiх n ≥ n̄;

b) iснує зростаюча послiдовнiсть номерiв (nk) така, що

‖xnk+1 − z̄‖ > ‖xnk − z̄‖

для всiх k ∈ N.

Спочатку розглянемо варiант a). В цьому випадку iснує границя
lim
n→∞ ‖xn − z̄‖ ∈ R. Оскiльки

‖xn+1 − z̄‖2 − ‖xn − z̄‖2 → 0
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i αn → 0, то при n→∞ маємо

‖xn − yn‖→ 0, (3.53)

‖zn − yn‖→ 0, (3.54)

‖xn − Szn‖→ 0. (3.55)

Iз обмеженостi послiдовностi (xn) випливає iснування пiдпослiдовностi
(xnk), яка слабко збiгається до w ∈ H. Iз (3.53) випливає, що (ynk) слабко
збiгається до w ∈ H.

Отже, w ∈ C. Мiркуючи як в доведеннi теореми 3.5 отримуємо, що

w ∈ VI (A,C) .

Залишилось показати, що w ∈ F(S). Оскiльки

‖zn − Szn‖ ≤ ‖zn − yn‖+ ‖yn − xn‖+ ‖xn − Szn‖ ,

то iз (3.53), (3.54) та (3.55) випливає lim
n→∞ ‖zn − Szn‖ = 0.

Оператор I− S демiзамкнений в нулi. Отже з znk ⇀ w та

lim
k→∞ ‖znk − Sznk‖ = 0

отримуємо, що w ∈ F(S).
Як i при доведеннi теореми 3.5 отримуємо

lim sup
n→∞ (x0 − z̄, xn+1 − z̄) ≤ 0. (3.56)

Iз (3.56), нерiвностi

‖xn+1 − z̄‖2 ≤ (1− αn)
2 ‖δnxn + (1− δn)Szn − z̄‖2+
+ 2αn (x0 − z̄, xn+1 − z̄) ≤

≤ (1− αn) δn ‖xn − z̄‖2 + (1− αn) (1− δn) ‖Szn − z̄‖2+
+ 2αn (x0 − z̄, xn+1 − z̄) ≤

≤ (1− αn) δn ‖xn − z̄‖2 + (1− αn) (1− δn) ‖zn − z̄‖2+
+ 2αn (x0 − z̄, xn+1 − z̄) ≤ (1− αn) ‖xn − z̄‖2 + 2αn (x0 − z̄, xn+1 − z̄)

i леми 3.3 робимо висновок, що ‖xn − z̄‖→ 0. Iз (3.53), (3.54) отримуємо

‖yn − z̄‖→ 0, ‖zn − z̄‖→ 0.
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Вивчимо варiант b). В цьому випадку розглянемо послiдовнiсть номерiв
(mk) , що володiють властивостями:

(i) mk ↗ +∞;

(ii) ‖xmk+1 − z̄‖ ≥ ‖xmk − z̄‖ для всiх k ≥ n1;

(iii) ‖xmk+1 − z̄‖ ≥ ‖xk − z̄‖ для всiх k ≥ n1.

Iз (ii) випливає

(1− δmk) (1− θ) ‖xmk − ymk‖
2 + (1− δmk) (1− θ) ‖zmk − ymk‖

2+

+ δmk (1− δmk) ‖xmk − Szmk‖
2 ≤ 2αmk (x0 − z̄, xmk+1 − z̄) ≤ 2αmkM.

Звiдки

lim
k→∞ ‖xmk − ymk‖ = lim

k→∞ ‖zmk − ymk‖ = lim
k→∞ ‖xmk − Szmk‖ = 0.

Мiркуваннями подiбними до викладених вище, показуємо, що частковi
слабкi границi послiдовностей (xmk), (ymk) i (zmk) належать множинi
VI (A,C) ∩ F (S). Iз нерiвностi

‖xmk+1 − xmk‖ = ‖αmk (x0 − xmk) + (1− αmk) (1− δmk) (Szmk − xmk)‖ ≤
≤ αmk ‖x0 − xmk‖+ (1− αmk) (1− δmk) ‖Szmk − xmk‖ .

випливає ‖xmk+1 − xmk‖→ 0. Далi повторюємо доведення теореми 3.5.

Розглянемо тепер операторне рiвняння з апрiорною iнформацiєю, що зада-
на у виглядi множини нерухомих точок оператора T : H→ H:

Ax = 0, x ∈ F (T) . (3.57)

Алгоритм 3.8 для задачi (3.57) приймає наступний вигляд.

Алгоритм 3.9. Задаємо числовi параметри σ > 0, τ ∈ (0, 1), θ ∈ (0, 1),
елемент x0 ∈ H, послiдовнiсть (δn) ⊆ [a, b] ⊆ (0, 1) i послiдовнiсть (αn) ⊆
(0, 1), таку, що lim

n→∞αn = 0,
∑∞

n=1 αn = +∞.

Iтерацiйний крок. Для xn ∈ H обчислюємо

yn = xn − λnAxn,
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де λn отримуємо iз умови{
j (n) = min{j ≥ 0 :

∥∥A (xn − στjAxn)−Axn∥∥ ≤ θ ‖Axn‖},
λn = στj(n).

Обчислюємо

xn+1 = αnx0 + (1− αn) (δnxn + (1− δn) T(xn − λnAyn)) .

Частковим випадком теореми 3.8 є наступний результат.

Теорема 3.9. Нехай оператор A : H → H — монотонний, рiвномiр-
но неперервний на обмежених множинах. Нехай оператор T : H → H —
квазiнерозтягуючий, причому оператор I− T демiзамкнений в нулi. Припу-
стимо, що A−10∩ F (T) 6= ∅. Тодi послiдовностi (xn), (yn) i (zn), породженi
алгоритмом 3.9, сильно збiгаються до точки z̄ = PA−10∩F(T)x0.

3.6. Застосування варiацiйних нерiвностей
у машинному навчаннi

Розглянемо декiлька задач, що зв’язанi з машинним навчанням та ведуть
до варiацiйних нерiвностей.
Сiдловi формулювання. Задача мiнiмiзацiї функцiї максимуму

max
i=1,...,m

fi(x)→ min
x∈C
,

де C ⊆ Rn, може бути розглянута у виглядi сiдлової

min
x∈C

max
y∈∆m

(
m∑
i=1

yifi(x)

)
, (3.58)

де ∆m = {y ∈ Rm : yi ≥ 0,
∑m

i=1 yi = 1} [83]. До (3.58) задачi можна засто-
совувати алгоритми екстраградiєнтного типу.

Деякi задачi аналiзу даних та машинного навчання можна сформулювати
у виглядi

F(Kx) +G(x)→ min
x∈Rn

, (3.59)

де F : Rm → R ∪ {+∞}, G : Rn → R ∪ {+∞} — власнi замкненi та опуклi
функцiї, K : Rn → Rm — лiнiйний оператор [84].
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Задачу (3.59) та її двоїсту

−G∗(−K∗y) − F∗(y)→ max
y∈Rm

можна сформулювати у виглядi сiдлової задачi (використали вiдоме прямо-
двоїсте формулювання)

min
x∈Rn

max
y∈Rm

(〈Kx, y〉+G(x) − F∗(y)) . (3.60)

Тут ϕ∗(y) = supx∈Rn (〈y, x〉−ϕ(x)) — спряжена функцiя до ϕ : Rn → R ∪
{+∞}. Деталi можна знайти в [84,85].

Припустимо, що задача (3.61) має розв’язок (x̄, ȳ) ∈ Rn × Rm. Тодi вiн
задовольняє операторне включення (що рiвносильне варiацiйнiй нерiвностi){

0 ∈ K∗ȳ+ ∂G(x̄),

0 ∈ −Kx̄+ ∂F∗(ȳ),
(3.61)

де ∂G та ∂F∗ — субдиференцiали функцiй G та F∗ [83–85]. А до (3.61) пiдхо-
димо з алгоритмами для варiацiйних нерiвностей.

У виглядi (3.59) формулюються ROF та TV-L1 моделi в задачах вiдновле-
ння зашумлених зображень [86,87].

Наведемо двi задачi вигляду (3.59).

1. `2-регуляризована `2-регресiя. Розглянемо задачу

1

2
‖Kx− b‖22 +

λ

2
‖x‖22 → min

x∈Rn
,

де b ∈ Rm, K : Rn → Rm — лiнiйний оператор, λ > 0. Сiдлове формулювання
має вигляд

min
x∈Rn

max
y∈Rm

(
〈Kx, y〉+ λ

2
‖x‖22 −

1

2
‖y‖22 − 〈b, y〉

)
.

Отримуємо таку умову оптимальностi{
0 = K∗ȳ+ λx̄,

0 = −Kx̄+ ȳ+ b.

2. `1-регресiя з умовою невiд’ємностi. Розглянемо задачу

‖Kx− b‖1 → min
x∈Rn

, x ≥ 0,
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де b ∈ Rm, K : Rn → Rm — лiнiйний оператор. Сiдлове формулювання має
вигляд

min
x∈Rn

max
y∈Rm

(
〈Kx, y〉+ δRn+(x) − δB∞(Rm)(y) − 〈b, y〉

)
,

де Rn+ = {x ∈ Rn : xi ≥ 0}, B∞(Rm) = {y ∈ Rm : ‖y‖∞ = maxi |yi| ≤ 1}, δM —
iндикаторна функцiя множини M.

Отримуємо таку умову оптимальностi{
0 ∈ K∗ȳ+NRn+x̄,

0 ∈ −Kx̄+ b+NB∞(Rm)ȳ,

де NCz — нормальний конус множини C в точцi z [83].
Робастне навчання. Мiнiмакснi задачi мають довгу iсторiю успiшного

застосування у робастнiй оптимiзацiї [88]. Вони також знайшли застосування
в навчаннi глибоких нейронних мереж, якi виявились вразливими до супе-
речливих прикладiв — вхiдних даних, якi майже неможливо вiдрiзнити вiд
навчальних даних i все ж неправильно класифiкованих мережею.

Робастне навчання [89] має на метi подолання цих проблем шляхом розв’я-
зання мiнiмаксної задачi

min
x

E(u,v)

(
max
y∈S

L (u+ y, v, x)

)
,

де u — вектор ознак об’єкту, v — мiтка класу цього об’єкту, x — вектор
параметрiв моделi, що тренується, y — спотворення (шум) для змагальної
модифiкацiї об’єкту, S — множина допустимих спотворень.
Породжуючi змагальнi мережi. Розглянемо iгрову задачу для побудо-

ви породжуючої змагальної мережi (Generative Adversarial Network (GAN)).
Така нейронна мережа є комбiнацiєю двох мереж, одна з яких — генератор

G — генерує зразки, а друга — дискримiнатор D — вiдрiзняє справжнi зразки
з деякої бази даних вiд штучно згенерованих генератором G.

Оскiльки нейроннi мережi G та D мають протилежнi задачi — генерувати
зразки, що не вiдрiзняються вiд справжнiх, та вiдсiювати штучнi зразки, то
мiж ними виникає антагонiстична гра.

Породжуючi змагальнi мережi були вперше запропонованi в роботi [90].
Наведемо математичний опис цiєї гри.
Нехай задано ймовiрносний розподiл pdata на множинi всiх зразкiв. Зразки

зображаються векторами простору Rd.
Нехай X та Y — опуклi пiдмножини просторiв Rk та Rm, а вiдображення

Gx — генератор, де x ∈ X — вектор його параметрiв.
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Розподiл px, що моделюється на множинi усiх зразкiв, породжується гене-
ратором з рiвномiрного (або нормального) розподiлу µ:

px(A) = µ
(
G−1
x (A)

)
.

Нехай функцiя Dy — дискримiнатор, вона визначена на множинi зразкiв
та примає значення в сегментi [0, 1], y ∈ Y — вектор її параметрiв.

Генератор та дискримiнатор реалiзуються у виглядi нейронних мереж пев-
ної архiтектури.

Значення Dy(u) розумiється як ймовiрнiсть того, що зразок згенерований
розподiлом pdata.

Навчаємо нейронну мережу Dy так, щоб максимiзувати ймовiрнiсть при-
вильної класифiкацiї зразкiв. Одночасно навчаємо нейронну мережу Gx так,
щоб мiнiмiзувати середнє значення величини

log (1−Dy (Gx(z)))

при z ∼ µ.
Мiж генератором та дискримiнатором виникає антагонiстична гра з деякою

платiжною функцiєю
L : Rk × Rm → R.

В роботi [90] запропоновано таку платiжну функцiю

L(x, y) = Eu∼pdata (logDy(u)) + Ez∼µ (log (1−Dy (Gx(z)))) . (3.62)

Зауваження 3.11. Iснують iншi способи обрати цiльову функцiю для
навчання [91].

Для побудови оптимальних мереж розв’язується задача пошуку сiдлової
точки функцiї (3.62) на X× Y:

min
x∈X

max
y∈Y

L(x, y) =

= min
x∈X

max
y∈Y

(Eu∼pdata (logDy(u)) + Ez∼µ (log (1−Dy (Gx(z))))) . (3.63)

Зауваження 3.12. Функцiя y 7→ L(x, y) є угнутою, якщо дискримiнатор
Dy реалiзовано у виглядi нейронної мережi з одним внутрiшнiм шаром та
пороговою функцiєю

Dy(u) =
1

1+ e−(y,u)
.

109



Локальнi необхiднi умови, що характеризують розв’язок (x∗, y∗) ∈ X × Y
задачi (3.63) мають вигляд:

(∇xL(x∗, y∗), x− x∗) + (−∇yL(x∗, y∗), y− y∗) ≥ 0 ∀(x, y) ∈ X× Y. (3.64)

За вiдсутностi обмежень (X = Rk, Y = Rm) варiацiйна нерiвнiсть (3.64)
набуває вигляду:

∇xL(x∗, y∗) = 0 та −∇yL(x∗, y∗) = 0.

В роботах [49–53] алгоритми для варiацiйних нерiвностей застосовувались
для навчання генеруючих змагальних нейронних мереж.

Зрозумiло, що створення бiльш швидких та стiйких алгоритмiв для варiа-
цiйних нерiвностей (особливо для стохастичних постановок) веде до прогресу
в навчаннi породжуючих змагальних мереж.

3.7. Додаток: збiжнiсть методу Гальперна

Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опукла замкнена
множина, T : C → C — нерозтягуючий оператор. Припустимо, що F(T) 6= ∅.
Розглядаємо таку iтерацiйну процедуру.

Алгоритм 3.10. Задаємо x0 ∈ C та y ∈ C, генеруємо послiдовнiсть еле-
ментiв xn ∈ C за допомогою iтерацiйної схеми

xn+1 = αny+ (1− αn)Txn,

де (αn) — послiдовнiсть чисел з (0, 1).

Теорема 3.10 (H.K. Xu, [67]). Нехай T : C→ C — нерозтягуючий опера-
тор iз F(T) 6= ∅, y ∈ C. Нехай послiдовнiсть чисел αn ∈ (0, 1) задовольняє
умови:

1) limn→∞ αn = 0,

2)
∑∞

n=0 αn = +∞,

3)
∑∞

n=0 |αn+1 − αn| < +∞ або limn→∞ αn+1−αn
αn+1

= 0.

Тодi згенерована алгоритмом 3.10 послiдовнiсть (xn) сильно збiгається до
точки PF(T)y.
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Доведення. Покажемо обмеженiсть послiдовностi (xn). Для p ∈ F(T) маємо

‖xn+1 − p‖ ≤ (1− αn) ‖Txn − p‖+ αn ‖y− p‖ ≤
≤ (1− αn) ‖xn − p‖+ αn ‖y− p‖ ≤ max {‖xn − p‖ , ‖y− p‖} .

Звiдcи iндукцiєю отримуємо ‖xn − p‖ ≤ {‖x0 − p‖ , ‖y− p‖} , n ≥ 0.
Таким чином, послiдовнiсть (xn) обмежена, а разом з нею — також послi-

довнiсть (Txn).
Покажемо, що

lim
n→∞ ‖xn+1 − xn‖ = 0 (3.65)

та
lim
n→∞ ‖xn − Txn‖ = 0. (3.66)

Використаємо лему 3.3 про числовi послiдовностi. Маємо

‖xn+1 − xn‖ = ‖(αn − αn−1)(y− Txn−1) + (1− αn)(Txn − Txn−1)‖ ≤
≤ (1− αn) ‖xn − xn−1‖+ |αn − αn−1| · ‖y− Txn−1‖ .

З леми 3.3 про числовi послiдовностi випливає (3.65). Тепер ми можемо
отримати (3.66) iз (3.65).

‖xn − Txn‖ ≤ ‖xn − xn+1‖+ αn ‖y− Txn‖→ 0.

Доведемо, що
lim sup
n→∞ (PF(T)y− xn, PF(T)y− y) ≤ 0. (3.67)

Видiлимо з (xn) пiдпослiдовнiсть (xnk) таку, що

lim sup
n→∞ (PF(T)y− xn, PF(T)y− y) = lim

k→∞(PF(T)y− xnk, PF(T)y− y).

Можна вважати, що xnk ⇀ x̃. Iз (3.66) випливає включення x̃ ∈ F(T). Тому
одержуємо

lim
k→∞(PF(T)y− xnk, PF(T)y− y) = (PF(T)y− x̃, PF(T)y− y) ≤ 0,

чим i доводимо (3.67).
Покажемо тепер, що xn → PF(T)y. Маємо∥∥xn+1 − PF(T)y∥∥2 ≤ (1− αn)

∥∥xn − PF(T)y∥∥2+
+ 2αn

(
y− PF(T)y, xn+1 − PF(T)y

)
. (3.68)
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Застосувавши до одержаної рекурентної нерiвностi (3.68) лему 3.3 про чи-
словi послiдовностi, робимо висновок, що

∥∥xn − PF(T)y∥∥→ 0.

Зауваження 3.13. Розглянута схема є узагальненням усереднення за Че-
заро. Дiйсно, якщо T — лiнiйний оператор, αn = 1

n+1 та x0 = y, то породжена
алгоритмом Гальперна послiдовнiсть має вигляд

xn =
1

n+ 1

n∑
k=0

Tky,

а за умови ‖T‖ ≤ 1 послiдовнiсть (xn) сильно збiгається до PN(I−T)y. Отже, з
теореми 3.10 випливає ергодична теорема фон Неймана.

Нехай оператор T : H → H — нерозтягуючий, оператор A : H → H —
лiпшицевий та сильно монотонний2. Розглянемо iтерацiйну схему:{

yn = Txn,

xn+1 = yn − αnAyn,

де послiдовнiсть чисел αn ∈ (0, 1) задовольняє умови: 1) limn→∞ αn = 0; 2)∑∞
n=0 αn = +∞; 3)

∑∞
n=0 |αn+1 − αn| < +∞.

Аналогiчно теоремi 3.10 доводиться, що послiдовнiсть (xn) сильно збiгає-
ться до єдиного розв’язку варiацiйної нерiвностi:

знайти x ∈ C : (Ax, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ F(T).

Розглянемо задачу

f(x)→ min, x ∈
N⋂
i=1

Ci, (3.69)

де f — опукла функцiя з лiпшицевим градiєнтом, Ci — опуклi замкненi мно-
жини. Указана схема дозволяє для (3.69) обгрунтувати такий метод{

yn =
(
1
N

∑N
i=1 PCi

)
xn,

xn+1 = yn − αn∇f(yn),

де αn > 0 задовольняє наведенi вище умови.

2Нагадаємо, що оператор A : H → H називають сильно монотонним на множинi C ⊆ H, якщо iснує
така стала µ > 0, що (Ax−Ay, x− y) ≥ µ‖x− y‖2 ∀x, y ∈ C.
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Роздiл 4

Алгоритм екстраполяцiї з минулого

Найвiдомiшим чисельним методом розв’язання варiацiйних нерiвностей є
екстраградiєнтний метод, що запропонований Г.М. Корпелевич в 1970-х ро-
ках [74]. В 1980 роцi Л.Д. Попов [92] запропонував для пошуку сiдлових то-
чок опукло-угнутих функцiй цiкаву модифiкацiю класичного методу Ерроу–
Гурвiца, яка стала джерелом багатьох сучасних алгоритмiв прикладного нелi-
нiйного аналiзу. Алгоритми цього типу вiдомi серед спецiалiстiв з машинного
навчання пiд назвою «Extrapolation from the Past» [49].

У роздiлi розглядаються варiацiйнi нерiвностi з операторами, що дiють в
гiльбертовому просторi. Для цих задач запропоновано та обгрунтовано новi
модифiкацiї методу Л.Д. Попова.

4.1. Постановка задачi та допомiжнi вiдомостi

Нехай H — дiйсний гiльбертовий простiр з скалярним добутком (·, ·) та
породженою нормою ‖·‖.

Нехай C — непорожня опукла i замкнена пiдмножина простору H та A :

H→ H – деякий оператор.

Означення 4.1. Варiацiйною нерiвнiстю називаємо таку задачу:

знайти x ∈ C : (Ax, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C. (4.1)

Множину розв’язкiв варiацiйної неравностi (4.1) позначимо через S.
У виглядi варiацiйної нерiвностi можуть бути сформульованi задачi роз-

в’язання рiвнянь, знаходження екстремуму функцiоналiв, знаходження точок
рiвноваги тощо. Наведемо ряд типових постановок.
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(1) Задача розв’язання операторного рiвняння

знайти x ∈ H : Ax = 0

рiвносильна варiацiйнiй нерiвностi

знайти x ∈ H : (Ax, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ H.

(2) Нехай f — диференцiйовна опукла функцiя, C — опукла замкнена мно-
жина. Критерiй оптимальностi першого порядку для задачi

f→ min
C

має вигляд
x ∈ C та (∇f(x), y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C.

(3) Нехай F : X × Y → R — диференцiйовна опукло-угнута функцiя, X, Y —
опуклi замкненi множини. Точка (x∗, y∗) ∈ X × Y називається сiдловою
точкою функцiї F, якщо

F(x∗, y) ≤ F(x∗, y∗) ≤ F(x, y∗) ∀x ∈ X ∀y ∈ Y. (4.2)

Задача пошуку сiдлової точки (4.2) рiвносильна варiацiйнiй нерiвностi:((
∇xF(x∗, y∗)

−∇yF(x∗, y∗)

)
,

(
x− x∗

y− y∗

))
≥ 0 ∀(x, y) ∈ X× Y.

(4) Нехай X, Y — опуклi замкненi множини, f : X × Y → R (g : X × Y → R)
— диференцiйовна за x (по y) при фiксованому y (при фiксованому x)
функцiя. Точка (x∗, y∗) ∈ X× Y називається рiвновагою Неша, якщо

f(x∗, y∗) ≤ f(x, y∗) ∀x ∈ X, g(x∗, y∗) ≤ g(x∗, y) ∀y ∈ Y. (4.3)

Якщо функцiя f(·, y) опукла на X для всiх y ∈ Y, а функцiя g(x, ·)
опукла на Y для всiх x ∈ X, то задача пошуку рiвноваги Неша (4.3)
рiвносильна варiацiйнiй нерiвностi:((

∇xf(x∗, y∗)
∇yg(x∗, y∗)

)
,

(
x− x∗

y− y∗

))
≥ 0 ∀(x, y) ∈ X× Y.

Нагадаємо основнi означення [54,76,93].
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Означення 4.2. Оператор A : H → H називаємо псевдомонотонним на
множинi C ⊆ H, якщо для x, y ∈ C

(Ax, y− x) ≥ 0 ⇒ (Ay, x− y) ≤ 0.

Означення 4.3. Оператор A : H→ H називаємо монотонним, якщо

(Ax−Ay, x− y) ≥ 0 ∀x, y ∈ H.

Означення 4.4. Оператор A : H → H називаємо обернено сильно моно-
тонним на множинi C ⊆ H, якщо iснує така стала α > 0, що

(Ax−Ay, x− y) ≥ α‖Ax−Ay‖2 ∀x, y ∈ C.

У цьому випадку кажуть, що оператор A — α-обернено сильно монотонним
(ко-коерцитивним, α-ко-коерцитивним).

Означення 4.5. Оператор A : H → H називаємо рiвномiрно монотон-
ним на множинi C ⊆ H, якщо iснує така зростаюча функцiя φ : [0,+∞) →
[0,+∞), φ(0) = 0 та φ(t) > 0 для t > 0, що

(Ax−Ay, x− y) ≥ φ (‖x− y‖) ∀x, y ∈ C.

Означення 4.6. Оператор A : H → H називаємо сильно монотонним на
множинi C ⊆ H, якщо iснує така стала µ > 0, що

(Ax−Ay, x− y) ≥ µ‖x− y‖2 ∀x, y ∈ C.
У цьому випадку кажуть, що оператор A — µ-сильно монотонний.

Cкрiзь у цьому роздiлi будемо вважати, що оператор A : H→ H — лiпши-
цевий на множинi C (з константою L > 0), тобто

‖Ax−Ay‖ ≤ L ‖x− y‖ ∀x, y ∈ C,

та S 6= ∅.
Для замкненої опуклої множини C та лiпшицевого сильно монотонного

оператора A множина S не порожня та складається з одного елемента [44].
Нагадаємо декiлька вiдомих та потрiбних нам фактiв.
Нехай PC — оператор метричного проектування на замкнену опуклу пiд-

множину C ⊆ H, тобто PCx — єдиний елемент C, що володiє властивiстю

‖PCx− x‖ = min
z∈C
‖z− x‖ .
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Елемент PCx можна охарактеризувати таким чином [44,76]:

y = PCx ⇔ y ∈ C та (y− x, z− y) ≥ 0 ∀z ∈ C, (4.4)

y = PCx ⇔ y ∈ C та ‖y− z‖2 ≤ ‖x− z‖2 − ‖y− x‖2 ∀z ∈ C. (4.5)

Оператор метричного проектування PC є нерозтягуючий, тобто

‖PCx− PCy‖ ≤ ‖x− y‖ ∀x, y ∈ H,

точнiше, обернено сильно монотонним (1-ко-коерцитивним)

‖PCx− PCy‖ ≤ (PCx− PCy, x− y) ∀x, y ∈ H.

Варiацiйну нерiвнiсть (4.1) можна сформулювати як задачу пошуку неру-
хомої точки [44,76]:

x = PC (x− λAx) , (4.6)

де λ > 0.
Формулювання (4.6) корисне, оскiльки веде до iтерацiйної схеми

xn+1 = PC (xn − λAxn) , (4.7)

яка сильно збiжна для лiпшицевих сильно монотонних операторiв та слабко
збiжна для обернено сильно монотонних (ко-коерцитивних) операторiв [54,
76]. Але для лiпшицевих монотонних операторiв схема (4.7) в загальному
випадку не збiгається.

Розглянемо дуальну варiацiйну нерiвнiсть:

знайти x ∈ C : (Ay, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C. (4.8)

Множину розв’язкiв варiацiйної нерiвностi (4.8) позначимо Sd. Вiдомо, що
множина Sd опукла та замкнена [44]. Нерiвнiсть (4.8) називають слабким
або дуальним формулюванням варiацiйної нерiвностi (4.1) (або нерiвнiстю
типу Мiнтi), а розв’язки нерiвностi (4.8) — слабкими розв’язками варiацiйної
нерiвностi (4.1).

Для монотонних (псевдомонотонних) операторiв A завжди маємо

S ⊆ Sd.

А коли оператор A монотонний та неперервний маємо (лема Мiнтi, [44])

Sd = S.
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Однiєю з основних теоретичних задач є оцiнка числа iтерацiй алгоритму,
що необхiдне для отримання наближеного розв’язку заданої якостi. Якiсть
наближеного розв’язку x ∈ C варiацiйної нерiвностi (4.1) у монотонному ви-
падку будемо оцiнювати за допомогою невiд’ємної функцiї зазору [47,94]

gap (x) = sup
y∈C

(Ay, x− y) . (4.9)

Очевидно, що для коректностi означення функцiї зазору (4.9) необхiдна
обмеженiсть допустимої множини C.

Лема 4.1 (Nesterov Y., [94]). Нехай оператор A — монотонний. Якщо
x ∈ C — розв’язок (4.1), то

gap (x) = 0.

Навпаки, якщо для x ∈ C маємо

gap (x) = 0,

то x — розв’язок (4.1).

Нагадаємо вiдомi леми про числовi нерiвностi.

Лема 4.2. Нехай невiд’ємнi послiдовностi (αn), (βn), такi, що

αn+1 ≤ αn − βn, n ≥ 1.

Тодi iснує границя limn→∞ αn ∈ R та
∑∞

n=1 βn < +∞.

Лема 4.3. Нехай послiдовнiсть невiд’ємних чисел (ξn) задовольняє ре-
курентнiй нерiвностi

ξn+1 ≤ (1− αn) ξn + αnβn + γn, n ≥ 1,

де послiдовностi (αn) та (βn) мають властивостi:

1) αn ∈ (0, 1),
∑∞

n=1 αn = +∞;

2) lim supn→∞ βn ≤ 0;
3) γn ∈ [0,+∞),

∑∞
n=1 γn < +∞.

Тодi lim
n→∞ ξn = 0.
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Лема 4.4 (P.-E. Mainge, [56]). Нехай числова послiдовнiсть (αn) має пiд-
послiдовнiсть (αnk) з властивiстю αnk < ank+1 для всiх k ≥ 1. Тодi iснує
така неспадна послiдовнiсть (mk) натуральних чисел, що

mk → +∞, αmk ≤ αmk+1, αk ≤ αmk+1

для всiх k ≥ n1.

При доведеннi слабкої збiжностi послiдовностей елементiв гiльбертового
простору будемо використовувати вiдому лему Опяла.

Лема 4.5 (Z. Opial, [55]). Нехай послiдовнiсть (xn) елементiв гiльберто-
вого простору H слабко збiгається до точки x ∈ H. Тодi для всiх y ∈ H\{x}

маємо
lim inf
n→∞ ‖xn − x‖ < lim inf

n→∞ ‖xn − y‖.

4.2. Алгоритм екстраполяцiї з минулого

Для розв’язання задачi (4.1) розглянемо такий iтерацiйний алгоритм.

Алгоритм 4.1. Для x1 = y0 ∈ C генерируємо послiдовнiсть елементiв xn,
yn ∈ C за допомогою iтерацiйної схеми{

yn = PC (xn − λnAyn−1) ,

xn+1 = PC (xn − λnAyn) ,

де λn > 0.

Зауваження 4.1. Частнинний випадок алгоритму 4.1 запропонований
Л.Д. Поповим [92] для пошуку сiдлових точок. Останнiм часом цей метод
став вiдомим у середовищi спецiалiстiв з машинного навчання пiд назвою
«Extrapolation from the Past» (екстраполяцiя з минулого) [49]. Модифiкацiя
алгоритму з одним метричним проектуванням на допустиму множину запро-
понована в [95], модифiкацiї з бегманiвською вiдстанню дослiджено в [96–102].

При виконаннi для деякого n ∈ N в алгоритмi 4.1 рiвностей

yn = yn−1 = xn або xn+1 = xn = yn (4.10)

має мiсце включення yn ∈ S. Дiйсно, рiвнiсть

xn+1 = PC (xn − λnAyn)
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рiвносильна нерiвностi

(Ayn, y− xn+1) +
(xn+1 − xn, y− xn+1)

λn
≥ 0 ∀y ∈ C.

З другої рiвностi (4.10) випливає

(Ayn, y− yn) ≥ 0 ∀y ∈ C,

тобто, yn ∈ S.
Аналогiчно, з

(Ayn−1, y− yn) +
(yn − xn, y− yn)

λn
≥ 0 ∀y ∈ C

при першiй рiвностi в (4.10) отримуємо yn ∈ S.
Далi припустимо, що для всiх номерiв n ∈ N умова (4.10) не має мiсця.

4.3. Слабка збiжнiсть та сублiнiйна оцiнка

Припустимо, що операторA : H→ H є псевдомонотонним та L-лiпшицевим
на множинi C.

Лема 4.6. Для породжених алгоритмом 4.1 послiдовностей (xn), (yn)
та точки z ∈ S виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − (1− λnL) ‖xn+1 − yn‖2−
− (1− 2λnL) ‖yn − xn‖2 + 2λnL ‖xn − yn−1‖2 . (4.11)

Доведення. Маємо

‖xn+1 − z‖2 =
= ‖xn − z‖2 − ‖xn − xn+1‖2 + 2 (xn+1 − xn, xn+1 − z) =

= ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2−
− 2 (xn − yn, yn − xn+1) + 2 (xn+1 − xn, xn+1 − z) . (4.12)

З правила породження точок xn+1 та yn випливає

λn(Ayn, z− xn+1) ≥ (xn+1 − xn, xn+1 − z), (4.13)

λn(Ayn−1, xn+1 − yn) ≥ −(xn − yn, yn − xn+1). (4.14)
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Використавши нерiвностi (4.13), (4.14) для оцiнки скалярних добуткiв в
(4.12), отримуємо

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+
+ 2λn {(Ayn−1, xn+1 − yn) + (Ayn, z− xn+1)} =

= ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+
+ 2λn {(Ayn, z− yn) + (Ayn−1, xn+1 − yn) + (Ayn, yn − xn+1)} . (4.15)

З псевдомонотонностi оператора A та включення z ∈ S випливає

(Ayn, z− yn) ≤ 0,

а лiпшицевiсть F гарантує виконання нерiвностi

(Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn) ≤
≤ L ‖yn−1 − yn‖ ‖xn+1 − yn‖ ≤

≤ L
2
‖yn−1 − yn‖2 +

L

2
‖yn − xn+1‖2 .

Використавши вищенаведенi оцiнки в (5.10), отримуємо

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+
+ λnL ‖yn−1 − yn‖2 + λnL ‖yn − xn+1‖2 . (4.16)

Член ‖yn−1 − yn‖2 оцiнимо таким чином

‖yn−1 − yn‖2 ≤ 2 ‖yn−1 − xn‖2 + 2 ‖yn − xn‖2 .

Ураховуючи цю оцiнку в (4.16), приходимо до нерiвностi

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+
+ 2λnL ‖yn−1 − xn‖2 + 2λnL ‖yn − xn‖2 + λnL ‖yn − xn+1‖2 ,

тобто, до нерiвностi (4.11).

Перейдемо безпосередньо до доведення слабкої збiжностi алгоритму 4.1 у
випадку монотонностi A.

Нехай z ∈ S. Покладемо

αn = ‖xn − z‖2 + 2λnL ‖yn−1 − xn‖2 ,
βn = (1− 2λnL) ‖yn − xn‖2 + (1− 2λn+1L− λnL) ‖yn − xn+1‖2 .
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Тодi (4.11) приймає вигляд

αn+1 ≤ αn − βn.

Вимагатимемо виконання умови

0 < λ ≤ λn ≤ λ <
1

3L
.

Тодi з леми 4.2 можемо зробитии висновок, що iснує границя

lim
n→∞

(
‖xn − z‖2 + 2λnL ‖yn−1 − xn‖2

)
та

lim
n→∞

(
(1− 2λnL) ‖yn − xn‖2 + (1− 2λn+1L− λnL) ‖yn − xn+1‖2

)
= 0.

Звiдки отримуємо

lim
n→∞ ‖yn − xn‖ = lim

n→∞ ‖yn − xn+1‖ = lim
n→∞ ‖xn − xn+1‖ = 0 (4.17)

та збiжнiсть числових послiдовностей (‖xn − z‖), (‖yn − z‖) для всiх z ∈ S.
Зокрема, послiдовностi (xn), (yn) обмеженi.

З (4.17) випливає
lim
n→∞(Ayn, xn+1 − yn) = 0. (4.18)

Розглянемо пiдпослiдовнiсть (xnk), слабко збiжну до деякої точки z̄ ∈ C.
Тодi з (4.17) випливає, що й

ynk ⇀ z̄.

Припустимо, що оператор A монотонний та покажемо, що z̄ ∈ S. Маємо

(Ayn, y− yn) ≥ (Ayn, xn+1 − yn) +
(xn+1 − xn, xn+1 − y)

λn
∀y ∈ C. (4.19)

Здiйснивши граничний перехiд в (4.19) з урахуванням (5.13), (5.14) та умо-
ви монотонностi оператора A, отримаємо

(Ay, y− z̄) = lim
k→∞(Ay, y− ynk) ≥ lim sup

k→∞ (Aynk, y− ynk) ≥

≥ lim
k→∞
{
(Aynk, xnk+1 − ynk) +

(xnk+1 − xnk, xnk+1 − y)

λnk

}
= 0 ∀y ∈ C,

тобто, z̄ ∈ S.
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Покажемо тепер, що xn ⇀ z̄. Тодi з xn − yn → 0 випливає, що й послiдов-
нiсть (yn) слабко збiгається z̄. Мiркуємо вiд супротивного. Нехай iснує така
пiдпослiдовнiсть (xmk), що xmk ⇀ z̃ та z̃ 6= z̄. Ясно, що z̃ ∈ S. Застосуємо
двiчi лему Опяла. Маємо

lim
n→∞ ‖xn − z̄‖ = lim

k→∞ ‖xnk − z̄‖ < lim
k→∞ ‖xnk − z̃‖ = lim

n→∞ ‖xn − z̃‖ =
= lim
k→∞ ‖xmk − z̃‖ < lim

k→∞ ‖xmk − z̄‖ = lim
n→∞ ‖xn − z̄‖,

що неможливо. Отже, xn ⇀ z̄.
Сформулюємо отриманий результат.

Теорема 4.1. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня
опукла замкнена множина, A : H→ H — монотонний та L-лiпшицевий на
множинi C оператор та S 6= ∅. Припустимо, що

λn ∈
[
λ, λ
]
⊆
(
0, 1
3L

)
.

Тодi породженi алгоритмом 4.1 послiдовностi (xn), (yn) слабко збiгаються
до розв’язку z̄ ∈ S варiацiйної нерiвностi (4.1), причому

lim
n→∞ ‖xn − yn‖ = 0.

У випадку обмеженостi допустимої множини C доведемо, що алгоритму 4.1
необхiдно зробити

O

(
LD2

ε

)
iтерацiй для отримання точки x ∈ C з

gap (x) ≤ ε,

де ε > 0, D = supa,b∈C ‖a− b‖ < +∞.
Нехай y ∈ C. Маємо

‖xn+1 − y‖2 ≤ ‖xn − y‖2 − (1− λnL) ‖xn+1 − yn‖2−
− (1− 2λnL) ‖yn − xn‖2 + 2λnL ‖xn − yn−1‖2 + 2λn(Ayn, y− yn). (4.20)

З монотонностi оператора A та (4.20) випливає

‖xn+1 − y‖2 ≤ ‖xn − y‖2 − (1− λnL) ‖xn+1 − yn‖2−
− (1− 2λnL) ‖yn − xn‖2 + 2λnL ‖xn − yn−1‖2 + 2λn(Ay, y− yn). (4.21)
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Перепишемо (4.21) у виглядi

2λn(Ay, yn − y) ≤
(
‖xn − y‖2 + 2λnL ‖xn − yn−1‖2

)
−

−
(
‖xn+1 − y‖2 + 2λn+1L ‖xn+1 − yn‖2

)
−

− (1− 2λn+1L− λnL) ‖xn+1 − yn‖2 − (1− 2λnL) ‖yn − xn‖2 . (4.22)

Припустимо, що λn ∈ (0, 1/3L]. Тодi з (4.22) випливає

2λn(Ay, yn − y) ≤
(
‖xn − y‖2 + 2λnL ‖xn − yn−1‖2

)
−

−
(
‖xn+1 − y‖2 + 2λn+1L ‖xn+1 − yn‖2

)
. (4.23)

Просумувавши (4.23) по n вiд 1 до N отримаємо

2

N∑
n=1

λn(Ay, yn − y) ≤ ‖x1 − y‖2 + 2λ1L ‖x1 − y0‖2 ,

та

(Ay, zN − y) ≤ ‖x1 − y‖
2

2
∑N

n=1 λn
, (4.24)

де zN =
∑N
n=1 λnyn∑N
n=1 λn

. Переходимо до супремуму за y ∈ C в (4.23)

gap(zN) ≤
supy∈C ‖x1 − y‖

2

2
∑N

n=1 λn
.

Таким чином, має мiсце

Теорема 4.2. Нехай C ⊆ H — непорожня опукла замкнена обмежена
множина, A : H → H — монотонний та L-лiпшицевий на C оператор.
Нехай (yn) — послiдовнiсть, що породжена iтерацiйним алгоритмом 4.1 з
λn = 1/3L, тобто, 

x1 = y0 ∈ C,
yn = PC

(
xn −

1
3L
Ayn−1

)
,

xn+1 = PC
(
xn −

1
3L
Ayn

)
.

Тодi для послiдовностi середнiх zN = 1
N

∑N
n=1 yn має мiсце оцiнка

gap (zN) ≤
3L supy∈C ‖x1 − y‖

2

2N
.
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4.4. Сильна збiжнiсть

Припустимо, що оператор A : H → H є рiвномiрно монотонним на обме-
жених пiдмножинах множини C ⊆ H. Тодi варiацiйна нерiвнiсть (4.1) має
єдиний розв’язок z̄ ∈ C.

Покажемо, що породженi алгоритмом 4.1 послiдовностi (xn), (yn) сильно
збiгаються до z̄.

Осклiльки множина {yn}∪ {z̄} ⊆ C обмежена, то якщо iснує така зростаюча
функцiя φ : [0,+∞)→ [0,+∞), φ(0) = 0 та φ(t) > 0 для t > 0, що

(Ayn, z̄− yn) ≤ −φ (‖z̄− yn‖) .

Замiсть нерiвностi леми 5.1 запишемо її уточнену версiю

‖xn+1 − z̄‖2 + 2λnφ (‖z̄− yn‖) ≤ ‖xn − z̄‖2 − (1− λnL) ‖xn+1 − yn‖2−
− (1− 2λnL) ‖yn − xn‖2 + 2λnL ‖xn − yn−1‖2 . (4.25)

Перепишемо (4.25) у виглядi

2λnφ (‖z̄− yn‖) ≤
(
‖xn − z̄‖2 + 2λnL ‖xn − yn−1‖2

)
−

−
(
‖xn+1 − z̄‖2 + 2λn+1L ‖xn+1 − yn‖2

)
−

− (1− 2λn+1L− λnL) ‖xn+1 − yn‖2−
− (1− 2λnL) ‖yn − xn‖2 . (4.26)

Нерiвнiсть (4.26) та припущення λn ∈
[
λ, λ
]
⊆
(
0, 1
3L

)
дають

∞∑
n=1

λnφ (‖z̄− yn‖) < +∞ та lim
n→∞φ (‖z̄− yn‖) = 0.

Отже, ‖z̄− yn‖→ 0 та ‖z̄− xn‖→ 0.
Таким чином, має мiсце

Теорема 4.3. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня
опукла замкнена множина, A : H → H — рiвномiрно монотонний на обме-
жених пiдмножинах множини C ⊆ H та L-лiпшицевий на множинi C
оператор, z̄ ∈ C — єдиний розв’язок варiацiйної нерiвностi (4.1). Припусти-
мо, що λn ∈

[
λ, λ
]
⊆
(
0, 1
3L

)
. Тодi породженi алгоритмом 4.1 послiдовностi

(xn), (yn) сильно збiгаються до z̄.
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4.5. Лiнiйна швидкiсть збiжностi

Припустимо, що оператор A є L-лiпшицевим та µ-сильно монотонним на
множинi C. Тодi iснує єдиний розв’язок z ∈ C варiацiйної нерiвностi (4.1) та
виконується нерiвнiсть

(Ax, x− z) ≥ µ‖x− z‖2 ∀x ∈ C (4.27)

для деякого µ > 0.
Розглянемо варiант алгоритму 4.1 з лiнiйною швидкiстю збiжностi.

Алгоритм 4.2. Для x1 = y0 ∈ C генерируємо послiдовнiсть елементiв xn,
yn ∈ C за допомогою iтерацiйної схеми{

yn = PC
(
xn −

1
4L
Ayn−1

)
,

xn+1 = PC
(
xn −

1
4L
Ayn

)
.

Покажемо, що

‖xn+1 − z‖2 = O
((
1−

µ

4L

)n)
, ‖yn − xn+1‖2 =

((
1−

µ

4L

)n)
.

Запишемо нерiвнiсть (5.10):

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+
+ 2λ {(Ayn, z− yn) + (Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn)} .

З умови (4.27) та нерiвностi ‖a+ b‖2 ≤ 2‖a‖2 + 2‖b‖2 випливає

(Ayn, yn − z) ≥ µ‖yn − z‖2 ≥ µ
(
1

2
‖xn − z‖2 − ‖yn − xn‖2

)
,

а лiпшицевiсть A гарантує виконання нерiвностi

(Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn) ≤ L ‖yn−1 − yn‖ ‖xn+1 − yn‖ ≤

≤ L
2
‖yn−1 − yn‖2 +

L

2
‖yn − xn+1‖2 .

Використавши вищенаведенi оцiнки, отримуємо

‖xn+1 − z‖2 ≤ (1− λµ) ‖xn − z‖2 − (1− 2λµ) ‖xn − yn‖2−
− ‖yn − xn+1‖2 + λL ‖yn−1 − yn‖2 + λL ‖yn − xn+1‖2 . (4.28)
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Член ‖yn−1 − yn‖2 оцiнимо таким чином

‖yn−1 − yn‖2 ≤ 2 ‖yn−1 − xn‖2 + 2 ‖yn − xn‖2 .

Ураховуючи цю оцiнку в (4.28), приходимо до нерiвностi

‖xn+1 − z‖2 ≤ (1− λµ) ‖xn − z‖2 − (1− 2λL− 2λµ) ‖xn − yn‖2−
− (1− 2λL) ‖yn − xn+1‖2 + 2λL ‖yn−1 − xn‖2 .

Перепишемо останню нерiвнiсть у виглядi

‖xn+1 − z‖2 +
2λL

1− λµ
‖yn − xn+1‖2 ≤

≤ (1− λµ)

(
‖xn − z‖2 +

2λL

1− λµ
‖yn−1 − xn‖2

)
−

− (1− 2λL− 2λµ) ‖xn − yn‖2 −
(
1− 2λL−

2λL

1− λµ

)
‖yn − xn+1‖2 .

Для λ = 1
4L

отримуємо

‖xn+1 − z‖2 +
2L

4L− µ
‖yn − xn+1‖2 ≤

≤
(
1−

µ

4L

)(
‖xn − z‖2 +

2L

4L− µ
‖yn−1 − xn‖2

)
.

Таким чином, має мiсце

Теорема 4.4. Нехай C ⊆ H — непорожня опукла замкнена множина, A :

H→ H — L-лiпшицевий та µ-сильно монотонний на множинi C оператор,
z ∈ C — єдиний розв’язок варiацiної нерiвностi (4.1). Тодi для породжених
алгоритмом 4.2 послiдовностей (xn), (yn) виконується оцiнка

‖xn+1 − z‖2 +
1

2
‖yn − xn+1‖2 ≤

(
1−

µ

4L

)n
‖x1 − z‖2 , n ≥ 1.

Зауваження 4.2. З теореми 4.4 випливають оцiнки

‖xn+1 − z‖2 ≤ e−
µ
4L
n ‖x1 − z‖2 , ‖yn − xn+1‖2 ≤ e−

µ
4L
n2 ‖x1 − z‖2 .

Розглянемо ще один алгоритм з лiнiйною швидкiстю збiжностi для варiа-
цiної нерiвностi (4.1) з L-лiпшицевим та µ-сильно монотонним на множинi C
оператором [103].
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Алгоритм 4.3. Для x1 = x0 ∈ C генеруємо послiдовнiсть точок xn ∈ C
за допомогою iтерацiйної схеми

xn+1 = PC

(
xn −

1
2L
Axn −

1
2(L+µ) (Axn −Axn−1)

)
.

Покажемо, що має мiсце оцiнка

‖xn+1 − z‖2 = O
((
1−

µ

L+ µ

)n)
.

Розглянемо схему

xn+1 = PC (xn − αAxn − β (Axn −Axn−1)) ,

де x1 = x0 ∈ C, α > 0, β > 0.

Нехай z — розв’язок варiацiйної нерiвностi (4.1). Маємо

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn+1 − xn‖2+
+ 2 (αAxn + β (Axn −Axn−1) , z− xn+1) . (4.29)

З умови (4.27) випливає

(αAxn + β (Axn −Axn−1) , z− xn+1) =

= α (Axn −Axn+1, z− xn+1)+

+ β (Axn −Axn−1, z− xn+1) + α (Axn+1, z− xn+1) ≤
≤ α (Axn −Axn+1, z− xn+1) + β (Axn −Axn−1, z− xn)+

+ β (Axn −Axn−1, xn − xn+1)−

− αµ‖xn+1 − z‖2. (4.30)

Застосуємо нерiвнiсть (4.30) для оцiнки правої частини (4.29) та отримаємо
таку нерiвнiсть

(1+ 2αµ) ‖xn+1 − z‖2 ≤
≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn+1 − xn‖2+

+ 2α (Axn −Axn+1, z− xn+1) + 2β (Axn −Axn−1, z− xn)+

+ 2β (Axn −Axn−1, xn − xn+1) . (4.31)
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Оцiнимо зверху вираз 2β (Axn −Axn−1, xn − xn+1) в (4.31). Маємо

2β (Axn −Axn−1, xn − xn+1) ≤
≤ 2β ‖Axn −Axn−1‖ ‖xn − xn+1‖ ≤
≤ 2βL ‖xn − xn−1‖ ‖xn+1 − xn‖ ≤

leqβL ‖xn − xn−1‖2 + βL ‖xn − xn+1‖2 .

Отримаємо

(1+ 2αµ) ‖xn+1 − z‖2 + 2α (Axn −Axn+1, xn+1 − z) + αL‖xn+1 − xn‖2 ≤
≤ ‖xn − z‖2 + 2β (Axn−1 −Axn, xn − z) + βL‖xn − xn−1‖2−

− (1− αL− βL) ‖xn+1 − xn‖2.

Покладемо α = 1
2L
:(

1+
µ

L

)
‖xn+1 − z‖2 +

1

L
(Axn −Axn+1, xn+1 − z) +

1

2
‖xn+1 − xn‖2 =

=
(
1+

µ

L

)(
‖xn+1 − z‖2 +

1

L
(
1+ µ

L

) (Axn −Axn+1, xn+1 − z)+
+

1

2
(
1+ µ

L

)‖xn+1 − xn‖2) ≤
≤ ‖xn − z‖2 + 2β (Axn−1 −Axn, xn − z) + βL‖xn − xn−1‖2−

−

(
1

2
− βL

)
‖xn+1 − xn‖2.

Покладемо β = 1

2L(1+µL)
. Тодi для

Wn = ‖xn − z‖2 +
1

L
(
1+ µ

L

) (Axn−1 −Axn, xn − z) + 1

2
(
1+ µ

L

)‖xn − xn−1‖2
маємо (

1+
µ

L

)
Wn+1 ≤Wn −

(
1

2
−

1

2
(
1+ µ

L

)) ‖xn+1 − xn‖2 ≤Wn.

Звiдси

Wn+1 ≤
(
1+

µ

L

)−1
Wn ≤ ... ≤

(
1+

µ

L

)−n
‖x1 − z‖2. (4.32)
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Окiльки

Wn = ‖xn − z‖2+

+
1

L
(
1+ µ

L

) (Axn−1 −Axn, xn − z) + 1

2
(
1+ µ

L

)‖xn − xn−1‖2 ≥
≥ ‖xn − z‖2−

−
1

L
(
1+ µ

L

) ‖Axn−1 −Axn‖ ‖xn − z‖+ 1

2
(
1+ µ

L

) ‖xn−1 − xn‖2 ≥
≥ ‖xn − z‖2−

−
1(

1+ µ
L

) ‖xn − xn−1‖ ‖xn − z‖+ 1

2
(
1+ µ

L

) ‖xn−1 − xn‖2 ≥
≥

(
1−

1

2
(
1+ µ

L

)) ‖xn − z‖2 ≥ 1
2
‖xn − z‖2 ,

то з (4.32) випливає

‖xn+1 − z‖2 ≤
(
1−

µ

L+ µ

)n
2‖x1 − z‖2.

Таким чином, має мiсце

Теорема 4.5. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня
опукла замкнена множина, A : H → H — L-лiпшицевий та µ-сильно мо-
нотонний на множинi C оператор, z ∈ C — єдиний розв’язок варiацiної
нерiвностi (4.1). Тодi для породженої алгоритмом 4.3 послiдовностi (xn)
виконується оцiнка

‖xn+1 − z‖2 ≤
(
1−

µ

L+ µ

)n
2‖x1 − z‖2, n ≥ 1.

Зауваження 4.3. З теореми 4.5 випливає оцiнкa

‖xn+1 − z‖2 ≤ e−
µ
2L
n2 ‖x1 − z‖2 .

Зауваження 4.4. Алгоритм 4.3 є варiантом методу операторної екстра-
поляцiї [104]. За об’ємом необхiдних для здiйснення iтерацiйного кроку обчис-
лень вiн має перевагу над екстаградiєнтним методом Корпелевич та методом
екстраполяцiї з минулого. Пiд назвою «forward-reflected-backward algorithm»
близький метод був запропонований в [105].
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4.6. Адаптивний алгоритм екстраполяцiї з минулого

Для наближеного розв’язання задачi (4.1) розглянемо алгоритм екстрапо-
ляцiї з минулого з адаптивним вибором λn.

Алгоритм 4.4. Обираємо елементи x1 = y0 ∈ C, τ ∈
(
0, 1
3

)
, λ1 ∈ (0,+∞).

Покладаємо n = 1.

1. Обчислити
yn = PC(xn − λnAyn−1).

2. Обчислити
xn+1 = PC(xn − λnAyn).

Якщо xn+1 = xn = yn, то зупинити та xn — розв’язок. Iнакше перейти
на крок 3.

3. Обчислити

λn+1 =

{
λn, якщо (Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn) ≤ 0,
min
{
λn,

τ
2
‖yn−1−yn‖2+‖xn+1−yn‖2)
(Ayn−1−Ayn,xn+1−yn)

}
, iнакше.

Покласти n := n+ 1 та перейти на 1.

Зауваження 4.5. Схема, що подiбна алгоритму 4.4, запропонована для
задач про рiвновагу в просторах Адамара в [106].

Зауваження 4.6. Результати, аналогiчнi наведеним нижче, мають мiсце
для модифiкацiї алгоритму 4.4 з замiною iнструкцiї перерахунку λn на таку

λn+1 =

{
min
{
λn, τ

‖yn−1−yn‖
‖Ayn−1−Ayn‖

}
, якщо Ayn−1 6= Ayn,

λn, iнакше.

де τ ∈
(
0, 1
3

)
[101].

Параметр λn+1 залежить вiд розташування точок yn−1, yn, xn+1, значень
Ayn−1, Ayn. Iнформацiя про константу L не використовується. Очевидно, що
послiдовнiсть (λn) незростаюча. Також вона обмежена знизу числом

min
{
λ1,
τ

L

}
.

Дiйсно, маємо

(Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn) ≤
L

2

(
‖yn−1 − yn‖2 + ‖yn − xn+1‖2

)
.
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Для послiдовностей (xn), (yn), породжених алгоритмом 4.4, мають мiсце
нерiвностi

(Ayn−1, yn − y) ≤

≤ 1

2λn

(
‖y− xn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − y‖2

)
∀y ∈ C, (4.33)

(Ayn, xn+1 − y) ≤

≤ 1

2λn

(
‖y− xn‖2 − ‖xn − xn+1‖2 − ‖xn+1 − y‖2

)
∀y ∈ C. (4.34)

Зауваження 4.7. Зокрема, нерiвнiсть (4.34) дає обґрунтування правила
зупинки алгоритму 4.4. Дiйсно, при xn+1 = xn = yn iз (4.34) випливає

(Ayn, yn − y) ≤ 0 ∀y ∈ C,

тобто xn = yn ∈ S.

Зауваження 4.8. Можна використовувати для зупинки алгоритму 4.4
правило xn = yn = yn−1, яке гарантує xn ∈ S.

Доведемо основну оцiнку, яка пов’язує вiдстанi мiж породженими алгори-
тмом 4.4 точками i довiльним елементом множини розв’язкiв S.

Припустимо додатково, що оператор A є псевдомонотонним.

Лема 4.7. Для послiдовностей (xn), (yn), породжених алгоритмом 4.4,
має мiсце нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 −
(
1− τ

λn

λn+1

)
‖xn+1 − yn‖2−

−

(
1− 2τ

λn

λn+1

)
‖xn − yn‖2 + 2τ

λn

λn+1
‖xn − yn−1‖2, (4.35)

де z ∈ S.

Доведення. Нехай z ∈ S. Iз псевдомонотонностi оператора A випливає

(Ayn, z− yn) ≤ 0. (4.36)

Iз (4.36) i (4.34) випливає

2λn(Ayn, xn+1 − yn) ≤ ‖z− xn‖2 − ‖xn − xn+1‖2 − ‖xn+1 − z‖2. (4.37)

131



Склавши нерiвностi (4.37) та нерiвнiсть, що випливає з (4.33)

2λn(Ayn−1, yn − xn+1) ≤ ‖xn+1 − xn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2

маємо

2λn(Ayn−1 −Ayn, yn − xn+1) ≤ ‖z− xn‖2−
− ‖z− xn+1‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖xn+1 − yn‖2. (4.38)

З правила обчислення λn+1 випливає нерiвнiсть

(Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn) ≤

≤ τ

2λn+1

(
‖yn−1 − yn‖2 + ‖yn − xn+1‖2

)
. (4.39)

Для оцiнки виразу (Ayn−1 − Ayn, yn − xn+1) в (4.38) скористаємося (4.39).
Отримаємо

‖z− xn+1‖2 ≤ ‖z− xn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖xn+1 − yn‖2+

+ τ
λn

λn+1

(
‖yn−1 − yn‖2 + ‖yn − xn+1‖2

)
.

Оскiльки
‖yn−1 − yn‖2 ≤ 2 ‖yn−1 − xn‖2 + 2 ‖yn − xn‖2 ,

то

‖z− xn+1‖2 ≤ ‖z− xn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖xn+1 − yn‖2+

+ 2τ
λn

λn+1
‖yn−1 − xn‖2 + 2τ

λn

λn+1
‖yn − xn‖2 + τ

λn

λn+1
‖yn − xn+1‖2,

що i треба було довести.

Сформулюємо основний результат.

Теорема 4.6. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня
опукла замкнена множина, A : H→ H — монотонний та L-лiпшицевий на
множинi C оператор та S 6= ∅. Тодi породженi алгоритмом 4.4 послiдовно-
стi (xn), (yn) слабко збiгаються до розв’язку z̄ ∈ S варiацiйної нерiвностi
(4.1), причому

lim
n→∞ ‖xn − yn‖ = lim

n→∞ ‖xn+1 − yn‖ = 0.
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Доведення. Нехай z ′ ∈ S. Покладемо

αn = ‖xn − z ′‖2 + 2τ
λn

λn+1
‖xn − yn−1‖2,

βn =

(
1− 2τ

λn

λn+1

)
‖yn − xn‖2 +

(
1− 2τ

λn+1

λn+2
− τ

λn

λn+1

)
‖xn+1 − yn‖2.

Нерiвнiсть (4.35) набуває вигляду

αn+1 ≤ αn − βn.

Оскiльки iснує lim
n→∞ λn > 0, то

1− 2τ
λn

λn+1
→ 1− 2τ ∈ (0, 1) i 1− 2τ

λn+1

λn+2
− τ

λn

λn+1
→ 1− 3τ ∈ (0, 1)

при n→∞. З леми 4.2 можемо зробити висновок, що iснує границя

lim
n→∞

(
‖xn − z ′‖2 + 2τ

λn

λn+1
‖xn − yn−1‖2

)
та збiгається числовий ряд∑

n

((
1− 2τ

λn

λn+1

)
‖yn − xn‖2 +

(
1− 2τ

λn+1

λn+2
− τ

λn

λn+1

)
‖xn+1 − yn‖2

)
.

Звiдки отримуємо

lim
n→∞ ‖yn − xn‖ = lim

n→∞ ‖xn+1 − yn‖ = lim
n→∞ ‖xn+1 − xn‖ = 0 (4.40)

i збiжнiсть числових послiдовностей
(
‖xn − z ′‖

)
,
(
‖yn − z ′‖

)
для всiх z ′ ∈ S.

Зокрема, послiдовностi (xn), (yn) обмеженi.
Розглянемо пiдпослiдовнiсть (xnk), слабко збiжну до деякої точки z̄ ∈ C.

Тодi з (4.40) випливає, що й ynk ⇀ z̄.
Покажемо, що z̄ ∈ S. Маємо

(Ayn, y− yn) ≥ (Ayn, xn+1 − yn) +
(xn+1 − xn, xn+1 − y)

λn
∀y ∈ C. (4.41)

З (4.40) випливає
lim
n→∞(Ayn, xn+1 − yn) = 0. (4.42)

Здiйснивши граничний перехiд в (4.41) з урахуванням (4.40), (4.42) та умови
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монотонностi оператора A, отримаємо

(Ay, y− z̄) = lim
k→∞(Ay, y− ynk) ≥ lim sup

k→∞ (Aynk, y− ynk) ≥

≥ lim
k→∞
{
(Aynk, xnk+1 − ynk) +

(xnk+1 − xnk, xnk+1 − y)

λnk

}
= 0 ∀y ∈ C,

тобто, z̄ ∈ S.
Покажемо тепер, що xn ⇀ z̄ ∈ S. Тодi з xn − yn → 0 випливає, що й

послiдовнiсть (yn) слабко збiгається z̄. Мiркуємо вiд супротивного. Нехай
iснує така пiдпослiдовнiсть (xmk), що xmk ⇀ z̃ та z̃ 6= z̄. Ясно, що z̃ ∈ S.
Застосуємо двiчi лему Опяла. Маємо

lim
n→∞ ‖xn − z̄‖ = lim

k→∞ ‖xnk − z̄‖ < lim
k→∞ ‖xnk − z̃‖ = lim

n→∞ ‖xn − z̃‖ =
= lim
k→∞ ‖xmk − z̃‖ < lim

k→∞ ‖xmk − z̄‖ = lim
n→∞ ‖xn − z̄‖,

що неможливо. Отже, xn ⇀ z̄.

4.7. Регуляризований алгоритм

Для непорожньої опуклої замкненої множини C ⊆ H, монотонного лiпши-
цевого оператора A : H→ H та z ∈ H розглянемо задачу:

знайти x∗ = PSz, (4.43)

де S = {x ∈ C : (Ax, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C}.
Будемо звичайно припускати, що S 6= ∅. Задача (4.43) має єдиний роз-

в’язок [44]. Вiдомим окремим випадком (4.43) є задача пошуку нормального
розв’язку варiацiйної нерiвностi (при z = 0).

Метод регуляризацiї Тихонова полягає в апроксимацiї задачi (4.43) варiа-
цiйною нерiвнiстю:

знайти x ∈ C : (Ax, y− x) + ε(x− z, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C, (4.44)

де ε > 0.
Вiдомо, що iснує єдиний розв’язок xε ∈ C задачi (4.44) для довiльного

ε > 0. А при прямуваннi додатнього параметру ε до нуля елементи xε сильно
збiгаються до розв’язку задачi (4.43) [107], тобто

lim
ε→0 ‖xε − x∗‖ = 0.
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Вiдштовхуючись вiд алгоритму 4.1, для розв’язання задачi (4.43) пропо-
нуємо такий

Алгоритм 4.5. Для z ∈ H, x1 = y0 ∈ C генерируємо послiдовнiсть еле-
ментiв xn, yn ∈ C за допомогою iтерацiйної схеми{

yn = PC (αnλnz+ (1− αnλn)xn − λnAyn−1) ,

xn+1 = PC (αnλnz+ (1− αnλn)xn − λnAyn) ,

де λn > 0, αn > 0.

Зауваження 4.9. Даний метод при z = 0 розглядався в [108].

Вiдносно параметрiв алгоритму 4.5 будемо припускати, що виконанi такi
умови:

(A1) λn ∈
[
λ, λ
]
⊆
(
0, 1
3L

)
, де L > 0 — стала Лiпшиця оператора A;

(A2) limn→∞ αn = 0;

(A3)
∑∞

n=1 αn = +∞;

(A4) limn→∞ αn+1−αn
α2n

= 0.

Алгоритм 4.5 є результатом застосування до методу екстраполяцiї з ми-
нулого (алгоритм 4.1) схеми iтеративної регуляризацiї [81]. Доведення його
сильної збiжностi проводиться за такою схемою. Нехай xαn — розв’язок задачi
(4.44) при ε = αn. Оскiльки

‖xn − x∗‖ ≤ ‖xn − xαn‖+ ‖xαn − x∗‖, lim
n→∞ ‖xαn − x∗‖ = 0,

то доcтатньо показати, що породжена алгоритмом 4.5 послiдовнiсть (xn) має
властивiсть

lim
n→∞ ‖xn − xαn‖ = 0.

Для загальнiшої задачi отримаємо подiбнi результати в роздiлi 6. З резуль-
татiв роздiлу 6 випливає такий результат.

Теорема 4.7. Нехай A : H → H — монотонний та L-лiпшицевий на
множинi C оператор та S 6= ∅. Нехай виконуються умови (A1)–(A4). Тодi
для породжених алгоритмом 4.5 послiдовностей (xn), (yn) має мiсце

lim
n→∞ ‖xn − x∗‖ = lim

n→∞ ‖yn − x∗‖ = 0, (4.45)

де x∗ ∈ H — єдиний розв’язок задачi (4.43).
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Побудуємо для схеми

xn+1 = PC (xn − αAxn − β (Axn −Axn−1))

сильно збiжний варiант. Використовуємо метод Гальперна апроксимацiї не-
рухомих точок нерозтягуючих операторiв.

Алгоритм 4.6. Задаємо елементи y ∈ H, x0 = x1 ∈ C, послiдовнiсть
додатнiх чисел (λn) та таку послiдовнiсть (αn), що

αn ∈ (0, 1) , lim
n→∞αn = 0,

∞∑
n=1

αn = +∞.
Iтерацiї. Генеруємо послiдовнiсть (xn) за допомогою iтерацiйної схеми

xn+1 = PC (αny+ (1− αn) xn − λnAxn − (1− αn) λn−1 (Axn −Axn−1)) .

Вiдносно додатнiх параметрiв λn припустимо виконання такої умови:

0 < inf
n
λn ≤ sup

n
λn <

1
2L
. (4.46)

Має мiсце

Лема 4.8. Для послiдовностi (xn), що породжена алгоритмом 4.6, ви-
конується нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 + 2λn (Axn −Axn+1, xn+1 − z) + 1
2
‖xn+1 − xn‖2 ≤

≤ (1− αn)
(
‖xn − z‖2 + 2λn−1 (Axn−1 −Axn, xn − z) + 1

2
‖xn − xn−1‖2

)
+

+ αn ‖y− z‖2 − αn ‖y− xn+1‖2−
−
(
1
2
− αn − (1− αn) λn−1L

)
‖xn+1 − xn‖2−

− (1− αn)
(
1
2
− λn−1L

)
‖xn − xn−1‖2 , (4.47)

де z ∈ S.

Доведення. Нехай z ∈ S. Маємо

(xn+1 − αny− (1− αn) xn + λnAxn+

+(1− αn) λn−1 (Axn −Axn−1) , z− xn+1) ≥ 0. (4.48)
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Монотоннiсть оператора A та включення z ∈ S дає

(λnAxn + (1− αn) λn−1 (Axn −Axn−1) , z− xn+1) =

= λn (Axn −Axn+1, z− xn+1)+

+ (1− αn) λn−1 (Axn −Axn−1, z− xn+1) + λn (Axn+1, z− xn+1)︸ ︷︷ ︸
≤0

≤

≤ λn (Axn −Axn+1, z− xn+1) + (1− αn) λn−1 (Axn −Axn−1, z− xn)+

+ (1− αn) λn−1 (Axn −Axn−1, xn − xn+1) . (4.49)

Використавши (4.49) в (4.48), отримаємо

0 ≤ 2 (xn+1 − αny− (1− αn) xn, z− xn+1)+

+ 2λn (Axn −Axn+1, z− xn+1)+

+ 2 (1− αn) λn−1 (Axn −Axn−1, z− xn)+

+ 2 (1− αn) λn−1 (Axn −Axn−1, xn − xn+1) . (4.50)

Оцiнимо зверху доданок 2λn−1 (Axn −Axn−1, xn − xn+1) в (4.50). Маємо

2λn−1 (Axn −Axn−1, xn − xn+1) ≤ 2λn−1 ‖Axn −Axn−1‖ · ‖xn − xn+1‖ ≤
≤ 2λn−1L ‖xn − xn−1‖ · ‖xn+1 − xn‖ ≤

≤ λn−1L ‖xn − xn−1‖2 + λn−1L ‖xn − xn+1‖2 .

Перетворимо доданок 2 (xn+1 − αny− (1− αn) xn, z− xn+1) в (4.50). Маємо

2 (xn+1 − αny− (1− αn) xn, z− xn+1) = ‖αny+ (1− αn) xn − z‖2−
− ‖xn+1 − z‖2 − ‖xn+1 − αny− (1− αn) xn‖2 . (4.51)

Для перетворення рiзницi

‖αny+ (1− αn) xn − z‖2 − ‖αny+ (1− αn) xn − xn+1‖2

в (4.51) використаємо таку тотожнiсть

‖αu+ (1− α) v−w‖2 = ‖v−w− α (v− u)‖2 =
= ‖v−w‖2 − 2α (v−w, v− u) + α2 ‖v− u‖2 =

= ‖v−w‖2 − α ‖v− u‖2 − α ‖v−w‖2 + α ‖u−w‖2 + α2 ‖v− u‖2 ,

де u, v, w ∈ H, α > 0.
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Отримаємо рiвнiсть

‖αny+ (1− αn) xn − z‖2 − ‖αny+ (1− αn) xn − xn+1‖2 =
= ‖xn − z‖2 − αn ‖xn − y‖2 − αn ‖xn − z‖2+

+ αn ‖y− z‖2 + α2n ‖xn − y‖
2−

− ‖xn − xn+1‖2 + αn ‖xn − y‖2 + αn ‖xn − xn+1‖2−
− αn ‖y− xn+1‖2 − α2n ‖xn − y‖

2 =

= (1− αn) ‖xn − z‖2 − (1− αn) ‖xn − xn+1‖2+
+ αn ‖y− z‖2 − αn ‖y− xn+1‖2 .

Прийшли до нерiвностi

0 ≤ (1− αn) ‖xn − z‖2 − (1− αn) ‖xn − xn+1‖2 + αn ‖y− z‖2−
− αn ‖y− xn+1‖2 − ‖xn+1 − z‖2 + 2λn (Axn −Axn+1, z− xn+1)+

+ 2 (1− αn) λn−1 (Axn −Axn−1, z− xn)+

+ (1− αn) λn−1L ‖xn − xn−1‖2 + (1− αn) λn−1L ‖xn − xn+1‖2 . (4.52)

Перегрупуємо члени в (4.52) та отримаємо

‖xn+1 − z‖2 + 2λn (Axn −Axn+1, xn+1 − z) + 1
2
‖xn+1 − xn‖2 ≤

≤ (1− αn)
(
‖xn − z‖2 + 2λn−1 (Axn−1 −Axn, xn − z) + 1

2
‖xn − xn−1‖2

)
+

+ αn ‖y− z‖2 − αn ‖y− xn+1‖2 −
(
1
2
− αn − (1− αn) λn−1L

)
‖xn+1 − xn‖2−

− (1− αn)
(
1
2
− λn−1L

)
‖xn − xn−1‖2 ,

що й потрiбно було довести.

Лема 4.9. Для послiдовностi (xn), що породжена алгоритмом 4.6, ви-
конується нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 + 2λn (Axn −Axn+1, xn+1 − z) +
1

2
‖xn+1 − xn‖2 ≤

≤ (1− αn)

(
‖xn − z‖2 + 2λn−1 (Axn−1 −Axn, xn − z) +

1

2
‖xn − xn−1‖2

)
+

+ 2αn (y− z, xn+1 − z) −
(
1
2
− αn − (1− αn) λn−1L

)
‖xn+1 − xn‖2−

− (1− αn)
(
1
2
− λn−1L

)
‖xn − xn−1‖2 , z ∈ S. (4.53)
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Доведення. Застосуємо елементарну нерiвнiсть

‖a+ b‖2 ≤ ‖a‖2 + 2 (b, a+ b) .

Маємо

‖y− z‖2 = ‖y− xn+1 + xn+1 − z‖2 ≤
≤ ‖y− xn+1‖2 + 2 (y− z, xn+1 − z) . (4.54)

Використавши (4.54) в нерiвностi (4.47), отримаємо (4.53), що i потрiбно було
довести.

Доведемо обмеженiсть послiдовностi (xn).

Лема 4.10. Нехай виконана умова (4.46). Тодi породжена iтерацiйним
алгоритмом 4.6 послiдовнiсть (xn) є обмеженою.

Доведення. Оскiльки 0 < infn λn ≤ supn λn <
1
2L
, lim
n→∞αn = 0, то iснує такий

номер n0 ≥ 1, що

1
2
− αn − (1− αn) λn−1L = 1

2
− λn−1L− αn (1− λn−1L) > 0 (4.55)

та
(1− αn)

(
1
2
− λn−1L

)
> 0. (4.56)

З (4.47) та (4.55), (4.56) випливає, що для n ≥ n0 виконується нерiвнiсть

ξn+1 ≤ (1− αn) ξn + αn ‖y− z‖2 , (4.57)

де

ξn = ‖xn − z‖2 + 2λn−1 (Axn−1 −Axn, xn − z) + 1
2
‖xn − xn−1‖2 , z ∈ S.

Оцiнимо знизу ξn. Маємо

ξn = ‖xn − z‖2 + 2λn−1 (Axn−1 −Axn, xn − z) + 1
2
‖xn − xn−1‖2 ≥

≥ ‖xn − z‖2 − 2λn−1 ‖Axn−1 −Axn‖ ‖xn − z‖+ 1
2
‖xn−1 − xn‖2 ≥

≥ ‖xn − z‖2 − 2λn−1L ‖xn−1 − xn‖ ‖xn − z‖+ 1
2
‖xn−1 − xn‖2 ≥

≥ (1− λn−1L) ‖xn − z‖2 +
(
1
2
− λn−1L

)
‖xn − xn−1‖2 ≥ 0. (4.58)

З нерiвностей (4.57), (4.58) випливає обмеженiсть послiдовностей (ξn) та
(xn), що i потрiбно було довести.
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Сформулюємо основний результат.

Теорема 4.8. Нехай C — опукла та замкнена пiдмножина гiльбертового
простору H, A : H → H — монотонний та лiпшицевий на множинi C
оператор, S 6= ∅, y ∈ H, виконується умова (4.46). Тодi послiдовнiсть (xn),
що породжена алгоритмом 4.6, сильно збiгається до точки z = PSy.

Доведення. Нехай z = PSy. З леми 4.10 випливає iснування такого числа
M ≥ 0, що

|(y− z, xn+1 − z)| ≤M
для всiх n ≥ 1. Тодi з леми 4.9 випливає нерiвнiсть

ξn+1 − ξn + αnξn +
(
1
2
− αn − (1− αn) λn−1L

)
‖xn+1 − xn‖2+

+ (1− αn)
(
1
2
− λn−1L

)
‖xn − xn−1‖2 ≤ 2αnM, (4.59)

де

ξn = ‖xn − z‖2 + 2λn−1 (Axn−1 −Axn, xn − z) +
1

2
‖xn − xn−1‖2 .

Розглянемо числову послiдовнiсть (ξn). Можливi два варiанти:

a) iснує номер n̄ ≥ 1 такий, що ξn+1 ≤ ξn для всiх n ≥ n̄;

b) iснує зростаюча послiдовнiсть номерiв (nk) така, що ξnk+1 > ξnk для всiх
k ≥ 1.

Спочатку розглянемо варiант a). В цьому випадку iснує lim
n→∞ξn. Оскiльки

ξn+1 − ξn → 0, αn → 0

та виконуються нерiвностi (4.59), то при n→∞ маємо

‖xn+1 − xn‖→ 0. (4.60)

Покажемо, що всi слабкi частковi границi послiдовностi (xn) належать
допустимiй множинi S.

Розглянемо пiдпослiдовнiсть (xnk), що слабко збiгається до деякої точки
w ∈ H. Ясно, що w ∈ C. Покажемо, що w ∈ S. Маємо

(xnk+1 − αnky− (1− αnk) xnk + λnkAxnk+

+(1− αnk) λnk−1 (Axnk −Axnk−1) , y− xnk+1) ≥ 0 ∀y ∈ C.
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Звiдки, використовуючи монотоннiсть оператора A, виводимо оцiнку

(Ay, y− xnk) + (Axnk, xnk − xnk+1) ≥ (Axnk, y− xnk+1) ≥

≥ 1

λnk
(αnk (y− xnk) + xnk − xnk+1, y− xnk+1)−

− (1− αnk)
λnk−1

λnk
(Axnk −Axnk−1, y− xnk+1) ∀y ∈ C.

З lim
n→∞αn = 0, обмеженостi послiдовностi (xn), (4.60) та лiпшицевостi опе-

ратора A випливає

lim inf
k→∞ (Ay, y− xnk) ≥ 0 ∀y ∈ C.

З iншого боку

(Ay, y−w) = lim
k→∞ (Ay, y− xnk) = lim inf

k→∞ (Ay, y− xnk) ≥ 0 ∀y ∈ C.

Отже, w ∈ S.
Доведемо, що

lim sup
n→∞ (y− z, xn+1 − z) ≤ 0. (4.61)

Розглянемо таку пiдпослiдовнiсть (xnk), що

lim
k→∞ (y− z, xnk − z) = lim sup

n→∞ (y− z, xn+1 − z) .

Можна вважати, що xnk ⇀ w ∈ S. Тодi отримуємо

lim
k→∞ (y− z, xnk − z) = (y− z,w− z) = (y− PSy,w− PSy) ≤ 0,

чим доводимо (4.61).
Тепер з (4.61), нерiвностi

ξn+1 ≤ (1− αn) ξn + 2αn (y− z, xn+1 − z) ,

що виконується для достатньо великих n, та леми 4.3 робимо висновок, що

ξn = ‖xn − z‖2 + 2λn−1 (Axn−1 −Axn, xn − z) + 1
2
‖xn − xn−1‖2 → 0.

З (4.58) отримуємо
lim
n→∞ ‖xn − z‖ = 0.
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Розглянемо варiант b). В цьому випадку iснує неспадна послiдовнiсть но-
мерiв (mk) з властивостями (лема 4.4):

i) mk → +∞;

ii) ξmk+1 ≥ ξmk для всiх k ≥ n1;

iii) ξmk+1 ≥ ξk для всiх k ≥ n1.

З нерiвностi леми 4.9, (4.58) та ii) випливає(
1
2
− αmk − (1− αmk) λmk−1L

)
‖xmk+1 − xmk‖

2+

+ (1− αmk)
(
1
2
− λmk−1L

)
‖xmk − xmk−1‖

2 ≤ 2αmkM.

Звiдки
lim
k→∞ ‖xmk+1 − xmk‖ = lim

k→∞ ‖xmk − xmk−1‖ = 0.
Мiркуваннями, що подiбнi вищевикладеним, доводимо, що слабкi частковi
границi послiдовностi (xmk) належать множинi S. З тотожностi

(y− z, xmk+1 − z) = (y− z, xmk − z) + (y− z, xmk+1 − xmk)

отримуємо

lim sup
k→∞ (y− z, xmk+1 − z) = lim sup

k→∞ (y− z, xmk − z) .

Як i ранiше отримуємо нерiвнiсть

lim sup
k→∞ (y− z, xmk+1 − z) ≤ 0.

Далi маємо

ξmk+1 ≤ (1− αmk) ξmk + 2αmk (y− z, xmk+1 − z) ≤
≤ (1− αmk) ξmk+1 + 2αmk (y− z, xmk+1 − z) .

Звiдки, ураховуючи умову iii), отримуємо

ξk ≤ ξmk+1 ≤ 2 (y− z, xmk+1 − z) .

Таким чином,

lim sup
k→∞ ξk ≤ 2 lim sup

k→∞ (y− z, xmk+1 − z) ≤ 0.
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Отже, limn→∞ ξn = 0 та, в свою чергу, limn→∞ ‖xn − z‖ = 0, що i потрiбно
було довести.

Зауваження 4.10. Параметри λn алгоритму 4.6 задавалась виходячи з
умови (4.46). Тобто, явно використовувалась iнформацiя про константи лi-
пшицевостi оператора A. Схема з статтi [104] дозволяє побудувати модифiка-
цiю алгоритму 4.6 з адаптивним вибором величини λn, що не вимагає знання
лiпшицевих констант операторiв та процедур типу лiнiйного пошуку:

xn+1 = PC (αny+ (1− αn) xn − λnAxn − (1− αn) λn−1 (Axn −Axn−1)) ,

λn+1 =

{
min
{
λn, τ

‖xn+1−xn‖
‖Axn+1−Axn‖

}
, якщо Axn+1 6= Axn,

λn, iнакше,

де τ ∈
(
0, 1
2

)
.
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Роздiл 5

Двоетапний проксимальний алгоритм
для задач про рiвновагу

У цьому роздiлi розглядаються задачi про рiвновагу з псевдомонотонними
бiфункцiями в гiльбертовому просторi. Для цих задач запропоновано та об-
ґрунтовано новий двоетапний проксимальний алгоритм, який є узагальнен-
ням методу Л.Д. Попова пошуку сiдлових точок опукло-угнутих функцiй
(метод екстраполяцiї з минулого).

Роздiл побудовано наступним чином. В пiдрозiлi 5.1 сформульовано загаль-
ну задачу про рiвновагу (задачу рiвноважного програмування) в дiйсному
гiльбертовому просторi, наведено основнi припущення та двоетапний прокси-
мальний алгоритм. В пiдроздiлi 5.2 ми доводимо основну нерiвнiсть на якiй
грунтується доведення збiжностi алгоритму. Пiдроздiл 5.3 мiстить теорему
про слабку збiжнiсть двоетапного проксимального алгоритму.

5.1. Постановка задачi про рiвновагу та опис алгоритму

Всюди далi H — дiйсний гiльбертовий простiр з скалярним добутком (·, ·)
та породженою нормою ‖·‖.

Нехай g : H→ R∪ {+∞} — власна опукла напiвнеперервна знизу функцiя.
Нагадаємо, що проксимальним оператором [54], асоцiйованим з функцiєю g,
називають оператор

H 3 x 7→ proxgx = argminy∈domg

(
g(y) +

1

2
‖y− x‖2

)
∈ domg.

Оператор proxg — мiцно нерозтягуючий (firmly nonexpansive), тобто,

‖proxgx− proxgy‖2 ≤ ‖x− y‖2 − ‖(x− proxgx) − (y− proxgy)‖2 ∀ x, y ∈ H,
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та
g(y) − g(z) + (z− x, y− z) ≥ 0 ∀y ∈ domg ⇔ z = proxgx.

Зокрема,
F(proxg) = argminy∈domg g(y),

де F(proxg) =
{
x ∈ H : x = proxgx

}
.

Для непорожньої опуклої замкненої множини C ⊆ H та бiфункцiї F : C ×
C→ R розглянемо задачу про рiвновагу [109]:

знайти x ∈ C : F(x, y) ≥ 0 ∀y ∈ C. (5.1)

Задача (5.1) — зручна загальна форма запису та дослiдження рiзних задач,
що виникають в математичнiй фiзицi, дослiдженнi операцiй та оптимiзацiї.
Наведемо ряд типових постановок.

(1) Якщо F(x, y) = g(y) − g(x), де g : C → R, то задача (5.1) є задачею
умовної мiнiмiзацiї:

g→ min
C
.

(2) Якщо F(x, y) = (Ax, y − x), де A : C → H, то задача (5.1) зводиться до
класичної варiацiйної нерiвностi:

знайти x ∈ C : (Ax, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C.

(3) Нехай C1, C2 — опуклi пiдмножини H, C = C1×C2, L : C→ R — опукла-
угнута функцiя. Точка (x1, x2) ∈ C називається сiдловою точкою функцiї
L, якщо

L(x1, y2) ≤ L(x1, x2) ≤ L(y1, x2) ∀(y1, y2) ∈ C. (5.2)

Покладемо F(x, y) = L(y1, x2) − L(x1, y2), де x = (x1, x2), y = (y1, y2).
Тодi задача пошуку сiдлової точки (5.2) рiвносильна задачi про рiвновагу
вигляду (5.1):

знайти (x1, x2) ∈ C : L(y1, x2) − L(x1, y2) ≥ 0 ∀(y1, y2) ∈ C.

(4) Нехай I — скiнченна множина iндексiв. Для кожного i ∈ I задано мно-
жину Ci та функцiю fi : C → R, де C =

∏
i∈ICi. Для x = (xi)i∈I ∈ C

позначимо xi = (xj)j∈I,j 6=i. Точка x̄ = (x̄i)i∈I називається рiвновагою Не-
ша, якщо для всiх i ∈ I справедливi нерiвностi

fi(x̄) ≤ fi(x̄i, yi) ∀yi ∈ Ci.
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Визначимо функцiю F : C× C→ R таким чином

F(x, y) =
∑
i∈I

(
fi(x

i, yi) − fi(x)
)
.

Точка x̄ ∈ C є рiвновагою Неша тодi i тiльки тодi, коли x̄ є розв’язком
задачi (5.1).

Формулювання задачi про рiвновагу, яке вважають класичним, було наве-
дено ще в роботах Х. Нiкайдо та К. Iсоди, виконаних в 1950-х роках [110] та
пов’язаних з доведенням iснування точок рiвноваги за Нешем в некоопера-
тивних iграх.

Увагу дослiдникiв до задач рiвноважного програмування у 1990-х привер-
нули роботи W. Oettli [111, 112]. Прiоритетнi результати, повязанi з iтера-
цiйними проксимальними методами рiвноважного програмування, належать
А.С. Антiпiну [113–116].

Припустимо, що виконуються такi умови:

(A1) F(x, x) = 0 для всiх x ∈ C;

(A2) для всiх x, y ∈ C з F(x, y) ≥ 0 випливає F(y, x) ≤ 0 (псевдомонотон-
нiсть);

(A3) для всiх x ∈ C функцiя F(x, ·) напiвнеперервна знизу та опукла на
множинi C;

(A4) для всiх y ∈ C функцiя F(·, y) слабко напiвнеперервна зверху на
множинi C;

(A5) для всiх x, y, z ∈ C має мiсце

F(x, y) ≤ F(x, z) + F(z, y) + a ‖x− z‖2 + b ‖z− y‖2 ,

де a, b — додатнi константи (лiпшицевiсть).

Зауваження 5.1. Умова (А5) типу лiпшицевостi введена G. Mastroeni
[117]. Наприклад, бiфункцiя F(x, y) = (Ax, y − x) з лiпшицевим оператором
A : C→ H задовольняє (А5) з з a = Lε

2
, b = L

2ε
, де ε > 0. Дiйсно,

F(x, y) − F(x, z) − F(z, y) = (Ax, y− x) − (Ax, z− x) − (Az, y− z) =

= (Ax−Az, y− z) ≤ ‖Ax−Az‖ ‖y− z‖ ≤ L ‖x− z‖ ‖y− z‖ ≤

≤ Lε
2
‖x− z‖2 + L

2ε
‖y− z‖2 .
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Розлянемо, так звану, дуальну [109] (для задачi (5.1)) задачу про рiвновагу:

знайти x ∈ C : F(y, x) ≤ 0 ∀y ∈ C. (5.3)

Множини розв’язкiв задач (5.1) та (5.3) позначимо S та S∗, вiдповiдно. При
виконаннi умов (А1)–(А4) маємо S = S∗ [109]. Зокрема, множина S — опукла
та замкнена, оскiльки

S = S∗ = {x ∈ C : F(y, x) ≤ 0 ∀y ∈ C} .

Далi будемо припускати, що S 6= ∅.
У 2008 р. Quoc, Muu та Hien, грунтуючись на iдеях [117], запропонували у

роботi [118] аналог екстраградiєнтного методу{
yn = proxλnF(xn,·)xn,
xn+1 = proxλnF(yn,·)xn,

(5.4)

де λn > 0. Автори [118] довели при певних умовах збiжнiсть методу (5.4) та
його аналогу з вiдстанню Брегмана замiсть евклiдової. Дана робота отрима-
ла продовження в багатьох дослiдникiв [119–126]. Наприклад, автори [120]
поєднавши iдеї [118] та [72, 73] запропонували сильно збiжнi методи. А в ро-
ботi [125], вiдштовхуючись вiд двокрокового екстраградiєнтного алгоритму
Зикiної та Меленьчука [127], запропоновано та дослiджено такий алгоритм

yn = proxλn·F(xn,·)xn,
zn = proxλn·F(yn,·)yn,
xn+1 = proxλn·F(zn,·)xn,

де λn > 0.
Для розв’язання задачi (5.1) розглянемо такий iтерацiйний алгоритм.

Алгоритм 5.1 (С. I. Ляшко, В. В. Семенов, [128]). Для x1, y0 ∈ C гене-
руємо послiдовнiсть елементiв xn, yn ∈ C за допомогою iтерацiйної схеми{

yn = proxλnF(yn−1,·)xn,
xn+1 = proxλnF(yn,·)xn,

де λn > 0.

На кожному кроцi алгоритму 5.1 слiд розв’язати двi задачi мiнiмiзацiї (на
множинi C) з сильно опуклими функцiями. Припустимо, що їх можна ефек-
тивно розв’язати.

147



Алгоритм 5.1 був запропонований у [128]. Далi, у [129] був запропонований
варiант алгоритму з дивергенцiєю Брегмана замiсть евклiдової метрики. У
цiй роботi алгоритм 5.1 розглядається при слабших припущеннях нiж в [128].

Зауваження 5.2. Якщо F(x, y) = (Ax, y − x), то алгоритм 5.1 приймає
вигляд: 

x1 ∈ C, y0 ∈ C,
yn = PC(xn − λnAyn−1),

xn+1 = PC(xn − λnAyn),

де PC — оператор метричного проектування на множину C.

Для сiдлової задачi (5.2) алгоритм 5.1 набуває наступного вигляду. Для

(x11, x
1
2), (y01, y

0
2) ∈ C1 × C2

генеруємо послiдовностi пар (xn1 , x
n
2 ), (y

n
1 , y

n
2 ) ∈ C1 ×C2 за допомогою iтера-

цiйної схеми:

(yn1 , y
n
2 ) = argminy1∈C1, y2∈C2

{
L(y1, y

n−1
2 ) − L(yn−11 , y2) +

1
2λn
‖y1 − xn1‖2+

+ 1
2λn
‖y2 − xn2‖2

}
,

(xn+11 , xn+12 ) = argminy1∈C1, y2∈C2
{
L(y1, y

n
2 ) − L(y

n
1 , y2) +

1
2λn
‖y1 − xn1‖2+

+ 1
2λn
‖y2 − xn2‖2

}
,

де λn > 0.
Для пошуку рiвноваги Неша алгоритм 5.1 можна подати у такому виглядi.

Для
(x1i )i∈I, (y0i )i∈I ∈ C =

∏
i∈I

Ci

генеруємо послiдовностi (xni )i∈I, (y
n
i )i∈I ∈ C за допомогою iтерацiйної схеми:

(yni )i∈I = argmin(yi)i∈I∈C

{∑
i∈I

fi(y
i,n−1, yi) +

1

2λn

∑
i∈I

‖yi − xni ‖2
}
,

(xn+1i )i∈I = argmin(yi)i∈I∈C

{∑
i∈I

fi(y
i,n, yi) +

1

2λn

∑
i∈I

‖yi − xni ‖2
}
,

де yi,n = (ynj )j∈I,j 6=i, λn > 0.
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Зауваження 5.3. Зрозумiло, що допомiжнi задачi iтерацiйних крокiв ва-
рiантiв алгоритму 5.1 для сiдлових задач та задач рiвноваги Неша мають
сепарабельну структуру та допускають розщеплення. Так, для «сiдлового ви-
падку» маємо

yn1 = proxλn·L(·,yn−12 )x
n
1 ,

yn2 = prox−λn·L(yn−11 ,·)x
n
2 ,

xn+11 = proxλn·L(·,yn2 )x
n
1 ,

xn+12 = prox−λn·L(yn1 ,·)x
n
2 .

Вiдносно обгрунтуваня збiжностi алгоритму 5.1 зауважимо, що за виконан-
ня для деякого n ∈ N рiвностей

yn = yn−1 = xn або xn+1 = xn = yn (5.5)

має мiсце включення yn ∈ S. Дiйсно, рiвнiсть

xn+1 = proxλnF(yn,·)xn

рiвносильна нерiвностi

F(yn, y) − F(yn, xn+1) +
(xn+1 − xn, y− xn+1)

λn
≥ 0 ∀y ∈ C.

З другої рiвностi (5.5) випливає

F(yn, y) ≥ 0 ∀y ∈ C,

тобто, yn ∈ S.
Аналогiчно, з

F(yn−1, y) − F(yn−1, yn) +
(yn − xn, y− yn)

λn
≥ 0 ∀y ∈ C

при першiй рiвностi в (5.5) отримуємо yn ∈ S.

Зауваження 5.4. Вищенаведене спостереження є просто безпосереднiй
наслiдок критерiю:

x ∈ S ⇔ x = proxλF(x,·)x, λ > 0.

Далi припустимо, що для всiх номерiв n ∈ N умова (5.5) не має мiсця.
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5.2. Основна нерiвнiсть

Доведення збiжностi алгоритму 5.1 почнемо з доведення важливої нерiв-
ностi для послiдовностей (xn), (yn), що породжуються ним.

Лема 5.1. Для породжених алгоритмом 5.1 послiдовностей (xn), (yn)
та елементу z ∈ S виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − (1− 2λnb) ‖xn+1 − yn‖2−
− (1− 4λna) ‖yn − xn‖2 + 4λna ‖xn − yn−1‖2 . (5.6)

Зауваження 5.5. За певного вибору λn з нерiвностi (5.6) випливає один
з основних елементiв доведення збiжностi алгоритму 5.1: незростання послi-
довностi

(
‖xn − z‖2 + 4λna ‖yn−1 − xn‖2

)
для всiх z ∈ S.

Доведення. Маємо

‖xn+1 − z‖2 = ‖xn − z‖2 − ‖xn − xn+1‖2 + 2 (xn+1 − xn, xn+1 − z) =
= ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2−

− 2 (xn − yn, yn − xn+1) + 2 (xn+1 − xn, xn+1 − z) . (5.7)

З правила породження точок xn+1 та yn випливає

λnF(yn, z) − λnF(yn, xn+1) ≥ (xn+1 − xn, xn+1 − z), (5.8)

λnF(yn−1, xn+1) − λnF(yn−1, yn) ≥ −(xn − yn, yn − xn+1). (5.9)

Використавши нерiвностi (5.8), (5.9) для оцiнки скалярних добуткiв в (5.7),
отримуємо

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+
+ 2λn {F(yn, z) − F(yn, xn+1) + F(yn−1, xn+1) − F(yn−1, yn)} . (5.10)

З псевдомонотонностi бiфункцiї F та включення z ∈ S випливає

F(yn, z) ≤ 0,

а лiпшицевiсть F гарантує виконання нерiвностi

− F(yn, xn+1) + F(yn−1, xn+1) − F(yn−1, yn) ≤
≤ a ‖yn−1 − yn‖2 + b ‖yn − xn+1‖2 . (5.11)
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Використавши вищенаведенi оцiнки в (5.10), отримуємо

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+
+ 2λna ‖yn−1 − yn‖2 + 2λnb ‖yn − xn+1‖2 . (5.12)

Член ‖yn−1 − yn‖2 оцiнимо таким чином

‖yn−1 − yn‖2 ≤ 2 ‖yn−1 − xn‖2 + 2 ‖yn − xn‖2 .

Ураховуючи цю оцiнку в (5.12), приходимо до нерiвностi

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+
+ 4λna ‖yn−1 − xn‖2 + 4λna ‖yn − xn‖2 + 2λnb ‖yn − xn+1‖2 ,

тобто, до нерiвностi (5.6).

5.3. Збiжнiсть алгоритму

Перейдемо безпосередньо до доведення слабкої збiжностi алгоритму 5.1.
Нам будуть потрiбнi такi факти.

Лема 5.2. Нехай невiд’ємнi послiдовностi (an), (bn), такi, що

an+1 ≤ an − bn.

Тодi iснує границя limn→∞ an ∈ R та
∑∞

n=1 bn < +∞.

Лема 5.3 (Z. Opial, [55]). Нехай послiдовнiсть (xn) елементiв гiльберто-
вого простору H слабко збiгається до точки x ∈ H. Тодi для всiх y ∈ H\{x}

маємо
lim inf
n→∞ ‖xn − x‖ < lim inf

n→∞ ‖xn − y‖.
Нехай z ∈ S. Покладемо

an = ‖xn − z‖2 + 4λna ‖yn−1 − xn‖2 ,
bn = (1− 4λna) ‖yn − xn‖2 + (1− 4λna− 2λnb) ‖yn − xn+1‖2 .

Тодi (5.6) приймає вигляд
an+1 ≤ an − bn.
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Вимагатимемо виконання умови

0 < λ ≤ λn ≤ λ <
1

2(2a+ b)
.

Тодi з леми 5.2 можемо зробитии висновок, що iснує границя

lim
n→∞

(
‖xn − z‖2 + 4λna ‖yn−1 − xn‖2

)
та

lim
n→∞

(
(1− 4λna) ‖yn − xn‖2 + (1− 4λna− 2λnb) ‖yn − xn+1‖2

)
= 0.

Звiдки отримуємо

lim
n→∞ ‖yn − xn‖ = lim

n→∞ ‖yn − xn+1‖ = lim
n→∞ ‖xn − xn+1‖ = 0 (5.13)

та збiжнiсть числових послiдовностей (‖xn − z‖), (‖yn − z‖) для всiх z ∈ S.
Зокрема, послiдовностi (xn), (yn) обмеженi.

З (5.8), (5.9), (5.10), (5.11) та (5.13) випливає

lim sup
n→∞ F(yn, xn+1) ≤ 0, lim sup

n→∞ (F(yn−1, yn) − F(yn−1, xn+1)) ≤ 0,

limn→∞ (F(yn, xn+1) + F(yn−1, yn) − F(yn−1, xn+1)) = 0.

Звiдки, зокрема, отримуємо

lim
n→∞ F(yn, xn+1) = 0. (5.14)

Розглянемо пiдпослiдовнiсть (xnk), слабко збiжну до деякої точки z̄ ∈ C.
Тодi з (5.13) випливає, що й ynk ⇀ z̄. Покажемо, що z̄ ∈ S. Маємо

F(yn, y) ≥ F(yn, xn+1) +
(xn+1 − xn, xn+1 − y)

λ
∀y ∈ C. (5.15)

Здiйснивши граничний перехiд в нерiвностi (5.15) з урахуванням (5.13), (5.14)
та умови (А4), отримаємо

F(z̄, y) ≥ lim sup
k→∞ F(ynk, y) ≥

≥ lim
k→∞
{
F(ynk, xnk+1) +

(xnk+1 − xnk, xnk+1 − y)

λ

}
= 0 ∀y ∈ C,

тобто, z̄ ∈ S.
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Покажемо тепер, що xn ⇀ z̄. Тодi з xn − yn → 0 випливає, що й послiдов-
нiсть (yn) слабко збiгається z̄. Мiркуємо вiд супротивного. Нехай iснує така
пiдпослiдовнiсть (xmk), що xmk ⇀ z̃ та z̃ 6= z̄. Ясно, що z̃ ∈ S. Застосуємо
двiчi лему 5.3. Маємо

lim
n→∞ ‖xn − z̄‖ = lim

k→∞ ‖xnk − z̄‖ < lim
k→∞ ‖xnk − z̃‖ = lim

n→∞ ‖xn − z̃‖ =
= lim
k→∞ ‖xmk − z̃‖ < lim

k→∞ ‖xmk − z̄‖ = lim
n→∞ ‖xn − z̄‖,

що неможливо. Отже, xn ⇀ z̄.
Таким чином, має мiсце

Теорема 5.1. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня
опукла замкнена множина, для бiфункцiї F : C × C → R виконанi умови
(A1)–(А5) та S 6= ∅. Припустимо, що

λn ∈
[
λ, λ
]
⊆
(
0,

1

2(2a+ b)

)
.

Тодi породженi алгоритмом 5.1 послiдовностi (xn), (yn) слабко збiгаються
до розв’язку z̄ ∈ S задачi про рiвновагу (5.1), причому

lim
n→∞ ‖xn − yn‖ = 0.

Зауваження 5.6. Ми довели слабку збiжнiсть алгоритму 5.1. Питання
сильно збiжних модифiкацiй алгоритму розiбрано в наступному роздiлi. Крiм
того, отримана модифiкацiя алгоритму 5.1, яка не потребує знання констант
з умови (А5).

Зауваження 5.7. Останнiм часом зростає активнiсть в дослiдженнi за-
дач про рiвновагу в метричних просторах Адамара [106, 130–134]. В робо-
тах [106,134] для псевдомонотонних задач про рiвновагу в просторах Адамара
запропоновано та дослiджено аналоги алгоритму 5.1.
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Роздiл 6

Дворiвневi задачi та двоетапний
проксимальний алгоритм

В дослiдженнi операцiй виникають задачi оптимiзацiї за послiдовно зада-
ними критерiями (лексикографiчна, послiдовна оптимiзацiя) [135, 136]. Дво-
рiвневi варiацiйнi нерiвностi виникли як природне узагальнення задач лек-
сикографiчної оптимiзацiї з двома критерiями, а також при аналiзi звичай-
них оптимiзацiйних задач з обмеженнями у формi варiацiйної нерiвностi. Як
самостiйний математичний об’єкт, дворiвнева варiацiйна нерiвнiсть у скiн-
ченновимiрному випадку розглядалась у [137]. Розв’язностi бiльш загальних
n-рiвневих варiацiйних нерiвностей та побудовi одноетапних алгоритмiв їх
розв’язання присвячено роботи [138, 139]. У [58, 107, 140, 141] розглядались
варiацiйнi нерiвностi на множинi розв’язкiв задачi про рiвновагу.

У роздiлi розглядається дворiвнева задача: варiацiйна нерiвнiсть на мно-
жинi розв’язкiв задачi про рiвновагу. Прикладом такої задачi є пошук нор-
мальної рiвноваги Неша. Подiбна задача розглядалась в роботi [58], де був
запропонований сильно збiжний алгоритм, який використовував операцiю об-
числення значення резольвенти бiфункцiї. Останнє iстотно збiльшувало об-
числювальну складнiсть алгоритму.

Для розв’язання задачi запропоновано алгоритм, що сумiщає у собi iдеї
двоетапного проксимального методу та iтеративної регуляризацiї. Крiм того,
дослiджено адаптивний варiант алгоритму з правилом оновлення параметрiв,
що не використовує значень лiпшицевих констант бiфункцiї. Для монотонних
бiфункцiй лiпшицевого типу та сильно монотонних лiпшицевих операторiв
доведено теореми про сильну збiжнiсть алгоритмiв. У роздiлi уточнюються
результати робiт [107,140,141].

Роздiл побудовано наступним чином. В пiдроздiлi 6.1 сформульовано зада-
чу та наведено основнi припущення. В пiдроздiлi 6.2 розлянуто конструк-
цiю апроксимацiї Браудера–Тихонова для варiацiйної нерiвностi на множинi
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розв’язкiв задачi про рiвновагу та доведено основнi її властивостi. Пiдроз-
дiл 6.3 мiстить опис запропонованого алгоритму, а пiдроздiл 6.4 — теорему
про сильну збiжнiсть алгоритму. Нарештi, пiдроздiли 6.5 та 6.6 присвяченi
дослiдженню адаптивного варiанту алгоритму.

6.1. Постановка задачi

Нехай H — дiйсний гiльбертовий простiр з скалярним добутком (·, ·) та
породженою нормою ‖·‖. Для оператора A : H → H, множини M ⊆ H та
бiфункцiї F : H×H→ R позначимо VI(A,M) та EP(F,M) множини

{x ∈M : (Ax, y− x) ≥ 0 ∀y ∈M} та {x ∈M : F(x, y) ≥ 0 ∀y ∈M} ,

вiдповiдно.
Для непорожньої опуклої замкненої множини C ⊆ H розглянемо дворiвне-

ву задачу:
знайти x ∈ VI(A,EP(F, C)). (6.1)

Припустимо, що виконуються такi умови:

(A1) F(x, x) = 0 для всiх x ∈ C;

(A2) F(x, y) + F(y, x) ≤ 0 для всiх x, y ∈ C (монотоннiсть);

(A3) для всiх x ∈ C функцiя F(x, ·) напiвнеперервна знизу та опукла на
множинi C;

(A4) для всiх y ∈ C функцiя F(·, y) слабко напiвнеперервна зверху на
множинi C;

(A5) для всiх x, y, z ∈ C має мiсце

F(x, y) ≤ F(x, z) + F(z, y) + a ‖x− z‖2 + b ‖z− y‖2 ,

де a, b — додатнi константи (лiпшицевiсть).

(A6) EP(F, C) 6= ∅.

(A7) A : C→ H — µ–сильно монотонний та L–лiпшицевий оператор.

За цих умов множина EP(F, C) опукла та замкнена [142], а задача (6.1) має
єдиний розв’язок x∗ ∈ H [44].

Зауважимо, що бiфункцiя F(x, y) = (Ax, y − x) з лiпшицевим оператором
A : C→ H задовольняє (А5) з a = Lε

2
, b = L

2ε
, де ε > 0.
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Зауваження 6.1. Найвiдомiшим окремим випадком (6.1) є задача по-
шуку нормального розв’язку варiацiйної нерiвностi (при Ax = x, F(x, y) =

(Bx, y− x), де B : C→ H):

‖x‖2 → min, x ∈ C : (Bx, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C.

Апроксимуємо задачу (6.1) однорiвневою та бiльш регулярною задачею про
рiвновагу.

6.2. Апроксимацiя Тихонова–Браудера

Розглянемо допомiжну задачу про рiвновагу:

знайти x ∈ C : F(x, y) + ε(Ax, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C, (6.2)

де ε > 0.
Наслiдуючи А.Б. Бакушинському [81], назвемо задачу (6.2) апроксимацiєю

Тихонова–Браудера дворiвневої задачi (6.1).

Зауваження 6.2. Для розв’язання екстремальних задач подiбна апро-
ксимацiя була запропонована А.М. Тихоновим для побудови регуляризуючих
алгоритмiв, а пiзнiше F. Browder [143,144] застосував подiбну cхему для стiй-
кої апроксимацiї нормального розв’язку варiацiйної нерiвностi або проекцiї
заданої точки на множину нерухомих точок нерозтягуючих операторiв.

З результатiв [142] випливає iснування та єдинiсть розв’язку xε ∈ C задачi
(6.2) для довiльного ε > 0.

Елементи xε ∈ C мають декiлька важливих властивостей.

Лема 6.1. Справедливi такi нерiвностi:

(i) ‖xε‖ ≤ 1
µ
‖Ax∗‖+ ‖x∗‖ для всiх ε > 0;

(ii) ‖xε − xδ‖ ≤ |ε−δ|
ε

1
µ

(
1+ L

µ

)
‖Ax∗‖ для всiх ε, δ > 0.

Доведення. Нехай ε > 0. Для xε — розв’язку задачi (6.2) та довiльного еле-
менту x̂ ∈ EP(F, C) маємо

F(xε, x̂) + ε(Axε, x̂− xε) ≥ 0 и F(x̂, xε) ≥ 0.

Склавши нерiвностi та скориставшись монотоннiстю бiфункцiї F, отримаємо

(Axε, x̂− xε) ≥ 0,
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тобто
(Axε −Ax̂, xε − x̂) ≤ (Ax̂, x̂− xε).

Сильна монотоннiсть оператора A та нерiвнiсть Шварца дають

µ‖xε − x̂‖ ≤ ‖Ax̂‖, (6.3)

звiдки i випливає (i).
Доведемо (ii). Нехай xε та xδ — розв’язки задачi (6.2) з ε > 0 та δ > 0,

вiдоповiдно. Маємо

F(xε, xδ) + ε(Axε, xδ − xε) ≥ 0 та F(xδ, xε) + δ(Axδ, xε − xδ) ≥ 0.

Склавши нерiвностi та скориставшись монотоннiстю бiфункцiї F, отримаємо

ε(Axε, xδ − xε) + δ(Axδ, xε − xδ) ≥ 0.

Перепишемо останню нерiвнiсть у виглядi

ε(Axε −Axδ, xε − xδ) ≤ (δ− ε)(Axδ, xε − xδ).

Скориставшись сильною монотоннiстю оператора A, отримаємо

εµ‖xε − xδ‖2 ≤ |δ− ε|‖Axδ‖‖xε − xδ‖,

тобто,

‖xε − xδ‖ ≤
|δ− ε|

εµ
‖Axδ‖. (6.4)

Оцiнимо зверху за допомогою (6.3) норму ‖Axδ‖

‖Axδ‖ ≤ ‖Ax∗‖+ ‖Axδ −Ax∗‖ ≤

≤ ‖Ax∗‖+ L‖xδ − x∗‖ ≤
(
1+

L

µ

)
‖Ax∗‖. (6.5)

Використавши оцiнку (6.5) в (6.4) приходимо до (ii).

При прямуваннi малого додатнього параметру ε до нуля елементи xε силь-
но збiгаються до розв’язку задачi (6.1).

Лема 6.2. Нехай виконуються умови (A1)–(A4) та (A6), (A7). Тодi

lim
ε→0 ‖xε − x∗‖ = 0.
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Доведення. В силу пункту (i) леми 6.1 з {xε}ε>0 можна видiлити слабко збiжну
до w ∈ C послiдовнiсть (xεn) (εn → 0).

Скориставшись слабкою напiвнеперервнiстю зверху функцiї F(·, y), пере-
йдемо до границi в

F(xεn, y) + εn(Axεn, y− xεn) ≥ 0 ∀y ∈ C.

Отримаємо
F(w,y) ≥ 0 ∀y ∈ C,

тобто, w ∈ EP(F, C). А перейшовши в нерiвностi

(Ax̂, x̂− xεn) ≥ (Axεn, x̂− xεn) ≥ 0 ∀x̂ ∈ EP(F, C)

до границi, отримаємо

(Ax̂, x̂−w) ≥ 0 ∀x̂ ∈ EP(F, C),

тобто, w = x∗.
Покажемо, що

lim
n→∞ ‖xεn − x∗‖ = 0.

Це випливає з нерiвностi

µ‖xεn − x∗‖2 ≤ (Axεn −Ax
∗, xεn − x

∗) ≤ (Ax∗, x∗ − xεn).

З єдиностi елемента x∗ отримуємо limε→0 ‖xε − x∗‖ = 0.
Перейдемо до опису алгоритму розв’язання дворiвневої задачi (6.1).

6.3. Алгоритм

У роботi [128] (див. також роздiл 5) для апроксимацiї елементiв множини
EP(F, C) був запропонований двоетапний проксимальний алгоритм вигляду{

yn = proxλnF(yn−1,·)xn,
xn+1 = proxλnF(yn,·)xn,

(6.6)

де λn > 0. Вiдштовхуючись вiд схеми (6.6), для розв’язання дварiвневої задачi
(6.1) пропонуємо такий алгоритм.
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Алгоритм 6.1. Для x1, y0 ∈ C генерируємо послiдовнiсть елементiв xn,
yn ∈ C за допомогою iтерацiйної схеми

zn = xn − αnλnAxn,

yn = proxλnF(yn−1,·)zn = argminy∈C

(
λnF(yn−1, y) +

1
2
‖y− zn‖2

)
,

xn+1 = proxλnF(yn,·)zn = argminy∈C

(
λnF(yn, y) +

1
2
‖y− zn‖2

)
,

де λn > 0, αn > 0.

На кожному кроцi алгоритму 6.1 слiд розв’язати двi опуклi задачi мiнiмi-
зацiї з сильно опуклими функцiями.

Вiдносно параметрiв алгоритму 6.1 будемо припускати, що виконанi такi
умови:

(B1) λn ∈
[
λ, λ
]
⊆
(
0, 1
2(2a+b)

)
;

(B2) limn→∞ αn = 0;

(B3)
∑∞

n=1 αn = +∞;

(B4) limn→∞ αn+1−αn
α2n

= 0.

Зауваження 6.3. В якостi допустимої послiдовностi (αn) можна обрати
таку:

αn =
1

np
, p ∈ (0, 1).

Зауваження 6.4. Якщо F(x, y) = (Bx, y − x), то алгоритм 6.1 набуває
вигляду: 

x1 ∈ C, y0 ∈ C,
zn = xn − αnλnAxn,

yn = PC(zn − λnByn−1),

xn+1 = PC(zn − λnByn),

де PC — оператор метричного проектування на множину C. Даний метод при
A = I був дослiджений в [108].

Зауваження 6.5. В [145] для дворiвневої варiацiйної нерiвностi був за-
пропонований та обгрунтований близький алгоритм:

x1 ∈ C,
yn = PC(xn − λnBxn),

zn = PC(xn − λnByn),

xn+1 = zn − αnAzn.
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Алгоритм 6.1 поєднує у собi iдеї двоетапного проксимального методу (роз-
дiл 5, [128]) та iтеративної регуляризацiї [81].

Доведення його сильної збiжностi проведемо за такою схемою.
Нехай xαn — розв’язок задачi (6.2) при ε = αn. Оскiльки

‖xn − x∗‖ ≤ ‖xn − xαn‖+ ‖xαn − x∗‖, lim
n→∞ ‖xαn − x∗‖ = 0,

то доcтатньо показати, що породжена алгоритмом 6.1 послiдовнiсть (xn) має
властивiсть

lim
n→∞ ‖xn − xαn‖ = 0.

6.4. Доведення збiжностi

Доведення збiжностi алгоритму 6.1 почнемо з доведення важливої нерiв-
ностi для згенерованих ним послiдовностей (xn), (yn) та елементiв xαn.

Лема 6.3. Для породжених алгоритмом 6.1 послiдовностей (xn), (yn)
та елементiв xαn виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − xαn‖
2 ≤ (1− αnλnµ) ‖xn − xαn‖

2−

−

(
1− 4λna− αnλn

L2

µ

)
‖xn − yn‖2 − (1− 2λnb) ‖yn − xn+1‖2+

+ 4λna ‖yn−1 − xn‖2 . (6.7)

Доведення. Маємо

‖xn+1 − xαn‖
2 =

= ‖xn − xαn‖
2 − ‖xn − xn+1‖2 + 2 (xn+1 − xn, xn+1 − xαn) =

= ‖xn − xαn‖
2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2−

− 2 (xn − yn, yn − xn+1) + 2 (xn+1 − xn, xn+1 − xαn) . (6.8)

З визначення точок xn+1 та yn випливає

λnF(yn, xαn) − λnF(yn, xn+1) ≥ (xn+1 − xn + αnλnAxn, xn+1 − xαn), (6.9)

λnF(yn−1, xn+1) − λnF(yn−1, yn) ≥
≥ −(xn − αnλnAxn − yn, yn − xn+1). (6.10)
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Використовуючи нерiвностi (6.9), (6.10) для оцiнки скалярних добуткiв в
(6.8), отримуємо

‖xn+1 − xαn‖
2 ≤ ‖xn − xαn‖

2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+
+ 2λn {F(yn, xαn) − F(yn, xn+1) + F(yn−1, xn+1) − F(yn−1, yn)}+

+ 2αnλn(Axn, xαn − yn). (6.11)

Лiпшицевiсть бiфункцiї F гарантує виконання нерiвностi

− F(yn, xn+1) + F(yn−1, xn+1) − F(yn−1, yn) ≤
≤ a ‖yn−1 − yn‖2 + b ‖yn − xn+1‖2 .

Використавши вищенаведену оцiнку в (6.11), отримуємо

‖xn+1 − xαn‖
2 ≤ ‖xn − xαn‖

2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+
+ 2λna ‖yn−1 − yn‖2 + 2λnb ‖yn − xn+1‖2+

+ 2αnλn(Axn, xαn − yn) + 2λnF(yn, xαn). (6.12)

Член ‖yn−1 − yn‖2 оцiнимо таким чином

‖yn−1 − yn‖2 ≤ 2 ‖yn−1 − xn‖2 + 2 ‖yn − xn‖2 .

Маємо

‖xn+1 − xαn‖
2 ≤ ‖xn − xαn‖

2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+
+ 4λna ‖yn−1 − xn‖2 + 4λna ‖yn − xn‖2 + 2λnb ‖yn − xn+1‖2+

+ 2αnλn(Axn, xαn − yn) + 2λnF(yn, xαn). (6.13)

З монотонностi бiфункцiї F випливає

F(yn, xαn) ≤ −F(xαn, yn),

звiдки

F(yn, xαn) − αn(Axαn, yn − xαn) ≤ −F(xαn, yn) − αn(Axαn, yn − xαn).

Оскiльки
F(xαn, yn) + αn(Axαn, yn − xαn) ≥ 0,

то
F(yn, xαn) ≤ αn(Axαn, yn − xαn).
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Урахувавши останню оцiнку в (6.13), приходимо до нерiвностi

‖xn+1 − xαn‖
2 ≤ ‖xn − xαn‖

2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+
+ 4λna ‖yn−1 − xn‖2 + 4λna ‖yn − xn‖2 + 2λnb ‖yn − xn+1‖2+

+ 2αnλn(Axn −Axαn, xαn − yn). (6.14)

Оцiнимо зверху член (Axn −Axαn, xαn − yn). Маємо

(Axn −Axαn, xαn − yn) = (Axn −Axαn, xαn − xn)+

+ (Axn −Axαn, xn − yn) ≤ −µ ‖xαn − xn‖
2 + L ‖xn − xαn‖ ‖xn − yn‖ ≤

≤ −µ ‖xαn − xn‖
2 +

µ

2
‖xn − xαn‖

2 +
L2

2µ
‖xn − yn‖2 =

= −
µ

2
‖xn − xαn‖

2 +
L2

2µ
‖xn − yn‖2 . (6.15)

З нерiвностей (6.14) та (6.15) отримуємо

‖xn+1 − xαn‖
2 ≤ (1− αnλnµ) ‖xn − xαn‖

2−

−

(
1− 4λna− αnλn

L2

µ

)
‖xn − yn‖2 − (1− 2λnb) ‖yn − xn+1‖2+

+ 4λna ‖yn−1 − xn‖2 .

що й було потрiбно.

Доведемо оцiнку з якої випливає збiжнiсть до нулю послiдовностей

(‖xn − xαn‖) та (‖yn−1 − xn‖).

Лема 6.4. Для породжених алгоритмом 6.1 послiдовностей (xn), (yn)
та елементiв xαn при великих n ∈ N виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − xαn+1‖
2 +

4λn+1a

1− αn+1λn+1µ
‖yn − xn+1‖2 ≤

≤
(
1−

αnλnµ

2

)(
‖xn − xαn‖

2 +
4λna

1− αnλnµ
‖yn−1 − xn‖2

)
+

+
2M

λnµ

(αn+1 − αn)
2

α3n
, (6.16)

де M = 1
µ

(
1+ L

µ

)
‖Ax∗‖.
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Доведення. Маємо

‖xn+1 − xαn‖
2 =

= ‖xn+1 − xαn+1‖
2 + ‖xαn+1 − xαn‖

2+

+ 2 (xn+1 − xαn+1, xαn+1 − xαn) ≥ ‖xn+1 − xαn+1‖
2+

+ ‖xαn+1 − xαn‖
2 − 2 ‖xn+1 − xαn+1‖ ‖xαn+1 − xαn‖ ≥

≥ (1− ε) ‖xn+1 − xαn+1‖
2 +

(ε− 1)

ε
‖xαn+1 − xαn‖

2
, (6.17)

де ε > 0. Покладемо в (6.17) ε = 1
2
αnλnµ. Отримаємо

‖xn+1 − xαn‖
2 ≥ 2− αnλnµ

2
‖xn+1 − xαn+1‖

2−

−
2− αnλnµ

αnλnµ
‖xαn+1 − xαn‖

2
. (6.18)

В силу правил узгодження значень параметрiв αn, λn при великих n маємо
1− αnλnµ > 0. З урахуванням другої нерiвностi леми 6.1 з (6.18) виводимо

‖xn+1 − xαn‖
2 ≥ 2− αnλnµ

2
‖xn+1 − xαn+1‖

2−

−
(2− αnλnµ)

αnλnµ

(αn+1 − αn)
2

α2n

1

µ

(
1+

L

µ

)
‖Ax∗‖, (6.19)

для всiх n ≥ n0. Використавши (6.19) в (6.7), отримаємо (для n ≥ n0)

2− αnλnµ

2
‖xn+1 − xαn+1‖

2 ≤

≤ (1− αnλnµ) ‖xn − xαn‖
2−

−

(
1− 4λna− αnλn

L2

µ

)
‖xn − yn‖2 − (1− 2λnb) ‖yn − xn+1‖2+

+ 4λna ‖yn−1 − xn‖2 +
(2− αnλnµ)

αnλnµ

(αn+1 − αn)
2

α2n
M,

де M = 1
µ

(
1+ L

µ

)
‖Ax∗‖. Звiдки випливає нерiвнiсть

‖xn+1 − xαn+1‖
2 ≤ 2− 2αnλnµ

2− αnλnµ
‖xn − xαn‖

2−
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−
2
(
1− 4λna− αnλn

L2

µ

)
2− αnλnµ

‖xn − yn‖2 −
2 (1− 2λnb)

2− αnλnµ
‖yn − xn+1‖2+

+
8λna

2− αnλnµ
‖yn−1 − xn‖2 +

2M

λnµ

(αn+1 − αn)
2

α3n
. (6.20)

Перегрупувавши члени в (6.20), отримаємо

‖xn+1 − xαn+1‖
2 +

4λn+1a

1− αn+1λn+1µ
‖yn − xn+1‖2 ≤

≤ 2− 2αnλnµ
2− αnλnµ

(
‖xn − xαn‖

2 +
4λna

1− αnλnµ
‖yn−1 − xn‖2

)
−

−
2
(
1− 4λna− αnλn

L2

µ

)
2− αnλnµ

‖xn − yn‖2−

−

(
1− 2λnb

1− αnλnµ
2

−
4λn+1a

1− αn+1λn+1µ

)
‖yn − xn+1‖2+

+
2M

λnµ

(αn+1 − αn)
2

α3n
. (6.21)

Оскiльки

λn ∈
[
λ, λ
]
⊆
(
0,

1

2(2a+ b)

)
та αn > 0, lim

n→∞αn = 0,

то починаючи з деякого номера n1 будуть виконуватися нерiвностi

1− 4λna− αnλn
L2

µ

2− αnλnµ
> 0,

1− 2λnb

1− αnλnµ
2

−
4λn+1a

1− αn+1λn+1µ
> 0,

та
2− 2αnλnµ

2− αnλnµ
< 1−

αnλnµ

2
.

Таким чином, для номерiв n ≥ N = max{n0, n1} з (6.21) випливає потрiбна
нерiвнiсть (6.16).

Нагадаємо вiдомий результат про числовi послiдовностi [81].

Лема 6.5. Нехай послiдовнiсть невiд’ємних чисел ξn задовольняє
нерiвнiсть

ξn+1 ≤ (1− αn)ξn + βn,
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де послiдовностi (αn) та (βn) мають властивостi:

1) αn ∈ (0, 1) та
∑∞

n=1 αn = +∞;

2) lim supn→∞ βn
αn
≤ 0.

Тодi limn→∞ ξn = 0.

Сформулюємо основний результат.

Теорема 6.1. Нехай виконуються умови (A1)–(A7) та (B1)–(B4). Тодi
для породжених алгоритмом 6.1 послiдовностей (xn), (yn) має мiсце

lim
n→∞ ‖xn − x∗‖ = lim

n→∞ ‖yn − x∗‖ = 0, (6.22)

де x∗ ∈ H — єдиний розв’язок задачi (6.1).

Доведення. В силу леми 6.5 та нерiвностi (6.16) маємо

lim
n→∞

(
‖xn − xαn‖

2 +
4λna

1− αnλnµ
‖yn−1 − xn‖2

)
= 0.

Звiдки
lim
n→∞ ‖xn − xαn‖ = lim

n→∞ ‖yn−1 − xn‖ = 0. (6.23)

З нерiвностi
‖xn − x∗‖ ≤ ‖xn − xαn‖+ ‖xαn − x∗‖,

леми 6.2 та (6.23) отримуємо шуканi спiввiдношення (6.22).

Зауваження 6.6. При A = I задача (6.1) спiвпадає з задачею пошуку
PEP(F,C)0. Таким чином, в цьому випадку алгоритм 6.1 є сильно збiжною схе-
мою обчислення нормального (з мiнiмальною нормою) розв’язку задачi про
рiвновагу.

6.5. Адаптивний алгоритм

Вiдштовхуючись вiд схеми двоетапного проксимального методу, для розв’я-
зання задачi (6.1) було запропоновано такий метод (алгоритм 6.1):

zn = xn − αnλnAxn,

yn = argminy∈C
(
λnF(yn−1, y) +

1
2
‖y− zn‖2

)
,

xn+1 = argminy∈C
(
λnF(yn, y) +

1
2
‖y− zn‖2

)
,

(6.24)
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де λn задавалися виходячи з вимоги

λn ∈
[
λ, λ
]
⊆
(
0,

1

2(2a+ b)

)
,

а додатня послiдовнiсть (αn) така, що

lim
n→∞αn = 0,

∞∑
n=1

αn = +∞, lim
n→∞ αn+1 − αnα2n

= 0.

З метою позбутися явного використання в (6.24) iнформацiї про значення
констант a i b при заданнi меж для λn розглянемо такий алгоритм з ада-
птивним вибором λn.

Алгоритм 6.2. Обираємо елементи x1, y0 ∈ C, τ ∈
(
0, 1
3

)
, λ1 ∈ (0,+∞).

Покладаємо n = 1.

1. Обчислити
zn = xn − αnλnAxn.

2. Обчислити
yn = proxλnF(yn−1,·)xn.

3. Обчислити
xn+1 = proxλnF(yn,·)xn.

4. Обчислити

λn+1 =

{
λn, якщо F(yn−1, xn+1) − F(yn−1, yn) − F(yn, xn+1) ≤ 0,
min
{
λn,

τ
2

‖yn−1−yn‖2+‖yn−xn+1‖2
(F(yn−1,xn+1)−F(yn−1,yn)−F(yn,xn+1))

}
, iнакше.

Покласти n := n+ 1 та перейти на 1.

У пропонованому алгоритмi параметр λn+1 залежить вiд розташування то-
чок yn−1, yn, xn+1, значень F(yn−1, xn+1), F(yn−1, yn) i F(yn, xn+1). Нiяка iн-
формацiя про константи a i b не використовується. Очевидно, що послiдов-
нiсть (λn) незростаюча. Також вона обмежена знизу числом

min

{
λ1,

τ

2max{a, b}

}
.
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Дiйсно, маємо

F(yn−1, xn+1) − F(yn−1, yn) − F(yn, xn+1) ≤
≤ max{a, b}

(
‖yn−1 − yn‖2 + ‖yn − xn+1‖2

)
.

Щодо додатнiх параметрiв αn будемо припускати виконаними наступнi
умови:

(С1) limn→∞ αn = 0;

(С2)
∑∞

n=1 αn = +∞;

(С3) limn→∞ αn+1−αn
α2n

= 0.

Перейдемо до обґрунтування алгоритму 6.2. Доведення збiжностi проведе-
мо за стандартною схемою. А саме, покажемо, що

lim
n→∞ ‖xn − xαn‖ = 0,

де xαn — розв’язок задачi (6.2) при ε = αn.

6.6. Доведення збiжностi адаптивного алгоритму

Спочатку доведемо важливу нерiвнiсть для послiдовностей (xn), (yn) та
елементiв xαn.

Лема 6.6. Для породжених алгоритмом 6.2 послiдовностей (xn), (yn)
та елементiв xαn виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − xαn‖2 6 (1− αnλnµ) ‖xn − xαn‖2−

−

(
1− τ

λn

λn+1

)
‖xn+1 − yn‖2 −

(
1− 2τ

λn

λn+1
− αnλn

L2

µ

)
‖yn − xn‖2+

+ 2τ
λn

λn+1
‖xn − yn−1‖2. (6.25)

Доведення. Маємо

‖xn+1 − xαn‖2 =
= ‖xn − xαn‖2 − ‖xn − xn+1‖2 + 2

(
xn+1 − xn, xn+1 − xαn

)
=

= ‖xn − xαn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2−
− 2
(
xn − yn, yn − xn+1

)
+ 2
(
xn+1 − xn, xn+1 − xαn

)
. (6.26)
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З визначення точок xn+1 i yn випливає

λnF(yn, xαn) − λnF(yn, xn+1) >
(
xn+1 − xn + αnλnAxn, xn+1 − xαn

)
, (6.27)

λnF(yn−1, xn+1) − λnF(yn−1, yn) > −
(
xn + αnλnAxn − yn, yn − xn+1

)
. (6.28)

Використавши нерiвностi (6.27), (6.28) для оцiнки скалярних добуткiв
в (6.26), отримуємо

‖xn+1 − xαn‖2 6 ‖xn − xαn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+
+ 2λn (F(yn, xαn) − F(yn, xn+1) + F(yn−1, xn+1) − F(yn−1, yn))+

+ 2αnλn (Axn, xαn − yn) . (6.29)

З правила обчислення λn+1 випливає нерiвнiсть

F(yn−1, xn+1) − F(yn−1, yn) − F(yn, xn+1) 6

6
τ

2λn+1

(
‖yn−1 − yn‖2 − ‖xn+1 − yn‖2

)
. (6.30)

Для оцiнки виразу

F(yn−1, xn+1) − F(yn−1, yn) − F(yn, xn+1)

в (6.29) скористаємося (6.30). Отримаємо

‖xn+1 − xαn‖2 6 ‖xn − xαn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+

+ τ
λn

λn+1
‖yn−1 − yn‖2 + τ

λn

λn+1
‖xn+1 − yn‖2+

+ 2λnF(yn, xαn) + 2αnλn
(
Axn, xαn − yn

)
.

Член ‖yn−1 − yn‖2 оцiнимо наступним чином:

‖yn−1 − yn‖2 6 2‖yn−1 − xn‖2 + 2‖xn − yn‖2.

Маємо

‖xn+1 − xαn‖2 6 ‖xn − xαn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+

+ 2τ
λn

λn+1
‖yn−1 − xn‖2 + 2τ

λn

λn+1
‖xn − yn‖2 + τ

λn

λn+1
‖xn+1 − yn‖2+

+ 2λnF(yn, xαn) + 2αnλn
(
Axn, xαn − yn

)
. (6.31)
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Iз монотонностi бiфункцiї F випливає

F(yn, xαn) 6 F(xαn, yn),

звiдки

F(yn, xαn) − αn(Axαn, yn − xαn) 6 −F(xαn, yn) − αn(Axαn, yn − xαn).

Оскiльки
F(xαn, yn) + αn(Axαn, yn − xαn) > 0,

то
F(yn, xαn) 6 αn(Axαn, yn − xαn).

Врахувавши останню оцiнку в (6.31), приходимо до нерiвностi

‖xn+1 − xαn‖2 6 ‖xn − xαn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+

+ 2τ
λn

λn+1
‖yn−1 − xn‖2 + 2τ

λn

λn+1
‖xn − yn‖2+

+ τ
λn

λn+1
‖xn+1 − yn‖2 + 2αnλn (Axn −Axαn, xαn − yn) . (6.32)

Оцiнимо зверху член (Axn −Axαn, xαn − yn). Маємо

(Axn −Axαn, xαn − yn) =

= (Axn −Axαn, xαn − xn) + (Axn −Axαn, xn − yn) 6

6 −µ‖xαn − xn‖2 + L‖xn − xαn‖ ‖xn − yn‖ 6

6 −µ‖xαn − xn‖2 +
µ

2
‖xn − xαn‖2 +

L2

2µ
‖xn − yn‖2 =

= −
µ

2
‖xn − xαn‖2 +

L2

2µ
‖xn − yn‖2. (6.33)

З нерiвностей (6.32) i (6.33) отримуємо

‖xn+1 − xαn‖2 6 (1− αnλnµ)‖xn − xαn‖2−

−

(
1− τ

λn

λn+1

)
‖xn+1 − yn‖2 −

(
1− 2τ

λn

λn+1
− αnλn

L2

µ

)
‖yn − xn‖2+

+ 2τλn
λn

λn+1
‖xn − yn−1‖2,

що i треба було довести.
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Доведемо тепер оцiнку, з якої буде слiдувати збiжнiсть до нуля послiдов-
ностей (‖xn − xαn‖) i (‖xn − yn−1‖).

Лема 6.7. Для породжених алгоритмом 6.2 послiдовностей (xn), (yn) i
елементiв xαn при великих n ∈ N виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − xαn+1‖2 +
2τλn+1λ

−1
n+2

1− αn+1λn+1µ
‖xn+1 − yn‖2 6

6

(
1−

αnλnµ

2

)(
‖xn − xαn‖2 +

2τλnλ
−1
n+1

1− αnλnµ
‖xn − yn−1‖2

)
+

+
2M

λnµ

(αn+1 − αn)
2

α3n
, (6.34)

де M = µ−1(1+ Lµ−1)‖Ax∗‖.

Доведення. Маємо

‖xn+1 − xαn‖2 =
= ‖xn+1 − xαn+1‖2 + ‖xαn+1 − xαn‖2 + 2(xn+1 − xαn+1, xαn+1 − xαn) >
> ‖xn+1 − xαn+1‖2 + ‖xαn+1 − xαn‖2 − 2‖xn+1 − xαn+1‖ ‖xαn+1 − xαn‖ >

> (1− ε)‖xn+1 − xαn+1‖2 +
ε− 1

ε
‖xαn+1 − xαn‖2, (6.35)

де ε > 0. Покладемо в (6.35) ε = 1
2
αnλnµ. Отримаємо

‖xn+1 − xαn‖2 >
2− αnλnµ

2
‖xn+1 − xαn+1‖2−

−
2− αnλnµ

αnλnµ
‖xαn+1 − xαn‖2. (6.36)

В силу правил узгодження значень параметрiв αn, λn при великих номерах
n ∈ N маємо 1−αnλnµ > 0. З урахуванням другої нерiвностi леми 6.1 з (6.36)
виводимо

‖xn+1 − xαn‖2 >
2− αnλnµ

2
‖xn+1 − xαn+1‖2−

−
(2− αnλnµ)

αnλnµ

(αn+1 − αn)
2

α2n
µ−1(1+ Lµ−1)‖Ax∗‖. (6.37)
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для всiх n > n0. Використавши (6.37) в (6.25), отримаємо (для n > n0)

2− αnλnµ

2
‖xn+1 − xαn+1‖2 6 (1− αnλnµ)‖xn − xαn‖2−

−

(
1− τ

λn

λn+1

)
‖xn+1 − yn‖2 −

(
1− 2τ

λn

λn+1
− αnλn

L2

µ

)
‖yn − xn‖2+

+ 2τ
λn

λn+1
‖xn − yn−1‖2 +

(2− αnλnµ)

αnλnµ

(αn+1 − αn)
2

α2n
M,

де M = µ−1(1+ Lµ−1)‖Ax∗‖. Звiдки випливає нерiвнiсть

‖xn+1 − xαn+1‖2 >
2− 2αnλnµ

2− αnλnµ
‖xn − xαn‖2−

−
2(1− τλnλ

−1
n+1)

2− αnλnµ
‖xn+1 − yn‖2−

−
2(1− 2τλnλ

−1
n+1 − αnλnL

2µ−1)

2− αnλnµ
‖yn − xn‖2+

+
4τλnλ

−1
n+1

2− αnλnµ
‖xn − yn−1‖2 +

2M

λnµ

(αn+1 − αn)
2

α3n
. (6.38)

Перегрупувавши члени в (6.38), отримаємо

‖xn+1 − xαn+1‖2 +
2τλn+1λ

−1
n+2

1− αn+1λn+1µ
‖xn+1 − yn‖2 6

6
2− 2αnλnµ

2− αnλnµ

(
‖xn − xαn‖2 +

2τλnλ
−1
n+1

1− αnλnµ
‖xn − yn−1‖2

)
−

−
2(1− 2τλnλ

−1
n+1 − αnλnL

2µ−1)

2− αnλnµ
‖yn − xn‖2−

−

(
1− τλnλ

−1
n+1

1− 1
2
αnλnµ

−
2τλn+1λ

−1
n+2

1− αn+1λn+1µ

)
‖xn+1 − yn‖2+

+
2M

λnµ

(αn+1 − αn)
2

α3n
. (6.39)

Оскiльки τ ∈
(
0, 1
3

)
, iснує lim

n→∞ λn > 0 i lim
n→∞αn = 0, то починаючи з деякого

номера n1 ∈ N будуть виконуватися нерiвностi
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1− 2τλnλ
−1
n+1 − αnλnL

2µ−1

2− αnλnµ
> 0,

1− τλnλ
−1
n+1

1− 1
2
αnλnµ

−
2τλn+1λ

−1
n+2

1− αn+1λn+1µ
> 0,

2− 2αnλnµ

2− αnλnµ
< 1−

αnλnµ

2
.

Таким чином, для n > N = max{n0, n1} з (6.39) випливає нерiвнiсть

‖xn+1 − xαn+1‖2 +
2τλn+1λ

−1
n+2

1− αn+1λn+1µ
‖xn+1 − yn‖2 6

6

(
1−

αnλnµ

2

)(
‖xn − xαn‖2 −

2τλnλ
−1
n+1

1− αnλnµ
‖xn − yn−1‖2

)
+

+
2M

λnµ

(αn+1 − αn)
2

α3n
,

що i потрiбно було довести.

Сформулюємо основний результат про збiжнiсть адаптивного алгоритму.

Теорема 6.2. Нехай виконуються умови (А1)–(А7) i (C1)–(C3). Тодi для
породжених алгоритмом 6.2 послiдовностей (xn), (yn) має мiсце

lim
n→∞ ‖xn − x∗‖ = lim

n→∞ ‖yn − x∗‖ = 0, (6.40)

де x∗ ∈ H — єдиний розв’язок задачi (6.1).

Доведення. В силу леми 6.5 i нерiвностi (6.34) маємо

‖xn − xαn‖2 + 2τ
λnλ

−1
n+1

1− αnλnµ
‖xn − yn−1‖2 → 0 при n→∞.

Звiдки
lim
n→∞ ‖xn − xαn‖ = lim

n→∞ ‖yn−1 − xn‖ = 0. (6.41)

З нерiвностi
‖xn − x∗‖ 6 ‖xn − xαn‖+ ‖xαn − x∗‖,

леми 6.2 i (6.41) отримуємо рiвностi (6.40).

Зауваження 6.7. Ясно, що послiдовнiсть (zn) також сильно збiгається
до x∗ ∈ H.

172



Розглянемо тепер окремий випадок задачi (6.1): дворiвневу варiацiйну не-
рiвнiсть в гiльбертовому просторi H:

знайти x ∈ VI(A2, VI(A1, C)). (6.42)

Нехай виконанi наступнi умови: множина C ⊆ H опукла та замкнена; опера-
тор A1 : C → H монотонний i лiпшицевий; множина VI(A1, C) непорожня;
оператор A2 : C → H сильно монотонний i лiпшицевий. Нехай PC — опера-
тор метричного проектування на опуклу замкнену множину C, тобто PCx —
єдиний елемент множини C з властивiстю

‖PCx− x‖ = min
z∈C
‖z− x‖.

Для задачi (6.42) алгоритм 6.2 приймає такий вигляд.

Алгоритм 6.3 (Варiант для варiацiйних нерiвностей). Обираємо елемен-
ти x1, y0 ∈ C, τ ∈

(
0, 1
3

)
, λ1 ∈ (0,+∞). Покладаємо n = 1.

1. Обчислити
zn = xn − αnλnA2xn.

2. Обчислити
yn = PC (zn − λnA1yn−1) .

3. Обчислити
xn+1 = PC (zn − λnA1yn) .

4. Обчислити

λn+1 =

{
λn, якщо (A1yn−1 −A1yn, xn+1 − yn) ≤ 0,
min
{
λn,

τ
2
‖yn−1−yn‖2+‖yn−xn+1‖2
(A1yn−1−A1yn,xn+1−yn)

}
, iнакше.

Покласти n := n+ 1 та перейти на 1.

З теореми 6.2 випливає наступний результат.

Теорема 6.3. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня
опукла замкнена множина; оператор A1 : C → H монотонний i лiпшице-
вий; множина VI(A1, C) непорожня; оператор A2 : C→ H сильно монотон-
ний i лiпшицевий; виконуються умови (С1)–(С3). Тодi породженi алгори-
тмом 6.3 послiдовностi (xn) i (yn) сильно збiгаються до єдиного розв’язку
задачi (6.42).
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Зауваження 6.8. Аналогiчний теоремi 6.3 результат має мiсце для моди-
фiкацiї алгоритму 6.3 з замiною iнструкцiї перерахунку λn на наступну

λn+1 =

{
min
{
λn, τ

‖yn−1−yn‖
‖A1yn−1−A1yn‖

}
, якщо A1yn−1 6= A1yn,

λn, iнакше.

де τ ∈
(
0, 1
3

)
.

Зауваження 6.9. Спираючись на результати [95], можна побудувати еко-
номну модифiкацiю алгоритму 6.3. Слiд змiнити крок 3, поклавши

xn+1 = PTn(zn − λnA1yn),

де
Tn = {z ∈ H : (zn − λnA1yn−1 − yn, z− yn) 6 0} .
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Роздiл 7

Алгоритм розщеплення

При розв’язаннi складних задач дослiдження операцiй (наприклад, в моде-
люваннi транспортних та телекомунiкацiйних мереж) та оптимального керу-
вання велике значення мають рiзнi декомпозицiйнi пiдходи, що дозволяють
зводити розв’язання вихiдної задачi до розв’язання послiдовностi задач бiльш
простої структури.

Популярнi алгоритми розщеплення для варiацiйних нерiвностей

знайти x ∈ C : ∃u ∈
∑
i

Aix i (u, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C,

або бiльш загальних задач пошуку нулiв суми монотонних операторiв

знайти x ∈ H : 0 ∈
∑
i

Tix,

часто використовують на кожному кроцi резольвенти багатозначних операто-
рiв [54]. Явний крок в алгоритмах цитованих робiт використовується тiльки
для однозначних операторiв-доданкiв. Завдяки неявному характеру цi ме-
тоди мають достатнiй запас стiйкостi, однак обчислення резольвенти часто
вимагає великих обчислювальних витрат1.

В алгоритмiцi опуклої оптимiзацiї для задач вигляду

f1 + f2 + ...+ fn → min
C

з’явилась серiя субградiєнтих алгоритмiв розщеплення [146,147].
В роботi [148] один з цих алгоритмiв адаптовано для варiацiйних нерiвно-

стей. Також в [148] (Зауваження 2 цитованої статтi) описано без обґрунту-
1Нагадаємо, що резольвентою оператора A : H → 2H називають оператор JA = (I + A)−1 : H → 2H.

Вiдомо, що у випадку максимальної монотонностi оператора A резольвента JA є однозначним, всюди
заданим та мiцно нерозтягуючим (firmly nonexpansive) оператором [54].
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вання метод, що узагальнує вiдомий в оптимiзацiї «incremental subgradient
method» [146].

Нижче ми дослiджуємо згаданий алгоритм розщеплення (декомпозицiї)
для варiацiйних нерiвностей з багатозначними максимальними монотонними
операторами, що дiють у гiльбертовому просторi. Основнi результати роздiлу
було опублiковано в статтi [149].

Роздiл побудовано наступним чином. В пiдроздiлi 7.1 наведено постановку
задачi та сформульованi основнi припущення. В пiдроздiлi 7.2 описано алго-
ритм розщеплення. В пiдроздiлi 7.3 отримано основнi оцiнки, з допомогою
яких в пiдроздiлi 7.4 доведено теорему про слабку збiжнiсть чезарiвських
середнiх елементiв, що згенерованi алгоритмом. Також в пiдроздiлi 7.4 при
додаткових умовах доведено сильну збiжнiсть алгоритму.

7.1. Попереднi вiдомостi та постановка задачi

Введемо позначення та сформулюємо задачу. Всюди далi H — дiйсний гiль-
бертовий простiр з скалярним добутком (·, ·) та породженою нормою ‖·‖. Як
завжди символом PK позначимо оператор метричної проекцiї простору H на
замкнену опуклу множину K ⊆ H.

Нагадаємо деякi поняття [54]. Нехай A : H → 2H — оператор з графiком
gr(A) =

{
(x, u) ∈ H2 : y ∈ Ax

}
.

Означення 7.1. Оператор A : H→ 2H називають монотонним, якщо для
всiх (x, u), (y, v) ∈ gr(A) виконується нерiвнiсть (u− v, x− y) ≥ 0.

Означення 7.2. Оператор A : H → 2H називають сильно монотонним з
константою µ > 0, якщо для всiх (x, u), (y, v) ∈ gr(A) виконується нерiвнiсть

(u− v, x− y) ≥ µ ‖x− y‖2 .

Означення 7.3. Оператор A : H → 2H називають максимальним моно-
тонним, якщо для довiльного монотонного оператора B : H → 2H iз спiввiд-
ношення gr(A) ⊆ gr(B) випливає gr(A) = gr(B).

Нехай:

• Ai : H→ 2H — монотонний оператор, i = 1, p;

• A =
∑p

i=1Ai — максимальний монотонний оператор;

• C ⊆
⋂p
i=1 dom(Ai) — замкнена опукла множина.
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Варiацiйна нерiвнiсть з оператором A на множинi C формулюється таким
чином:

знайти x ∈ C : ∃u ∈ Ax та (u, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C. (7.1)

Зауваження 7.1. У виглядi (7.1) можна сформулювати задачу

f1 + f2 + ...+ fp → min
C
,

де fi — неперервнi опуклi функцiї. Тут Ai = ∂fi — субдиференцiал функцiї fi:

∂fi(x) = {v ∈ H : fi(y) − fi(x) ≥ (v, y− x) ∀y ∈ H} .

Множину розв’язкiв задачi (7.1) позначимо VI(A,C).
Важливим фактом вiдносно структури множини розв’язкiв варiацiйної не-

рiвностi є наступна

Лема 7.1. Якщо оператор A : H→ 2H — максимальний монотонний, то

VI(A,C) = {x ∈ C : (v, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C ∀v ∈ Ay} .

Зокрема, множина VI(A,C) опукла та замкнена.

Наша мета полягає в дослiдженнi явного алгоритму розщеплення для
розв’язання варiацiйної нерiвностi (7.1), що узагальнює вiдомий в опуклiй
оптимiзацiї «incremental subgradient method» [146].

Пiд явним ми розумiємо алгоритм, що не мiстить операцiй обчислення ре-
зольвент операторiв

Ai +NC,

де NC — нормальний конус множини C в точцi-аргументi, тобто

NCx =

{
{w ∈ H : (w,y− x) ≤ 0} , x ∈ C,

∅, iнакше.

7.2. Алгоритм розщеплення

Опишемо алгоритм розщеплення для варiацiйної нерiвностi (7.1) [148].
Зафiксуємо послiдовнiсть додатнiх чисел (λn), що задовольняє умови:

∞∑
n=1

λn = +∞ ,

∞∑
n=1

λ2n < +∞. (7.2)

Алгоритм 7.1. Задано (λn) ∈ `2 \ `1.
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Крок 1. Задаємо x1 ∈ C; n := 1.

Крок 2. Починаючи з y(n,0) = xn послiдовно знаходимо елементи:

y(n,i) = PC
(
y(n,i−1) − λnu(n,i)

)
=

= argminy∈C

{
λn
(
u(n,i), y− y(n,i−1)

)
+
1

2
‖y− y(n,i−1)‖2

}
,

u(n,i) ∈ Aiy(n,i−1), i = 1, p.

Крок 3. Якщо y(n,i) = y(n,i−1) для всiх i = 1, p, то СТОП та xn ∈ VI(A,C).
Iнакше переходимо на Крок 4.

Крок 4. Покладаємо
xn+1 = y(n,p),

n := n+ 1, переходимо на Крок 2.

Покажемо, що якщо y(n,i) = xn для всiх i = 1, p, то

xn ∈ VI(A,C).

Дiйсно, нехай xn = y(n,1) = PC
(
xn − λnu(n,1)

)
. Тодi,(

xn −
(
xn − λnu(n,1)

)
, y− xn

)
= λn

(
u(n,1), y− xn

)
≥ 0 ∀y ∈ C.

Звiдки, (
u(n,1), y− xn

)
≥ 0 ∀y ∈ C.

Аналогiчно отримуємо для всiх i = 2, p(
u(n,i), y− xn

)
≥ 0 ∀y ∈ C.

Звiдки,
(un, y− xn) ≥ 0 ∀y ∈ C.

де

un =

p∑
i=1

u(n,i) ∈
p∑
i=1

Aixn = Axn.

Тобто, xn ∈ VI(A,C).
Далi розглянемо ситуацiю, коли алгоритм 7.1 породжує нескiнченну по-

слiдовнiсть. Навiть у випадку p = 1, коли алгоритм 7.1 спiвпадає з класич-
ним «субградiєнтним методом», на такому рiвнi загальностi не очiкується
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збiжнiсть послiдовностi (xn). Нашою основною метою є доведення слабкої
збiжностi в H послiдовностi чезарiвських середнiх

zn =

∑n
k=1 λkxk∑n
k=1 λk

.

Результати такого типу традицiйно називають теоремами чезарiвської або
ергодичної збiжностi [150–152].

Зробимо вiдносно операторiв Ai наступне припущення:

множини
p⋃
i=1

Aiy(n,i−1) рiвномiрно обмеженi. (7.3)

Зауваження 7.2. Припущення (7.3) — аналог використаного в [146, 147]
«subgradient boundedness assumption».

Для доведення збiжностi алгоритму нам будуть потрiбнi наступнi факти.

Лема 7.2. Нехай (an), (bn) — послiдовностi невiд’ємних чисел такi, що
an+1 ≤ an + bn,

∑∞
n=1 bn < +∞. Тодi iснує границя limn→∞ an ∈ R.

Лема 7.3 (Passty, [152]). Нехай H — гiльбертовий простiр; F ⊆ H —
непорожня множина; (xn) — послiдовнiсть елементiв H та

zn =

∑n
k=1 λkxk∑n
k=1 λk

,

де (λn) — послiдовнiсть додатних чисел така, що
∑∞

n=1 λn = +∞. Припу-
стимо, що:

(1) границя довiльної слабко збiжної пiдпослiдовностi (znk) належить
множинi F;

(2) для довiльної точки y ∈ F iснує limn→∞ ‖xn − y‖ ∈ R.

Тодi послiдовнiсть (zn) слабко збiгається до деякої точки z ∈ F.

7.3. Основнi оцiнки

Аналiз збiжностi алгоритму почнемо з доведення двох важливих оцiнок
для послiдовностей (xn) та (zn).
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Лема 7.4. Для породженої алгоритмом 7.1 послiдовностi (xn) та еле-
мента y ∈ C виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − y‖2 ≤ ‖xn − y‖2 − 2λn (v, xn − y)+

+ λ2n

p∑
i=1

∥∥u(n,i)

∥∥2 + 2λ2n p∑
i=2

‖vi‖
i∑
k=1

∥∥u(n,k)

∥∥ , (7.4)

де v =
∑p

i=1 vi, vi ∈ Aiy, i = 1, p.

Доведення. Для y ∈ C и xn+1 маємо

‖xn+1 − y‖2 =
∥∥PC (y(n,p−1) − λnu(n,p)

)
− y
∥∥2 ≤ ∥∥y(n,p−1) − λnu(n,p) − y

∥∥2 =
=
∥∥y(n,p−1) − y∥∥2 + λ2n ∥∥u(n,p)

∥∥2 − 2λn (u(n,p), y(n,p−1) − y
)
.

Вiзьмемо vp ∈ Apy. Завдяки монотонностi оператора Ap отримуємо(
u(n,p), y(n,p−1) − y

)
≥
(
vp, y(n,p−1) − y

)
.

Отже,

‖xn+1 − y‖2 ≤
∥∥y(n,p−1) − y∥∥2 + λ2n ∥∥u(n,p)

∥∥2 − 2λn (vp, y(n,p−1) − y) . (7.5)

Аналогiчно отримуємо нерiвностi∥∥y(n,i) − y∥∥2 ≤ ∥∥y(n,i−1) − y∥∥2 + λ2n ∥∥u(n,i)

∥∥2 − 2λn (vi, y(n,i−1) − y) , (7.6)

де vi ∈ Aiy, i = 1, p− 1. Ураховуючи (7.6) в (7.5), отримуємо

‖xn+1 − y‖2 ≤ ‖xn − y‖2 + λ2n
p∑
i=1

∥∥u(n,i)

∥∥2 − 2λn p∑
i=1

(
vi, y(n,i−1) − y

)
.

Маємо,
p∑
i=1

(
vi, y(n,i−1) − y

)
= (v, xn − y) +

p∑
i=2

(
vi, y(n,i−1) − xn

)
.

де v =
∑p

i=1 vi ∈
∑p

i=1Aiy = Ay. Оскiльки

∣∣(vi, y(n,i−1) − xn)∣∣ ≤ ‖vi‖‖y(n,i−1) − xn‖ ≤ ‖vi‖λn i∑
k=1

∥∥u(n,k)

∥∥ ,
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то

‖xn+1 − y‖2 ≤

≤ ‖xn − y‖2 − 2λn (v, xn − y) + λ2n
p∑
i=1

∥∥u(n,i)

∥∥2+
+ 2λ2n

p∑
i=2

‖vi‖
i∑
k=1

∥∥u(n,k)

∥∥ ,
що i потрiбно було довести.

Лема 7.5. Для породженої алгоритмом 7.1 послiдовностi (xn), послiдов-
ностi середнiх (zn) та елемента y ∈ C виконується нерiвнiсть

‖xm+1 − y‖2 − ‖x1 − y‖2∑m
n=1 λn

≤ 2 (v, y− zm)+

+

∑m
n=1 λ

2
n

∑p
i=1

∥∥u(n,i)

∥∥2∑m
n=1 λn

+
2
∑m

n=1 λ
2
n

∑p
i=2 ‖vi‖

∑i
k=1

∥∥u(n,k)

∥∥∑m
n=1 λn

, (7.7)

де v =
∑p

i=1 vi, vi ∈ Aiy, i = 1, p.
Доведення. Запишемо нерiвнiсть леми 7.4 у виглядi

‖xn+1 − y‖2 − ‖xn − y‖2 ≤

≤ 2 (v, λny− λnxn) + λ
2
n

p∑
i=1

∥∥u(n,i)

∥∥2+
+ 2λ2n

p∑
i=2

‖vi‖
i∑
k=1

∥∥u(n,k)

∥∥ , (7.8)

Сумуючи (7.8) по n вiд 1 до m ∈ N, отримуємо

‖xm+1 − y‖2 − ‖x1 − y‖2 ≤

≤ 2

(
v,

m∑
n=1

λny−

m∑
n=1

λnxn

)
+

m∑
n=1

λ2n

p∑
i=1

∥∥u(n,i)

∥∥2+
+ 2

m∑
n=1

λ2n

p∑
i=2

‖vi‖
i∑
k=1

∥∥u(n,k)

∥∥ . (7.9)

Роздiливши (7.9) на
∑m

n=1 λn, приходимо до нерiвностi (7.7).
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7.4. Теореми збiжностi алгоритму

Припустимо, що VI(A,C) 6= ∅. Має мiсце

Лема 7.6. Нехай (xn) — породжена алгоритмом 7.1 послiдовнiсть. Тодi
для довiльного елемента y ∈ VI(A,C) iснує скiнченна границя

lim
n→∞ ‖xn − y‖ .

Зокрема, послiдовнiсть (xn) обмежена.

Доведення. Скористаємось лемами 7.2 та 7.4. В нерiвностi (7.4) припустимо,
що y ∈ VI(A,C). Нехай vi ∈ Aiy, i = 1, p. Отримаємо

‖xn+1 − y‖2 ≤ ‖xn − y‖2 + λ2n
p∑
i=1

∥∥u(n,i)

∥∥2 + 2λ2n p∑
i=2

‖vi‖
i∑
k=1

∥∥u(n,k)

∥∥ , (7.10)

оскiльки (v, xn − y) ≥ 0, v =
∑p

i=1 vi ∈ Ay.
З нерiвностi (7.10), припущення (7.3) та умови (λn) ∈ `2 випливає iснування

границi limn→∞ ‖xn − y‖ ∈ R.

Обмеженiсть послiдовностi (xn) тягне за собою обмеженiсть послiдовностi
середнiх (zn). А з леми 7.5 випливає

Лема 7.7. Всi слабкi частковi границi послiдовностi середнiх (zn) нале-
жить множинi VI(A,C).

Доведення. Розглянемо слабко збiжну пiдпослiдовнiсть (znl) послiдовностi
(zn). Нехай z ∈ H — слабка границя (znl). Ясно, що z належить множинi C.
Записавши нерiвнiсть (7.7) для елементiв znl, посля граничного переходу при
l→∞, отримаємо

(v, y− z) ≥ 0 ∀y ∈ C ∀v ∈ Ay,

що в силу леми 7.1 рiвносильно включенню z ∈ VI(A,C).

Сформулюємо один з основних результатiв.

Теорема 7.1. Справедливi твердження:

(1) якщо VI(A,C) 6= ∅, то послiдовнiсть середнiх за Чезаро (zn) слабко
збiгається до деякого елемента x ∈ VI(A,C);

(2) якщо VI(A,C) = ∅, то ‖zn‖→ +∞.
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Доведення. З лем 7.6 та 7.7 випливає, що у випадку VI(A,C) 6= ∅ для зге-
нерованої алгоритмом 7.1 послiдовностi (xn) та для множини F = VI(A,C)

виконано умови леми 7.3. Отже, послiдовнiсть (zn) слабко збiгається до де-
якого елемента x ∈ VI(A,C).

Припустимо, що VI(A,C) = ∅. Тодi ‖zn‖→ +∞. Дiйсно, iнакше послiдов-
нiсть (zn) має слабку граничну точку z, яка, як було показано вище, належить
множинi VI(A,C).

При деяких додаткових умовах, що пов’язанi з операторами задачi, має
мiсце сильна збiжнiсть послiдовностi (xn).
Теорема 7.2. Нехай оператор A1 сильно монотонний. Тодi породжена

алгоритмом 7.1 послiдовнiсть (xn) сильно збiгається до єдиного розв’язку
варiацiйної нерiвностi (7.1).
Доведення. Нехай z ∈ C — розв’язок (7.1), A1 — сильно монотонний оператор
з константою µ > 0. При i 6= 1 маємо∥∥y(n,i) − y∥∥2 ≤ ∥∥y(n,i−1) − y∥∥2 + λ2n ∥∥u(n,i)

∥∥2 − 2λn (vi, y(n,i−1) − y) ,
де y ∈ C, vi ∈ Aiy.

Вiзьмемо v1 ∈ A1y. Завдяки сильнiй монотонностi оператора A1 отримуємо(
u(n,1), xn − y

)
≥ (v1, xn − y) + µ ‖xn − y‖2 .

Отже,∥∥y(n,1) − y∥∥2 ≤ ‖xn − y‖2 + λ2n ∥∥u(n,1)

∥∥2 − 2λn (v1, xn − y) − 2µλn ‖xn − y‖2 .
Таким чином, маємо

‖xn+1 − y‖2 ≤ ‖xn − y‖2 − 2λn (v, xn − y)+

+ λ2n

p∑
i=1

∥∥u(n,i)

∥∥2 + 2λ2n p∑
i=2

‖vi‖
i∑
k=1

∥∥u(n,k)

∥∥− 2µλn ‖xn − y‖2 , (7.11)

де v =
∑p

i=1 vi ∈
∑p

i=1Aiy = Ay. Розглянувши в (7.11) варiант y = z,
приходимо до нерiвностi

2µλn ‖xn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn+1 − z‖2+

+ λ2n

p∑
i=1

∥∥u(n,i)

∥∥2 + 2λ2n p∑
i=2

‖vi‖
i∑
k=1

∥∥u(n,k)

∥∥ . (7.12)
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Просумувавши (7.12) по n вiд 1 до N, отримаємо

2µ

N∑
n=1

λn ‖xn − z‖2 ≤ ‖x1 − z‖2 − ‖xN+1 − z‖2+

+

N∑
n=1

λ2n

(
p∑
i=1

∥∥u(n,i)

∥∥2 + 2 p∑
i=2

‖vi‖
i∑
k=1

∥∥u(n,k)

∥∥) .
Звiдки випливає

∑∞
n=1 λn ‖xn − z‖

2
< +∞. Оскiльки

∑∞
n=1 λn = +∞ та iснує

границя limn→∞ ‖xn − z‖ , то маємо limn→∞ ‖xn − z‖ = 0.
Теорема 7.3. Нехай оператори Ai : H → 2H максимамальнi монотоннi

(i = 1, p) та
intVI(A,C) 6= ∅.

Тодi породжена алгоритмом 7.1 послiдовнiсть (xn) сильно збiгається до
розв’язку (7.1).

Доведення. Вiзьмемо елемент y ∈ intVI(A,C). Оскiльки оператори Ai ло-
кально обмеженi [54], то iснує така куля

B(y, r) = {z ∈ H : ‖z− y‖ ≤ r} ⊆ VI(A,C) (r > 0)

та число M > 0, що для w ∈ B(y, r) маємо (див. нерiвнiсть (7.10))

‖xn+1 −w‖2 ≤ ‖xn −w‖2 + λ2n
p∑
i=1

∥∥u(n,i)

∥∥2 + 2λ2nM p∑
i=2

i∑
k=1

∥∥u(n,k)

∥∥ .
Запишемо для

yn = y− r
xn+1 − xn
‖xn+1 − xn‖

∈ B(y, r)

попередню нерiвнiсть

‖xn+1 − yn‖2 ≤ ‖xn − yn‖2 + λ2n
p∑
i=1

∥∥u(n,i)

∥∥2 + 2λ2nM p∑
i=2

i∑
k=1

∥∥u(n,k)

∥∥ .
Цiй нерiвностi можна надати такого вигляду

2r ‖xn+1 − xn‖ ≤ ‖xn − y‖2 − ‖xn+1 − y‖2+

+ λ2n

p∑
i=1

∥∥u(n,i)

∥∥2 + 2λ2nM p∑
i=2

i∑
k=1

∥∥u(n,k)

∥∥ .
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Для довiльних m > n маємо

‖xm − xn‖ ≤
m−1∑
l=n

‖xl+1 − xl‖ ≤
‖xn − y‖2 − ‖xm − y‖2

2r
+

+
1

2r

m−1∑
l=n

λ2l

(
p∑
i=1

∥∥u(l,i)

∥∥2 + 2M p∑
i=2

i∑
k=1

∥∥u(l,k)

∥∥) .
З припущення (7.3), (λn) ∈ `2 та леми 7.6 випливає фундаментальнiсть по-
слiдовностi (xn). Нехай z ∈ H — сильна границя (xn). Тодi послiдовнiсть
середнiх (zn) сильно збiгається до z. Включення z ∈ VI(A,C) випливає з
леми 7.7.

Аналогiчнi результати мають мiсце для схеми розщеплення з паралельною
органiзацiєю обчислень [148].

Алгоритм 7.2. Задано (λn) ∈ `2 \ `1.

Крок 1. Задаємо x1 ∈ C; n := 1.

Крок 2. Для xn знаходимо елементи:

y(n,i) = PC
(
xn − λnu(n,i)

)
=

= argminy∈C

{
λn
(
u(n,i), y− xn

)
+
1

2
‖y− xn‖2

}
,

u(n,i) ∈ Aixn, i = 1, p.

Крок 3. Якщо y(n,i) = xn для всiх i = 1, p, то СТОП та xn ∈ VI(A,C).
Iнакше переходимо на Крок 4.

Крок 4. Покладаємо

xn+1 =
1

p
yn,1 +

1

p
yn,2 + ...+

1

p
yn,p,

n := n+ 1, переходимо на Крок 2.

Зауваження 7.3. Крок 2 дозволяє паралельну реалiзацiю на рiзних об-
числювальних пристроях.
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7.5. Заключнi коментарi

Включивши операцiю усереднення в схему обчислень, отримаємо наступ-
ний явний алгоритм розщеплення.

Алгоритм 7.3. Задано (λn) ∈ `2 \ `1.

Крок 1. Задаємо x1 = z1 ∈ C; σ1 := λ1, n := 1.

Крок 2. Покладаємо y(n,0) = xn та послiдовно знаходимо елементи:

y(n,i) = PC
(
y(n,i−1) − λnu(n,i)

)
, u(n,i) ∈ Aiy(n,i−1), i = 1, p.

Крок 3. Якщо y(n,i) = y(n,i−1) для всiх i = 1, p, то СТОП та xn ∈ VI(A,C).
Iнакше переходимо на Крок 4.

Крок 4. Покладаємо

xn+1 = y(n,p),

σn+1 = σn + λn+1,

zn+1 =

(
1−

λn+1

σn+1

)
zn +

λn+1

σn+1
xn+1,

n := n+ 1, переходимо на Крок 2.

Якщо VI(A,C) 6= ∅, то послiдовнiсть (zn), породжена цим алгоритмом,
слабко збiгається до деякого елемента x ∈ VI(A,C), iнакше ‖zn‖→ +∞.

Наведемо варiант алгоритму 7.3 для задачi пошуку сiдлової точки:

знайти (x, y) ∈ X× Y : L(x, η) ≤ L(x, y) ≤ L(ξ, y) ∀(ξ, η) ∈ X× Y,

де X, Y — опуклi замкненi пiдмножини вiдповiдних гiльбертових просторiв,
L =
∑p

i=1 Li, Li : X× Y → R — неперервнi опукло-угнутi функцiї.

Алгоритм 7.4. Задано (λn) ∈ `2 \ `1.

Крок 1. Задаємо x1 = x1 ∈ X, y1 = y1 ∈ Y; σ1 := λ1, n := 1.

Крок 2. Покладаємо ξ(n,0) = xn, η(n,0) = yn та послiдовно знаходимо еле-
менти:

ξ(n,i) = PX
(
ξ(n,i−1) − λnu(n,i)

)
, u(n,i) ∈ ∂1Li

(
ξ(n,i−1), η(n,i−1)

)
, i = 1, p.

η(n,i) = PY
(
η(n,i−1) + λnv(n,i)

)
, v(n,i) ∈ ∂2Li

(
ξ(n,i−1), η(n,i−1)

)
, i = 1, p.
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Крок 3. Якщо ξ(n,i) = ξ(n,i−1) i η(n,i) = η(n,i−1) для всiх i = 1, p, то СТОП та
(xn, yn) — сiдлова точка. Iнакше переходимо на Крок 4.

Крок 4. Покладаємо

xn+1 = ξ(n,p),

yn+1 = η(n,p),

σn+1 = σn + λn+1,

xn+1 =

(
1−

λn+1

σn+1

)
xn +

λn+1

σn+1
xn+1,

yn+1 =

(
1−

λn+1

σn+1

)
yn +

λn+1

σn+1
xn+1,

n := n+ 1, переходимо на Крок 2.

На завершення зауважимо, що цiкавою та актуальною проблемою є по-
будова та обгрунтування схем розщеплення (декомпозицiї) для варiацiйних
нерiвностей вигляду:

знайти x ∈
⋂
k

F(Tk) : ∃u ∈
∑
i

Aix i (u, y− x) ≥ 0 ∀y ∈
⋂
k

F(Tk), (7.13)

де F(Tk) — множина нерухомих точок (квазi)нерозтягуючого оператора Tk. У
випадку Ai ≡ 0 задача (7.13) переходить в класичну задачу пошуку елемента
множини

⋂
k F(Tk) — спiльної нерухомої точки операторiв Tk (common fixed

point problem), яка має багату алгоритмiку [54].
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