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Варiацiйнi нерiвностi

Нехай H = Rd , (·, ·) — скалярний добуток в H, ‖ · ‖ — вiдповiдна норма.

Варiацiйна нерiвнiсть (ВН):

знайти x ∈ C : (Vx , y − x) ≥ 0 ∀y ∈ C , (1)

де C ⊆ H, V : H → H.

Нехай:

A1) множина C ⊆ H замкнена та опукла;

A2) вiдображення V : H → H монотонне на множинi C :

(Vx − Vy , x − y) ≥ 0 ∀x , y ∈ C .



Варiацiйнi нерiвностi
Джерела ВН? Оптимiзацiя, сiдловi точки, рiвноваги Неша

min
x∈X

f (x)

f : H → R — гладка опукла функцiя, X ⊆ H — опукла замкнена множина

x∗ ∈ X та (∇f (x∗), x − x∗) ≥ 0 ∀x ∈ X

min
x∈X

max
y∈Y

f (x , y)

f — опукло-угнута функцiя, X , Y — опуклi замкненi множини{
(∇x f (x

∗, y∗), x − x∗) ≥ 0 ∀x ∈ X ,
(−∇y f (x

∗, y∗), y − y∗) ≥ 0 ∀y ∈ Y .

z =

(
x
y

)
, Vz =

(
∇x f (x , y)
−∇y f (x , y)

)
, Z = X × Y .

знайти z∗ ∈ Z : (Vz∗, z − z∗) ≥ 0 ∀ z ∈ Z



Алгоритми

«Градiєнтний» метод:{
x1 ∈ H,
xn+1 = PC (xn − λnVxn), λn > 0.

(2)

Без додаткових припущень можна гарантувати лише ергодичну збiжнiсть
(А.C. Немировський).

Екстраградiєнтний метод (Г.М. Корпелевич, А.С. Антiпiн, 1976)
x1 ∈ H,
yn = PC (xn − λnVxn),
xn+1 = PC (xn − λnVyn).

A modified forward-backward splitting method (P. Tseng, 2000)
x1 ∈ H,
yn = PC (xn − λnVxn),
xn+1 = yn − λn (Vyn − Vxn) .



Алгоритми с оптимiзмом

Мiнус:

два виклики V за iтерацiю.

Подолати це можна за допомогою «методiв з оптимiзмом» (Optimistic
Gradient).



Алгоритми с оптимiзмом

1. Метод Л.Д. Попова (Extrapolation from the Past), 1980
x1 = y0 ∈ H,
yn = PC (xn − λnVyn−1),
xn+1 = PC (xn − λnVyn).

2. Ю.В. Малiцький, В.В. Семенов, 2014{
yn = PC (xn − λnVyn−1),
xn+1 = PTn (xn − λnVyn),

де Tn = {z ∈ H : (xn − λnVyn−1 − yn, z − yn) ≤ 0}.

3. В.В. Семенов, О.С. Харьков (Метод операторної екстраполяцiї), 2022

Set x0 = x1 ∈ C , λn, µn > 0. Let n = 1.

1: update

xn+1 = PC (xn − λnVxn−µn (Vxn − Vxn−1)) .

2: if xn+1 = xn = xn−1 then STOP, else let n := n+1 and go to 1.



Структура мережi постачання

Синi — генератори енергiї, k = 1, ...,K
Червонi — постачальники, l = 1, ..., L; використовують сервiси передачi
m = 1, ...,M
Зеленi — ринки попиту енергiї або споживачi, n = 1, ...,N



Генератори

Нехай qk ≥ 0 — кiлькiсть електроенергiї, що вироблена генератором k,
qkl — кiлькiсть електроенергiї, що передається вiд генератора k до
постачальника l .

Вектори q = (q1, ..., qK ) ∈ RK
+, Q1 = (q11, ..., q1L, ..., qKL) ∈ RKL

+ .

Функцiя вартостi виробництва енергiї генератора k:

fk = fk(q) ∀k.

Транзакцiйнi витрати генератора k, що пов’язанi з передачею
постачальнику l :

ckl = ckl(Q1) ∀k ∀l .
Генератор не може передати бiльше енергiї, нiж виробив:

L∑
l=1

qkl = qk ∀k.

Можна вважати, що
fk = fk(Q1) ∀k.



Генератори

Генератор k максимiзує свiй прибуток. Нехай p∗1kl — цiна, яку бере
генератор k з постачальника l за одиницю енергiї.

Задача генератора k:

L∑
l=1

p∗1klqkl − fk (Q1)−
L∑

l=1

ckl (Q1)→ max (3)

qkl ≥ 0, l = 1, ..., L (4)

Рiвновага Неша

Знайти Q∗1 ∈ RKL
+ :

K∑
k=1

L∑
l=1

(
∂fk (Q

∗
1 )

∂qkl
+
∂ckl (Q

∗
1 )

∂qkl
− p∗1kl

)
(qkl − q∗kl) ≥ 0 ∀Q1 ∈ RKL

+ (5)



Постачальники
Нехай qm

ln — кiлькiсть електроенергiї, що передається вiд постачальника l
до ринку n через сервiс передачi m,

Вектори qln =
(
q1
ln, ..., q

M
ln

)
∈ RM

+ , Q2 = (q11, ..., qLN) ∈ RLMN
+ .

Нехай cl — експлуатацiйнi витрати постачальника l ,

cl = cl (Q1,Q2) ∀l .

Транзакцiйнi витрати постачальника l , що пов’язанi з придбанням енергiї
у генератора k:

ĉkl = ĉkl (Q1) ∀k ∀l .
Транзакцiйнi витрати постачальника l , що пов’язанi з передачею енергiї на
ринок n через сервiс передачi m:

cmln = cmln (Q2) ∀l ∀n ∀m.

Нехай pm∗
2ln — цiна, за яку реалiзує одиницю енергiї постачальник l на ринку

n через сервiс передачi m.

Загальний дохiд постачальника =
N∑

n=1

M∑
m=1

pm∗
2ln q

m
ln



Постачальники

Постачальник l максимiзує свiй прибуток.

N∑
n=1

M∑
m=1

pm∗
2ln q

m
ln − cl (Q1,Q2)−

−
K∑

k=1

p∗1klqkl −
K∑

k=1

ĉkl (Q1)−
N∑

n=1

M∑
m=1

cmln (Q2)→ max (6)

N∑
n=1

M∑
m=1

qm
ln ≤

K∑
k=1

qkl (7)

qkl ≥ 0, k = 1, ...,K (8)

qm
ln ≥ 0, n = 1, ...,N, m = 1, ...,M (9)



Постачальники

Рiвновага Неша

Знайти (Q∗1 ,Q
∗
2 , λ
∗) ∈ RKL+LMN+L

+ :

L∑
l=1

N∑
n=1

M∑
m=1

(
∂cl (Q

∗
1 ,Q

∗
2 )

∂qm
ln

+
∂cmln (Q∗2 )

∂qm
ln

− pm∗
2ln + λ∗l

)
(qm

ln − qm∗
ln )+

+
L∑

l=1

K∑
k=1

(
∂cl (Q

∗
1 ,Q

∗
2 )

∂qkl
+
∂ĉkl (Q

∗
1 )

∂qkl
+ p∗1kl − λ∗l

)
(qkl − q∗kl)+

+
L∑

l=1

(
K∑

k=1

q∗kl −
N∑

n=1

M∑
m=1

qm∗
ln

)
(λl − λ∗l ) ≥ 0

∀ (Q1,Q2, λ) ∈ RKL+LMN+L
+ (10)



Рiвновага на ринках попиту енергiї

Нехай p3n — цiна за одиницю енергiї на ринку n.

Вектор цiн p3 = (p31, ..., p3N) ∈ RN
+.

Еластичний попит на ринку n:

dn = dn (p3) .

Транзакцiйнi витрати, що пов’язанi з отриманням одиницi енергiї на ринку
n вiд постачальника l через сервiс передачi m:

ĉmln = ĉmln (Q2) ∀l ∀n ∀m.

Означення 1. (Q∗2 , p∗3 ) ∈ RLMN+N
+ є рiвновагою якщо ∀ (l , n,m):

pm∗
2ln + ĉmln (Q∗2 )

{
= p∗3n якщо qm∗

ln > 0
≥ p∗3n якщо qm∗

ln = 0
(11)

та

dn (p
∗
3 )

{
=
∑L

l=1

∑M
m=1 q

m∗
ln якщо p∗3n > 0

≤
∑L

l=1

∑M
m=1 q

m∗
ln якщо p∗3n = 0

(12)



Рiвновага на ринках попиту енергiї

Еквiвалентна ВН. Знайти (Q∗2 , p
∗
3 ) ∈ RLMN+N

+ :

L∑
l=1

N∑
n=1

M∑
m=1

(pm∗
2ln + ĉmln (Q∗2 )− p∗3n) (q

m
ln − qm∗

ln )+

+
N∑

n=1

(
L∑

l=1

M∑
m=1

qm∗
ln − dn (p

∗
3 )

)
(p3n − p∗3n) ≥ 0 ∀ (Q2, p3) ∈ RLMN+N

+ (13)



Рiвновага в мережi постачання енергiї

Означення 2. Стан рiвноваги мережi постачання енергiї — це стан при
якому потоки енергiї мiж рiвнями мережi спiвпадають, а цiни та потоки
задовольняють (5), (10) та (13).

Еквiвалентна ВН. Знайти (Q∗1 ,Q
∗
2 , λ
∗, p∗3 ) ∈ RKL+LMN+L+N

+ :

K∑
k=1

L∑
l=1

(
∂fk (Q

∗
1 )

∂qkl
+
∂ckl (Q

∗
1 )

∂qkl
+
∂cl (Q

∗
1 ,Q

∗
2 )

∂qkl
+
∂ĉkl (Q

∗
1 )

∂qkl
− λ∗l

)
(qkl − q∗kl)+

+
L∑

l=1

N∑
n=1

M∑
m=1

(
∂cl (Q

∗
1 ,Q

∗
2 )

∂qm
ln

+
∂cmln (Q∗2 )

∂qm
ln

+ ĉmln (Q∗2 ) + λ∗l − p∗3n

)
(qm

ln − qm∗
ln )+

+
L∑

l=1

(
K∑

k=1

q∗kl −
N∑

n=1

M∑
m=1

qm∗
ln

)
(λl − λ∗l )+

+
N∑

n=1

(
L∑

l=1

M∑
m=1

qm∗
ln − dn (p

∗
3 )

)
(p3n − p∗3n) ≥ 0

∀ (Q1,Q2, λ, p3) ∈ RKL+LMN+L+N
+ (14)



Рiвновага в мережi постачання енергiї

Задача (14) має вигляд

знайти x ∈ C : (Vx , y − x) ≥ 0 ∀y ∈ C , (15)

де C = RKL+LMN+L+N
+ , V = (Vkl ,V

m
ln ,Vl ,Vn) : RKL+LMN+L+N → RKL+LMN+L+N :

Vkl =
∂fk (Q1)
∂qkl

+ ∂ckl (Q1)
∂qkl

+ ∂cl (Q1,Q2)
∂qkl

+ ∂ĉkl (Q1)
∂qkl

− λl ,

Vm
ln = ∂cl (Q1,Q2)

∂qm
ln

+
∂cmln (Q2)

∂qm
ln

+ ĉmln (Q2) + λl − p3n,

Vl =
∑K

k=1 qkl −
∑N

n=1

∑M
m=1 q

m
ln ,

Vn =
∑L

l=1

∑M
m=1 q

m
ln − dn (p3) .

Використовуємо алгоритми з першої частини доповiдi.



Формули для цiн

Вектор p∗3 ∈ RN
+ знаходимо з ВН (14).

Для всiх (l ,m, n) таких, що qm∗
ln > 0:

pm∗
2ln = p∗3n − ĉmln (Q∗2 ) (16)

або
pm∗
2ln =

∂cl (Q
∗
1 ,Q

∗
2 )

∂qm
ln

+
∂cmln (Q∗2 )

∂qm
ln

+ λ∗l (17)

Для всiх (k, l) таких, що q∗kl > 0:

p∗1kl =
∂fk (Q

∗
1 )

∂qkl
+
∂ckl (Q

∗
1 )

∂qkl
(18)

або
p∗1kl = λ∗l −

∂cl (Q
∗
1 ,Q

∗
2 )

∂qkl
− ∂ĉkl (Q

∗
1 )

∂qkl
(19)
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