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Анотация. В работе рассматриваются 

многоэтапные транспортные задачи определения 

объемов перевозке сырья, полуфабрикатов и 

конечной продукции, а также определения объемов 

производства полуфабрикатов и конечной 

продукции. Приводятся схема последовательного 

решения транспортных задач и общая задача 

линейного программирования.  

Ключевые слова. Транспортные здачи, распре-

делительные здачи, производственно-транспортные 

задачи, логистика грузовых потоков  

 

Рассматриваются логистические процессы перевозки, обработки 

и хранения сырья, производства и перевозки полуфабрикатов и 

конечной продукции, которые образуют различные грузовые потоки 

полученные в результате решения различных транспортных и 

распределительных задач. 

Пусть имеется однородный продукт, который формирует 

первоначальные сырьевые ресурсы, в  результате обработки которого 

получаются различные полуфабрикаты и продукты для конечного 

потребления. В производственном процессе хранения и обработки 

сырья и полуфабрикатов формируются различные грузовые потоки 

которых необходимо перемещать между пунктами погрузки и 

разгрузки в различные периоды времени. 

Предпологается что имеются 4 группы пунктов погрузки и 

разгрузки (истоки и стоки грузовых потоков), между которыми 

формируются различные грузовые потоки: 

1) пункты погрузки исходных сырьевых ресурсов; 
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2) пункты разгрузки сырья, производства и погрузки полуфабри-

катов; 

3) пункты разгрузки сырья и полуфабрикатов, производства и 

погрузки конечной продукции; 

4) пункты разгрузки сырья, полуфабрикатов и продукции для 

конечного потребления. 

Между этими пунктами погрузки и разгрузки формируются 6 

грузовых потоков перевозки сырья, полуфабрикатов и конечной 

продукции (рис. 1): 

1) перевозка сырья до пунктов конечного потребления; 

2) перевозка сырья до пунктов производства полуфабрикатов; 

3) перевозка сырья до пунктов производства конечной 

продукции; 

4) перевозка полуфабрикатов до пунктов производства конечной 

продукции; 

5) перевозка полуфабрикатов до пунктов конечного потребле-

ния; 

6) перевозка конечной продукции до пунктов потребления. 

Рассматриваются различные задачи транспорта и логистики 

грузовых потоков, которые состоят в распределение, хранение и 

перевозке исходных сырьевых ресурсов для производства 

полуфабрикатов и конечной продукции с целью минимизации затрат 

на хранение и перевозку грузов. 

Схема грузовых потоков (рис. 1) содержит m  пунктов наличия 

исходного сырья в объемах ia , mi ,1 , из которых сырье 

необходимо перевести в n  пунктов конечного потребления сырья в 

заданных объемах 
1
jb , nj ,1  (поток 1 – { ijx }), а также в k  пунктов 

производства полуфабрикатов в неизвестных объемах 2
ru , kr ,1  

(поток 2 – { iry }) и соответственно в p  пунктов производства 

конечной продукции в неизвестных объемах 2
sv , ps ,1  (поток 3 – 

{ isz }). Одновременно с перевозкой сырья необходимо перевести 

полуфабрикаты из k  пунктов производства в неизвестных объемах 
2
ru , kr ,1  в p  пунктов производства конечной продукции в 

неизвестных объемах 3
sv , ps ,1  (поток 4 – { rsu }) и соответственно 
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в n  пунктов конечного потребления полуфабрикатов в заданных 

объемах 
2
jb , nj ,1  (поток 5 – { rjv }). Одновременно с перевозками 

сырья и полуфабрикатов необходимо перевезти конечную продукцию 

из p  пунктов производства продукции в неизвестных объемах 3
sv , 

ps ,1  в n  пунктов конечного потребления в заданных объемах 
3
jb , 

nj ,1  (поток 6 – { sjw }). 
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Рис. 1. Схема грузовых потоков между пунктами  

погрузки и разгрузки 
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транспортных, производствено-транспортных и распределительных 

задач с целью минимизации затрат на хранение и перевозку грузов, 

производство полуфабрикатов и конечной продукции.  

Предпологается, что в таких задачах известны первоначальные 

обьемы сырьевых ресурсов ia , mi ,1  и фиксированы обьемы 

конечного потребления сырья, полуфабрикатов и конечной 

продукции 
1
jb , 

2
jb , 

3
jb , nj ,1 . Неизвестными являются объемы 

производства полуфабрикатов 2
ru , kr ,1  из исходного сырья и 

соответственно объемы производства конечной продукции из 

исходного сырья 2
sv , ps ,1  и из полуфабрикатов 3

sv , ps ,1 , для 

которых задаются только возможные нижние и верхние пределы их 

значения.  

Требуется определить планы распределения и перевозки сырья, 

полуфабрикатов и конечной продукции между соответствующими 

пунктами погрузки и разгрузки, а также определить объемы 

производства полуфабрикатов и конечной продукции с целью 

минимизации общих затрат на производство, хранение и перевозку 

грузов. Такие задачи относятся к процессам перевозки и логистики 

грузовых потоков, определения объемов и сроков доставке грузов. 

Рассматриваются отдельные транспортные задачи перевозки 

грузов, производства полуфабрикатов и конечной продукции. 

Задача 1. Транспортные задачи перевозки сырья для 

конечного потребления (поток 1 – { ijx }). Рассматривается модель 

транспортной задачи  

ijij

n
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в которой ijx  - объемы перевозки исходного сырья, ijc  - затраты на 

перевозку исходного сырья, ia  - первоначальные обьемы сырьевых 

ресурсов, 
1
jb  - объемы конечного потребления исходного сырья. 

Задача 2. Транспортные задачи перевозки сырья и опреде-

ления объемов производства полуфабрикатов (поток 2 – { iry }). 

Рассматривается модель производственно-транспортной задачи  

2
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2 ),( rr

k
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2

1

ririr

m

i

uy 

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,0iry   mi ,1 ; kr ,1 ,                                          (2.4) 

,222
rrr u     kr ,1 ,                                             (2.5) 

в которой iry  - объемы перевозки исходного сырья, ird  - затраты на 

перевозку исходного сырья, ia  - первоначальные обьемы сырьевых 

ресурсов, 2
ru  - объемы производства полуфабрикатов из исходного 

сырья, rd  - затраты на производство и хранение полуфабрикатов из 

исходного сырья, ir  - технология производства полуфабрикатов из 

исходного сырья, 2
r  и 2

r  - нижние и верхние пределы объемов 

производства полуфабрикатов из исходного сырья. 

Задача 3. Транспортные задачи перевозки сырья и 

определения объемов производства конечной продукции (поток 3 

– { isz }). Рассматривается модель производственно-транспортной 

задачи 

2
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p

s

isis

p

s

m

i

vezevZF 


     min                    (3.1) 

iis

p

s

az 
1

,  mi ,1 ;                                         (3.2) 



 312 

2

1

sisis

m

i

vz 


 ,  ps ,1 ;                                    (3.3) 

,0isz   mi ,1 ; ps ,1 ,                                    (3.4) 

,222
sss v     ps ,1 ,                                        (3.5) 

в которой isz  - объемы перевозки исходного сырья, ise  - затраты на 

перевозку исходного сырья, ia  - первоначальные обьемы сырьевых 

ресурсов, 2
sv  - объемы производства конечной продукции из 

исходного сырья, se  - затраты на производство и хранение конечной 

продукции из исходного сырья, is  - технология производства 

конечной продукции  из исходного сырья, 2
s  и 2

s  - нижние и 

верхние пределы объемов производства конечной продукции из 

исходного сырья. 

Задача 4. Транспортные задачи перевозки полуфабрикатов и 

определения объемов производства конечной продукции (поток 4 

– { rsu }). Рассматривается модель производственно-транспортной 

задачи 

3
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3
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srsrs
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rrr u     kr ,1 ,                                            (4.5) 

,333
sss v     ps ,1 ,                                            (4.6) 

в которой rsu  - объемы перевозки полуфабрикатов, rsf  - затраты на 

перевозку полуфабрикатов, 2
ru  - неизвестные объемы производства 

полуфабрикатов из исходного сырья, 3
sv  - неизвестные объемы 

производства конечной продукции из полуфабрикатов, sf  - затраты 
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на производство и хранение конечной продукции из полуфабрикатов, 

rs  - технология производства конечной продукции из 

полуфабрикатов, 2
r  и 2

r  - нижние и верхние пределы объемов 

производства полуфабрикатов из исходного сырья, 3
s  и 3

s  - нижние 

и верхние пределы производства конечной продукции из 

полуфабрикатов. 

Задача 5. Транспортные задачи перевозки полуфабрикатов 

для конечного потребления (поток 5 – { rjv }). Рассматривается 

модель транспортной задачи 
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bv 


,  nj ,1 ;                                              (5.3) 

,0rjv   kr ,1 ; nj ,1 ,                                        (5.4) 

,222
rrr u     kr ,1 ,                                           (5.5) 

в которой rjv  - объемы перевозки полуфабрикатов для конечного 

потребления, rjg  - затраты на перевозку полуфабрикатов для 

конечного потребления, 2
ru  - неизвестные объемы производства 

полуфабрикатов из исходного сырья для конечного потребления, 
2
jb  - 

объемы конечного потребления полуфабрикатов, 2
r  и 2

r  - нижние и 

верхние пределы производства полуфабрикатов из исходного сырья. 

Задача 6. Транспортные задачи перевозки конечной 

продукции для конечного потребления (поток 6 – { sjw }). 

Рассматривается модель транспортной задачи 
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3

1
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n
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в которой sjw  - объемы перевозки конечной продукции, sjh  - затраты 

на перевозку конечной продукции, 3
sv  - неизвестные объемы 

производства конечной продукции, 
3
jb  - объемы потребления 

конечной продукции, 3
s  и 3

s  - нижние и верхние пределы объемов 

производства конечной продукции из полуфабрикатов. 

Приведенные выше математические модели транспортных и 

производственно-транспортных задач могут быть решены в 

отдельности в определенном порядке с целью распределения 

исходных сырьевых ресурсов, определения объемов производства 

полуфабрикатов и конечной продукции и нахождения грузовых 

потоков передвижения сырья, полуфабрикатов и конечной 

продукции.  

Основная проблема в таком процессе последовательного 

решения задач 1 – 6 состоит в правельном распределение 

первоначальных обьемов сырьевых ресурсов ia  mi ,1  для 

конечного потребления, производства полуфабрикатов и конечной 

продукции (определение максимальных объемах исползования 

исходного сырья 1
ia , 2

ia , 3
ia , mi ,1 ), а также определения объемов 

производства полуфабрикатов 2
ru , kr ,1  и конечной продукции 2

sv , 

ps ,1  из исходного сырья и 3
sv , ps ,1  из полуфабрикатов и 

исходного сырья.   

Одной из возможных схем последовательного решения 

транспортных задач  1 – 6 может быть следующей: 

1) первоначально решается транспортная задача 1, в которой 

фиксируются значения конечного потребления исходных сырьевых 
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ресурсов 
1
jb  и находится план перевозки 

1
ijx  с помощью которого 

определяются остатки сырьевых ресурсов 



n

j

ijii xaa
1

12  mi ,1 ;  

2) при фиксированных остатках сырьевых ресурсов 2
ia  mi ,1  и 

объемах производства полуфабрикатов 2/)( 22
rrru   , kr ,1    

решается производственно-транспортная задача 2 и находится план 

перевозки сырья 2
iry  с помощью которого определяются остатки 

сырьевых ресурсов 



k

r

irii yaa
1

223  mi ,1  и объемы производства 

полуфабрикатов из исходного сырья 2

1

2
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 , kr ,1 ; 

3) при фиксированных остатках сырьевых ресурсов 3
ia  mi ,1  и 

объемах производства конечной продукции 2/)( 22
sssv   , ps ,1    

решается производственно-транспортная задача 3 и находится план 

перевозки сырья 3
isz  с помощью которого определяются остатки 

сырьевых ресурсов 



p

s
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323  mi ,1  и объемы производства 

конечной продукции 3
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 , ps ,1 ; 

4) при фиксированных объемах производства полуфабрикатов 
2
ru  kr ,1  и объемах производства конечной продукции 3

sv , ps ,1  

решается производственно-транспортная задача 4 и находится план 

перевозки полуфабрикатов 4
rsu  с помощью которого определяются 

объемы использованных полуфабрикатов 4

1
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объемы производства конечной продукции из полуфабрикатов 
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5) при фиксированных объемах конечного потребления 

полуфабрикатов 
2
jb  и объемах производства полуфабрикатов для 

конечного потребления 4
ru  kr ,1  решается транспортная задача 5 и 

находится план перевозки полуфабрикатов 
5
rjv  с помощью которого 

определяются объемы полуфабрикатов для конечного потребления 

5
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r uu 
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 , kr ,1 ; 

6) при фиксированных объемах конечного потребления продук-

ции 
3
jb  и объемах производства конечной продукции для 

потребления 3
sv , ps ,1   решается транспортная задача 6 и находится 

план перевозки конечной продукции 
6
sjw  с помощью которого 

определяются остатки полуфабрикатов 6

1

6
sj

k

r

s wv 


 ,  ps ,1 . 

Последовательное решение транспортных задач 1 – 6 по 

приведенной выше схеме зависит от фиксированных обьемах 

конечного потребления сырья, полуфабрикатов и конечной 

продукции 
1
jb , 

2
jb , 

3
jb , nj ,1  и от выбранных значениях для 

объемов производства полуфабрикатов 2
ru , kr ,1  и объемов 

производства конечной продукции 2
sv  и 3

sv , ps ,1 .  

Другой способ решения задач транспорта и логистики грузовых 

потоков может быть реализован с помощью задачи линейного 

программирования. Общая математическая модель задачи 

определения объемов производства полуфабрикатов и конечной 

продукции и планов перевозки сырья, полуфабрикатов и конечной 

продукции может быть построена путем объединения всех шести 

моделей транспортных задач в одну общюю задачу 
 ),,,,,,,( vuWUZVYX  

 ),(),(),,(),(),()( 654321 vWFuVFvuUFvZFuYFXF    min 

при ограничениям  

(1.2) – (1.4);  (2.2) – (2.5);  (3.2) – (3.5); 

(4.2) – (4.6);  (5.2) – (5.5);  (6.2) – (6.5). 
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Данная задача является задачей линейного программирования, 

полученная путем объединения всех рассмотренных выше шести 

транспортных задач, в которой требуется минимизировать общий 

линейный функционал  
 ),,,,,,,( vuWUZVYX  

 ),(),()( 321 vZFuYFXF ),(),(),,( 654 vWFuVFvuUF      (7.1) 

при следующих группах ограничений:  

1) распределение и перевозка исходного сырья для конечного 

потребления, производства полуфабрикатов и конечной продукции 

 


n

j

ijx
1

  + 


k

r

iry
1

  +


p

s

isz
1

 ia , mi ,1                                     (7.2) 

2) перевозка исходного сырья для конечного потребления 

 


m

i

ijx
1

1
jb , nj ,1                                                                     (7.3) 

3) перевозка исходного сырья и определение объемов 

производства полуфабрикатов 

 


m

i

irir y
1

 2
ru =0, kr ,1                                            (7.4) 

4) определение объемов производства конечной продукции из 

исходного сырья и их перевозка для конечного потребления 

 


m

i

isis z
1

 - 2
sv =0, ps ,1                                  (7.5) 

5) распределение и перевозка полуфабрикатов для производства 

конечной продукции и для конечного потребления 

 


p

s

rsu
1

 + 


n

j

rjv
1

2
ru =0, kr ,1                 (7.6) 

6) определение объемов производства конечной продукции из 

исходного сырья и полуфабрикатов, их перевозка для конечного 

потребления 

 


k

r

rsrsu
1

  +


n

j

sjw
1

- 3
sv =0, ps ,1             (7.7) 

7) перевозка полуфабрикатов для конечного потребления 
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


k

r

rjv
1

 
2
jb , nj ,1                              (7.8) 

8) перевозка и обеспечение объемов конечного потребления 

исходного сырья, полуфабрикатов и конечной продукции  




p

s

sjw
1

 
3
jb , nj ,1                             (7.9) 

9) обеспечение объемов производства конечной продукции и 

полуфабрикатов в заданных пределах 

 ,rru  kr ,1                                                (7.10) 

rru  , kr ,1                                               (7.11) 

,ssv   ps ,1                                               (7.12) 

,ssv   ps ,1                                               (7.13) 

,0ijx   mi ,1 ; nj ,1 ,                                       (7.14) 

,0iry   mi ,1 ; kr ,1 ,                                       (7.15) 

,0isz   mi ,1 ; ps ,1 ,                                       (7.16) 

,0rsu   kr ,1 ; ps ,1 ,                                      (7.17) 

,0rjv   kr ,1 ; nj ,1 ,                                       (7.18) 

,0sjw   ps ,1 ; nj ,1 .                                      (7.19) 

Задача линейного программирования (7.1) – (7.19) имеет блочно-

диагональную структуру со связующими ограничениями (7.2), (7.6) и 

(7.7) и связующими переменными  2
ru , 2

sv  и 3
sv . Также ограничения 

задачи (7.1) – (7.19) имеют транспортную и производственно-

транспортную структуру. Если для ее решения использовать 

декомпозиционный метод Корнаи-Липтака распределения исходных 

сырьевых ресурсов ia  и схем декомпозиции по переменным 2
ru , 2

sv  

и 3
sv  с применением субгадиентных методах, то на каждой итерации 

решаются соответствующие транспортные и производственно-

транспортные задачи 1 – 6 при заданных объемах 1
ia , 2

ia , 3
ia , mi ,1  

и фиксированных переменных  2
ru , 2

sv  и 3
sv . 


