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Аннотация. Изучены три алгоритма экстраградиентного 

типа для решения вариационных неравенств. Два первых 

алгоритма – естественные модификации метода Tseng’а и 

метода экстраполяции из прошлого для задач в банаховых 

пространствах с использованием обобщенной проекции 

Альбера. Третий алгоритм, называемый методом 

операторной экстраполяции, является вариантом «forward-

reflected-backward algorithm», где вместо метрической 

проекции на допустимое множество так же используется 

обобщенная проекция Альбера. Привлекательной чертой 

последнего алгоритма является всего одно вычисление на 

итерационном шаге значения оператора и обобщенной 

проекции на допустимое множество. Доказаны  1O


 оценки 

сложности в терминах функции зазора.  

Ключевые слова: вариационное неравенство, монотонный 

оператор, алгоритм, функция зазора, сложность, 2-

равномерно выпуклое банахово пространство, равномерно 
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Пусть E  – 2-равномерно выпуклое и равномерно гладкое 

банахово пространство, C  – непустое подмножество пространства 

E , A  – оператор, действующий из E  в *E . Рассмотрим 

вариационное неравенство: 

найти x C :   , 0Ax y x    y C  ,                            (1) 

множество решений которого обозначим S . 
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Предположим, что выполнены следующие условия: множество 

C E  выпуклое и замкнутое; оператор *:A E E  монотонный и 

липшицевый с константой 0L   на C ; множество S  не пусто.  

Пусть E  – гладкое банахово пространство. Рассмотрим 

введенный Я. Альбером [1] функционал  

 
2 2

, 2 ,x y x Jy x y        ,x y E  . 

Пусть K  – непустое замкнутое и выпуклое подмножество 

рефлексивного, строго выпуклого и гладкого пространства E . 

Известно [1], что для каждого x E  существует единственная точка 

z K , такая, что    , inf ,
y K

z x y x 


 . Эту точку z  обозначают K x , 

а соответствующий оператор :K E K   называют обобщенной 

проекцией E  на K  (обобщенной проекцией Альбера) [1]. 

Вариационное неравенство (2) можно сформулировать в виде задачи 

поиска неподвижной точки: 

 1

Cx J Jx Ax  , 

где С  – оператор обобщенной проекции Альбера, J  – 

нормализованное дуальное отображение E  в *E , 0  . 

Задачей работы является оценка числа итераций алгоритмов, 

необходимого для получения приближенного решения заданного 

качества. Качество приближенного решения x C  вариационного 

неравенства (1) будем измерять при помощи неотрицательной 

функции зазора [2] 

  sup ,
y C

Gap x Ay x y


  .                                 (2) 

Очевидно, что для корректности определения функции зазора (2) 

необходима ограниченность допустимого множества C . Если x C  

– решение (1), то   0Gap x  . Обратно, если для x C  имеем 

  0Gap x  , то x  – решение (1). 

Рассмотрим следующие алгоритмы решения вариационного 

неравенства (2). 

Алгоритм 1. Модифицированный метод P. Tseng. 

Выбираем 1x E , 0n  . Полагаем 1n  . 

1. Вычислить  1

n C n n ny J Jx Ax  . 
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2. Если n ny x , то СТОП, иначе вычислить  

  1

1n n n n nx J Jy Ay Ax

    , 

положить : 1n n   и перейти к 1. 

Алгоритм 1 является модификацией «forward-backward-forward» 

метода P. Tseng [3] для задач в банаховых пространствах с 

использованием обобщенной проекцией Альбера вместо 

метрической. Слабая сходимость алгоритма 1 в 2-равномерно 

выпуклом и равномерно гладком банаховом пространстве доказана в 

[4].   

Алгоритм 2. Экстраполяция из прошлого. 

Выбираем 1 0x y E  , 0n  . Полагаем 1n  . 

1. Вычислить  1

1n C n n ny J Jx Ay

  . 

2. Вычислить  1

1n C n n nx J Jx Ay

   , 

если 1n n nx y x   , то СТОП, иначе положить : 1n n   и перейти к 1. 

Алгоритм 2 является модификацией алгоритма Л. Д. Попова [5] 

для задач в банаховых пространствах с использованием обобщенной 

проекцией Альбера вместо метрической. Сходимость алгоритма 2 в 

гильбертовом пространстве и в евклидовом пространстве с дивер-

генцией Брэгмана вместо евклидового расстояния доказана в [6, 7]. 

Алгоритм 3. Операторная экстраполяция. 

Выбираем 0 1x x E  , 0n  . Полагаем 1n  . 

1. Вычислить   1

1 1 1n C n n n n n nx J Jx Ax Ax Ax 

      . 

2. Если 1 1n n nx x x   , то СТОП, иначе положить : 1n n   и 

перейти к 1. 

Алгоритм 3 является модификацией «forward-reflected-backward 

algorithm» [8] для вариационных неравенств в банаховых 

пространствах.  

Алгоритм 3 можно представить в виде, похожем на запись 

алгоритма 1:   

 

  

1

1 1

1

1 1 1

,

.

n C n n n

n n n n n

x J Jy Ax

y J Jx Ax Ax







 



  

  


  
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Показано, что каждому из алгоритмов необходимо сделать 

LD
O



 
 
 

 итераций для получения допустимой точки x C  с 

 Gap x  , 0  , где  ,sup ,a b CD a b   . 
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