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Аннотация. Рассматривается задача оптимального 

управления для стохастического дифференциального 

уравнения с дробным винеровским процессом. Доказана 

теорема существования оптимального управления 

процессом, который является решением соответствующего 

стохастического дифференциального уравнения с 

коэффициентом диффузии.  
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Пусть (, , )  вероятностное пространство, (t),  0,1t   

семейство  -подалгебр  , причем s  t, если s t . 

Пусть H

tB   дробный винеровский процесс с параметром Харста 

 1
2 ,1H , то есть H

tB   непрерывный гауссовский процесс, такой 

что 0 0HB  , 0H

tEB  , 0t  , и его ковариационная функция задается 

следующим образом 

 22 21
( , ) , 0, 0

2

HH H H H

t sE B B t s t s s t       

Пусть (С,  )  измеримое пространство непрерывных на  0,1  

функций с потоком  -алгебр   ,t f s s t   ,  0,1t . 
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Рассмотрим уравнение 

     0

0 0

, ,

t t

H

xt a x u dx b x dB      ,  0,1t                (1) 

где a  
t -измеримый функционал,  : 0,1u U   управление, 

которое не зависит от будущего, b  – непрерывная ограниченная 

неотрицательная функция,  ,U   метрический компакт. Пусть U   

класс всех управлений, для которых существует слабое решение 

уравнения (1). A    -алгебра открытых подмножеств из  0,1 , 
UA   

-алгебра борелевських подмножеств из U . 

Пусть функционал   , , ,a t u t   удовлетворяет таким условиям: 

1)  , ,a t u  есть 
U

A B A  -измеримой функцией; 

2)    0,1t  функция  , ,a t u  есть 
UB A -измеримой; 

3)    0,1t , x C  функция  , ,a t u  - непрерывна на U ; 

4)    0,1t , x C  множество     , , , , ,a t U a t u u U    

выпукло и замкнуто; 

5) 0L   такое, что    
2 2

, , 1a t x u L x   

6) 0M  такое, что 

      
2

21

0

, , 1

t

K a s x u ds t M x t
 

  
 


 

7) Коэффициенты a и 
1

g
b

  удовлетворяют условиию 

 
   

 

2

1

0 0

exp

T s
u u

u

s h s r h r
E E s h s s dr ds

s r

 



 
 

 





   
     
    

   

для любого  , где      0

0

, ,

s

H

u t sh s g s a s X b t dB u
 

  
 

 . 

Вопросы существования слабого решения уравнения (1) были 

исследованные в работе [1], где был получен следующий результат. 
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Теорема 1. Пусть выполненное условие 7) на функционал 

 , ,a t x u  и b . Тогда уравнение (1) имеет слабое решение. 

Определим стоимость управления таким образом: 

       
1

0

, , ,u uF u E f t t u t t dt   , 

где  , ,f t u   непрерывная неотрицательная функция, 

   , , 0,1t u C U    ,  u t   слабое решение уравнения (1), которое 

соответствует управлению   , uu u t t . Задача оптимизации 

управления решением уравнения (1) состоит в том, чтобы 

минимизировать стоимость управления F (то есть, найти управление 

*u  в классе допустимых управлений, которое бы минимизировало 

стоимость управления F). 

Следующая теорема дает условия существования оптимального 

управления решением уравнения (1). 

Теорема 2. Пусть выполняются приведенные выше условия 1)-7) 

на функционал  , ,a x t u  и  b t . Тогда существует управление 

*u U , такое что    * inf
u U

F u F u


  

Доказательство основывается на результатах, полученных в [2] 

с использованием теоремы Гирсанова [3].   

Полученный результат может быть использован при решении 

задач управления стохастическими системами в финансовой 

математике, гидрологии, биологии и многих других областях, в 

частности позволяет строить оптимальные торговые стратегии на 

финансовых рынках.  
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