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Для векторной задачи оптимизации с непрерывными 

частными критериальными функциями и множеством 

допустимых решений произвольной структуры установлены 

условия устойчивости относительно возмущений входных 

данных векторного критерия. Получены достаточные  и 

необходимые условия устойчивости трех типов для задачи 

поиска Парето-оптимальных решений. 
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Данная работа посвящена теоретическому направлению 

исследований проблемы устойчивости задач многокритериальной 

(векторной) оптимизации. Это направление связано с поиском и 

изучением условий, при которых множеству решений задачи, 

оптимальных по Парето, Слейтеру или Смейлу, присуще некоторое 

наперед заданное свойство, определенным образом характеризующее 

ее устойчивость к малым возмущениям входных данных. Здесь 

представлены результаты, продолжающие исследования вопросов 

корректности векторных задач оптимизации, в том числе их 

разрешимости и устойчивости, представленные в работах [1−11]. 

Описанные в них результаты расширяют известный класс задач, 

устойчивых относительно возмущений входных данных для 

векторного критерия. Другое известное направление в исследованиях 

проблемы устойчивости ориентировано на получение 

количественных характеристик допустимых изменений во входных 
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данных задачи, в частности радиуса максимального шара 

устойчивости задачи (см., например [11−13]. 

Постановка задачи. Основные определения. Рассмотрим 

задачу векторной оптимизации следующего вида:  

( , ) : max{ ( )  },Q F X F x x X  X  , где X  – множество из nR  

произвольной структуры, возможно дискретной, nR  – n -мерное 

действительное пространство, 1( ) ( ( ),..., ( ))F x f x f x ,  2 , 

1: n
if R R  – непрерывная функция,  1,...,i N  . Пусть задача 

( , )Q F X  состоит в отыскании элементов множества Парето-

оптимальных решений  ( , ) π( , , ) ,P F X x X x F X    где 

 ( , , )  ( ) ( ),  ( ) ( )x F X y X F y F x F y F x     .  

Введем в рассмотрение также множества решений, оптимальных 

по Слейтеру,  ( , ) ( , , )S F X x X x F X   , где 

 ( , , ) ( ) ( ) ,x F X y X F y F x     и оптимальных по Смейлу, 

 ( , ) ( , , ) ,Sm F X x X x F X    

 ( , , )  ,  ( ) ( ) .x F X y X y x F y F x      

Очевидно, что x X   ( , , ) ( , , ) ( , , )x F X x F X x F X     и 

( , ) ( , ) ( , )Sm F X P F X S F X  .  

Согласно [14] множество Парето не пусто и внешне устойчиво, 

если допустимое множество Х задачи является непустым компактом, 

то есть ограничено и замкнуто, а критериальная вектор-функция 

( )F x  задачи полунепрерывна сверху (покомпонентно) на X . 

Утверджение 1. Пусть допустимое множество Х задачи ( , )Q F X  

является замкнутым. Тогда множество ( , )S F X  тоже замкнуто.  

Отметим, что множества ( , )P F X  и ( , )Sm F X оптимальных 

соответственно по Парето и по Смейлу решений (например, для 

частично целочисленной задачи ( , )Q F X ) могут быть не замкнутыми 

даже при условии замкнутости допустимого множества Х.  

Для задачи ( , )Q F X  в качестве входных данных, которые могут 

подвергаться возмущениям, будем рассматривать коэффициенты 
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векторного критерия F. Набор таких входных данных обозначим 

u U , U  ‒ пространство входных данных задачи. Для u U  и 

0   определим множество  ( ) ( ) ( )O u u U u u       .  

Введем в рассмотрение задачу с возмущенными входными 

данными:  ( ) ( )( , ) : max ( )  ,u uQ F X F x x X    где ( ) ( ),u O u   

( ) ( )
( ) 1( ) ( ( ),..., ( ))u u

uF x f x f x 
  .  

Определим разные типы устойчивости относительно 

возмущений входных данных для векторного критерия задачи 

( , )Q F X , распространив на этот класс задач понятия 1T -, …, 5T -

устойчивости, введенные в [4] для полностью целочисленной задачи. 

Задачу ( , )uQ F X  назовем: 

1T -устойчивой по векторному критерию, если 0  , что 

( ) ( )u O u   справедливо неравенство ( )( , ) ( , )u uP F X P F X  ; 

2T -устойчивой по векторному критерию, если 0  , для 

которого справедливо неравенство ( )

( ) ( )

( , )u

u O u

P F X





 

 ; 

3T -устойчивой ( 4T -устойчивой, 5T -устойчивой) по 

векторному критерию, если 0   0  : ( ) ( )u O u   

выполняется условие  

( )( , ) ( ( )) ( ) ( , )u uP F X O x x P F X             (1) 

(соответственно условие  

( )( , ) ( ) ( , )u uP F X O x x P F X                  (2) 

для 4T -устойчивости и оба условия (4) и (5) для 5T -устойчивости), 

где  ( )  nO x x R x x       nx R  . Условие (1) равносильно 

включению ( )( , ) ( ( , )),u uP F X O P F X   а условие (2) – 

( )( , ) ( ( , )),u uP F X O P F X   где  ( )  ( , )nO B x R r x B    , 

( , ) inf
y B

r x B x y


   – расстояние между любой точкой nx R  и 

множеством B.  
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Теорема 1. Если множество X  ограничено и замкнуто, то 

равенство ( , ) cl( ( , ))S F X P F X  − достаточное условие 3T -

устойчивости по векторному критерию задачи ( , )Q F X . 

Теорема 2. Пусть множество X  ограничено и замкнуто. 

Достаточным условием 4T -устойчивости по векторному критерию 

задачи ( , )Q F X  является выполнение cl( ( , )) cl( ( , )).P F X Sm F X  

Теорема 3. Если множество X  ограничено и замкнуто, то 

равенмтво ( , ) cl( ( , )) cl( ( , ))S F X P F X Sm F X   − достаточное 

условием 5T -устойчивости по векторному критерию задачи ( , )Q F X . 

Сформулируем необходимые условия 3T - и 4T -устойчивости 

задачи при дополнительных условиях, наложенных на ( )F x : 

( ) ( ) ,i i if x g x c x  , i N , 1: n
if R R , 1: n

ig R R , n
ic R . 

Входные данные u U  представим в виде ( , )gu u C , где gu  – набор 

всех входных данных, для функций ( )ig x , i N , nC R  . 

Теорема 4 [2]. Необходимым условием 3T -устойчивости по 

векторному критерию задачи ( , )Q F X , в которой ( ) ,i if x c x , 

i N , является выполнение равенства ( , ) cl( ( , ))S F X P F X . 

Теорема 5. Пусть множество X  замкнуто. Необходимым 

условием 4T -устойчивости по векторному критерию задачи ( , )Q F X  

с частными критериями ( ) ( ) ,i i if x g x c x  , i N , является 

выполнение равенства cl( ( , )) cl( ( , )).P F X Sm F X  
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