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Øîð Íàóì Çóñåëåâè÷

Àêàäåìiê Íàóì Çóñåëåâè÷ Øîð (1937 - 2006)
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ÂÑÒÓÏ

Ïîíàä 50 ðîêiâ òîìó áóëî ðîçðîáëåíî ñóáãðàäi¹íòíèé àëãîðèòì
ìiíiìiçàöi¨ ç ðîçòÿãîì ïðîñòîðó ó íàïðÿìêó ðiçíèöi äâîõ
ïîñëiäîâíèõ ãðàäi¹íòiâ � r-àëãîðèòì [1], [2].
Ïðàêòèêà âèêîðèñòàííÿ r-àëãîðèòìó ïîêàçó¹, ùî i äîñi âií ¹
îäíèì iç íàéåôåêòèâíiøèõ àëãîðèòìiâ íåãëàäêî¨ îïòèìiçàöi¨.
Ïðîòå òåîðåòè÷íå äîñëiäæåííÿ åôåêòèâíîñòi àëãîðèòìó íå
çàêií÷åíî. Îñíîâíà ïðîáëåìà òåîðåòè÷íîãî îá ðóíòóâàííÿ
r-àëãîðèòìó ïîëÿãà¹ ó óçãîäæåíîìó âèáîði çíà÷åíü êîåôiöi¹íòiâ
ðîçòÿãó ïðîñòîðó òà êðîêîâèõ ìíîæíèêiâ.
Ç ìåòîþ ïîäîëàííÿ ïåâíîþ ìiðîþ öi¹¨ ïðîáëåìè áóëî
ðîçðîáëåíî ñiìåéñòâî ìîäèôiêàöié r-àëãîðèòìó ç ïðîãðàìíèì
âèáîðîì çíà÷åíü êîåôiöi¹íòiâ ðîçòÿãó ïðîñòîðó [3], [4].
Ó äîïîâiäi áóäå íàäàíî êîðîòêó õàðàêòåðèñòèêó
r(σ)-àëãîðèòìiâ.
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ñóáãðàäi¹íòíi àëãîðèòìè ç ïåðåòâîðåííÿì ïðîñòîðó

minf(x), x ∈ Rn.
∂f(x) � ìíîæèíà ñóáãàä¹íòiâ.
A � íåâèðîäæåíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð: y = Ax.
ϕ(y) = f(A−1y) � ôóíêöiÿ f(x) ó ïðîñòîði Y = AX.
∂ϕ(y) = A∗−1∂f(x), � ñóáãðàäi¹íò â ïðîñòîði Y.
Iòåðàöiÿ k : òî÷êà xk; îïåðàòîð Ak : Yk = AkX.
Iòåðàöiÿ k + 1 : yk+1 = yk − hkgϕ(yk)/||gϕ(yk)||.
Ó âèõiäíîìó ïðîñòîði X:
xk+1 = xk − hkBkB∗

kgf (xk)/||B∗
kgf (xk)||, (∗)

äå Bk = A−1
k .

Tk+1 � îïåðàòîð ïåðåòâîðåííÿ ïðîñòîðó Ak+1 = Tk+1Ak
Îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Bk+1 = BkT

−1
k .

Iòåðàòèâíà ïðîöåäóðà (*) ïîðîäæó¹ êîíêðåòíi àëãîðèòìè ïðè
âêàçiâöi ïîñëiäîâíîñòåé hk, Tk, îïåðàòîðà B0 òà ïî÷àòêîâî¨
òî÷êè x0.
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Îá÷èñëþâàëüíà ñõåìà r-àëãîðèòìó

Tk = Rα(η) = (α− 1)ηηT + I,
äå I � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ, η ∈ Rn, α � íàïðÿìîê òà êîåôiöi¹íò
ðîçòÿãó ïðîñòîðó, ||η|| = 1, α ≥ 1. Íàïðÿìîê ðîçòÿãó
ηk+1 = (g∗k+1 − g∗k)/||g∗k+1 − g∗k||, äå g∗k+1, g

∗
k � ñóáãðàäi¹íòè íà

iòåðàöiÿõ k + 1, k ó ïåðåòâîðåíîìó ïðîñòîði Yk.
Çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ ðîçòÿãó ïðîñòîðó αk (ïàðàìåòð
r-àëãîðèòìó) âèáèðàþòüñÿ îäíàêîâèìè íà âñiõ iòåðàöiÿõ:
αk = α ≥ 1. Íà ïðàêòèöi ðåêîìåíäó¹òüñÿ âèáèðàòè öå çíà÷åííÿ
ïîðÿäêó 2.
Ðîçìið êðîêîâîãî ìíîæíèêà hk âèçíà÷à¹òüñÿ ïðîöåäóðîþ
ìiíiìiçàöi¨ çà íàïðÿìêîì pk = −Bkg∗k/||g∗k||. Îñíîâíîþ âèìîãîþ
ïðè öüîìó ¹ âèêîíàííÿ óìîâè: (pk, g(xk+1)) < 0 (öÿ óìîâà
çàáåçïå÷ó¹, ùî ||g∗k+1 − g∗k|| > 0).
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Îá÷èñëþâàëüíà ñõåìà r(σ)-àëãîðèòìiâ

Îá÷èñëþâàëüíà ñõåìà r(σ)-àëãîðèòìiâ ïåðåâàæíî âiäïîâiäà¹
r-àëãîðèòìó.
Rα(η) = (α− 1)ηηT + I ⇒ R̃σ(η̃) = γσση̃η̃

T + I,
äå η̃ ∈ Rn; σ(g∗k+1, g

∗
k) ∈ R1, σ > 0; γσ ∈ R1, γσ > 0.

×èñëî γσ ⇒ αk ≤ αmax � ïàðàìåòð àëãîðèòìó.
Íà âiäìiíó âiä îïåðàòîðà Rα(η), âåêòîð η̃ íå íîðìîâàíî, òîáòî
âèêîíàííÿ óìîâè ||η̃|| = 1 íå âèìàãà¹òüñÿ.
η̃ = 0, ⇒ α = 1, R̃σ(η̃) = I.
η̃ 6= 0, ⇒ R̃σ(η̃) = Rα(η̃/||η̃||), äå α = 1 + γσσ||η̃||2.
Ïðèðîäíÿ âèìîãà íà ôóíêöiþ σ(g1, g2)
σ(µg1, µg2) =σ(g1, g2)/µ

2, äå µ ∈ R1, µ > 0. Öÿ óìîâà
çàáåçïå÷ó¹ íåçàëåæíiñòü ðîáîòè àëãîðèòìó âiä ìíîæíèêà íà
öiëüîâó ôóíêöiþ. Ðiçíi âàðiàíòè àëãîðèòìó áóäóòü âèçíà÷àòèñÿ
âèáîðîì ìíîæíèêà σ òà çíà÷åííÿì ïàðàìåòðà αmax.
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Îá÷èñëþâàëüíà ñõåìà r(σ)-àëãîðèòìiâ

Ïðèêëàäè íîðìóþ÷èõ ìíîæíèêiâ.
1. Àëãîðèòì r(σ1) : σ1(g1, g2) = 1/(||g1||2 + ||g2||2);
γσ = (αmax − 1)/3.
2. Àëãîðèòì r(σ2) : σ2(g1, g2) = 1/max{||g1||2, ||g2||2};
γσ = (αmax − 1)/4.
Îñîáëèâèé iíòåðåñ ñòàíîâèòü àëãîðèòì ç ðîçòÿãîì ïðîñòîðó çà
íàïðÿìêîì ðiçíèöi íîðìîâàíèõ ñóáãðàäi¹íòiâ � rn-àëãîðèòì. Ó
rn-àëãîðèòìi âåêòîð η̃k+1 = g∗k+1/||g∗k+1|| − g∗k/||g∗k||. Äëÿ öüîãî
àëãîðèòìó: σ = 1; γσ = (αmax − 1)/4.
αk+1 = 1 + (αmax − 1)(1− cos(ϕk+1))/2, äå ϕk+1 � êóò ìiæ
âåêòîðàìè g∗k+1, g

∗
k. Òàêèì ÷èíîì, çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòà ðîçòÿãó

íà iòåðàöi¨ rn-àëãîðèòìó ìà¹ òèì áiëüøå çíà÷åííÿ, ÷èì áiëüøèé
êóò ìiæ âåêòîðàìè g∗k+1, g

∗
k. Ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòà

ðîçòÿãó (αmax) äîñÿãà¹òüñÿ ïðè êóòi, ùî äîðiâíþ¹ π.
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Îá÷èñëþâàëüíà ñõåìà r(σ)-àëãîðèòìiâ

hk ⇒ âèêîðèñòàííÿ ïðîöåäóðè îäíîìiðíîãî ñïóñêó
(r-àëãîðèòì). Îäíàê, ñóòò¹âî, ùî r(σ)-àëãîðèòì ìîæíà
âèêîðèñòîâóâàòè ç ïîñòiéíèì êðîêîì ó ïåðåòâîðåíîìó ïðîñòîði.
Îá÷èñëþâàëüíà ñõåìà òàêèõ âàðiàíòiâ r(σ)-àëãîðèòìiâ çíà÷íî
ïðîñòiøà çà ñõåìó r-àëãîðèòìó.
Äëÿ òåîðåòè÷íîãî îá ðóíòóâàííÿ çáiæíîñòi r(σ)-àëãîðèòìiâ
ïðîïîíó¹òüñÿ íàñòóïíèé ¨õ âàðiàíò: ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ
êîåôiöi¹íòà ðîçòÿãó ïðîñòîðó çìiíþ¹òüñÿ íà iòåðàöiÿõ, òîáòî
âèçíà÷à¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü

αmax(k) ≥ 1; αmax(k)→ 1 ;
k
Π
j=1

αmax(j)→∞ (çàãàëüíèé ðîçòÿã

ïðîñòîðó íå îáìåæåíî).
Ïðèêëàä: αmax(k) = ec/k; c > 0. Òàêà ïîñëiäîâíiñòü
àñîöiþ¹òüñÿ ç ïîñëiäîâíiñòþ âèáîðó êðîêîâèõ ìíîæíèêiâ ó
êëàñè÷íîìó ñóáãðàäi¹íòíîìó àëãîðèòìi (êðîê ïðàãíå äî íóëÿ,
ñóìà êðîêiâ ðîçõîäèòüñÿ).
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×èñåëüíà åôåêòèâíiñòü rn-àëãîðèòìó

Òåñòîâà çàäà÷à (äëÿ äåìîíñòðàöi¨).

f(x) =
n∑
i=1

ρi−1
n |xi|, äå ρn = 106/(n−1).

Ñòóïiíü âèòÿãíóòîñòi ëiíié ðiâíÿ (¾ÿðiâ¿) ôóíêöié íå çàëåæèòü
âiä ðîçìiðíîñòi i äîðiâíþ¹ 106.
Ïî÷àòêîâà òî÷êà xi = 1.0, i = 1, . . . n. Ïàðàìåòð òî÷íîñòi
ðiøåííÿ ïî ôóíêöiîíàëó ε̄ = 10−6.
Ïîçíà÷åííÿ ñòîâïöiâ òàáëèöi:
nVarbl � êiëüêiñòü çìiííèõ;
nIter � êiëüêiñòü iòåðàöié;
dAlphaAvrg � ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòà ðîçòÿãó;
r-agorithm � êiëüêiñòü iòåðàöié r-àëãîðèòìó (α = 2.0).
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×èñåëüíà åôåêòèâíiñòü rn-àëãîðèòìó

ÒÀÁËÈÖß. Ìiíiìiçàöiÿ f(x)

nVarbl dAlphaAvrg nIter r-agorithm

10 3.800 166 298

50 3.784 808 1521

100 3.821 1610 3054

( r-àëãîðèòì nVarbl = 100 è α = 4.0 ⇒ nIter = 1539)
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ÂÈÑÍÎÂÎÊ

r(σ)-àëãîðèòìè ¹ ìîäèôiêàöiÿìè r-àëãîðèòìó. Îá÷èñëþâàëüíà
ñõåìà r(σ)-àëãîðèòìiâ ç ïîñòiéíèì êðîêîì ñóòò¹âî ïðîñòiøå
ñõåìè r-àëãîðèòìó.
Âåëè÷èíè êîåôiöi¹íòiâ ðîçòÿãó ïðîñòîðó íà iòåðàöiÿõ
r(σ)-àëãîðèòìiâ íå ïîñòiéíi, âîíè îá÷èñëþþòüñÿ ó ïðîöåñi éîãî
ðîáîòè.
Àëãîðèòìè ìîæóòü âèêîðèñòîâóâàòèñÿ ç ïîñòiéíèì êðîêîâèì
ìíîæíèêîì ó ïåðåòâîðåíîìó ïðîñòîði.
×èñåëüíi åêñïåðèìåíòè ïîêàçàëè äîñèòü âèñîêó åôåêòèâíiñòü
r(σ)-àëãîðèòìiâ. �õíÿ åôåêòèâíiñòü íå ïîñòóïà¹òüñÿ
åôåêòèâíîñòi r-àëãîðèòìó.
Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ ÷èñåëüíî¨ åôåêòèâíîñòi ïîêàçóþòü, ùî
íàéáiëüø åôåêòèâíèì âàðiàíòîì iç ñiìåéñòâà r(σ)-àëãîðèòìiâ ¹
rn-àëãîðèòì.
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