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Похiдна

Похiдна: f ′(x0) = lim
∆x→0

∆y

∆x
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Неперервнiсть та диференцiйовнiсть
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Градiєнт
Градiєнт ∇f : Rn → Rn функцiї f : Rn → R в точцi
x = (x1, x2, . . . , xn) n-вимiрного простору визначається як вектор

∇f (x) =

[
∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
, . . . ,

∂f

∂xn

]T
.
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Градiєнтний спуск
Також вiдомий як метод найшвидшого спуску

xk+1 = xk − αk∇f (xk) (1)

Маємо монотонну послiдовнiсть f (x0) ≥ f (x1) ≥ f (x2) ≥ . . .

Збiгається за певних припущень: f опукла, ∇f (xk) лiпшицевий та
певному виборi αk
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Градiєнтний спуск: функцiя Розенброка
f (x1, x2) = (1− x1)

2 + 100(x2 − x21 )
2
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Субградiєнт

Вектор g ∈ Rn є субградiєнтом функцiї f (x) в точцi x0, якщо
для довiльного вектора x ∈ dom f виконується нерiвнiсть

f (x) ≥ f (x0) + gT (x − x0) (2)
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Субградiєнтний метод [1]

для мiнiмiзацiї опуклих недиференцiйовних функцiй

xk+1 = xk − αkgf (xk) (3)

gk – довiльний субградiєнт функцiї f в точцi x
крок αk > 0:

αk = α
γ/∥gf (xk)∥∑∞

k=1 α
2
k < ∞,

∑∞
k=1 αk = ∞

не є методом спуску, тому фiксуємо рекорди

f bestk = min
i=1,...,k

f (xk)
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Проблеми

Якi є проблеми?
1 Напрямок руху
2 Розмiр кроку
3 Умови зупинки

За що змагаємось?
Збiжнiсть та швидкiсть збiжностi
Мiнiмiзацiя функцiй багатьох змiнних
(n = 1K , 10K , 100K , 10M)
Швидкодiя (цiна iтерацiї)

... а також за простоту реалiзацiї, простiр для модифiкацiй тощо
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Трохи iсторiї

Агмон [2], Моцкiн та Шонберг [3] у 1954 роцi
використали цей крок в релаксацiйному методi для
знаходження розв’язку сумiсної системи лiнiйних нерiвностей
Єрьомiн [4] у 1965 роцi узагальнив цей релаксацiйний
метод для системи опуклих нерiвностей
Поляк [5] в 1969 роцi використав цей крок для мiнiмiзацiї
негладких функцiоналiв

Коренi вибору такого кроку прямують до Альтмана, Альбера...
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Постановка задачi

Розглянемо таку задачу:

знайти x∗ = argmin
x∈Rn

f (x) при вiдомому f ⋆, (4)

де f (x) – опукла функцiя та f ⋆ = f (x⋆) = min
x∈Rn

f (x).
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Субградiєнтний метод з кроком Поляка

Метод А

xk+1 = xk − hk
gf (xk)

∥gf (xk)∥
, hk =

m(f (xk)− f ⋆)

∥gf (xk)∥
, k=0, 1, 2, . . . (5)

hk – крок Поляка (ams-крок)
gf (x) – субградiєнт функцiї f (x) в точцi x
m ≥ 1 – скалярний параметр (змiщення по опуклостi)
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Що за параметр m?

(x − x⋆, gf (x)) ≥ m(f (x)− f ⋆), ∀x ∈ Rn, (6)

де f (x) – довiльна опукла функцiя, gf (x) – її субградiєнт

m ≥ 1 – максимальне змiщення по опуклостi функцiї f (x),
яке не вiдкидає локалiзацiю точки x⋆ i дозволяє врахувати
спецiальнi види функцiй

довiльнi опуклi, кусочно-лiнiйнi негладкi функцiї (m = 1)
квадратичнi гладкi функцiї (m = 2)
однорiднi диференцiйовнi з показником σ (m = σ)
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Зменшення вiдстанi до точки мiнiмуму

Теорема 1
Послiдовнiсть {xk}k

∗−1
k=0 , згенерована методом (5), задовольняє

нерiвностi

∥xk+1 − x⋆∥2 ≤ ∥xk − x⋆∥2 − m2(f (xk)−f ⋆)2

∥gf (xk)∥2
, k = 0, 1, 2, . . .

Примiтка: теорема 1 гарантує, що в субградiєнтному методi з
кроком Поляка вiдстань до точки мiнiмуму зменшується
монотонно.
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Швидкiсть збiжностi методу (5)

Теорема 2 (для довiльних опуклих функцiй)
Для послiдовностi {xk}k

∗−1
k=0 , згенерованої методом (5),

справедлива нерiвнiсть lim
k→∞

√
k(f (xk)− f ∗) = 0.

Теорема 3 (для опуклих функцiй з гострим мiнiмумом)
Нехай функцiя f (x) має гострий мiнiмум, тобто для неї
виконується нерiвнiсть f (x)− f ∗ ≥ α∥x − x∗∥. Тодi метод (5)
збiгається зi швидкiстю геометричної прогресiї зi знаменником
q1 = 1− (mα

C1
)2, де C1 – константа, що обмежує норму

субградiєнта gf (x).
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Геометричний змiст методу (5)

Функцiя f (x) апроксимується функцiєю
f̃ (x) = f (xk) + (gf (xk), x − xk) i крок hk обирається так,
щоб f̃ (xk+1) = f ∗ та виконувалась умова (6)

для опуклої функцiї f (x) крок hk визначає величину
максимального змiщення з точки xk в напрямку

нормалiзованого антисубградiєнта − gf (xk)

∥gf (xk)∥
, для якого

умова (6) гарантує, що (−gf (xk), xk+1 − x∗) ≥ 0
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Геометричний змiст кроку Поляка
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Кусочно-лiнiйна функцiя

f (x1, x2) = |x1|+ 5|x2|: m = 1, f ∗ = 0, x0 = (1, 1)T
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Кусочно-лiнiйна та квадратична функцiї

Для f1: m = 1 Для f2: m = 1 (в дужках) та m = 2

f ∗ = 0, x0 = (1, 1)T

εf f1(x1, x2) = |x1|+ t|x2| f2(x1, x2) = x21 + tx22
t = 100 t = 50 t = 25 t = 10K t = 1K t = 100

1.0e-01 14930 3721 925 6(139) 6(97) 6(9)
1.0e-02 26443 6600 1645 10(295) 10(127) 10(29)
1.0e-03 37956 9478 2365 12(551) 12(194) 12(51)
1.0e-04 49469 12356 3084 16(646) 16(230) 16(68)
1.0e-05 60982 15234 3804 20(885) 20(324) 20(86)
1.0e-06 72495 18113 4523 22(1003) 22(390) 22(98)
1.0e-07 84008 20991 5243 26(1135) 26(418) 26(121)
1.0e-08 95521 2386 5962 30(1332) 30(485) 28(135)
1.0e-09 107034 26747 6682 32(1518) 32(513) 32(150)
1.0e-10 118547 29625 7401 36(1947) 36(543) 36(169)
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Квадратична функцiя

f3(x) = (x − e)TD(x − e)

x , e ∈ Rn, e = (1, . . . , 1)T

D = {di}ni=1 – дiагональна n × n матриця

di = 1 + α · rand [0, 1], i = 1, n

α ∈ {2, 1, 0.5, 0.1, 0.01}

x⋆ = (1, . . . , 1)T , f ⋆ = 0

m = 1, 2, q = itr1/itr2

В. Стовба Субградiєнтний метод з кроком Поляка Популярна лекцiя 25 / 44



Квадратична функцiя

n = 10 000 000, ε = 10−20

m = 1 m = 2
No λmax λmin itr1 f (x⋆k ) itr2 f (x⋆k ) q
1 3 1 45 9.6065e-21 42 2.7832e-21 1.07
2 2 1 45 6.0550e-21 27 3.5420e-21 1.67
3 1.5 1 45 4.5327e-21 19 2.1762e-21 2.37
4 1.1 1 45 3.4582e-21 11 1.7910e-22 4.09
5 1.01 1 45 3.2485e-21 7 1.7799e-23 6.43
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Перетворення простору: трохи iсторiї

Друга iдея Шора [6]: використання лiнiйних неортогональних
перетворень простору для покращення властивостей функцiї, що
мiнiмiзується, в перетвореному просторi змiнних та прискорення
методiв

Приклади: метод елiпсоїдiв, r -алгоритми тощо
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Як здiйснюється перетворення?

Замiна змiнних: x = By , де B – невироджена n × n-матриця
Нова функцiя φ(y) = f (By) та її субградiєнт gφ(y)

Субградiєнти пов’язанi спiввiдношенням gφ(y) = BTgf (x)

φ∗ = φ(y ∗) = f (By ∗), y ∗ = Ax∗

Аналог нерiвностi (6):

(y − y ∗, gφ(y)) ≥ m(φ(y)− φ∗), ∀y ∈ Rn
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Субградiєнтний метод з кроком Поляка у
перетвореному просторi

Метод В

xk+1 = xk−hkB
BTgf (xk)

∥BTgf (xk)∥
, hk =

m(f (xk)− f ∗)

∥BTgf (xk)∥
, k = 0, 1, . . . (7)

Тут hk – крок Поляка у перетвореному просторi змiнних,
m ≥ 1 – скалярний параметр (змiщення по опуклостi)

Примiтка: якщо B = I , то субградiєнтний метод з кроком
Поляка у перетвореному просторi змiнних спiвпадає з
субградiєнтним методом з кроком Поляка у вихiдному просторi
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Зменшення вiдстанi до точки мiнiмуму

Теорема 4
Послiдовнiсть {xk}k

∗−1
k=0 , згенерована методом (7), задовольняє

нерiвностi

∥xk+1 − x⋆∥2 ≤ ∥xk − x⋆∥2 − m2(f (xk)−f ⋆)2

∥gf (xk)∥2
, k = 0, 1, 2, . . .

Примiтка: теорема 4 гарантує, що в субградiєнтному методi з
кроком Поляка в перетвореному просторi вiдстань до точки
мiнiмуму зменшується монотонно, якщо використовується
нерiвнiсть (6).
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Швидкiсть збiжностi методу (7)

Теорема 5 (для довiльних опуклих функцiй)
Для послiдовностi {yk}k

∗−1
k=0 , згенерованої методом (7),

справедлива нерiвнiсть lim
k→∞

√
k(φ(yk)− φ∗) = 0.

Теорема 6 (для опуклих функцiй з гострим мiнiмумом)
Нехай функцiя φ(x) має гострий мiнiмум, тобто для неї
виконується нерiвнiсть φ(x)− φ∗ ≥ α∥y − y ∗∥. Тодi метод (7)
збiгається зi швидкiстю геометричної прогресiї зi знаменником
q2 = 1− (mα

C2
)2, де C2 – константа, що обмежує норму

субградiєнта gφ(y).
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Iтеративний процес (для обох методiв)

Iнiцiалiзацiя: f ∗, m ≥ 1, x0 ∈ Rn, n × n-матриця B (для методу
з перетворенням), ε > 0.

Перехiд: на k-й iтерацiї маємо точку xk ∈ Rn. Для переходу на
iтерацiю k + 1 виконуємо такi кроки.

1 Обчислюємо f (xk) та gf (xk). Якщо f (xk)− f ∗ ≤ ε – зупинка:
k∗ = k , x∗ε = xk .

2 Обчислюємо наступну точку

xk+1 = xk − hkB
BTgf (xk)

∥BTgf (xk)∥
, hk =

m(f (xk)− f ∗)

∥BTgf (xk)∥
, k = 0, 1, . . .

3 Переходимо на iтерацiю k + 1 з точкою xk+1.
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Кусочно-лiнiйна функцiя

f (x1, x2) = |x1|+ 5|x2|: m = 1, f ∗ = 0, x0 = (1, 1)T , B =

(
1 0
0 0.5

)
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Кусочно-квадратична функцiя

f3(x1, x2) = max{x21 + (2x2 − 2)2 − 3, x21 + (x2 + 1)2}

m = 1, 2, f ∗ = 0, x0 = (1, 1)

B =
(
1 0
0 0.5

)
Блакитна траєкторiя: метод А, m = 1

Червона траєкторiя: метод В, m = 1
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Кусочно-квадратична функцiя
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Квадратична функцiя

f4(x1, x2) = x21 + tx22 , t > 1

В дужках – метод В

Методи А та В
εf m = 1 m = 2

t = 100 t = 1K t = 10K t = 100 t = 1K t = 10K
1.0e-01 9 (6) 119 (10) 255 (23) 6 (2) 6 (3) 6 (4)
1.0e-05 81 (13) 311 (23) 1167 (71) 20 (2) 20 (5) 20 (6)
1.0e-10 173 (21) 564 (42) 1943 (162) 36 (2) 36 (8) 36 (8)
1.0e-15 266 (30) 878 (63) 2406 (232) 52 (2) 52 (10) 52 (10)
1.0e-20 341 (38) 1240 (82) 3635 (304) 68 (2) 70 (12) 70 (12)
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Проблеми та шляхи вирiшення

Якi є проблеми в субградiєнтному методi з кроком
Поляка в перетвореному просторi?

1 Пiдбiр параметра m

m = 1 пiдходить завжди, можна збiльшувати
аналiтично (вдається не завжди)
знати клас функцiї, що мiнiмiзується

2 Пiдбiр матрицi перетворення простору B

Залежить вiд функцiї, що мiнiмiзується
Перетворення у напрямку осей або їхньої лiнiйної комбiнацiї
Емпiрично

Основна перевага – простота та робота з функцiями великої
розмiрностi
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