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/ф

НАУМ ЗУСЕЛЕВИЧ ШОР (1937 - 2006) один из основоположников 

направления недифференцируемой оптимизации в математическом 

программировании. Автор 10 монографий и более 200 статей.

Родился 1 января 1937 г в г Киеве. После окончания в 1958 г. Киевского 

государственного университета им. Т Г Шевченко работал в Институте кибернетики 

им. В. М. Глушкова НАН Украины (с 1983 по 1990 г- заведующим лабораторией, с 

1990 по 2006 г - заведующим отделом). Профессор (1989), член-корреспондент 

(1990), академик (1997) Национальной академии наук Украины. Лауреат 

Государственных премий УССР (1973), СССР (1981), Украины (1993, 1999), премий 

НАН Украины имени В. М. Глушкова (1987), имени В. С. Михалевича (1997).

Работы Н. 3. Шора положили начало численным методам оптимизации 

недифференцируемых функций и существенно повлияли на развитие линейного, 

нелинейного, дискретного и стохастического программирования. Разработанные им 

методы получили мировую известность и способствовали становлению Института 

кибернетики им. В. М. Глушкова НАН Украины как одного из мировых лидеров в 

области теории и практики методов оптимизации.
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Серия научных публикаций 

«Недифференцируемая оптимизация и ее приложения», 

посвященная Науму Зуселевичу Шору

Данная серия научных публикаций посвящена современным теоретическим и 

практическим достижениям в тех или иных направлениях, связанных с научным 

наследием академика Н. З. Шора. Первая книга этой серии - монография Д И. Со­

ломона „Дробное программирование и недифференцируемая оптимизация “ была 

опубликована в 2010 году. Она посвящена методам решения задач дробного про­

граммирования с помощью субградиентных алгоритмов в сочетании со схемами 

декомпозиции. Значительное внимание в монографии уделено задачам транспортно­

го типа больших размерностей.

Вторая публикация этой серии - книга П. И. Стецюка „Методы эллипсоидов и г- 

алгоритмы“ (2014). В ней представлены исследования по развитию методов эллип­

соидов, которые являются частным случаем предложенных Н. З. Шором алгоритмов 

с преобразованием пространства. Основное внимание уделено специальным видам 

одноранговых линейных операторов, построению ускоренных модификаций мето­

дов эллипсоидов и исследованию их связи с г -алгоритмами и другими методами 

минимизации негладких функций.

Книга «Непрерывные задачи оптимального разбиения множеств и г- 

алгоритмы» продолжает данную серию научных публикаций. В книге представле­

ны некоторые аспекты теории и приложений непрерывных задач оптимального раз­

биения множеств как еще одного источника, порождающего негладкие задачи, для 

решения которых применяются различные варианты г -алгоритмов. Их использова­

ние дает уникальную возможность доводить до численных результатов решение 

сложных задач нового раздела бесконечномерного математического программирова­

ния - теории непрерывных задач оптимального разбиения множеств. Особое внима­

ние уделяется теоретическим и практическим приложениям этой теории.

К непрерывным задачам оптимального разбиения заданного множества на неко­

торые его подмножества сводятся бесконечномерные транспортные задачи, беско­

нечномерные задачи размещения и многие другие. Впервые бесконечномерный ана­

лог транспортной задачи был рассмотрен Л. В. Канторовичем в трехстраничной 

статье "О перемещении масс" (ДАН СССР, 1942), где предложен и обоснован метод 

потенциалов с критерием на минимальное перемещение масс. В конце статьи при­

водятся две задачи - конечномерная задача о железнодорожных перевозках и беско­

нечномерная задача о выравнивании площади аэродрома, которые носят прикладной 

характер.
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Об этой статье Т. Купманс (вместе с Л. В. Канторовичем удостоен Нобелевской 

премии 1975 года за вклад в теорию оптимального распределения ресурсов) 12 но­

ября 1956 г писал: «Дорогой профессор Канторович. Недавно мне представился 

случай ознакомиться с экземпляром Вашей статьи «О перемещении масс» в Докла­

дах Академии Наук СССР за 1942 г Мне сразу стало ясно, что частью Вы развивали 

параллельно, но в большей части предвосхитили развитие транспортной теории в 

США, которое началось в период с 1941 г. и продолжается по настоящее время. Я 

прилагаю к письму краткий перечень наиболее важных статей, появившихся в аме­

риканской литературе . . . В то же время я хотел бы отметить, что Ваша краткая ста­

тья в замечательно сжатой форме содержит математическое существо того, что со­

держится в этих работах».1

Уже одно это доказывает актуальность и востребованность тематики книги Е. М. 

Киселевой и Л. С. Коряшкиной. Кроме того, именно транспортные задачи обуслови­

ли первый субградиентный метод, предложенный в статье Н. З. Шора "Применение 

градиентного спуска для решения сетевой транспортной задачи" 1962 года2. Он фак­

тически является методом потенциалов, где под потенциалом следует понимать 

"сферу влияния пункта производства". Вот что пишет об этом алгоритме в статье 

1962 года Н. З. Шор: "С математической точки зрения вычислительный процесс яв­

ляется разновидностью градиентного метода в пространстве потенциалов. В заклю­

чение показывается, что процесс решения обладает интересной эргодической зако­

номерностью, что позволяет подбирать параметры процесса для получения решения 

с заданной точностью." (Шор, 2012, 11с.).

Надеемся, что данная серия научных публикаций пополнится новыми работами 

в области недифференцируемой оптимизации, а книга Е. М. Киселевой и Л. С. 

Коряшкиной окажется полезной для специалистов по математическому программи­

рованию, и они найдут в ней ряд оригинальных идей для построения эффективных 

алгоритмов решения бесконечномерных экстремальных задач.

Редакционная коллегия

1 Канторович Л. В. Математико-экономические работы / Л. В. Канторович. -  Новосибирск: 
Наука, 2011. -  760 с. -  (Избранные труды).
2 Шор Н. З. Алгоритмы последовательной и негладкой оптимизации: Сб. избр. тр. -  
Кишинэу: Эврика, 2012. -  270 с.

5



ПРЕДИСЛОВИЕ

Последние десятилетия характеризуются большим интересом исследователей, 

инженеров, математиков к проблемам негладкой оптимизации. Так называемые 

«негладкие задачи» (т. е. задачи, математическое описание которых содержит 

недифференцируемые функции или функционалы) появляются в технике, 

экономике, при моделировании технологических процессов. К задачам минимизации 

выпуклых функций с разрывным градиентом сводится большое число проблем, 

возникающих при решении сложных задач математического программирования. 

Особое внимание уделяется развитию аппаратных средств негладкого анализа (таких 

как субдифференциал и его обобщения), вариационного анализа, методов 

недифференцируемой оптимизации, применению негладкого анализа к решению 

задач экономики, механики, диагностики и распознавания образов, теории игр.

Владение методами недифференцируемой оптимизации дает возможность 

гибко использовать различные схемы декомпозиции (по переменным, ограничениям, 

ресурсам и т. п.), учитывая специфику задач большой размерности, позволяет 

эффективно получать двойственные оценки в задачах дискретного и непрерывно­

дискретного программирования, а также для некоторых классов 

многоэкстремальных задач. Использование негладких функций штрафа позволяет 

при конечных значениях штрафных параметров получать задачу безусловной 

минимизации, полностью эквивалентную первоначальной задаче выпуклого 

программирования, но с возможностью применения более эффективных методов ее 

решения.

Цель данной монографии - познакомить читателей с непрерывными задачами 

оптимального разбиения множеств как еще одним источником, порождающим не­

гладкие задачи, а также с приложениями моделей и методов оптимального разбие­

ния множеств к решению ряда теоретических и практических оптимизационных 

задач.

Начало развитию теории оптимального разбиения множеств было положено в 

1980 году в г Пущино (Московской обл.) на VI Всесоюзном симпозиуме «Системы 

программного обеспечения решения задач оптимального планирования». Наум 

Зуселевич Шор тогда руководил секцией, на которой выступала Е. М. Киселева с 

докладом «Об алгоритме решения одной задачи оптимального разбиения». Наум 

Зуселевич не только принял и одобрил схему перехода от исходной задачи 

бесконечномерного математического программирования (задачи оптимального 

разбиения) к конечномерной задаче оптимизации с недифференцируемой целевой
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функцией, но и предложил для решения полученной задачи использовать метод 

минимизации с растяжением пространства в направлении разности двух 

последовательных антиградиентов (г-алгоритм), автором которого он являлся.

Благодаря научному предвидению Наума Зуселевича эта встреча оказалась 

судьбоносной не только для Е. М. Киселевой, но и для развития целого научного 

направления - нового раздела бесконечномерного математического 

программирования - теории непрерывных задач оптимального разбиения множеств 

(ОРМ). Эта теория основана на едином подходе, состоящем в сведении исходных 

бесконечномерных задач оптимизации определенным образом, например, через 

функционал Лагранжа, к негладким, как правило, конечномерным задачам 

оптимизации. Для численного решения полученных задач применяются 

современные эффективные методы недифференцируемой оптимизации - различные 

варианты г-алгоритма, разработанные Н. З. Шором и его учениками в Институте 

кибернетики им. В. М. Глушкова НАН Украины.

Начавшееся в 1980 году научное сотрудничество с Наумом Зуселевичем 

воплотилось в основополагающие, для новой теории непрерывных задач 

оптимального разбиения множеств, статьи:

КИСЕЛЕВА Е. М. Алгоритм решения задачи оптимального разбиения с 

ограничениями // Кибернетика, 1983. - №2 1. - С. 115 -120.

КИСЕЛЕВА Е. М., ШОР Н. З. Алгоритм решения многопродуктовой 

задачи оптимального разбиения с ограничениями // Кибернетика, 1985. - №

1.- С.76-81.

КИСЕЛЕВА Е. М., ШОР Н. З. Решение непрерывной задачи 

оптимального разбиения в условиях неполной информации об исходных 

данных // Журн. вычисл. матем. и мат. физики, 1991. - Т. 31, № 6. - С. 792 - 

809.

КИСЕЛЕВА Е. М., ШОР Н. З. Исследование алгоритмов решения 

одного класса непрерывных задач разбиения // Кибернетика и системный 

анализ, 1994. - №2 1. - С. 84 - 96.

С 1993 года под руководством профессора Е. М. Киселевой начинает 

формироваться научная школа, результаты которой (более 400 публикаций) вносят 

весомый вклад в развитие теории непрерывных задач оптимального разбиения 

множеств.
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Основы математической теории непрерывных линейных задач оптимального 

разбиения множеств «-мерного евклидова пространства на подмножества, 

сформировавшейся к 2005 году, представлены в монографии:

КИСЕЛЕВА Е. М., ШОР Н. З. Непрерывные задачи оптимального 

разбиения множеств: теория, алгоритмы, приложения // К.: Наукова думка, 

2005. - 564 с.

Здесь же приведена обширная библиография, а также широкий спектр 

практических приложений непрерывных задач оптимального разбиения множеств и 

родственных с ними задач: оптимального покрытия, геометрического 

проектирования, классификации и кластеризации и др.

Часть результатов системного продолжения научных исследований для 

нелинейных и динамических задач ОРМ, полученных к 2013 году в рамках научной 

школы члена-корреспондента НАН Украины, заслуженного деятеля науки и техники 

Украины, доктора физико-математических наук, профессора, Е. М. Киселевой при 

Днепропетровском национальном университете имени Олеся Гончара, представлены 

в монографии:

КИСЕЛЕВА Е.М., КОРЯШКИНА Л.С. Модели и методы решения 

непрерывных задач оптимального разбиения множеств: линейные, 

нелинейные, динамические // К.: Наукова думка, 2013. - 606 с.

В теории непрерывных задач ОРМ сформировался ряд направлений, 

обусловленных как различными типами математических постановок задач 

разбиения, так и различными сферами ее приложений. Это:

- детерминированные линейные и нелинейные, однопродуктовые и многопро­

дуктовые задачи ОРМ при ограничениях, с заданным положением центров подмно­

жеств или с поиском оптимального варианта их размещения;

- задачи оптимального разбиения множеств в условиях неопределенности, ко­

гда часть исходной информации имеет вероятностный характер или параметры, 

входяшде в описание моделей, являются нечёткими, неточными, недостоверными;

- динамические задачи оптимального разбиения с критерием оптимальности, 

зависящим от фазовых траекторий и управления некоторой заданной управляемой 

системы;

- непрерывные задачи о шаровом покрытии, сводящиеся к задачам ОРМ.
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Для решения приведенных классов задач оптимального разбиения множеств 

предложен, как уже отмечалось выше, единый подход, в основе которого лежит 

следующая идея. Исходные задачи ОРМ, математически сформулированные как 

бесконечномерные задачи оптимизации, сводятся определенным образом (например, 

через функционал Лагранжа) к вспомогательным конечномерным негладким задачам 

максимизации либо негладким задачам максимина, для численного решения которых 

применяются современные эффективные методы недифференцируемой 

оптимизации, а именно, различные модификации г -алгоритма Н. З. Шора.

Особенностью такого подхода для линейных задач ОРМ является тот факт, что 

решение исходных бесконечномерных задач оптимизации удается получить 

аналитически в явном виде, причем в аналитическое выражение могут входить 

параметры, отыскиваемые как оптимальное решение вышеназванных 

вспомогательных конечномерных задач оптимизации с негладкими целевыми 

функциями. Решение нелинейных задач ОРМ удается получить в виде операторных 

уравнений с параметрами, отыскиваемыми как оптимальное решение 

вспомогательных конечномерных негладких задач оптимизации, для решения 

которых применяются различные модификации г-алгоритма.

Методы решения задач ОРМ, базирующиеся на описанном выше подходе, 

теоретически обоснованы. На их основе разработаны алгоритмы, составной частью 

которых является г -алгоритм Шора или его модификации. Все алгоритмы 

программно реализованы и протестированы на модельных задачах.

Благодаря использованию г -алгоритма и его модификаций как составной 

части разработанных методов решения задач оптимального разбиения множеств, 

технологии, основанные на математическом аппарате теории непрерывных задач 

ОРМ и соответствующем программном обеспечении, эффективно применяются для 

решения некоторых теоретических классов оптимизационных задач, сводящихся к 

задачам ОРМ. Это - задачи распознавания образов (четких и нечетких), 

кластеризации, классификации; задачи теории статистических решений; 

теоретические задачи оптимизации, которые сводятся к задачам оптимального 

разбиения множеств, а именно: задачи глобальной оптимизации; задачи построения 

оптимальных квадратур; непрерывные задачи шарового покрытия; задачи 

стохастического программирования и другие.

Созданная теория может быть применена для решения различных 

практических задач, сводящихся к моделям оптимального разбиения множеств. Это

- задачи распознавания образов с целью минимизации средней функции потерь от 

неправильного распознавания, медицинской диагностики, территориального
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планирования сфер обслуживания; геологического прогнозирования; задачи охраны 

окружающей среды, например, задача обеспечения экологической безопасности при 

размещении отстойников радиоактивных отходов атомных электростанций с учетом 

экологической структуры региона; задачи размещения предприятий, станций скорой 

помощи, базовых станций сотовой связи, нефтяных скважин; бесконечномерные 

транспортные задачи; задачи проектирования сетей из искусственных спутников 

земли для контроля диапазона круговых орбит; задачи повышения 

обороноспособности и обеспечения национальной безопасности страны, развития 

агропромышленного комплекса и многие другие.

В настоящей монографии первая глава имеет вводный характер, содержит 

некоторые элементы нелинейного программирования и недифференцируемой 

оптимизации.

Вторая глава содержит ряд математических моделей и методов решения 

непрерывных задач оптимального разбиения множеств, линейных, нелинейных и 

динамических, однопродуктовых и многопродуктовых, а также алгоритмы их 

решения, которые будут применены в последующих главах для решения некоторых 

теоретических и практических оптимизационных задач. Все приведенные 

алгоритмы решения вышеназванных непрерывных задач оптимального разбиения 

множеств включают, как составную часть, различные варианты г -алгоритмов, 

описанных в первой главе.

В третьей главе рассматриваются непрерывные задачи оптимального шарового 

покрытия ограниченных множеств, являющиеся родственными к задачам ОРМ.

Четвертая глава посвящена различным приложениям моделей и методов теории 

непрерывных задач оптимального разбиения множеств. Продемонстрирована 

возможность применения математического и алгоритмического аппарата решения 

непрерывных задач ОРМ для: построения диаграммы Вороного и различных ее 

вариаций, имеющих широкий спектр практических приложений; построения 

оптимальных квадратур; поиска глобального оптимума в задачах многомерной 

оптимизации; решения некоторых обратных задач для динамических систем.

Авторы искренне признательны Н. В. Балейко за оформление рукописи.
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ГЛАВА1

ЭЛЕМЕНТЫ НЕЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

И НЕДИФФЕРЕНЦИРУЕМОЙ ОПТИМИЗАЦИИ

Приведем основные сведения из теории нелинейного программирования, не­

которые факты выпуклого анализа в конечномерном евклидовом пространстве и 

схемы декомпозиции, приводящие к задачам недифференцируемой оптимизации. 

Особое внимание уделим тем понятиям и вопросам, которые непосредственно ис­

пользуются в последующем изложении методов решения неклассических задач бес­

конечномерного математического программирования, таких как непрерывные зада­

чи оптимального разбиения ограниченных множеств из пространства Еп, а также 

родственные им непрерывные задачи оптимального шарового покрытия множеств.

1.1. Основная задача нелинейного программирования и некоторые мето­

ды ее решения

1.1.1. Постановка задачи нелинейного программирования

Общая задача нелинейного программирования определяется как задача нахож­

дения минимума (или максимума) целевой функции / (х , х2 ,•••, X ) ш  множестве 

Б:

К (х , х х  )<  0, і = 1, г I 
, К ( р 2 п) ___ __ \, (1.1.1)
8і (хі, Х2, •••, х„ ) = 0, і = г +1, т \ 

где хотя бы одна из функций /  или к  является нелинейной.

Задача нелинейного программирования однозначно определяется парой 

(Б , / )  и кратко может быть записана в следующем виде:

/  (х) —— т іп . (11.2)
4 '  хєО

Вектор х = (x1*,x*,•••,X*) є Б  называется допустимым решением. Если для 

любого х єБ выполняется неравенство /  (х* )<  /  (х ), то х* - оптимальное реше­

ние задачи (1.1.2), точка глобального минимума.

Задача (1.1.2) является весьма общей, т. к. допускает запись логических усло­

вий, например:

Б  = {х є Яп
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[ ([  ( [  < °) ( § 2  (х) > 0)] ^  ]  (х) + У 282 (х) > 0  У є я ] ,

или запись условий дискретности множеств:

[(х = 0) V (х = 1)] «  ̂ х2 - х = 0] .

Набор ограничений, определяющих множество В, при необходимости всегда 

можно свести либо к системе, состоящей из одних неравенств:

Перечислим свойства задач вида (1.1.2), которые существенно усложняют про­

цесс их решения:

1. Множество допустимых планов В  может иметь очень сложную структуру 

(например, быть невыпуклым или несвязным).

2. Глобальный минимум (максимум) может достигаться как внутри множества 

В, так и на его границах (где он, вообще говоря, не будет совпадать ни с одним из 

локальных экстремумов).

3. Целевая функция /  может быть недифференцируемой, что затрудняет при­

менение классических методов математического анализа.

В силу названных факторов задачи нелинейного программирования настолько 

разнообразны, что для них не существует общего метода решения.

1.1.2. Решение задач условной оптимизации методом Лагранжа

Одним из наиболее общих подходов к решению задачи поиска экстремума 

(локального минимума или максимума) функции при наличии связующих ограни­

чений на ее переменные (или, как еще говорят, задачи условной оптимизации) явля­

ется метод Лагранжа. Идея данного метода состоит в сведении задачи поиска ус­

ловного экстремума целевой функции

либо, добавив фиктивные переменные у, к системе уравнений:

8 (х)>  0 «  §  (х)-У2 = 0̂

/  (х) = /  ( х2 э •••? хп ) (1.1.3)

на множестве допустимых значений Б, описываемом системой уравнений

81 (^  х 2 , •••, хп )=  0

О : - •••

8т (^  х 2 , •••, х„ )=  0

(1.1.4)

к задаче безусловной оптимизации функции
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где и е Ят - вектор дополнительных переменных, называемых множителями Ла­

гранжа. Функцию Ь(х, и ), где х е Яп, и е Ят, называют функцией Лагранжа. В 

случае дифференцируемых функций /  и §  справедлива теорема, определяющая 

необходимое условие существования точки условного экстремума в задаче (1.1.3),

(1.1.4). Поскольку она непосредственно относится к предмету математического ана­

лиза, приведем ее без доказательства.

Теорема 1.1. Если х* является точкой условного экстремума функции (1.1.3) 

при ограничениях (1.1.4) и ранг матрицы первых частных производных функций

д8, (х*)

дх,
тхп 

ж ж
равен т, то существуют такие значения и1,и2,...,ит, не равные одновременно 

нулю, при которых
т

УЬ (х ,  ) = V / (х* ) + £  и ,  (х*) = 0 . (1.1.6)
{=1

Теорема 1.1 лежит в основе метода поиска условного экстремума, получивше­

го название метода множителей Лагранжа, или просто метода Лагранжа, который 

состоит из следующих этапов.

1. Составление функции Лагранжа Ь(х, и ).

2. Нахождение частных производных

дЬ ( х, и )/ — \ дЬ ( х, и )/ --\

- д г 1 (‘ = 1,п) — д Т  ( '= 1,т ) .

3. Решение системы уравнений

дЬ ( х, и )

дг̂ . 

х, и)

= 0,

дЬ ( х, и )

ди
= § 1  (х) = 0  (' = 1,т )

(1.1.7)

относительно переменных х и и .

4. Исследование точек, удовлетворяющих системе (1.1.7), на минимум (макси­

мум) с помощью достаточного признака экстремума.

I=1
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Наличие четвертого этапа объясняется тем, что теорема 1.1 дает лишь необхо­

димое, но не достаточное условие экстремума. Достаточные признаки условного 

экстремума существуют, но справедливы они для гораздо более частных ситуаций 

(при весьма жестких предпосылках относительно функций /  и §  ) и, как правило,

трудноприменимы на практике. Основное практическое значение метода Лагранжа 

заключается в том, что он позволяет перейти от условной оптимизации к безуслов­

ной и, соответственно, расширить арсенал доступных средств решения задачи. Зада­

ча решения системы уравнений (1.7), к которой сводится данный метод, в общем 

случае не проще исходной проблемы поиска экстремума (1.1.3), (1.1.4). Методы, 

подразумевающие такое решение, называются непрямыми. Они могут быть приме­

нены для весьма узкого класса задач, для которых удается получить линейную или 

сводящуюся к линейной систему уравнений (1.1.7). Их применение объясняется 

необходимостью получить решение экстремальной задачи в аналитической форме 

(допустим, для тех или иных теоретических выкладок). При решении конкретных 

практических задач обычно используются прямые методы, основанные на итера­

тивных процессах вычисления и сравнения значений оптимизируемых функций.

1.1.3. Градиентные методы решения задач безусловной оптимизации

Ведущее место среди прямых методов решения экстремальных задач занимает 

градиентный метод (точнее, семейство градиентных методов) поиска стационар­

ных точек дифференцируемой функции /  (х). Напомним, что стационарной назы­

вается точка, в которой V / (х) = 0 и которая, в соответствии с необходимым усло­

вием оптимальности, является «подозрительной» на наличие локального экстрему­

ма. Таким образом, применяя градиентный метод, находят множество точек локаль­

ных минимумов (или максимумов), среди которых определяется минимум (или мак­

симум) глобальный.

Идея данного метода основана на том, что градиент функции указывает на­

правление ее наиболее быстрого возрастания в окрестности той точки, в которой он

вычислен. Поэтому, если из некоторой текущей точки х(1) перемещаться в направ­

лении вектора V / (х) = 0, то функция/  будет возрастать, по крайней мере, в неко­

торой окрестности х« . Следовательно, для точки х1'2'1 = х(1) + IV /(х(1)) , (А > 0),

лежащей в такой окрестности, справедливо неравенство /  (х(1)) < /  (х(2)) (см. рис. 

1.1).
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Рис. 1.1. Направление подъема в точке х1

Рассмотрим задачу

/  (х) ^  ШІП .
хєК"

Как только определяется направление движения, сразу же встает вопрос о том, 

как далеко следует двигаться в этом направлении. Другими словами, возникает про­

блема выбора шага Я в рекуррентной формуле

-XV/ (х(̂  ) , (1.1.8)х(ч+1) _ х(я) _ Я

задающей последовательность точек, стремящихся к точке минимума целевой 

функции. В зависимости от способа ее решения различают различные варианты 

градиентного метода. Наиболее известным из них является метод наискорейшего 

спуска.

Пусть / (х) = / (х,,х хп) - дифференцируемая функция, заданная на Я" , 

а х19 ^х^-1, х(9,..., - некоторая текущая точка. Заметим, что каких-либо об­

щих рекомендаций, касающихся выбора исходной точки (или, как еще говорят, на­

чального приближения) х(0-, не существует. По возможности, она должна нахо­

диться близко от искомого оптимального плана х*. Если х19 - нестационарная точ­

ка (т. е. V / (х1-9-1- > 0), то при движении в направлении антиградиента - V / (х1-9̂  

функция /  (х) на некотором промежутке обязательно будет убывать. Отсюда воз­
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никает естественная идея такого выбора шага, чтобы движение в указанном направ­

лении продолжалось до тех пор, пока возрастание не прекратится. Для этого выра­

зим зависимость значения /  (х) от шагового множителя А > 0 , полагая

(q)х = х  ) - AVf (х(*)) :

f  (х) = f  (х(*) -AVf (x(q))) = p(A ) , (1.1.9)

или, в координатной форме,

f df ( x{q ̂  df ( х(?))
p(A ) = f  x ^- A - ^— L,...,x ^ - A - ^ — t . (1.1.10)

сх1 cxn
V /

Чтобы добиться наибольшего из возможных значений f  (х) при движении по 

направлению - V f ( хЫ) , нужно выбрать такое значение А , которое минимизирует

функцию = min<p(A)j. Для вычисления А , можно воспользоваться

необходимым условием экстремума: d<p{A Î dA = 0. Заметим, что если для любого 

А >0 dcp(я )/ dA < 0, то функция f(x) не ограничена снизу (т. е. не имеет миниму­

ма). В противном случае, на основе (1.1.10) получаем

Лр = дП х)х а х ,+ .+ Ш ,. i n , (,.1.1!)

dA йх dA дхп dA 

что, в свою очередь, дает

хЁ[(хх̂  + . .+ г м  Хт х “1  ). (1.1.12)
dA -х -х -хи -хп

Если считать, что следующая точка xi'q+l') соответствует оптимальному значе­

нию А = А, то в ней должно выполняться условие chp (A) I dА = 0, и А следует 

находить из условия

Vf{x(q) - iV /(x (9)))v /(x (9)) = 0. (1.1.13)

Условие (1.1.13) означает равенство нулю скалярного произведения градиентов 

функции f  точках х(q+1) и х ^ . Геометрически оно может быть интерпретировано 

как перпендикулярность векторов градиентов функции f  в указанных точках, что и
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показано на рис. 1.2. В точке хіч+1) вектор - У /(х ?̂+1)) , будучи антиградиентом, 

перпендикулярен линии уровня, проходящей через данную точку, а вектор - 

У / (х(?)) является касательным к этой линии.

Рис. 1.2. Геометрическая интерпретация метода 

наискорейшего спуска

И таким образом, движение в направлении антиградиента -V/ (х^ - следует 

продолжать до тех пор, пока он пересекает линии уровня оптимизируемой функции. 

После того, как точка х̂ ч+11 найдена, она становится текущей для очередной итера­

ции. На практике признаком достижения стационарной точки служит достаточно 

малое изменение координат точек, рассматриваемых на последовательных итераци­

ях. Одновременно с этим координаты вектора V/ (х^ - должны быть близки к нулю.

1.1.4. Оптимизационные задачи для выпуклых функций

Существует один класс функций, для которых градиентные методы приводят к 

нахождению глобального оптимума. Это выпуклые функции.

Функция /  (х) называется выпуклой на выпуклом множестве Б, если для

любых точек х1-1-1, х1-2- е Б  и любого Ле [0,1] вътолняется неравенство
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/ ( ( 1  _ л)х(1) + Лх(2)) < (1 -Л )/ (х(1)) + Л / (х(2)) ; (1.1.14)

если же имеет место неравенство

/  ((1 - Л) х(1) + Лх(2)) > (1 -Л) /  (х(1)) + Л / (х(2)) , (1.1.15)

то функция называется вогнутой.

Геометрический смысл понятий выпуклости и вогнутости для случая функции

одной переменной представлен на рис. 1.3.

Рис. 1.3. Выпуклая и вогнутая функции

Как известно, достаточным условием вытуклости функции / (х1,х2,..., хп) 

является положительная определенность матрицы

52/ (х)
Н  ( х ) =

йх йх,.

называемой также матрицей Гессе, во всех точках хеБ. Соответственно, доста­

точным условием вогнутости является отрицательная определенность матрицы 

Гессе.

Как следует из геометрической интерпретации, для выпуклой функции ло­

кальный экстремум, если он существует, совпадает с глобальным ее экстремумом. 

Справедлива теорема.

Теорема 1.2. Если/(х) выпуклая (вогнутая) на Я" функция и V / (х*) = 0, то

х* - точка глобального минимума (максимума).

Поскольку выпуклые функции обладают столь «полезными» оптимизацион­

ными качествами, они занимают исключительно важное место в теории математиче­
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ского программирования. Соответствующий раздел носит название выпуклого про­

граммирования, а общая задача выпуклого программирования формулируется как 

проблема поиска минимума выпуклой (максимума вогнутой) функции на выпуклом 

множестве.

1.2. Элементы теории двойственности в нелинейном программировании

В настоящем параграфе кратко остановимся на некоторых фундаментальных 

моментах теории нелинейного программирования. Отправной точкой для них явля­

ется распространение метода Лагранжа для решения задачи нелинейного програм­

мирования с ограничениями в форме неравенств:

/ (х) ^ш ш ,Б  = |х е Х ^ ,. (х  х2,...,хп) < 0,1 е 1: т |, (1.2.1)

где X  - множество простой структуры в пространстве Я ".

Для задачи (1.2.1) определим функцию Лагранжа:
т

Ь (х  и ) = /  (^  л-̂ ..̂  хп ) + Х  иЛ  (х^ л ^.- х п). (1.2.2)
1=1

Пара векторов (х, и ) называется седловой точкой функции Ь (х, и) в об­

ласти X  х и , и  = |и е Я т : и  > 0,/ = \т |, если для любык х е X  и и е и

Ь (х , и)<  Ь (х , и )<  Ь (х, и ) . (1.2.3)

Неравенства (1.2.3) также называют неравенствами седловой точки (рис. 1.4).

Рис. 1.4. Седловая точка функции Ь ( х, и )
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Центральное место в теории нелинейного программирования занимает теорема 

Куна — Таккера которая связывает решение задачи нелинейного программирова­

ния с наличием седловой точки у соответствующей функции Лагранжа.

Теорема 1.3. (Достаточное условие экстремума). Если (х, и) - седловая 

точка функции Лагранжа, в области х е X  с  О , и > 0, то х является опти­

мальным решением задачи (1.2.1), причем справедливо так называемое правило 

дополняющей нежесткости:

т — /~\
X и‘8< (х) = 0 . (1.2.4)
,=1

Утверждение, обратное теореме 1.3, т. е. необходимое условие экстремума в 

задаче нелинейного программирования, оказывается верным только при вы­

полнении дополнительных условий, которым должна удовлетворять задача (1.2.1). 

Важнейшим из них является так называемое условие регулярности Слейтера.

Говорят, что функция ^  (х) , задающая ограничение в задаче (1.2.1), удовле­

творяет условию регулярности Слейтера, если существует такая точка х , принад­

лежащая области допустимых решений О ,что

8, ( * )  <  0 ,

т. е. х является внутренней точкой относительно ограничения я,-(х) • Поэтому 

данное условие также называют условием телесности.

Вообще говоря, существуют разные варианты необходимого условия Куна - 

Таккера. Приведем один из них.

Теорема 1.4. (Необходимое условие наличия экстремума). Если задача 

(О, / )  является задачей выпуклого программирования с решением х , ее целевая

функция / (х) и функции ограничений ^  (х) , , = 1, т , - дифференцируемы, нели­

нейные ограничения в форме неравенств удовлетворяют условию регулярности 

Слейтера, то существует такой вектор и > 0 , что (х, и) - седловая точка

функции Лагранжа Ь (х, и ) •

Заинтересованный в доказательстве теоремы 1.4 читатель может найти его в 

таких источниках, как [15, 16, 70, 112].

Значение теоремы Куна - Таккера состоит в том, что она позволяет связать 

процесс решения оптимизационной задачи с поиском седловых точек функции Ла­

гранжа.
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Определим F  (х) как функцию, ставящую в соответствие каждому значению 

х максимальное значение функции L (х, и) по переменной и :

F  (х) = max L (х, и ),
V '  u e U  V '

и, по аналогии,

G (и ) = min L (х, и ) .

Рассмотрим задачу отыскания минимума функции F  (х):

F  (х) = max L (х, и) ^  min, х e X  , (1.2.5)
V '  u e U  V '

и задачу максимизации G (и):

G (и) = minL (х,и) ^ max,и e U . (1.2.6)

Очевидно, что

/ \ \ Г f  (х), х e D;
F  (х) = max L (х, и ) = i

и а0 [да, х g D.

Отсюда следует, что минимум F  (х) находится в допустимой области D и 

совпадает с минимумом целевой функции f  (х) задачи (1.2.1):

min F  (х) = min max L (х, и) = min f  (х ).
х е Х  '  х е Х  u e U  ■ ;  X E D  v  ;

Таким образом, задача (1.2.5), в определенном смысле, равносильна (1.2.1). 

Аналогичные выводы могут быть получены и для (1.2.6). Задачи (1.2.5) и (1.2.6) об­

разуют двойственную пару. При определенных условиях пара двойственных задач 

нелинейного программирования обладает свойствами, аналогичными свойствам 

двойственных линейных задач. В частности, при любых х е X , и е и  :

F  (х)>  О (и) • (1.2.7)

Условие (1.2.7) находит широкое применение при построении оценок в итера­

тивных методах решения оптимизационных задач. Например, если имеется возмож­

ность приблизительно решить прямую и двойственную задачи и получить последо­

вательности приближений |х|>) | и |, то с помощью неравенств вида

/  (хы)>  /> с  )>  о (и {д}) 

можно определить момент остановки вычислительной процедуры.
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В заключение отметим, что в процессе формирования нелинейных двойствен­

ных задач существует большая неоднозначность: их вид можно варьировать, вклю­

чая в множество X  часть ограничений gt (х )<  0 .

1.3. Специальные классы негладких функций. Источники, порождаю­

щие задачи негладкой оптимизации

Рассмотрим такие специальные классы недифференцируемых функций, кото­

рые, с одной стороны, являются не слишком широкими обобщениями класса не­

прерывно дифференцируемых функций в том смысле, что для функций этих клас­

сов можно достаточно разумно определить обобщенное понятие градиента и ис­

пользовать его для построения процессов градиентного типа нахождения экстрему­

ма. С другой стороны, введенные специальные классы функций охватывают и 

функции, встречающиеся в большинстве практических приложений, где речь идет о 

непрерывных функциях, определенных на w-мерном евклидовом пространстве.

1.3.1. Понятие субградиента выпуклой функции. Некоторые способы 

вычисления субградиента

Пусть f  (х) - выпуклая функция, определенная на множестве M  с  £ и, X  *

- множество минимумов (оно может быть и пустым), х* є X  * - точка минимума; 

inf f  (х) = f  *; х - внутренняя точка области определения M  .

Определение. Субградиентом (обобщенным градиентом) gf (х) функции

f  в точке х є int M  называется вектор gf (х) такой, что

f  (х) - f  (х) > (g f (х), х - х) для всех х є M  .

Из определения субградиента следует, что если f  (х) < f  (х), то

(-gf (х), х - х) > 0. (1.3.1)

Множество обобщенных градиентов (субградиентное множество) выпуклой 

функции f  (х) в точке х обозначим Gf (х). Для любой внутренней точки х об­

ласти определения M  множество G  (х) не пустое, ограниченное, в̂ гпуклое и 

замкнутое (доказательство см. в [103]).

Для того чтобы внутренняя точка области определения f  (х) х * є M  была

точкой минимума, необходимо и достаточно, чтобы Gf (х ) содержало точку 0.
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Геометрически формула (1.3.1) означает, что антисубградиент в точке х об­

разует острый угол с произвольным направлением, проведенным из х в сторону 

точки х с меньшим значением f  (х ). Отсюда, если X  * непусто, х g X  *, то при 

движении из х в направлении - g/ (х) с достаточно малым шагом расстояние до

X  * убывает. Этот простой факт лежит в основе субградиентного метода или метода 

обобщенного градиентного спуска (ОГС), впервые предложенного в [103] в связи с 

решением сетевой транспортной задачи.

В [105] приведены следующие основные источники, порождающие задачи не­

гладкой оптимизации.

1. Задачи математического программирования большой размерности с 

блочной структурой и сравнительно небольшим числом связей между блоками. 

Использование схем декомпозиции для решения таких задач приводит к задачам 

минимизации (максимизации), как правило, негладких функций от связывающих 

переменных или от множителей Лагранжа (двойственных оценок), соответствую­

щих связывающим ограничениям.

2. Задачи минимизации функции максимума. Пусть задано параметрическое 

семейство выпуклых функций, определенных на всем пространстве E n , 

{/ а (х)} кеА . Одним из источников получения негладких функций в выпуклом про­

граммировании является операция взятия поточечного максимума по параметру а  , 

т.е. построение функции максимума:

F  (х) = sup fa (х).
aEÄ

Область определения функции F  (х) ( dom F ) совпадает с такими значения­

ми х e En, при которых {f a (х)} ограничена сверху по а  . Для каждого 

х e dom F  определим подмножество индексов

I(х ) = {a E Ä : fa ^ ) = F (х)}

Субградиентное множество GF (х) функции F  в точке х определяется фор­

мулой

Gp (X) = conv{ У  вЕ/(г) Gfa (х) }, (1.3.2)

где conv {M} обозначает операцию нахождения минимального выпуклого замкну­

того множества, содержащего M  , Gy (х) - субградиентные подмножества функ­
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ций f a в точке x , а  е I  (X). В случае, когда I  (x) - конечное множество, все 

крайние точки множества Gp (X) являются субградиентами некоторых функций 

f  , а  е I  (X), в точке X , и G  (X) представляет собой выпуклый многогранник 

соответствующей размерности.

3. Лагранжевы оценки в задачах математического программирования. Рас­

смотрим достаточно общую задачу математического программирования, ограниче­

ния которой разбиты на две группы, одни из которых имеют вид условия принад­

лежности X е X  с  En, а другие составляют систему равенств: 

найти

f  * = inf f  (X), X  с  En, (1.3.3)
XeX

при ограничениях

g,(x) = 0, i = 1,. ..,т . (1.3.4)

Предположим, что X  - замкнутое подмножество n -мерного евклидового 

пространства, g  ( x )  - непрерывные функции, определенные на X .

Для оценки f  * введем функцию Лагранжа

m
L( x, u) = f  (x) + ̂  uigi (x),

i=i

где и = {«,..... um I - вектор множителей Лагранжа. Рассмотрим оценку

y(u) = inf L(x, u).
xeX

При любом допустимом x и произвольном u имеем y(u) < f  (x ), откуда 

следует что y(u) < f  *.

Задача нахождения наилучшей оценки для оптимального значения задачи

(1.3.3), (1.3.4) в данном классе лагранжевых оценок сводится к решению координи­

рующей задачи: найти

у  = sup y(u).
ueRm

Функция y(u) является вогнутой как результат операции минимизации по 

X е X  параметрического (u - параметр) семейства линейных по u функций. 

Предположим, что y(u) - собственная вогнутая функция с непустой областью 

dom у , имеющей внутренние точки. Пусть x - некоторая внутренняя точка 

dom у , т.е. X е int dom у .
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Тогда по правилам вычисления субградиента от функции максимума 

р(и) = —у  (и) субградиентное множество G (и) определяется следующим обра­

зом:

Gv(u) = conv{ U ^ (k_G(x(m))}, 

где X(и) - множество всевозможных решений локальной задачи inf L(х, и);
xeX

G(x(u)) - вектор “невязок”, соответствующий решению х(и), G (х(и)) = 

= (х(и) ) , . . . , ( х(и))} . Таким образом, если в точке х локальная задача име­

ет неединственное решение, то градиент функции р(и) в соответствующей точке 

терпит разрыв.

4. Задачи минимизации функции максимума, характерные для моделей иг­

рового характера, "многокритериальных" моделей оптимального планирования 

и исследования операций. К таким задачам сводятся задачи решения систем урав­

нений и неравенств, определения коэффициентов нелинейной регрессии, когда в 

качестве критерия используется чебышевский критерий минимизации максимума 

невязки (модуля невязки).

5. Задачи нелинейного программирования, для решения которых использу­

ется метод негладких штрафных функций. Негладкие штрафные функции опре­

деленного вида (см. далее) обладают несомненным преимуществом по сравнению с 

обычно применяемыми гладкими функциями штрафа: при использовании негладких 

штрафных функций нет необходимости устремлять штрафные коэффициенты к 

+■».

6. Задачи оптимального управления с непрерывным и дискретным време­

нем. Использование принципа максимума Понтрягина или дискретного принципа 

максимума во многих случаях приводит к задачам минимизации функций с разрыв­

ным градиентом. Эти задачи можно рассматривать как специальные задачи нели­

нейного программирования, для решения которых применимы схемы декомпозиции 

или метод негладких штрафных функций.

7. Задачи дискретного программирования или задачи смешанного дискрет­

но-непрерывного типа. Многие задачи такого рода достаточно успешно могут ре­

шаться с использованием метода ветвей и границ с получением оценок путем реше­

ния двойственной задачи. Двойственная задача обычно оказывается задачей мини­

мизации выпуклой кусочно-линейной функции с огромным числом "кусков" при 

простых ограничениях, т. е. задачей негладкой оптимизации.

25



8. Функции с разрывным градиентом как результат кусочно-гладкой ап­

проксимации технико-экономических характеристик реальных объектов мо­

гут непосредственно входить в модель задачи оптимального планирования, проек­

тирования или исследования операций.

Следует также отметить, что с прикладной точки зрения нет резкой границы 

между негладкими и гладкими функциями: функция с очень быстро меняющимся 

градиентом близка по своим свойствам к негладкой функции. Поэтому вычисли­

тельные методы, разработанные для решения задач негладкой оптимизации, оказы­

ваются эффективными и для оптимизации "плохих" гладких функций (функций 

овражного типа).

Многочисленные приложения алгоритмов негладкой оптимизации для указан­

ных классов задач можно найти в монографиях Н.ЗШора [100 - 105].

1.3.2. Обобщенный градиентный спуск

Методом обобщенного градиентного спуска (ОГС) или субградиентным мето­

дом называется процедура построения минимизирующей последовательности 

}*=о, а ее элемент х* по следующему правилу:

к = °ЛЪ--, (1.3.5)

где х  - начальное приближение; gf (хк) - произвольный субградиент функции 

/  (х) в точке х  , К > 0 - шаговый множитель. Если ^  (х *) = 0, то х * - точка 

минимума функции / ( х ), и процесс (1.3.5) останавливается.

Конкретный вариант метода ОГС типа (1.3.5) определяется процедурой выбора 

величины шага \ . Среди известных способов определения \ можно выделить 

следующие:

1) и = -К~ , и > 0, к = 0,1,2,...;
*+1 к +1  0

2) К , = -К- , К > 0, к = 0,1,2,...;
к+1 к +1 0

и + и и
3) к +! = , к  >0, К = ̂ ,  к = 0,1,2,...
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Наиболее общий результат о сходимости субградиентного метода связан с 

классическими условиями регулировки шага и содержится в следующей теореме 

[108].

Теорема 1.5. Пусть / (х) - выпуклая функция, определенная на Еп, с ограни­

ченной областью минимумов X *, {!гк} (к = 0,1,2,...) - последовательность чи­

сел, обладающая свойствами:
да

Тогда последовательность {хк} (£ = 1,2,...), образованная по формуле

(1.3.5), при произвольном х0 є Еи обладает одним из следующих свойств: либо най­

дется такое к = к , что хТ є X *, либо ІіттіпІІх, - у|| = 0,
к к^ да  у є Х * 11 к Л |

Шп /  (х к ) = іш і /  (х) = / .
к  ̂ да 4 у у єЕ п

Имеется несколько вариантов доказательства теоремы 1.5 и ее аналога для ОГС 

без нормировки субградиента:

хк+1=хк~нкё/(хк\ к = 0,1,2,...

Все они основаны на изучении поведения последовательности { р  }да=0, где 

рк = тіпЦх* - х||. Наиболее общий результат (для случая выпуклых функций, оп-
х є Х  *

ределенных в гильбертовом пространстве, когда минимизация производится при 

наличии ограничений) получен Б. Т. Поляком [75, 76]. Аналогичный результат для 

конечномерного случая получен Ю. М. Ермольевым [29]. Оба результата использу­

ют принцип доказательства от противного и не содержат конструктивных механиз­

мов их распространения на специальные классы выпуклых функций. Конструктив­

ный механизм содержит доказательство теоремы 1.5, принадлежащее Н. З. Шору. 

Оно использует вспомогательный результат о свойстве субградиентного процесса с 

постоянным шагом [103].

Лемма 1.1. Пусть в субградиентном методе (1.3.5) используется регулировка 

шага кк = к, к > 0, для всех к = 0,1,2,... Тогда для любого є > 0 и х  * є X  * най­

дутся такие к = к и х  є Еи, что будет выполняться свойство

- и- *и к
/ (х) = / (хк, ) , причем ||х - х | < — (1 + є) .
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Лемма 1.1 гарантирует уменьшение расстояния до точек области минимумов 

только в случае достаточно большого расстояния от множества минимумов до точек 

хк . Однако с помощью этой леммы можно обосновать сходимость субградиентного 

метода при дополнительных предположениях о свойствах минимизируемой функ­

ции. Так, например, если множество точек минимума содержит сферу радиуса 

r > h /2 , то субградиентный метод с постоянным шагом h гарантирует нахожде­

ние такого к *, что х * е X  . у к

При определенных дополнительных предположениях некоторые варианты 

ОГС сходятся со скоростью геометрической прогрессии [103].

Теорема 1.6. Пусть f  (х) - выпуклая функция, определенная на Еп, и для всех

х е Е  при некотором р  (0 < р  < ж/2) выполняется неравенство

(gf (х),х — х (х)) > cos р ||gf (х)|| • ||х — f  (х)||, (1.3.6)

где х (х) - точка, принадлежащая множеству минимумов функции f  (х) и ле­

жащая на кратчайшем расстоянии от х . Тогда, если при заданном х0 выбрать 

величину h , удовлетворяющую неравенству

|х*(х0) — х0||cosp, ж/4 < р<ж /2 ,

|х*(х0) — х  ||/(2 cos р), 0 < р< ж /4 , 

определить {hk в соответствии с рекуррентной формулой

К+х=КгШ  к = 0 ,1 ,2 ,. . . ,

где

sinp, ж/4 < р<ж /2 ,

l/(2cosp), 0 < р<ж /4 , 

и вычислить {х }̂ =1 по формуле (1.3.5), то либо при некотором индексе к * 

gf (х .) = 0 и хк> принадлежит области минимумов, либо при всех к = 0,1,2,... 

выполняется неравенство

II * и | \ + 1  /cosp, ж/4 < р< ж /2 ,

Iх  — х (хк >1 <{2coSp .h „ , 0 < р  < ж / 4.

Таким образом, если угол р  заранее известен, то, регулируя шаг по формулам 

теоремы 1.6, можно получить сходимость итерационного процесса (1.3.5) к точке
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минимума со скоростью геометрической прогрессии со знаменателем q = г (ф) . В 

формуле (1.3.5) величина оо$ф характеризует степень вытянутости поверхностей 

уровня функции /  (х) .

Если в некоторой окрестности минимума функции /  (х) не существует такого 

угла ф < п / 2 , что для любого х из этой окрестности выполняется (1.3.6), то такую 

функцию называют существенно овражной. При минимизации существенно ов­

ражных функций приведенный в теореме 1.6 способ регулировки шаговых множи­

телей неприменим. В этом случае следует использовать универсальный способ вы­

бора шаговых множителей (см. теорему 1.5).

Следующая теорема, аналогичная теореме 1.6, сформулирована непосредст­

венно в терминах, характеризующих степень "вытянутости'' поверхностей уровня.

Теорема 1.7. Пусть выпуклая функция /  (х) определена на всем пространст­

ве Еп, х* - единственная точка минимума / (х) и заданы начальное приближение 

х0 и числа а  и К0, причем а  > л/2, К > ||х0 - х* || / а . Рассмотрим множество 

Г = {у : || У - х*|| — ай0}. Если для любой пары точек х , 2 еГ  такой, что 

/  (х) = /  (2) ф / (х ), выполняется условие

1|х - х*|| — а  || 2 - х*||,

то последовательность {хк } ^  , образованная с помощью рекуррентных формул

(1.3.5), где Ик+1 = Нк %/а2 -1 / а , сходится к х* со скоростью геометрической про­

грессии:

||х - х*|| — К а,

за исключением случая, когда для некоторого к = к ^  (хк ) = 0, т. е. хк = х .

Еще одним вариантом метода обобщенного градиентного спуска, сходящимся 

со скоростью геометрической прогрессии, является субградиентный метод, в кото­

ром шаговый множитель остается в течение определенного числа шагов постоян­

ным, а затем уменьшается в два раза [103].

Теорема 1.8. Пусть выыпуклая функция / (х) определена на всем пространстве

Еп, х - единственная точка минимума / (х) и заданы начальное приближение 

х0 и числа а  и \, причем а >  2, К > х0 - х* / а . Рассмотрим множество
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у = { У :|| У - х*|| < а К } •

Пусть для любой пары точек х, 2 е У , такой, что / (х) = / (2) Ф /  (х*) вы­

полняется условие

||х - х*|| < ст||2 - х*|| •

Тогда для последовательности точек {х* , построенных по формуле 

(135) при Ьк = й0 • 2-[(к)/, где [а] - целая часть числа а , при достаточно 

большом И0 и N  > 3ст2 +1 выполняется неравенство

х̂к — х*|| < 2аИк, к  = 0,1,2,....

Теорема 1.8 сформулирована в терминах, характеризующих степень вытянуто- 

сти поверхностей уровня, и легко видеть, что чем больше а  , тем меньшей будет 

скорость сходимости субградиентного метода.

Методы ОГС дают возможность решать задачи производственно­

транспортного планирования с применением схем декомпозиции для задач большой 

размерности. Подробную информацию об этих задачах можно найти в [72]. Метод 

ОГС также является основой для стохастического аналога обобщенного градиентно­

го спуска, который имеет большое практическое применение, в частности, при ре­

шении многоэтапных задач стохастического программирования. В [100] описано 

применение метода обобщенного стохастического градиента к решению двухэтап­

ной стохастической транспортной задачи, связанной с определением объемов скла­

дов однородной продукции при случайном спросе.

Результаты научных исследований, проводимых в Институте кибернетики по 

методам ОГС, получили развитие в работах И. И. Еремина [28] и Б. Т. Поляка [76] 

для решения задач выпуклого программирования с ограничениями.

1.3.3. Почти дифференцируемые функции. Полугладкие и полувыпук- 

лые функции

В большинстве работ, посвященных методам градиентного типа, предполага­

ется непрерывность градиента, а для обобщенных градиентных методов - выпук­

лость минимизируемой функции. Но в прикладных задачах часто невозможно обес­

печить выполнение этого условия. Например, в практике планирования и проекти­

рования элементы функции затрат обычно задаются в виде кусочно-гладких не обя­

зательно выпуклых функций от параметра, характеризующего производительность
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(пропускную способность) того или иного устройства. Отсутствие свойств выпукло­

сти и гладкости характерно для широкого круга минимаксных задач.

Все это побуждает рассматривать задачи минимизации на классе функций, 

достаточно широком, чтобы охватить кусочно-гладкие функции и функции, встре­

чающиеся в минимаксных задачах, и в то же время настолько узком, чтобы для этих 

функций можно было определить некоторый естественный аналог градиента и 

иметь возможность использовать методы градиентного типа для нахождения ло­

кальных минимумов. Одним из таких классов является класс почти дифференци­

руемых функций [103].

Определение. Функция / ( х ), определенная на п -мерном евклидовом про­

странстве Еп, называется почти дифференцируемой, если она удовлетворяет сле­

дующим условиям:

а) в любой ограниченной области удовлетворяет условию Липшица (локально 

липшицева);

б) почти везде дифференцируема;

в) ее градиент непрерывен на том множестве М  , где он существует.

Отметим, что свойство б) не является независимым. Справедлива следующая

теорема [103].

Теорема 1.9. Пусть действительная функция / ( х ), определенная на открытом 

множестве М  с  Е  , имеет конечные частные производные по всем направлениям, 

т. е.

/  (х + V  - /  (х)
Ііт
і ̂ 0

< +»
і

для любой точки х є М  и любого вектора V є Еи. Тогда /  (х) дифференцируема 

почти всюду на М  .

Определение. Почти-градиентом функции /  (х) в точке х0 называется век­

тор, являющийся предельной точкой некоторой последовательности градиентов 

£ (х ), £ (х2),..., g (хк)..., где { х — последовательность точек, сходящихся к 

точке х0, и такая, что во всех точках этой последовательности /  (х) дифференци­

руема.

Теорема 1.10. Множество 0(х) почти-градиентов в любой точке х є Еи поч­

ти дифференцируемой функции /  (х) является непустым, ограниченным и замкну­

тым.
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Теорема 1.11. Произвольная выпуклая функция / (х) на п -мерном евклидо­

вом пространстве Еи является почти дифференцируемой, а ее любой почти- 

градиент в точке х совпадает с некоторым субградиентом.

Теорема 1.12. Если функции /  (х) и /  (х) почти дифференцируемы, то 

/  (х) = /  (х) + /  (х ), /  (х) = /  (х) • /  (х) также почти дифференцируемы.

Теорема 1.13. Если /  (х) и /  (х) почти дифференцируемы, то /  (х) 

= тах( /  (х), /  (х)) также почти дифференцируема.

Определение. Назовем обобщенным почти-градиентом функции / (х) в 

точке х є Еи произвольный вектор g , принадлежащий выпуклому замыканию

множества почти-градиентов.

Из теоремы 1.10 вытекает, что множество обобщенных почти-градиентов вы­

пукло, ограничено и замкнуто.

Класс почти дифференцируемых функций можно рассматривать как расшире­

ние класса непрерывных и кусочно-непрерывно дифференцируемых функций, 

удовлетворяющих локальному условию Липшица. Близок к классу почти диффе­

ренцируемых функций класс локально липшицевых функций, исследованный Клар­

ком [59]. Несколько интересных классов негладких функций предложил Мифлин 

[145, 146].

1.4. Субградиентные методы с растяжением пространства в направле­

нии субградиента

Операция растяжения пространства в направлении градиента первоначально 

введена Н. 3. Шором [101 - 103] как эвристическая процедура, связанная с примене­

нием линейных неортогональных преобразований для улучшения свойств оптими­

зируемой функции в преобразованном пространстве переменных.

Рассмотрим суть идеи Шора.

Пусть на к -ой итерации ОГС проводится замена переменных х = Бку , где 

В  - неособая п х п матрица. Субградиент выпуклой функции /  (х) в точке хк 

удовлетворяет неравенству

/(х ) > /(х к) + (хк), х - хк) Ух є Еп,

откуда, осуществляя замену переменных х = Б  У , получаем
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ф(У) > ф(Ук ) + ( в ! 8 ;  ( х к ), У - Ук ) Vy е Е п .

Вектор я (у  ) = Б[ ̂  (х ) удовлетворяет неравенству

ф(У) >ф(Ук ) + (Яф(Ук X У - Ук ) VУ е Еп 

и является субградиентом выпуклой функции ф(у) = ; (В11хк) в точке ук = В^'х* 

преобразованного пространства переменных у = В 1 х .

Пусть к функции ф(у) применяется субградиентный метод, где К - шаг в 

направлении нормированного антисубградиента. В преобразованном пространстве 

переменных у = В 1х этот метод имеет вид

, ё < р (У к )  , В к 8 / ( Х к )  ; А 1 о л л\
Ук+1=Ук~ИкТ,— —-Х\=Ук-Кт-^— — Й, к = 0,1,2,... (1.4.1)

\\8̂УкЦ \\Вк8Лхй\

И, следовательно, очередное приближение хш = Вкуш будет получено по формуле

т> 1 т> Вк8 /(хк) , 0 Вк8/(хк) , А1 о „
%И =  - Квк Й-?— — Й =  хк - Квк Й-?— — и, к = 0 ,1,2,. . .  (1.4.2)

Дополняя формулы (1.4.1) и (1.4.2) правилом рекуррентного пересчета матрицы 

В*+1 = В Т , можно получить наглядную интерпретацию субградиентного метода с 

последовательным (от одной итерации к другой) растяжением пространства пере­

менных. Если матрицы Тк выбирать так, чтобы поверхность овражной функции в

очередном преобразованном пространстве переменных становилась менее овраж­

ной, то такой метод оказывается эффективнее, чем ОГС.

Пусть х0 - начальное приближение, В0 - неособая п х п матрица. Тогда суб- 

градиентный метод с последовательным преобразованием пространства переменных 

имеет вид

Вк8г(хк)
х*+1 = х* ~КВк и „т . V  В^ = В^  к = 0,1,2,... (1.4.3)

Г *  £ / ( * * )  I

где К - шаговый множитель, Тк - неособая п х п матрица, ^  (х ) - произволь­

ный субградиент функции /  (х) в точке хк.

Метод (1.4.3) принято называть В -формой субградиентного метода с преобра­

зованием пространства; на каждой его итерации корректируется матрица, связанная 

с заменой переменных х = Ву . Этот же метод можно записать в Н  -форме (по типу
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методов переменной метрики) с помощью симметричной матрицы И к = БкБ І. 

Если матрицы Т0,Т,■■■,Ты - неособые, и выпуклая функция / (х) - непрерывно 

дифференцируема, V/(хк) - ее градиент в точке хк, то направление -В$ 4 / (х ) = 

= -Ик V/ (х ) всегда является направлением спуска.

В основе двух семейств субградиентных методов с преобразованием простран­

ства переменных, различающихся выбором направления растяжения, лежит опера­

тор растяжения пространства.

Определение. Пусть £ є Е  ,||£|| = 1. Оператором растяжения в направлении 

£ с коэффициентом а >  1 называется линейный оператор Яа (£), определяемый 

соотношением

Матрица, ассоциированная с этим оператором, имеет вид 1и + (а -1)(££ т), 

где (-)т означает транспонирование, Ц Ц - евклидова норма, 1п - единичная п х п 

матрица, а  - коэффициент растяжения пространства, £ - направление растяжения. 

В дальнейшем различия между понятиями оператора Яа (£) и ассоциированной 

матрицы делать не будем.

Подробно свойства оператора Яа (£) изложены в [103]. Заметим только, что он 

оставляет инвариантным любой вектор, ортогональный вектору £ , но умножает на 

а  > 1 всякий вектор, коллинеарный £ . Действие оператора растяжения при 

а  = 1/2 и а  = 2 иллюстрируется на рис. 1.5 а и б соответственно.

Я  (£)х = х + (а  - 1)(££т )х Ух є Яп.

о
шX

о

а б

Рис. 1.5. Иллюстрация понятия оператора растяжения в Я2:

для а  = 1/2 (а); для а  = 2 (б)
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При описании алгоритмов субградиентных методов с преобразованием про­

странства в В -форме используется оператор К  (£ ), обратный к оператору растя­

жения пространства К  (£). Он имеет следующую форму (см. [103]):

К  (£) = Ка1 (£) = 1п + (Р-1)££т, р  = - <  1,
 ̂ а

и обеспечивает пересчет матрицы Вк+1 за 2п2 арифметических операций умноже­

ния.

В первом семействе субградиентных методов используется операция растяже­

ния пространства в направлении субградиента.

Определение. Субградиентным методом с растяжением пространства в 

направлении субградиента для минимизации выпуклой функции /  (х) называется

процедура построения последовательностей {х }*_0 и {Б  }Г-0 по следующему 

правилу:

хк+1=хк-ИкВк£к, Вк+1=ВкЯЛ (£к), к = 0,1,2,... (1.4.4)

где

£  = В к Т Ч \, Рк = ~  < 1. (14.5)
II Вк8/ (хк ̂  а к

Здесь х  - начальное приближение, В0 = 1И - единичная п х п матрица, кк - 

шаговый множитель, а к - коэффициент растяжения пространства, ^  (хк) - произ­

вольный субградиент функции /  (х) в точке х  .

Если ^  (х*) = 0, то х* - точка минимума функции / (х) , и процесс (1.4.4),

(1.4.5) останавливается.

Очевидно, что существует столько же алгоритмов этого типа, сколько и спосо­

бов выбора коэффициентов Ьк, а к и направления £к на каждой итерации. Основ­

ную сложность при конструировании работоспособного алгоритма представляет 

выбор коэффициентов растяжения пространства а  и стратегии изменения шаго­

вых множителей \ . Первые эксперименты показали, что, выбирая а  = 2 и 

кк = саЫ  , для многих примеров выпуклых овражных функций можно получить

хорошие результаты. К сожалению, такой простой способ не всегда приводит к цели. 

Теоретически удалось обосновать такие алгоритмы, в которых выбор шагового
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множителя и коэффициентов растяжения пространства подчиняется условию невоз­

растания последовательности расстояний до точки минимума в соответствующих 

преобразованных пространствах [103]. Этот принцип гарантирует сходимость со 

скоростью геометрической прогрессии по значению функции. Для его реализации 

использовалась дополнительная информация о функции /  (х) - значение функции

в точке минимума /  * и так называемые постоянные роста М  и N .

Теорема 1.14. Пусть /  (х) - вытуклая функция, определенная на Еп и в неко­

торой сферической окрестности ^  точки минимума х : ̂  = {х :||х - х’||< ё} суб­

градиент удовлетворяет двустороннему неравенству

N (/(х) - ; (х*)) < (Я; (х), х - х*) < М ( / (х) - ; (х*)), (1.4.6)

где М > N  - положительныш константы. Тогда если в алгоритме (1.4.4), (1.4.5) 

принять:

1) х0 е ,

2) К =
2MN f  ( xk ) - f (  x ) 

M  + N  ||B*gf (xk 

(M  + N)
3) a, = --------- , k = 0,1,2,...,

(M -N )

то последовательность \xk }“_o такова, что

\B~k (xk - x*)|| < d , k = 0,1,2,... (1.4.7)

Из неравенства (1.4.7) следует локализация x * в эллипсоиде Ф* с центром в 

точке x  . Отношение объемов эллипсоидов ФА+1 и ф  задается следующим равен­

ством

Vol( Фк+1) q M  - N

vol (Ф* ) Рк M  + N  '

Семейство алгоритмов с растяжением пространства в направлении субгради­

ента содержит, как частный случай, так называемый метод эллипсоидов. Метод эл­

липсоидов был предложен Д. Б. Юдиным и А. С. Немировским [108], исходя из ме­

тодов последовательных отсечений, а также, независимо, Н. З. Шором [103], как 

частный случай алгоритма с растяжением пространства в направлении субградиента. 

Такой алгоритм использует следующие параметры: коэффициент растяжения про­

странства выбирается постоянным и равным
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п +1

I п-1

а регулировка шага осуществляется по правилу:

1п +1

К «=К -£=\  к = 1,2,...,
П + 1 у17

где п - размерность пространства, г - радиус шара с центром в точке х0, содер- 

 ̂ * 
жащии точку х .

Метод эллипсоидов сходится со скоростью геометрической прогрессии по от­

клонению наилучшего достигнутого на данном шаге значения /  (х) от оптимально­

го, при этом знаменатель геометрической прогрессии зависит только от размерности 

пространства п асимптотически

2 7 '

Алгоритмы типа обобщенного градиентного спуска с растяжением простран­

ства первоначально были разработаны для минимизации выпуклых функций. На 

практике оказалось, что некоторые их модификации применимы для нахождения 

локальных минимумов почти дифференцируемых функций (при этом роль обоб­

щенного градиента в алгоритме играет почти-градиент).

Опыт применения алгоритмов с растяжением пространства в направлении гра­

диента показал возможность существенного ускорения субградиентных процессов. 

Однако оказывается, что такие методы могут быть немонотонными. Это связано с 

таким геометрическим фактом: если находиться на границе двух «кусков» кусочно­

гладкой поверхности уровня, а градиенты к этим «кускам», вычисленные в данной 

точке, образуют тупой угол, то никакое растяжение пространства в направлении 

градиентов не может изменить этот угол настолько, чтобы он стал острым. Угол 

может лишь приближаться к я/ 2, оставаясь тупым.

И, таким образом, применяя растяжение пространства в направлении субгра­

диента, невозможно получить направление убывания функции в виде антиградиента 

к одному из «кусков» в растянутом пространстве. В то же время растяжение про­

странства в направлении разности двух указанных градиентов с подходящим коэф­

фициентом растяжения преобразуют тупой угол между градиентами в острый. Со­

ответствующие образы этих антиградиентов в растянутом пространстве становятся 

направлениями убывания функции.
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Идея растяжения пространства в направлении разности двух последователь­

ных градиентов лежит в основе второго семейства субградиентных методов, описа­

ние которого приведено в следующем разделе.

1.5. Субградиентные методы с растяжением пространства в направлении 

разности двух последовательных субградиентов (r-алгоритмы)

1.5.1. Вычислительная схема r-алгоритма

Субградиентные методы, в которых используется растяжение пространства в 

направлении разности двух последовательных градиентов, получили название r- 

алгоритмов (от русского слова «разность»). Выбор шагового множителя в r- 

алгоритмах связан с поиском минимума функции по выбранному направлению. При 

определенной регулировке шага и коэффициентов растяжения пространства они 

являются монотонными по минимизируемой функции.

Рассмотрим описание r-алгоритмов в B -форме для минимизации выпуклой 

функции f  (x), определенной на Е„ . Будем предполагать, что f  (x) имеет ограни­

ченную область минимумов X *, так что lim f  (x) = . Последнее обеспечивает
Н

корректность регулировки шага.

Определение. r-алгоритмом называется процедура построения последова­

тельностей {н }*_0 и {B  }Г-о по следующему правилу:

хк+1 = хк-К Ы к, Bk+l = BkRßi (г/к), к = 0,1,2,... (1.5.1)

где

B l g f (xk )

^  = II рТ , j  > hk ^ hk = argmin f  (xk -hBk4k), (152)
\\Bkgf(xk Щ te0

BTr 1
Л  = j d n i > rk = gf (xk+i)- gf (xkX ßk = —  < 1. (1.5.3)

K r  || f f а

Здесь н  - начальное приближение, B0 = /и - единичная n х n матрица, hk - ша­

говый множитель, а к - коэффициент растяжения пространства, gf (xt ), gf (xi+ 1)

- произвольные субградиенты функции f  (x) в точках хк и xk+l. Если 

gf (x *) = 0, то x * - точка минимума функции f  (x), и процесс (1.5.1) - (1.5.3) 

останавливается.
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Заметим, что применительно к задачам минимизации гладких функций г- алго­

ритмы по своей формальной структуре близки к алгоритмам квазиньютоновского 

типа с переменной метрикой. Так, предельный вариант г-алгоритма с бесконечным 

коэффициентом растяжения (когда Д  = Д = 0, кк = кк) является проективным 

вариантом метода сопряженных градиентов. Для задачи минимизации выпуклой 

непрерывно-дифференцируемой функции / (х) предельный вариант г-алгоритма с 

восстановлением матрицы В после каждых п итераций обладает квадратичной 

скоростью сходимости при обычных условиях гладкости и регулярности /  (х) 

[103].

Несмотря на то, что г-алгоритмы используются уже более 40 лет, проблема 

обоснования их сходимости для всего класса выпуклых функций остается открытой 

и в настоящее время.

Замечательным свойством г-алгоритма является то, что его конкретные реали­

зации показывают хорошие результаты при минимизации овражных функций. Од­

ним из эффективных является вариант г( а  )-алгоритма с постоянным коэффициен­

том растяжения пространства а  и адаптивным способом регулировки шага. В нем 

\ настраивается в процессе выполнения одномерного спуска в направлении нор­

мированного антисубградиента в преобразованном пространстве переменных с по- 

мощю параметров к°, ^ , д2, пА. Здесь к° - величина начального шага (использу­

ется на первой итерации, на каждой последующей уточняется); ^  - коэффициент 

уменьшения шага (^  < 1), если условие завершения спуска по направлению 

(к0 > к*) выполняется всего за один шаг одномерного спуска; натуральное число 

п  задает число шагов одномерного спуска (пА > 1) , через каждые пА шагов вели­

чина к“ увеличивается в д2 раз, д2 > 1 - коэффициент увеличения шага. Подроб­

ные рекомендации по выбору коэффициента растяжения пространства и параметров 

адаптивной регулировки шага даны в [102, стр. 45 - 47]. По сути, адаптивный способ 

регулировки шагового множителя призван увеличивать точность поиска минимума 

функции по текущему направлению в процессе счета при условии, что число шагов 

по направлению не должно превышать в среднем двух-трех на одну итерацию.

Как показали многочисленные вычислительные эксперименты и практические 

расчеты, в большинстве случаев при ає[2 ,3], т  = 3 и указанном выше способе

регулировки к число шагов по направлению в среднем редко превосходит 2, при
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этом за n шагов r-алгоритма точность по функционалу, как правило, улучшается в 

3-5 раз.

В случае минимизации гладкой функции для ускорения сходимости можно 

применять более тонкие способы поиска минимума по направлению, например, 

квадратичную аппроксимацию по трем точкам, процесс "золотого сечения" и др.

Далее рассмотрим монотонную модификацию r-алгоритма [104]. Эта модифи­

кация отличается от других вариантов r-алгоритмов как выбором направления дви­

жения, так и регулировкой величины шагового множителя. В общем случае моно­

тонная модификация r-алгоритма состоит из последовательности итераций, на каж­

дой ИЗ которых производятся следующие действия (ниже х 0 , X j,..., хк,... - мини­

мизирующая последовательность точек пространства Еп, на котором определена 

функция f  (x) ).

Пусть задана некоторая начальная точка х0 є Еи, неособая матрица Б0 раз­

мера n х n . Начальная итерация соответствует первому шагу приведенной выше 

схемы r-алгоритма.

Пусть проделано к итераций , k > 1, в результате которых получена точка 

X  є Е , обратная матрица Бк преобразования пространства и субградиент g (х^). 

Следующее приближение точки минимума функции f  вычисляется по формуле:

х_ = х_ - hmn B-BTg-хк +1 хк hk BkBkgk,

где ĥ  - неизвестный шаговый множитель, который определяется из условия мини­

мума функции по направлению:

ЩГ = arg min f  (xk (hk)).

В частности, h™n может равняться 0, и в этом случае х  ̂ = хк .

Среди субградиентов функции f  в точке хк находим субградиент, который

образует с направлением движения угол, больший или равный у  . Если искомый

субградиент можно выбрать неоднозначно, то выбирается тот, проекция которого на 

направление спуска минимальна

Последовательность /(х 0). /'(х,)..... ,/(х/7) является невозрастающей, так

как следующая точка получается из предыдущей в результате операции нахождения 

приближенного минимума по некоторому направлению, применение которой обес­
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печивает выполнение неравенства f  (хк) > f  (хі+1). Отсюда ясно, что последова­

тельность значений функции {f  (х*) }*=0 имеет предел f  * > f  (х*).

В алгоритм вводится новая возможность выбора направления движения, свя­

занная с решением вспомогательных задач выпуклого квадратичного программиро­

вания. Рассмотрим случай минимизации функции максимума гладких выпуклых 

функций. Отметим, что гладкая выпуклая функция аппроксимируется снизу в любой 

точке х линейной функцией вида (gf (х), х - х).

Пусть р(х) = max f  (х ) , где I  - конечное множество индексов, f  (х) - не-
ІЄІ

прерывно дифференцируемые выпуклые функции, определенные на всем En. Для 

упрощения выкладок будем считать, что р(х) имеет единственный минимум - ис­

комую точку х Є E  .

Пусть х - произвольная точка из £ и. Обозначим

Іо(х) = {і Є1 1 р(х) = f  (х)}, І е(х) = {і є 1 1 р(х) > f  (х) > р (х )-є} .

I s (х) будем назрівать є -активным множеством индексов для точки х .

При выборе направления спуска используется следующая специальная квадра­

тичная задача: 

найти величину

Р = ,„ (min , Z XpX (SfP (х)’ g f (х)) (154){Л:{Лі}ієІє(х)} pj P

при ограничениях

X > 0 для всех і є I s (х) (1.5.5)

Х Л =  1 (1.56)
ІЄІє(х)

Если р  = 0 , то р(х* ) > р(х) - є , т.е. значение р(х) - є является нижней 

оценкой. Имея значения рекорда и нижней оценки минимизируемой функции в точ­

ке х , можно оценить точность определения минимума в текущей точке. Если

р  > 0 , то вектор, противоположный вектору ^  X* gf (х) дает направление
іЄІє (х)

движения из точки х , уменьшающее значение р(х) не менее, чем на є .

Отметим, что вспомогательная задача (1.5.4) - (1.5.6) является относительно X 

задачей квадратичного выпуклого программирования с линейными ограничениями,
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и она легко сводится к задаче безусловной минимизации негладкой кусочно­

квадратичной функции, используя негладкие функции штрафа. Для решения этой 

задачи можно применить г-алгоритм в сочетании с методом негладких штрафных 

функций.

1.5.2. Применение г-алгоритма к задаче поиска седловой точки выпук­

ло-вогнутой функции. Псевдоградиентное множество

Пусть задана выпукло-вогнутая функция /  (х, у) двухвекторных переменных

х е Еп, у е Ет; 2 = {х,>’}еЕ пхЕт =1Еп+т ; г* = (х*,у*) - седловая точка этой 

функции, т.е.

/ (х*,у) < Дх*,у*) < / (х,у*) Ух е Еп, у е Ет .

Рассмотрим псевдоградиентное множество

О(г) = Оу (х, у) х (-Оу (х, у )),

где Оу (х, у) - множество частных субградиентов функции /  (х, у ), рассматри­

ваемой как функция от х при фиксированном у ; —Оу (х, у) - множество частных 

субградиентов функции — /  (х, у ) , рассматриваемой как функция от у при фикси­

рованном х .

Сформируем векторное поле g (г) следующим образом:

g(г) = ̂  (г), —gУf (г)}; (г) е Ох (г); gyf (г) е О*, (г) .

Покажем, что (g(г), г — г*) > 0 .

Из определения седловой точки следует, что

/  (х, у* ) > /  (х*, у*) > /  (х*, у ).

0 < / (х, у*) — / (х*, у) = / (х, у*) — / (х, у) + / (х, у) — / (х*, у) <

< (g; (г), х - х )-  (^у (г), у - у ) = (g(г), г — г*) .

Таким образом, для локализации седловой точки г* может быть применен ал­

горитм, описанный в предыдущем пункте.

Следует заметить, что в 1973 г. Я. З. Цыпкиным и Б. Т. Поляком также было 

введено понятие псевдоградиента функционала, на основе которого разработан 

единый подход к анализу и синтезу алгоритмов стохастической минимизации функ­

ционалов [76]. Класс ПГ алгоритмов очень широк и включает в себя все (или почти 

все) алгоритмы адаптации и обучения.
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1.5.3. Модифицированные выиислительные схемы обобщенныгх гради­

ентный методов с растяжением пространства

В работе [82] предложены модифицированные вычислительные схемы обоб­

щенных градиентных методов с растяжением пространства, позволяющие сущест­

венно сократить число арифметических операций, связанных с преобразованием 

пространства Суть этих схем сводится к тому, что преобразование матрицы В

заменяется преобразованием симметричной матрицы И к = ВкВтк . Приведем далее 

вариант т-алгоритма в Н  -форме.

0. Инициализация: выбираем х0 - произвольное начальное приближение точ­

ки минимума; вычисляем субградиент g/ (х0) функции / (х) в точке х0; задаем

Н  = (единичная матрица) и параметры а >  1 Д = — < 1.
а

к = 0.

1. Пусть на к -й итерации хк - текущая точка; g/ (хк) - произвольный суб­

градиент функции /  (х) в точке хк ; а к = а , Д  = Д  У к .

2. Определяем следующее приближение хк+1 по формуле

+1_„к Н ^ /  (хк)
хк+1 = хк — К

7 (нkg/ (х  х g f(х ))

где К > 0 - шаговый множитель, выбирается из условия минимума функции по 

направлению р к = —Н к̂  (хк).

3. Вычисляем g/ (хк+1) - градиент (или субградиент) функции /  в точке 

хк+1. Пусть тк = gf (хк+1) — gf (хк ) .

4. Вычисляем матрицу

Н  г гт Н  Н  г гт Н
Нк+1 = Н к + Д  —1) = Н  + Д  —1)-ккк к

(Н кгк, гк) к ' гтНкгк

5. Если хотя бы один из критериев окончания итерационного процесса 

(хк+1 )|| < £ или ||хк+1 — /|  < £ выполнен, то процесс вычислений заканчива­

ется. Иначе к := к +1 и перейти на шаг 2.
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Определенный таким образом алгоритм применим и к функциям, не являю­

щимся всюду дифференцируемыми, но в этом случае его поведение может быть 

существенно отличным от г-алгоритма, представленного в п. 1.5.1. В самом деле, 

направление -БкБтк8/ (хк) не обязательно будет направлением спуска. Если это

произойдет, мы получим хк+1 = хк, и алгоритм уже не будет прогрессировать. Для 

исправления этой ситуации в [70] предложено модифицировать этап 2 алгоритма, 

заменив его такой последовательностью шагов.

А. На к -й итерации текущая точка есть хк. Определяем хк+1 по формуле 

хк+1 = хк - ИкБкБ и / (хк ), 

где \ выбирается из условия минимума функции /  (х) в направлении 

Рк =-БкБкЕу (хк ) .

Если Нк = 0, то полагаем:

х*+1 ^  х* ,

хк ^  хк-1, 

ё/ + 1) ^  /  ), 

ё /  ) ^  / -1) ,

Переходим на шаг Б.

Если величина шага \ Ф 0, то определяем произвольный субградиент 

ёу (хк+1) функции /  (х) в точке хк+1 и переходим на шаг Б.

Б. Полагаем

к̂ = И?“ Гк = Б*[ё / (х*+1) “ ё / (хк )]
1|Гк ||

и пересчитываем матрицу оператора растяжения пространства

Бк+1 = БкЯр(Лк) .

Таким образом, даже если алгоритм остается неподвижным в одной и той же 

точке в продолжение нескольких последовательных итераций, матрицы Б про­

должают изменяться (из-за растяжения пространства в направлении разности двух 

последних различных субградиентов), что позволяет определить на каждом шаге 

итерации новое направление возможного перемещения. Алгоритм деблокируется, 

как только обнаруживается некоторое направление спуска.
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Еще раз подчеркнем, что преимущество этого алгоритма перед методами суб­

градиента, описанными выше, состоит в том, что последовательность порожденных 

им значений /  (хк) монотонно убывает. Можно доказать их сходимость к миниму­

му функции /  (х) при определенных условиях, накладываемых на саму функцию и

выбор параметров метода [70].

Хотя могут встретиться и патологические случаи, в которых сходимости нет, 

но численные эксперименты, ссылки на которые можно найти в литературе, позво­

ляют утверждать, что г-алгоритм действительно представляет собой один из наибо­

лее эффективных среди известных в настоящее время методов решения задач опти­

мизации недифференцируемых функций.

1.6. Общая схема декомпозиции по ограничениям и негладкие штраф­

ные функции

Широкое применение субградиентные методы нашли при построении общих 

схем и процедур решения задач условной минимизации, которые определенным 

образом сводятся к решению задач безусловной недифференцируемой оптимизации.

Основными приемами сведения задач условной оптимизации к поиску безус­

ловного оптимума являются:

- построение функций Лагранжа;

- применение схем декомпозиции по ограничениям, переменным или ресурсам;

- использование негладких штрафных функций;

- применение субградиентных методов недифференцируемой оптимизации.

Функция Лагранжа была введена в п. 1.2. Далее рассмотрим общую схему де­

композиции по ограничениям и негладкие штрафные функции [84], которые в даль­

нейшем будут использоваться при описании методов и алгоритмов решения непре­

рывных задач оптимального разбиения множеств. Также рассмотрим один их воз­

можных вариантов применения методов недифференцируемой оптимизации к ре­

шению задачи максимина.

1.6.1. Схема декомпозиции по ограничениям

Функция Лагранжа может быть эффективно использована для получения 

двойственных оценок задач оптимизации и реализации схем декомпозиции в задачах 

математического программирования, в частности, для задач выпуклого и линейного
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программирования. Рассмотрим этот вопрос в общем случае для задачи математиче­

ского программирования, записанной в следующем виде: 

определить

/* = inf /о(х) (1-6.1)
при ограничениях

/  (x) < 0, i = 1m , (1.6.2)

x є X  с  Е  - (16.3)

Если ограничения (1.6.2) и (1.6.3) несовместны, то полагаем f*  = да. Рассмот­

рим функцию Лагранжа
m

L (x , u )  = fo(x) + Z  u if i (x) > 
i=1

где u = {u; - множители Лагранжа для ограничений (1.6.2). При и > 0 имеет 

место неравенство

L(x, u) < /o(x)

для любого допустимого решения x задачи (1.6.1) - (1.6.3). Поэтому

Y(u) = inf L(x, u) < f *

при u > 0, т.е. T(u) дает оценку снизу для оптимального значения целевой функ­

ции задачи (1.6.1) - (1.6.3). Чтобы получить наилучшую оценку из этого класса оце­

нок, которые будем называть двойственными, необходимо вычислить величину

Y* = sup Y (u ) .
u>0

Задача нахождения

inf L( x, u)
xєX

называется внутренней, а задача

sup Y(u)
u>0

- внешней.

В общем случае указанная выше схема лежит в основе реализации принципов, 

использующих декомпозицию по ограничениям.

Известно, что при достаточно общих условиях внешняя задача сводится к за­

даче вогнутого программирования.
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Теорема 1.15. Если функции f  (x), f  (x), i = 1, от непрерывны на компактном 

множестве X  с  En, то Т(м) вогнута и определена при всех и > 0. Пусть x (и)

- точка минимума L(x, и) по переменной x е X . Тогда вектор

|f  (x* (и )), i = 1, mI является обобщенным градиентом (суперградиентом) функ­

ции Y(u) в точке и .

Если x* (и) определяется единственным образом, то в соответствующей точке 

функция Т(м) непрерывно дифференцируема. В противном случае множество

суперградиентов может содержать более одной точки, а в точке и происходит раз­

рыв градиента.

Теорема 1.15 показывает, что если внутренняя задача решается достаточно 

просто, то для решения внешней задачи можно применять методы максимизации 

негладких вогнутых функций.

Таким образом, для общей задачи математического программирования (1.6.1) -

(1.6.3), при решении внутренней задачи inf L(x, и) учитываются лишь ограничения
xeX

x е X  , остальные ограничения с определенными множителями Лагранжа входят в 

целевую функцию L(x, и ). В процессе решения внешней задачи sup х¥(и) мы на-
и>0

ходим приближенные значения оптимальных множителей Лагранжа и . Если точка 

x (и ) единственна, то она является решением задачи (1.6.1) - (1.6.3). В противном 

случае решение этой задачи следует искать среди множества X  (и ) оптимальных 

решений внутренней задачи при и = и , а именно: в множестве X  (и ) выбрать 

точки, которые удовлетворяют ограничениям (1.6.2).

Таким образом, если для решения внешней задачи sup х¥(и) использовать
и>0

один из субградиентных методов, то на его (к +1) -м шаге необходимо выполнить 

следующие три этапа.

1. При фиксированных значениях переменных и = ик решить задачу оптими­

зации по переменным x функции Лагранжа: найти решение x * (ик) , для которого

L(x* (ик ), ик ) = inf L(x, ик ) .
xeX
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2. С учетом полученного решения x*(uk) найти множество значений обоб­

щенного градиента функции T(u) в точке uk по формуле:

G  (uk) = {g, (uk) = f  (x*(uk)), i = 1, m}.

3. Вычислить значения координат новой точки uk+1 по формуле соответст­

вующего субградиентного метода, которая, в общем случае, имеет вид:

uk+1 = max{0;uk + hk+1 gi(uk)}, i = 1,m , 

где hi+1 - величина шага в субградиентном методе.

Как уже отмечалось, для задачи выпуклого программирования имеет место 

теорема Куна - Таккера Для полноты и последовательности изложения материала 

приведем здесь ее формулировку.

Теорема 1.16 (Куна - Таккера). Пусть имеется задача выпуклого программи­

рования:

fo(x) ^  min (1.6.4)

при ограничениях

x є X  с  Е , f  (x) ^ 0(i = 1 m) , (1.6.5)

где X  - замкнутое выпуклое множество, f  (x), т = 0, m - выпуклые функции.

m

Пусть u = {u , u  ,•••, um } , L(x, u) = f 0( x) + Z  u fk  x - функция Лагранжа и пусть
i=1

выполняется условие Слейтера: существует такая точка x є X , что f  (x) < 0 для

i = 1, m .

Тогда для того, чтобы x* было оптимальным решением задачи (1.6.4) - (1.6.5), 

необходимо и достаточно существование такого вектора ы*, что пара {x*,u } об­

разовывала бы седловую точку функции Лагранжа на множестве X  х {u : u > 0}, и 

при этом выполнялись условия дополняющей нежесткости

u  f  (x ) = 0, i = 1, m .

Таким образом, если X  - выпуклое множество, f  (x), т = 0, m , - выпуклые 

функции, и для соответствующей задачи выпуклого программирования вида (1.6.4),

(1.6.5) выполняется условие Слейтера, то, в силу теоремы Куна - Таккера, величина 

Т* будет совпадать с / 0*, т.е. оценка Т* оказывается точной. При этом алгоритм
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вычисления Т  * будет соответствовать общей схеме декомпозиции по ограничени­

ям. Действительно, если ограничения (1.6.5) разбить на две части:

1) х е X  ,

2) f  (х) < 0, i = 1, m ,

то решение исходной задачи выпуклого программирования сводится к задаче нахо­

ждения седловой точки функции Лагранжа по рассмотренной выше схеме декомпо­

зиции по ограничениям. Так как X  - выпуклое множество, а f  (х), т = 0, m , - 

выпуклые функции, то внутренняя задача inf L(х, и) будет задачей выпуклого про-
хеХ

граммирования.

1.6.2. Точные негладкие штрафные функции

На основании функции Лагранжа и теоремы Куна - Таккера можно построить 

точные негладкие функции штрафа, позволяющие свести задачу выпуклого про­

граммирования к задаче безусловной оптимизации.

Рассмотрим задачу выпуклого программирования: найти

min {f  (х): х е X , f  (х) < 0, i = 1, m} . (1.6.6)
хеЕп \ /

Пусть множество оптимальных решений X  * непусто, f  (х *) = f* при 

х е X  * и пара |х*, и * J образует седловую точку функции Лагранжа

m

L (^ и) = Х,(х) + Х uif i (х), и > 0 .
i=1

Для решения задачи выпуклого программирования могут быть использованы 

точные негладкие штрафные функции, которые сводят задачу (1.6.6) к задаче безус­

ловной оптимизации. Рассмотрим основные штрафные функции и приведем полу­

ченные задачи недифференцируемой оптимизации, которые применяются при ре­

шении задач выпуклого программирования (1.6.6) [84].

1. Пусть *={*' L  > 0 - вектор штрафных мультипликаторов. Построим

m

штрафную функцию р  (х) = X  s  max {0, f  (х)}, с помощью которой задача (1.6.6)
i=1

сводится к решению задачи недифференцируемой оптимизации

р  = min S  (х, s ), (1.6.7)
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где
m

S  (х, s) = f  (х) + X  S max {0, f  (х)} .
i = 1

2. Пусть p > 0 - штрафной множитель. Построим штрафную функцию 

P  (х) = p max {0, max f  (х)}, с помощью которой задача (1.6.6) сводится к реше­

нию задачи недифференцируемой оптимизации

min S  (х, р ) , (1.6.8)
х̂ -X

где

S2 (х, р) = f  (х) + р  max {0 , max f  (х)} .

3. Пусть заданы одномерные выпуклые функции a t (t), i = 1, m , принимаю­

щие значение 0 при t < 0, и a t (t) > 0 для t > 0. Построим штрафную функцию

m
P  (х) = X  a  (fi (х)), с помощью которой задача (1.6.6) сводится к решению задачи

i=1
недифференцируемой оптимизации

min S  (х,а) , (1.6.9)
х̂ -X

где функция S определяется так:

m

53 (х, а ) = f  (х) + X  a  ( f  (х)) ,
i=1

а  = { а  } - вектор-функция.

4. Пусть задана одномерная выпуклая функция ß (t), принимающая значение 0 

при t < 0, и ß(t) > 0 при t > 0. Построим штрафную функцию 

P  (х) = ß(max f  (х)), с помощью которой задача (1.6.6) сводится к решению зада-
1<i <m

чи недифференцируемой оптимизации

min S. (х,ß), (1.6.10)
хеX 4

где

54 (х, ß) = f  (х) + ß(max f  (х)).
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Для решения задач минимизации функций 5, (х, 5), (х, р) , (х, а) , 

(х, Р) можно использовать субградиентные методы негладкой оптимизации. 

Рассмотрим задачу выпуклого программирования (1.6.6), для решения которой 

применяется метод негладких штрафных функций. Пусть Б  - множество допусти­

мых решений задачи (1.6.6).

Построим штрафные функции для задачи (1.6.6) по общей формуле

Для каждого t = 1,2,3 и 4 задача (1.6.11) соответствует задачам (1.6.7), (1.6.8), 

(1.6.9) и (1.6.10).

Так как функции St (х), t = 1,4, являются негладкими и имеют точки разры­

ва градиента, то задачи (1.6.11) являются задачами недифференцируемой оптимиза­

ции.

Так как функции St (х) являются недифференцируемыми, то для решения 

любой из задач оптимизации типа min St (х) используется субградиентный метод.
хеХ

Рассмотрим общую схему решения задач (1.6.11) и приведем формулы определения 

субградиентов для каждой из них в отдельности.

Пусть на к -ом шаге субградиентного метода минимизации функций St (х)

найдена точка хк. Тогда на очередном (к +1) -ом шаге субградиентного метода 

необходимо провести следующие три этапа.

1. Вычислить значения штрафной функции р  (х), t = 1,4 в точке хк.

2. Вычислить значения обобщенного градиента функции St (х) в точке хк по 

формуле

где gA - субградиент функции f  (х ), а gp - субградиент одной из функций 

P (х), t = 1,4, вычисленных в точке хк.

S(x) = / 0 ( x )  + P(x), t = 1,4 , 

где функции р  (x), t = 1,4 введены выше, и рассмотрим задачи

min St (x), t = 1,4 . (1.6.11)
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Отметим некоторые особенности вычисления субградиентов функций 

Р (х), t = 1,4, в точке хк. Пусть хк г .О, а I + - дискретное множество индексов 

/, для которых /  (хк) > 0 . Тогда для каждой функции в отдельности имеем:

1) (хк ) = Х  ̂  • Я/ (х* ) ,

где ^  (хк) - значения субградиентов функций /  (х), / е I +, вычисленных в точке

к .
х ;

2) gp2 (х* ) = p • g f  ( f  ),

где g j (хк) - значение субградиента функции f * (х ) , вычисленной в точке хк, а

*
г - значение индекса г, для которого

f* ( х*) = max f  (х*);
г i е/+

3) gp3 (х*) = Х  g« • gf (f ) ’
/е/+

где ga - субградиента! функций « ( х ), а g^ (хк) - субградиенты функций

кf  (х), i е I +, вычисленных в точке х

4) gp4 (х*) = gp • g f  (f ) , 

где g^ - субградиент функции p , ^  (хк) - субградиент функции f* (х ) , а i* -

значение индекса i , для которого

^ ( х к) = max f/ (хк).
г iel*

3. Вычислить значения новой точки хк+1 , применяя оператор Рх проектиро­

вания на множество X , т.е. находим

хк+1 = РX (хк - Kg-s, (хк )) > 

где \ - величина шага в субградиентном методе, и проверяем критерий останова.

Здесь и далее под оператором проектирования Рх будем понимать возвраще­

ние тем или иным способом точки х = хк — hkg^ (хк) в допустимое множество X  

в том случае, если она вышла за пределы X .
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Следует отметить, что в общей схеме декомпозиции по ограничениям для ре­

шения исходной задачи (1.6.1) - (1.6.3) применяется процесс двухэтапной оптимиза­

ции, в котором на первом этапе (внешнем) решается задача недифференцируемой 

оптимизации по вектору переменных и , размерность которого зависит от количест­

ва ограничений в исходной задаче. На втором этапе (внутреннем) неоднократно ре­

шается задача минимизации функции на множестве переменных х є X  , размер­

ность которой соответствует вектору х , а эффективность применяемого алгоритма 

зависит от структуры ограничений, образующие множество X .

На практике для отыскания седловой точки функции Лагранжа часто проводят 

одновременную оптимизацию и по переменной х є X  и по двойственным пере­

менным и > 0 с помощью субградиентного метода, применяя при этом понятие 

псевдоградиента (см. п. 1.5.2).

В методе штрафных функций при оптимизации по переменным х оператор 

проектирования на множество X  можно использовать лишь в случае, когда множе­

ство допустимых решений X  - выпукло, замкнуто и имеет достаточно простую 

структуру так, чтобы для отыскания проекции точки на множество не возникала 

необходимость решения вспомогательной задачи условной оптимизации.

Таким образом, методы обобщенного градиентного спуска положили начало 

новому направлению математического программирования - численным методам 

негладкой оптимизации, которому в настоящее время посвящены многочисленные 

научные статьи и монографии.

Субградиентные методы с растяжением пространства в направлении субгради­

ента имеют ускоренную сходимость в сравнении с методами ОГС. Эти методы дали 

теории оптимизации уникальный в своем роде алгоритм - метод эллипсоидов, ско­

рость сходимости которого зависит лишь от размерности пространства [86].

В рамках семейства субградиентных методов с растяжением пространства в 

направлении разности двух последовательных субградиентов - г-алгоритмов - полу­

чены достаточно эффективные их реализации. Число итераций для нахождения оп­

тимального значения /  * с е  -точностью для функций от п переменных эмпириче-

ски оценивается как N  = О . Разработанные модификации г-алгоритма

являются эффективным средством минимизации выпуклых негладких функций.

Выводы к главе 1
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При минимизации гладких функций они оказались конкурентоспособными с наибо­

лее удачными реализациями методов сопряженных направлений и методов ква- 

зиньютоновского типа.

Сегодня г-алгоритмы используются в задачах оптимизации большой размерно­

сти и в квазиблочных задачах с различными схемами декомпозиции, для вычисле­

ния двойственных лагранжевых оценок в многоэкстремальных и комбинаторных 

задачах оптимизации. На практике они применяются для решения задач оптималь­

ного планирования, оптимального проектирования, синтеза сетей, восстановления 

изображений, эллипсоидальной аппроксимации и локализации и др.

Для проведения вычислительных расчетов на ЭВМ имеется стандартная про­

граммная реализация одного из субградиентных методов (в частности, это известная 

программа ИЛЬв, разработанная Н.Г. Журбенко из пакета программ ПЛАНЕР реа­

лизации г-алгоритма). При решении конкретной задачи необходимо разработать 

свои подпрограммы вычисления значений функции и субградиента в текущей точке, 

а также комплекс программ решения внутренних задач.

Далее продемонстрируем применение г-алгоритма при решении неклассиче­

ских задач математического программирования, которыми являются непрерывные 

задачи оптимального разбиения множеств и родственные к ним непрерывные задачи 

оптимального шарового покрытия [36, 42].
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ГЛАВА2

НЕПРЕРЫВНЫЕ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО РАЗБИЕНИЯ 

МНОЖЕСТВ п-МЕРНОГО ЕВКЛИДОВА ПРОСТРАНСТВА Еп

НА ПОДМНОЖЕСТВА. г-АЛГОРИТМ ШОРА КАК СОСТАВНАЯ 

ЧАСТЬ МЕТОДОВ ОПТИМАЛЬНОГО РАЗБИЕНИЯ МНОЖЕСТВ

2.1. Непрерывные линейные однопродукговые задачи оптимального раз­

биения множеств. Алгоритмы решения

2.1.1. Линейная однопродуктовая задача оптимального разбиения мно­

жеств при ограничениях с отысканием координат центров подмножеств. Ал­

горитм решения

Сформулируем непрерывную линейную задачу оптимального разбиения мно­

жеств (ОРМ) «-мерного евклидова пространства Ея на подмножества с ограниче­

ниями и неизвестными заранее координатами некоторый, характерных для каждого 

подмножества, точек, назытаемых "центрами" подмножеств, см. [36, 48].

Пусть ̂  - ограниченное, измеримое по Лебегу множество в «-мерном евк­

лидовом пространстве Еп.

Совокупность измеримых по Лебегу подмножеств ^ О м из О с Е  бу­

дем назытать возможным разбиением множества ^  на его непересекающиеся 

подмножества О ,..., О , , если

N

1̂ ) (. 1 = С2, /пе\((.їі гл 0 ;) = 0. у, 7,у = ,
1=1

где mes(■) означает меру Лебега.

Обозначим класс всех возможных разбиений множества ^  на непересекаю­

щиеся подмножества Ц ,..., Од,, через 2 ^ , т. е.

Е й = = = г ^ } ■> = ̂ •••^|

Введем функционал

р  ({Ц —  О  * М Т - Т  }) = 2 1  (с( х, т) + а) р (х ) дх
>=1 О,
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при условиях

Тогда под непрерывной линейной однопродуктовой задачей оптимально­

го разбиения множества П из Еп на его непересекающиеся подмножества 

П1г..,̂ дг (среди которык могут быпь и пустые) при ограничениях в форме ра­

венств и неравенств с отысканием координат центров т19..., Тдт этих подмно­

жеств, соответственно, будем понимать следующую задачу.

Задача А. Найти

{О!,.., «Й 1 ., т,) F  ({О',..., О "  },{т',...,т- })

| р(х)Сх = Ь , і = 1,...,Р ,
О,

| р(х)Сх < Ь , і = Р +1,..,N ,
О,

{О,,..., г = (г15..., г^ ) є О ",

где х = (х(1),...,х(и)) є О ; т =(т® ,...,Ти) ) £ О  ; функции с (х,ті )-  ограничен­

ные, определенные на О*О, измеримые по аргументу х при любом фиксированном 

Т =(т,(1),...,т,(и)) из О  для всех і = 1,..,N ; координаты т,(1),..., т,(и) центра т і , 

і = 1,..,N , заранее неизвестны (подлежат определению); р(х) - ограниченные, 

измеримые, неотрицательные на О  функции; а , . . . ^ , Ь ,... Ьд, - заданные неотри­

цательные числа, причем
N

5 = |р(х)аХ< 2 Ь , 0 < Ь <5, і = 1,...,N.
О '=!

Здесь и в дальнейшем интегралы понимаются в смысле Лебега. Будем считать, что 

мера множества граничных точек О( , і = 1,.. N , равна нулю.

Разбиение {О ;,..., О ,„}, являющееся решением задачи А, назовем опти­

мальным.

На рис. 2.1 изображено разбиение множества О с  Е2 на три подмножества Оь

О2, О  с центрами т , т2, т3 этих подмножеств соответственно.

Введем характеристическую функцию

Ті, х ей ,
1  (х) = |

|0,хеО\О, ,
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подмножества а , , і = 1,.., N

Рис. 2.1. Разбиение множества й на подмножества Д  Й2, Д

Перепишем задачу А в терминах характеристических функций ЯД x) под­

множеств , г = 1,,., N , в следующем виде.

Задача В. Найти

тіп I (!(•), т ),
( Л (0 ,т )є Г 2 х П іг

где

Г  = {Я(х): Я(х) є Г; почти всюду (п.в.) для х є а ;

^p(x)Xi(x)dx = Ь ,  ̂= 1,...,Р ,
а

|p(x)Я■(x)dx < Ь , і = Р + 1,...,Щ ;
а

Г  = {М^) = (ЯО'Х—Д ^(x)): Я (x) = 0 v1 п.в. для x є а ,  і = 1,...,N,

N
Е Я 00 = 1 п.в. для x є а};
і=1

г = Гд,) є Дх хЦ  =£2^
N

Здесь
N

I (Я(0,т) = № , т,) + а,)р(х )Я (х )& .
а  і=1

Как доказано в работе [36], для каждого фиксированного т єО  (в предполо­

жении, что выполняется условия р  (x) > 0 п.в. для x є а ) имеют место следующие 

теоремы.
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Теорема 2.1. Для того чтобы возможное разбиение ( Q , j Q , , Q , ^  ) е Z q

множества Q являлось оптимальным для задачи А, необходимо и достаточно су­

ществование действительных констант щ ,...,щр ,Щр+\,...,Wn (среди которых

щр+1,..., щ  неотрицательны) таких, что

с(х, т ) + а  + Щ ^ с(х, Tj) + a  + Щ , (2.1.1)

i Ф j ,  п.в. для х е Q,;, i, j  = 1,...N.

Следствие из теоремы 2.1. В точках х, принадлежащих оптимальной границе 

подмножеств Q.( и Q. в неравенстве (2.1.1), достигается знак равенства.

Теорема 2.2. Оптимальное решение задачи В имеет следующий вид для 

i = 1,...,N  и почти всех х e Q  :

1, если c(х, т ) + а  + Щ ^ c(x, t,j ) + а  + Wj,

Л,(х) = < i Ф j  п.в. для х е Q, j  = 1,...,N, тогда х е Q ,t,

0 в остальных случаях,

в качестве т ,..., т „ , щ ,..., WV выбирается оптимальное решение задачи

G (щ) = min G (т, щ) =
т eQN 1

(2.1.2)

= min 1 1 ™ п[с( x, т ) +а  + Н  х) ^  - Z  v<b<
T e Q N  J  i =1,. .,N  4 '  Г Г

L q  i=1

при условиях

щ > 0, i = p  + 1,..., N, (2.1.3)

где

N
G  (т, w) = f min [c(х, т ) + а  + Щ, ]p(x)dX - Z w A . (2.1.4)

Q , , i=1
Для решения конечномерной задачи (2.1.2), (2.1.3) с недифференцируемой 

функцией (2.1.4) применим эвристический алгоритм псевдоградиентов с растяжени­

ем пространства в направлении разности двух последовательных градиентов, близ­

кий к r-алгоритму Н.З. Шора. Подробное описание различных вариантов r-алгоритма

Н.З. Шора можно найти в работах [100 - 104].
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Алгоритм решения задачи А

Приведем алгоритм решения задачи А, основанный на теореме 2.2. Для этого 

от задачи (2.1.2), (2.1.3) перейдем к задаче безусловной максимизации по ц с помо­

щью введения в целевую функцию (2.1.4) негладкой штрафной функции множества 

{у  > 0, i = p  + 1,...,N } . Найти

max min P(r, у ) ,
уеЕn reQN

N
P(r, у) = G  (r, у) - S ^  max(0, - у ),

i=p+1

где S - достаточно большое положительное число (значительно большее макси­

мального из множителей Лагранжа для функции (2.1.4)).

Определим г-ю, i = 1,...,N , компоненту 2Л-мерного вектора обобщенного 

псевдоградиента

gp (r, у ) = (grp (r, у), -gy (r, у)) =

= (gp1 (r, у),..., glN (r, у), - gp (r, у),..., - g1  (r, у )) 

функции Р(г,у) в точке (г,у) = ( r , . . . ,р ,у , . . . ,у )  следующим образом:

I  p(x)Af(x)dx - b , i = 1,..., p,

g_p‘ (т,у) = IQ ч (2.1.5)
I p(x)Ä,(x)dx-b + Smax(0,sign(-y.)),i = p +1,...,N,

Й  (^, y) = j p ( x ) (г, х)Я (x)dx, i = 1,..., N , (2.1.6)

где (г, х) - /'-я компонента Ж-мерного вектора обобщенного градиента gp (г, х) 

функции с(х ,р) в точке г = р 1 ,...,р  ,...,р )  при фиксированном х, имеющая вид:

f g f  (x,r )A

gji( x ,j) =

V8 І‘ (x,т),

Здесь и в дальнейшем при описании алгоритма решения задачи ОРМ для вто­

рой компоненты вектора обобщенного псевдоградиента функции Р(т, у) в точке

(т, у) будем применять обозначение §у (т(0), у (0)) = -gу (т(0), у (0)).

Q
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В формулах (2.1.5), (2.1.6) значения характеристических функций Л (x) , 

г = 1,..., N , определяются следующим образом:

Опишем алгоритм решения задачи А, составной частью которого является 

модификация г-алгоритма Шора [103], так называемый г (а ) алгоритм постоянным

коэффициентом растяжения пространства а  и адаптивным способом регулировки 

шагового множителя [101, 103].

Алгоритм 2.1

0-й шаг. Область О  заключаем в прямоугольный параллелепипед П, стороны 

которого параллельны осям декартовой системы координат, полагаем р ( x) = 0 при 

x еП  \ О . Параллелепипед П покрываем прямоугольной сеткой и задаём начальное 

приближение (т, у) = (т(0), у (0)). Задаём параметры а , а , а , П ,е модификации 

г(а) -алгоритма.

1-й шаг. Вычисляем значения Я(0) (x) в узлах сетки по формулам (2.1.7) при 

т = т(0), у  = у (0). Вычисляем значения функции ^  (т(0), у (0)) и вектора 

^  (т(0),у (0)) в узлах сетки по формулам (2.1.4), (2.1.5), (2.1.6) при

Выбираем начальный пробный шаг й0 > 0, полагаем Вр = / ^ , В% = / ^ , - 

квадратные матрицы размерностей пИ х пИ, N  х N  соответственно, выбираем 

параметры а , а , П ,е "̂-алгоритма Шора и находим:

Здесь Рп - оператор проектирования на О  (см. п. 1.6.2).

2-й шаг. Пусть в результате вычислений после к , к = 1,2— шагов алгоритма 

получены величины т(к), у (к), Л(к-11 (x) в узлах сетки, матрицы В\ , Ву .

1, при с (x, т ) + а  + у  ^ с (x, т ) + а  + у  і , 

Я (x) = < і Ф ] п. в. для x е О ,] = 1,...,N ,

0 в остальных случаях.

(2.1.7)

т = т(0), у  = у (0), Я(х) = Я(0) (x) .
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Опишем (А+1)-й шаг.

1. Вычисляем значения Л к)(х) в узлах сетки по формулам (2.1.7) при

г = г(к), /  = / ) .

2. Вычисляем значения ^  (г(к), / )) в узлах сетки по формулам (2.1.5), 

(2.1.6) при г = г(к), /  = / /к), Л(х) = Л к) (х) .

3. Проводим (к +1 )-й шаг г (а) -алгоритма обобщённых псевдоградиентов с 

растяжением пространства, близкого к г -алгоритму Шора [101], итерационная 

формула которого имеет вид:

ВТ ^Р1г'к) А/ 'к) I ^
г(к+1) =РГа

ВТ gp(p(k) ш(к))
(к) _ Ь В Вк+1 ̂  (г , /  ) I П,ГВ>

к к+1

|вТ+1 gP р 'к ' / “ ц ,

в1„ а / ( р к \ / ') 

\BLgZ (г1к ' , / '

Здесь Вр+1, В /х - операторы отображения преобразованного пространства в основ­

ное пространство с коэффициентом растяжения а  , которые имеют вид:

в;+1 = в :  |0+  ̂(  _\̂етк (в: у

где :  обозначает переменную г или / ,  I - единичная матрица соответствующей 

размерности, в: - соответствует нормированному вектору разности двух последо­

вательных псевдоградиентов в преобразованном пространстве, то есть:

т а 7- (g : (г(к)У к') _ g : (г(к_1), / (к_1)))
в : =

в:+1)7 (g : (г(к)У к') _ g : (г(к_1), / (к_1)

при условии, что Цв+У ( ( (г(к' , 1(1 ' ) - (  (г(к (),у(к 1),^ > е 0,и  во = 0 в ос­

тальных случаях, здесь е0 - точность представления нуля ЭВМ.

Длина шагового множителя \ регулируется адаптивным способом с пара­

метрами \ а , а , П , согласно которому шаговый множитель выбирается из усло­

вия минимума разности

[>, (г(к-() / к')-  ^  \ /<к-())]
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по направлению обобщённого антипсевдоградиента _ ^  (г ,/) в преобразованном 

пространстве.

4. Если условие

|(г(к+(),/ (к+()) _ (г(к),/ (к))|| < е, е > 0 , (2.1.8)

не выполняется, переходим к (к + 2 )-му шагу алгоритма с новыми значениями ве­

личин г(к+(), / (к+(), Л(к'(х ), в узлах сетки, и матриц Вгм , В /х, если выполняется, 

то переходим на п. 5.

Здесь е - параметр, задающий условие останова алгоритма по отклонению ар­

гумента.

5. Полагаем г  = г((), %* = / (((, Л (х) = Л(() (х ), где ( - номер итерации, на 

которой выполнилось условие (2.1.8).

6. Вычисляем оптимальное значение двойственного функционала по формуле

(2.1.4) при г = г, , /  = / * , и для контроля правильности счёта, по формуле:

Г N
/ (Л(-),г,) = |Е[с(х,г„,.) + аг]р(х)Л,,.(x)dx .

а 1=1

Алгоритм 2.1 описан.

Отметим, что вычислительная эффективность описанного алгоритма в первую 

очередь зависит от коэффициента растяжения пространства а  и параметров адап­

тивной регулировки шага ^ , д2, пА из г (а) -алгоритма. Как было отмечено в п. 1.5, 

параметры необходимо выбирать таким образом, чтобы адаптивный способ регули­

ровки шагового множителя позволял увеличивать точность поиска минимума функ­

ции по направлению в процессе счёта и при этом не делал большого количества ша­

гов в этом направлении. Для негладких функций этого можно добиться следующим 

выбором параметров: а  = 2 3, й0 = 1, ^  = 1, д2 = 1.1 -*-(2 , пА = 2 * 3, где ^  

коэффициент уменьшения шага, если условие спуска по направлению выполня­

ется за один шаг, д2 - коэффициент увеличения шага, при этом натуральное 

число п ( п > 1 ) задаёт количество шагов одномерного спуска, после которых 

шаг будет увеличиваться в а раз.

Далее приведем три частные постановки задачи А и их решения в терминах 

характеристических функций подмножеств, а именно, непрерывную задачу опти­

мального разбиения без ограничений с фиксированными центрами подмножеств,
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задачу ОРМ без ограничений с отысканием координат центров подмножеств и зада­

чу ОРМ при ограничениях с фиксированными центрами подмножеств. Все условия 

на функции, входящие в постановки задач оптимального разбиения множеств, кото­

рые будут приведены ниже, остаются такими же, как и в задаче А.

2.1.2. Линейная однопродуктовая задача оптимального разбиения мно­

жеств без ограничений с заданными координатами центров подмножеств и ее 

решение

Под непрерывной линейной однопродуктовой задачей оптимального раз­

биения множества @ из Еп на его непересекающиеся подмножества QN 

(среди которых могут быть и пустые) без ограничений с заданными координа­

тами центров г1г.., гм подмножеств соответственно, будем понимать 

задачу А1.

Задача А1. Найти

а ,...аИ- заданные неотрицательные числа, координаты г1(1),...,г1(и) центра т , 

і = 1,.., N  фиксированы.

Для сформулированной задачи А1, являющейся частным случаем задачи А, 

имеют место аналоги теорем 2.1 и 2.2.

Аналог теоремы 2.1 для задачи А1. Для того чтобы возможное разбиение 

( О ,...,О ,,,...,О іл, ) є ^  множества О  для каждого фиксированного т е О  

являлось оптимальным для задачи А1, необходимо и достаточно чтобы 

с(х, т )+а  ^ с(х, т )+а , 

і Ф у, п.в. для х е О , , і,]' = 1,..^.

Аналог теоремы 2.2 для задачи А1. Оптимальное решение 

(о ч,..., О „,..., О.д,) задачи А1, в терминах характеристической вектор-функции

где
N

F  ({Ц ,..., ОN }) = (с(х, т ) + а )р(х)Сх;

N
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Л(х) = (Л (х),...,Л,-(х),...,Лн(х)) имеет вид для каждого фиксированного т е О  

и почти всех х е О  :

1, если с(х, т ) + а  ^ с(х, т ) + а ,

Л,(х) =  ̂ і Ф У п.в. для х е О, У = 1,...,N, тогда х е О .(,

0 в остальных случаях, і = 1,..., N .

2.1.3. Линейная однопродуктовая задача оптимального разбиения мно­

жеств без ограничений с отысканием координат центров подмножеств и ее 

решение

Под непрерывной линейной однопродуктовой задачей оптимального раз­

биения множества @ из Еп на его непересекающиеся подмножества й1г.., QN

(среди которых могут быть и пустые) без ограничений с размещением центров 

т1г..,щподмножеств й1г.., QNсоответственно, будем понимать задачу А2.

Задача А2. Найти

{ц,..., Оті..., TN}F  ({О>,...,О  - },{т>,...,т-})

где

(О;,..., О^}еЕО , г = (ті,..., і ) е Ол

N

Р  ({^ l,..., О  * },{ті, , т ^ }) = (с( х, Т  + а) р (  х) Сх,
і=1 О,

х = (х(1),...,х(и)) е П ; ; координаты г1(1),...,г1(и) центра т ,

г = 1,.., N , заранее неизвестны (подлежат определению).

Для сформулированной задачи А2, являющейся частным случаем задачи А, 

имеют место аналоги теорем 2.1 и 2.2.

Аналог теоремы 2.1 для задачи А2. Для того чтобы возможное разбиение 

,...,О,-,...,П ^ е ^  множества О  для каждого фиксированного т еП  

являлось оптимальным для задачи А2, необходимо и достаточно чтобы 

с(х, т )+а  — с(х, т )+а , 

г Фу, п.в. для хе  О , , г,]' = 1,...^
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Аналог теоремы 2.2 для задачи А2. Оптимальное решение 

(q ,j Q , , Q . ^ )  задачи А2, в терминах характеристической вектор-функции 

Л (x) = (Л  (x),...,^, (x ),...,^ , (x)) имеет вид для г = 1,..., N  и почти всех x eQ  : 

1, если c(x, T,t) + a  ^ c(x, Ту ) + a  ,

Л ,(x) = -j i Ф j  п.в. для x e Q, j  = 1,...,N, тогда x e Q ,

0 в остальных случаях,

в качестве тп,..., т,„ выбирается оптимальное решение задачи

G(t) = f min [c(x,т ) + а ]р(x)dx ^  m in, т e QN.
J  i=1,..., N  V '
Q

2.1.4. Линейная однопродуктовая задача оптимального разбиения мно­

жеств при ограничениях в форме равенств и неравенств с заданными коорди­

натами центров подмножеств и ее решение

Под непрерывной линейной однопродуктовой задачей оптимального раз­

биения множества Q из Еп на его непересекающиеся подмножества Qjr.., QN 

(среди которых могут быть и пустые) при ограничениях в форме равенств и не­

равенств с заданными координатами центров r1r..,rN подмножеств Q1r..,QN 

соответственно, будем понимать задачу А3.

Задача А3. Найти

« . т , , « F  •Q » і)

при условиях

где

I  p(x)dx = b . i = 1.---.P ,
ц

| p(x)dx < b . i = P +1. --. N ,

Q

F  ({Qi.-. Q n  }} =  £  I  (c( x, z) +  a) p ( x) dx ,

i=1 Q,
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х = (х(1),...,х(и)) є П ; ^ .= (rf) ,...,^ n )E Q  ; координатні т,(1),...,т,(и) центра т ,

і = 1,.., N , фиксированы; а  , . ^ , Ь ,.... ^  - заданные неотрицательные числа, 

причем имеет место неравенство

N
S = j p(x)dx < 2 bt, 0 < bt < S, i = 1,...,N.

Q i=1

Для сформулированной задачи А3, являющейся частным случаем задачи А, 

имеют место аналоги теорем 2.1 и 2.2.

Аналог теоремы 2.1 для задачи А3. Для того чтобы возможное разбиение 

(Q ,j,...,Q (,...,^ ) e Z n множества Q для каждого фиксированного t e Q

являлось оптимальным для задачи А, необходимо и достаточно существование дей­

ствительных констант у ,...,у  ,Ур+1,...,Vn (среди которых у  ,̂...,yN неотрица­

тельны) таких, что

c(x, t  )+а +у  < c( х, t  )+a  + щ ,

i Ф j , п.в. для х e Q t, i, j  = 1,...N.

Аналог теоремы 2.2 для задачи А3. Оптимальное решение задачи А3 имеет 

следующий вид для і = 1,...,N  и почти всех х eQ  :

1, если с(х, т ) + а  + щ* < с(х, тj ) + а  +щ*,

Л,(х) = j i Ф j  п.в. для х e Q, j  = 1,...,N, тогда х e Q ,

0 в остальных случаях,

в качестве щ*,..., yN выбирается оптимальное решение задачи

N
G(y) = j min [с(х,т) + а  + Щ ]р(х) Сх - ^щ .bt ^  max

Q' =’..’ i=1

при условиях

щ > 0, i = p  + 1,..., N.

Замечание 2.1. Поскольку непрерывные задачи оптимального разбиения мно­

жеств А1, А2, А3 являются частными случаями задачи А, то нетрудно адаптировать 

алгоритм решения задачи А для решения задач А1, А2, А3, основываясь на соответ­

ствующих аналогах теоремы 2.1. Адаптированные версии алгоритма 2.1 к решению 

задач А1, А2, А3 представлены в работе [36].
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2.2. Непрерывные линейные многопродуктовые задачи оптимального 

разбиения множеств. Алгоритмы решения

2.2.1. Линейная многопродуктовая задача оптимального разбиения мно­

жеств при ограничениях с заданными координатами центров подмножеств. 

Алгоритм решения

Непрерывную линейную многопродуктовую задачу оптимального разбие­

ния множества О с Е и на его подмножества О[,...,О/ ( с р е д и  кото­

рых могут быть пустые) при ограничениях в форме равенств и неравенств с 

заданным положением центров подмножеств запишем в в терминах характери­

стических функций в виде В3, удобном для дальнейших исследований.

Задача В3. Найти
M N

min .f'Z 'Z (c j (x, т.) + aJ)p(x )Ä J(x)dx ,
Я(-)ЕГ4 О Т"Ґ И

где

Г4= (Д х): А(Х є Г п. в. для x е О ;

г M
I Z p j (x)2j (x)dx = b., i = 1,...p,
О j='

м

Т p  (x)№ (x)dx < b., i = p +1,..., N };
О  j = 1

Гз = U(x) = (Al(x),...X(x);AiM (x ),...,1  (} ) :

Д (x) = 0v 1 п. в. для x е О  , і = 1..., N  j  = M.... M

N
Z Д (x) = 1 п. в. для x е О , j  = M.... M  };
i=1

т = {т1 ,...,Гд,) - заданный вектор из О"7 .

Здесь функции cJ (x, zt) - действительные, ограниченные, определенные на

Ох О , измеримые по x при любом фиксированном rt = ̂ т(І),...,т(п) ) е О  для

всех і = 1,...,N , j  = 1,...,M  ; функции p  (x) - ограниченные, измеримые на Q для

всех j  = 1,...,M  ; aJ,.... aM, b , .. bN- заданные неотрицательные числа, причем 

выполняются условия разрешимости задачи:
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S=f X P ( x)dx<X bi ,
Q У=1 i=1

0 < b < S, г = 1,.., N  .

Точка rt = (r(1),..., г1(и)), принадлежащая подмножеству Qу, одна и та же для 

всех у = 1,...,M , является общим центром подмножеств Q1,..., 0 м .

Будем считать, что мера множества граничных точек QУ, і = 1,.... N , 

у = 1,... M , равна нулю.

Характеристическая функция Д  (x) подмножества 0У, і = 1,.... N , 

у = 1,... M , имеет вид:

. . .  fi, x є Qy,
Д  (x) = f

[ö, x є Q \ Qy.

От задачи В3 бесконечномерного математического программирования с буле­

выми значениями переменных Д  (•), і = 1,... N , у = 1,... M , перейдем к соот­

ветствующей задаче со значениями Д  (•), і = 1,... N , у = 1,... M , из отрезка [0, 

1], т. е. рассмотрим следующую задачу.

Задача В3.1. Найти вектор-функцию Д (•) = (Д  (•),..., Д^ (•)) , 

такую, что

1 Д О )  = min I Д (0) ,

Г5 = {Ä(x) : Ä(x) є Г п. в. для x є О  ;

, M
I L p  (x)Д (x)dx = b., i = 1,...p,J у =1

Q

M
f L p (x)27(x)dx < b., i = p +1,...,N} .

Q у=

Здесь
M N

1 Д  (•))= I X X  [c  (x, ri)+a i ]p  (x)Д  (x) dx,
Q у=1 '=1
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N

Г = Д (х ): ^ Д (х) = 1 п. в. для х е й , /  = 1,..., М
1=1

0 < Д (х) < 1, хей  , г = 1,..., N  , ] = 1,...,М} .

Как следует из [36] Г5 - ограниченное, замкнутое, выпуклое множество гиль­

бертова пространства L М  (й) с нормой

Согласно [15], LМ  (й) рефлексивно.

При каждом фиксированном т е й"7 функционал I  Д(-)) линеен, непреры­

вен относительно Д(-) на Г5.

Имеют место три следующие утверждения, доказанные в [36].

Утверждение 2.1. При каждом фиксированном т е й7 ограниченное, замк­

нутое, выпуклое множество Г5 гильбертова пространства L М  (й) слабо компактно и 

(согласно теореме Крейна - Мильмана [34]) содержит по крайней мере одну край­

нюю точку.

Утверждение 2.2. Среди множества точек Г *, в которых линейный относи­

тельно Д(-) функционал I  (Д )) достигает при фиксированном тей 7 мини­

мального по Д (•) значения на множестве Г5, найдется хотя бы одна крайняя точка 

множества Г5.

Утверждение 2.3. Крайние точки множества Г5 представляют собой характе­

ристические функции некоторых подмножеств й ], образующих разбиение множе­

ства й при каждом фиксированном т е й7.

Отметим, что задача В3 имеет решение. Действительно, так как Г5 - ограни­

ченное, замкнутое, выпуклое множество гильбертова пространства L (й), а функ­

ционал I  (Д )) линеен (а значит, выпуклый) и непрерывен относительно Д (•) на 

Г5, тогда в силу обобщенной теоремы Вейерштрасса [15, 16] выпуклый непрерыв­

ный функционал I  (Д )) на замкнутом, ограниченном, выпуклом множестве Г2

гильбертова пространства L М  (й) достигает своей нижней грани.
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Заметим также, что, как следует из утверждения 2.2, среди множества опти­

мальных решений задачи В3, т. е. среди множества точек Г*, в которых линейный 

относительно Л( • ) функционал I  (Я(-)) достигает минимального значения на

множестве Г5, найдется хотя бы одна крайняя точка множества Г5. А, как следует из 

утверждения 2.3, крайние точки множества Г5 представляют собой характеристиче­

ские функции подмножеств й \, образующих разбиение множества й Отсюда ш- 

вод - среди множества оптимальных решений задачи В3.1 содержатся оптимальные 

решения задачи В3. Приведенные утверждения сводят задачу В3.1 к задаче В3.

Под функционалом Лагранжа для задачи В3.1 будем понимать функционал

вида

где щ = (щ ,...,ум) есть Ж-мерный вектор вещественных чисел, у которого компо­

ненты щ ,...,щ  произвольны по знаку, а щ +1,...,щ  - неотрицательны; Л,(х)еГ 

для х е й .

Описание метода решения задачи В3

N M \

h(Л ,у) = I (Л(-)) + Х у 1  \ ^ р ’ (х)Л (х)dx-bt , (2.2.1)
' =! VQ j =1

назовем седловой точкой функционала (2.2.1) на множестве

ГхЛ, где

a  = {y  = (Vi ,...,Vn)е Е „  V  >0, i = p  +1,...,N }, 

если h (Л (-),у)< h (Л (0,V* )<  h (Л(-),у* ) для всех Л е Г , у е А , или 

h (Л(-),У*) = min sup h (Л(-), v ) = max inf h (Л(-), v ) .
V ’  Л(- )е Г  We_h Ve-А Л (-)еГ V >

Введем функционалы

%(Л()) = suph (Л ,у) , Л єГ  ,

G(у) = inf h (Л,у ) ,у є Л .
Л(-)е Г

Рассмотрим задачи

^(Л) ^  min, Л є Г . (2.2.2)
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G (у) ——max, у є Л . (2.2.3)

Задачу (2.2.2) назовем прямой, задачу (2.2.3) - двойственной к (2.2.2).

В [36] установлено, что решение пары двойственных задач (2.2.2), а значит 

В3.1, и (2.2.3) (каждая из которых разрешима) эквивалентно отысканию седловой 

точки функционала Лагранжа (2.2.1) на множестве Г*Л.

Для отыскания седловой точки функционала Лагранжа (2.2.1) конкретизируем 

двойственную задачу (2.2.3). Для этого, подставляя в выражение вида 

G(у) = min h (Л, у ) , у  є Л ,

выражение для h (Л(-), у ) из (2.2.1), получаем:

G(W) = mm h (Л( 0,у ) = -Х  у Ь  +
Л( • ) є Г

MN + Г
min С  (x, rt) + a  + у  і ] Р 1 (х)Л/ (x)| dx, у  є Л.

(2.2.4)

Л ( )є Г  Q 1=1 /=1

Покажем, что минимальное значение функционала h (Л(-), у ) из выражения

(2.2.4) для каждого у  єЛ  достигается на вектор-функции 

Л (x) = (Л\ (x),..., Д  (x),..., Д  (x)), i-я компонента которой имеет вид:

\ если cj (x т ) + aj + y t < d  (x,тк) + а{ +ук,

Д  (x) = < i Ф к п. в. для x єй, k = 1,..., N, (2.2.5)

0 в остальных случаях.

Для этого рассмотрим задачу

Г М N
J 2 X { [ c j (x,T) + а  + y ] p j (x )^  (x)J dx ^  min, у є Л ,
й j=1 i=1

при условиях

0< Д (x) < 1,i = 1,2,...,N , x єй, j  = 1,...,M ,

N
^  Д  (x) = 1 п. в. для x єй, j  = 1,..., M .
i=1

Составим функционал Лагранжа для этой задачи, включая в него ограничение
N

вида x) = 1:

i=1

i=1
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L  ( Л ( - ) , У о (  О  )  =

Г m n  м С N л !

=  H X X [cj (х , тг) + a  + у  ~\pJ (x ) ^ ( x ) + Х у  ( x )  I Х л / м - 1 к * =

nb '=1 '=1 j=1 V i=1 ' J

NM M

J  X  X  [(c ( Г ) + a + Vi) p ( [ ) + ^0  (x ) J  Л  (x J  -  J  X  (x )dx
Q i=1 Q  Q Q

при 0 < Д(х) < 1,..., 0 < Д (x) < 1,...,0 < Д (x) < 1, V  (•) e L  (Q), j  = 1,...,M .

Так как функционал L (Л, у ) при любой фиксированной вектор-функции 

у  (• ) e L  (Q) линейный сепарабельный по Л на допустимом множестве, которое 

может быть представлено декартовым произведением {о < Л (x) < i}x ... 

... х{0 < Л  (x) < 1}x... x{0 < Д  (x) < 1}, xeQ, то выполняется следующее равенство:

NM

J  min X X |_(С (x,Г ) + а ' + у ) p (x) + у0(x)JЛ (x)dx =
Q ̂ .T.1 '=1 ' =1

0<ЛМ <1

N M , ..

=  J X X  min {[ (X,Ti) + a[ + у )p j (x) + V0([ ) \ (x)}<dx. (2 .2.6)
Q i=1 j = 1 0 <Л S1

Отсюда уже очевидно, что в (2.2.5) минимальное значение i, j -го выражения,

i = 1,...,N , j  = 1,..., M , стоящего в фигурных скобках, для каждого V (•) e Л 

достигается при Л! (x) = Д  (x ), где

[ 1, если (сj (х, rt) + a  + у ) p  (x) + V  (x) < 0,
Л  (x) = I , . ' . (2.2.7)

I 0, если (сj (x, rt) + a  + y .) p  (x) + V  (x) > 0.

Если учесть, что формула (2.2.7) получена для всехi = 1,...,N , j  = 1.... M , 

то легко увидеть, что каждая точка х из Q будет принадлежать тому из его подмно­

жеств, для которых соответствующая сумма (d  (x, Tt) + а] + у  ) p  (x) + у{ (x)

будет наименьшей, т. е. x e Q j , если

( с  (x, г, ) + aJj + у  ) p  (x) + у0 (x) =, min (сj (x, г, ) + a/ + у  ) p  (x) + у  (x) ,
v 7 к =1,..., N v 7

j  = 1,...,M ,

или (запишем по-другому):
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(с4(х,г,) + а/ +щ )р (x) + щ0(x) < (с (х,тк) + а]к + щ )р (x) + щ0(x), 

к = 1,...,N , у = 1,...М  .

Исключая из предыдущего неравенства Щ (х ), перепишем (2.2.7) (пока еще 

не окончательно) для і = 1,...,N , у = 1,...,М , и при условии, что р (х) > 0 для 

хеО, в виде

у [1, если с4 (х, г,.) + а  + щ < с4 (X, Г  ) + ак +Щк,Д  (х) = Г  Г, V , ^  к (228)

[О в остальных случаях.

Пусть теперь точка х принадлежит оптимальной границе подмножеств О  4 и

О  і  , , Ф к . Так как точка х в то же время принадлежит О  4, то 

С (х ,г ) + а, +щ < с4(х,Гк) + ак + щ .

С другой стороны, так как х е О 4 , то

С (х ,г ) + а, +щ > с4(х,Гк) + ак + щ .

Отсюда С  (х, г ) + а. + щ = С  (х, г ) + а{ + щ в точках оптимальной грани­

цы подмножеств О  4 и О  4 . Таким образом, в формуле (2.2.8) знак равенства может 

иметь место и в случаях, когда і Ф к , но, как предполагалось, лебегова мера таких 

точек равна нулю. Поэтому можно записать С  (х, г ) + а  + щ < С  (х, тк) + а{ + щ 

для к = 1,...,N и і Фк для всех точекхеО, кроме множества точек меры нуль (т. 

е. точек границы подмножеств О  4 и О ук) или более кратко: і Ф к почти всюду для 

хеО. Итак, выражение для Мі (х) из (2.2.8) можно теперь представить в виде

1, если С  (х, г ) + а  + щ < 0і (х, г ) + щ ,

М (х) = [ к = 1,..., N  і Ф к п. в. для х е О, тогда х е О4 ,

О в остальных случаях, тогда х е О  \ О і ,

т. е. получили формулу (2.2.5).

Подставляя в (2.2.4) вместо Д  (х) выражение из (2.2.5), получаем:

М

= -Х щЪ1 +1 X [0  (х,гк) + ак +¥к]р (х)<*. (2.2.9)
' =! О 4=1 ".’

Из вида оптимального решения (2.2.5) (в предположении, что выполняются 

условия р  (х) >0 длях е О , у = 1,... М ) следует теорема 2.3.
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Теорема 2.3. Если возможное разбиение (й^ ,..., йу ,..., йМ ) является оп­

тимальным для задачи В3, то существуют действительные константы щ,..., щр, 

щр+1, . ,  щ  (среди которых щр+1, . ,  щ  неотрицательных), такие, что

С  (х ,р ) + а  + ̂  ^ С  (х ,р  ) + а{ + ук, I Ф к , (2.2.10)

п. в. для хейу , г,к = 1..., N  , у = 1,..., М  .

Замечание к теореме 2.3. Ввиду линейности функционала I  (Л,(-)) необходи­

мое условие (2.2.10) является и достаточным условием оптимальности для задачи 

В3.

Следствие из теоремы 2.3. В точках х, принадлежащих оптимальной границе 

подмножеств йу и й4 , в неравенстве (2.2.10) достигается знак равенства.

Итогом приведенных выше рассуждений является следующая теорема.

Теорема 2.4. Седловая точка (Л*(-), щ) (где первая компонента А*(-) является 

оптимальным решением задачи В3) функционала (2.2.1) на множестве Г*Л опреде­

ляется для г = 1,..., N , у = 1,.., М  и почти всех хей следующим образом:

4 .  IX при х ей*г,
Л  (х) = \

[0, при х ей \ йу,

где

й*,. = {х е й : c  (х,Ti) + ai + V* = m in,[с* (х,тк) + а* + v* * ,

i Ф к п. в. для хей, j  = 1 ,..,М}, 

в качестве у *,..., у ̂  выбирается оптимальное решение двойственной задачи (2.2.3), 

приведенной к виду:
M

G(v) = j  X  min [С  (х, t  ) + а̂ ' + ук ] р  (x)dx - ̂  y tb ^  max (2.2.11)
й i=i = ^  1=

при условиях

V > 0, i = p  +1,p  + 2,...,N . (2.2.12)

Алгоритм решения задачи В3

Для решения задачи (2.2.11), (2.2.12) максимизации вогнутой недифференци­

руемой функции G(v) при условиях (2.2.12) будем использовать метод обобщен­
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ного градиентного подъема с растяжением пространства в направлении разности 

двух последовательных градиентов (r-алгоритм) [103].

От задачи (2.2.11), (2.2.12) перейдем к задаче безусловной максимизации с по­

мощью введения в целевую функцию (2.2.11) негладкой штрафной функции множе­

ства { у  > 0, i = p  +1,p  + 2,...,N  }:

N
P(¥) = G(y) - S • !  max (0, - ¥ ) ^  max, ¥  e , (2.2.13)

i=p+1

где S - достаточно большое положительное число (значительно больше максималь­

ного из множителей Лагранжа для функции (2.2.11)).

Определим i-ю компоненту вектора обобщенного градиента gp (у) =

= (g¥ (¥),..., gpN (¥)) функции (2.2.13) в точке у  = (у  ,...,¥ )  следующим обра- 

gp (¥) = J X p j (x)4j (x)dx-bi , г = 1,..., p , (2.2.14)
Q j=1

M
gp (¥) = j !  p  (х)Д (x)dx-b + S • max(0, sign(-¥i)) , (2.2.15)

Q j'=l

i = 1 + p,..., N ,

1, если с 4 ( X  t )  +  ai +  у  <  ^min [  с 4 ( x  тк )  +  а{ +  у  k ],

i Ф j  п. в. для x  e fi, (2.2.16)

0 в остальных случаях, i = 1,...,N, j  = 1,...,M .

зом:

где

Л{ (x) =

Опишем алгоритм решения задачи В3 на координатной сетке.

Алгоритм 2.2

Область О  заключаем в параллелепипед П, стороны которого параллельны 

осям декартовой системы координат, полагаем р  (х) = 0 для хеП \ О, у = 1,... М  . 

Параллелепипед П покрываем прямоугольной сеткой и задаем начальное прибли­

жение щ = щ(0). Вычисляем значения Л(0) (х) в узлах сетки по формулам (2.2.16) 

при щ = щ(0). Вычисляем значение gЩ ( щ(0)) по узлам сетки по формулам (2.2.14) 

и (2.2.15) при Л(х) = Л(0) (х), щ = щ(0), выбираем начальный пробный шаг 

й0 > О г-алгоритма и находим
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щ(1) = щ(0) + Но ( щ(0)).

Переходим ко второму шагу.

Пусть в результате вычислений после к, к = 1,..., N  шагов алгоритма получены 

определенные значения щ к̂), Л к -1) (х), в узлах сетки.

Опишем (к+1)-й шаг.

1. Вычисляем значение Л(к)(х) в узлах сетки по формулам (2.2.16) при

щ = щ( к) .

2. Вычисляем значение (щ) по формулам (2.2.14), (2.2.15) при 

Л(х) = Л(к) (х) , щ = щ/ к).

3. Проводим (к+1)-й шаг г-алгоритма для максимизации функции (2.2.13) отно­

сительно щ на ЕК, краткая схема которого имеет вид:

¥<к+Г>= ¥ <к)+ИкВ1 ^ р , 

где вщ+1 - оператор отображения преобразованного пространства в пространство 

, причем В% = /, (единичная матрица); §Р = ВІ+̂ р(у/(к>); /?, - шаговый мно­

житель, выбор которого осуществляется из условия минимума по направлению.

4. Если условие

| | щ к) - щк+ч || < є, є > О, (2.2.17)

не выполняется, переходим к (к+2)-му шагу алгоритма, если выполняется - то к п. 5.

5. Полагаем щ = ц/{‘), Л (х) = Л () (х ), где I - номер итерации, на которой вы­

полнилось условие (2.2.17).

6. Вычисляем оптимальное значение целевого функционала по формуле (2.2.9) 

при щ = щ* и, для контроля правильности счета, по формуле

МЫ
I  (Л,(0) = | Х Х ( сі (х,ті) + аІ )р4(х)Л4(х>іг. (2.2.18)

О 4=1 і=1

Алгоритм 2.2 описан.

Замечание к алгоритму 2.2. В результате работы алгоритма оптимальное 

разбиение для задачи В3 получается для каждого продукта і ,  4 = 1,...,М , в виде

значений характеристических функций Л4 (х) для каждого из подмножеств О  4, і = 

= 1 ,., N  вычисленных в точках х, являющихся узлами прямоугольной сетки, по­

крывающей параллелепипед П, в который заключена область О.
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2.2.2. Линейная многопродуктовая задача оптимального разбиения 

множеств при ограничениях с отысканием координат центров подмножеств. 

Алгоритм решения

Под непрерывной линейной многопродуктовой задачей оптимального 

разбиения множества из n-мерного евклидова пространства Еп на подмноже­

ства с отысканием координат центров (с размещением центров) подмно­

жеств при ограничениях в форме равенств и неравенств будем понимать за­

дачу А4. Перепишем ее формулировку в виде В4, удобном для дальнейших исследо­

ваний.

Задача В4. Найти

min I  (ä(-),t) ,
( Я ( - ) , г ) є Г 4 x Q n  V ’

где

Г4 = {Л(х): Я(х) є Г з п. в. для x єй ;

.M
J ^ P (x)Aj(x)dx = b , i = !,•••, P,
й j=i 

m
J ^ P (x)&i(x)dx < b , i = P + !,•••,N};
a j=1

Г з = {^(x): Д  ( x) = 0 v 1 п. в. для x єй, i = 1,_, N, j  = 1,_,M ,

N
(x) = 1 п. в. для x єй, j  = 1 ,_,M }.

i=1

Функции cJ (x ,p) - действительные, ограниченные, определенные на Q х Q, 

измеримые по аргументу х при любом фиксированном r t = (г®, •••, т (П)) из Q для 

всех і = 1,_ ,N  ; функции р  (x) - действительные, ограниченные, измеримые и 

неотрицательные на Q для всех j  =  1,_,M  ; r t = (г® ,„., т\п) ) - заданная точка 

подмножества й, одна и та же для всех j  = 1,_,M , называемая общим центром 

подмножеств й1 йM , не обязана принадлежать каждому из подмножеств 

й1,_,й м; a\,„;OclN,„ ,a M,•••,aM , b ,—,bN - заданные неотрицательные чис­

ла, причем
M N

S = J ^ P  (x)dx b , 0 < b < S, i = 1,2,_, N,
й j=1 i=1
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і  (!(•), г )= { х х ( с/ (х ,г ) +а  )р3 (х)л-/ (*)*•
а /=1 і=1

Задача В4 является задачей бесконечномерного математического програм­

мирования с булевыми переменными !(•).

Будем так же рассматривать следующую задачу.

Задача В4.1. Найти

тіп I  (!(•), г)
(я(-),г)єГ4 ха" 4 '

где

Г5 = {Я(х): А(Х є Г п. в. для х є а  ;

. м
(х)Д (х)аХ = Ьі, і = !,•••, Р,

а /=1
М

(х)Х/ (х)аХ < Ь , і = Р + !,•••,Щ .
а /=1

Здесь

Г = |Я(х):^ Я / (х) = 1 п. в. для х є а , /  = 1,_,М ;

0 < X/ (х) < 1, х є а ,  і = 1,2,_, Щ, /  = 1,_, М  \.

Очевидно,

/ (X0),г,) = тіп тіп І (!(•),г)
4  ’  г є а Щ х ( - ) є Г 5 4

(2.2.19)

Как следует из [36], при каждом фиксированном т е а"7 внутренняя задача

(2.2.19) линейна относительно Я(-) на Г5 и глобально разрешима. Кроме того, при

каждом фиксированном т е а"7 во множестве оптимальных решений задачи В4.1 

содержатся оптимальные решения задачи В4.

Описание метода решения задачи А4

Введем функционал Лагранжа для задачи В4.1 следующим образом:

г м
{ Х р (  х)а '(  х)ёх ~ьIЬ ({Х(), г}, у ) = I  (!(•), г) + ]Т у

і=1 .а /=1
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= { X  X  [ С ( x, Т) + a  + Y  ] р  (х)Л/ (x)flX - X  Y  b , (2.2.20)
Q j=1 i=1 '=1

где y  = ( y ,•••, Y«) - ^-мерный вектор вещественных чисел, у которого компо­

нентні y , произвольны по знаку, а yp+1 ,•••, Yn - неотрицательны; 

Л(х) є Г  для x eQ  ; т = (т ,.. .,^ ) е О *  .

Пару элементов ({Л 0),т,} ,y * ) назовем седловой точкой функционала

(2.2.20) на множестве {ГхО*}хЛ где

л = {y = (Y i,.- ,Yn)eEn :Y ,^ 0, ' = p+1,.-, N } ,

если

h ({Л, (•), т,}, y ) ^ h ({Л (•), т,}, y* ) ^ h ()(•), г} * * )  

для всех Л є Г, y  є Л, или

h ({Л(-),г, }, y * ) =

= min max h ({^Q ,t} ,y ) = max min h ({^(0 ,t},y ) .
(Л О Х Т е Г х О "  y e ^  U  ' Y E Л  (Л (^ ) ,г )е Г х О "  '

Перейдем к решению задачи:

h ({Л (0,t,},y* ) = max min h ({!(•),t} ,y )  ̂ є Л .
"  ’  '  Y єЛ  ( Л 0 ,г ) є Г х О ^  ’  '

Обозначим

G(y ) = min h ({!(•),t} ,y )  ̂ є Л .
(Л (^ ) ,г ) е Г х О *  J  '

Задача, двойственная к задаче В4.1, имеет вид:

G( y ) ^  max, y  є Л. (2.2.21)

От задачи отыскания min h ({Л(-), т}, y ) можно перейти к следующей
(Л (^ ) ,т )є Г х О "  ’  '

задаче:

min min h ({!(•),t} ,y ) при Y E Л .  (2.2.22)

Обозначим в (2.2.22)

G  (t,y ) = min h ({Л(),г} ,y ) . (2.2.23)
Л0єГ * ’

Подставляя в (2.2.23) выражение для h ({Л(-), г} , y ) из (2.2.20), получаем:
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G  (r, y) = min h ({!(•), r}, y ) = -jX Ypt +
А(-)е Г i= l

■ -i ■ ^ (2.2.24)
+ min J X X L С (x ,r ) + a1 + Y\ P(х)Д (x)dx,reQ  ,y e A .

0 < д/  <1, =1 ü i ^ 1 i= 1
i=1

i=1 ,...,N  ,1=1 ,...,M

Как следует из [36], минимальное значение по А функционала h ({Л-(0, r}, y ) 

в (2.2.24) достигается для каждых r е ü N, y  £ Л при

(Л Ч х),...1  Ц  (x)) = (^.11( х ),...,1  (х\ . . . , 1  ( х) ),

где

1, прихe f i = {xей :С (х,r ) + a1 + y  <

Д. (х) = | < c1(x,r*) +ak + Yk, (2.2.25)
i Ф к п. в. для х e ü , k = 1,...,Ж,

0 в остальных случаях, 

и функционал G  (r, y) принимает вид:

N M

G  (r, y) = - X  Ybi + J ̂ m * n  [^  (х, rk ) + ai+Yk ] P  (х)^х. (2.2.26)
i=1 ü i'=1 ’..’

Из вида оптимального решения (2.2.25) задачи (2.2.24) для каждого фиксиро­

ванного r е ü N (в предположении, что выполняются условия p  (х) > 0 п. в. 

для х e ü , 1  = 1,...,M ) следует теорема 2.5.

Теорема 2.5. Для того чтобы возможное разбиение (ü 1„1,...,ü j,,...,ü l̂N) 

являлось оптимальным для задачи А4, необходимо и достаточно существование 

действительных констант y  , . , Y , YP+\, . , Y  (среди которых y p+\ , . , Y  неот­

рицательны), таких, что

C (х ,г) + a  +Yi < С (х ,р ) + ak +Yk,

i Ф к п. в. для х е Ц ,  г,k = 1,...,N , j  = 1,...,M . (2.2.27)

Следствие из теоремы 2.5. В точках х, принадлежащих оптимальной гра­

нице подмножеств ü  1 и ü  4 , в неравенстве (2.2.27) достигается знак равенства.

Сформулируем теорему, подводящую итог вышеизложенным рассуждениям.
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Теорема 2.6. Седловая точка ({Л (0 ,t.},y*) (где первая компонента 

{Л (0,т.} является оптимальным решением задачи В4) функционала (2.2.20) на 

множестве { Г х ^ х Л  определяется для i = 1,...,N, j  = 1,...,M , и почти всех хєй 

следующим образом:

11, при х  є Qj и х  g Qj , q  < і,
Л  (x)  = •! р ' q q

[о, прих *.,

где Q j = {x єй : С  (x, т*.) + et! + y* = [ cj (x, t, k) + aJj + y* ],

i Ф k п. в. дляхєй, j  = 1,...,M}, 

в качестве t  , . ,  ̂ , Y ,..., Yv выбирается оптимальное решение двойственной 

задачи (2.2.21), приведенной к виду:

G (y) = min G (t, y ) =
тєйі' 1

Г м п N 1 (2.2.28)
= min \ [ Y  min I cj (x, zt) + a{ + y, W  (x)dx - Y  y b  f ^  max

тєй [q j=1'=1,.. ,N i1 J

при условиях

Y >  0, i = p  + 1,...,N  . (2.2.29)

Алгоритм решения задачи A4

Прежде чем сформулировать алгоритм решения задачи В4, основанный на 

теореме 2.6, остановимся на некоторых свойствах задачи (2.2.28), (2.2.29).

Очевидно, что по переменной y  функция G  (t, Y) из (2.2.26) является вы­

пуклой недифференцируемой на множестве

Л = {y є Ея : y  > 0,i = p  + 1,...,N}.

При каждом фиксированном y єЛ  функция G (t ,Y) по переменной т на

йN обладает свойствами, установленными в [36] для задачи ОРМ без ограниче­

ний с отысканием координат центров подмножеств. То есть, вообще говоря, функ­

ция G ( t ,Y) из (2.2.26) при каждом фиксированном y єЛ  является по т є Qn 

многоэкстремальной.

Однако в некоторых частных случаях, описанных в [36], задача отыскания 

m inG (т,Y) , при каждом фиксированном y є Л , одноэкстремальна.
T̂C',N
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Для отыскания решения задачи (2.2.28), (2.2.29) будем использовать алго­

ритм обобщенных псевдоградиенитов с растяжением пространства в направлении 

разности двух последовательных обобщенных градиентов, близкий к г-алгоритму 

Шора. Для этого от задачи (2.2.28), (2.2.29) перейдем к задаче безусловной макси­

мизации по /  с помощью введения в целевую функцию (2.2.26) негладкой

штрафной функции множества {/. > 0,і = р  + 1 ,...,N  найти

(2.2.30)тах тіп Р(г, / ) ,
/еЕы г є О "

где

Р(г, / )  = 01 (г, / )  - 5 ё  тах(0, - /) .
і=р+1

Здесь £  - достаточно большое положительное число (значительно больше 

максимального из множителей Лагранжа для функции (2.2.26)). О возможности 

перехода от задачи (2.2.28), (2.2.29) к (2.2.30) см. в [36].

Определим г-ю компоненту 2Л-мерного вектора обобщенного псевдогради­

ента

ёР (г, у) = (§,1 (г, у), - (г, у) ) =

= (Я) (г, у ),..., 1  (г, у), -§? (г, у ),..., -§у  (г, у )) 

функции (2.2.30) в точке (г, у) = (г ,...,г  ,у  , . . . ,у  ) следующим образом:

Яр (г,/ )  =

М

(х ) Д  (х) йх- Ь , і  = 1,...,р
а і=1 

М
^  (Х ) Д  (х ) йх - Ь + 5  • тах [0, $іяп ( - / )] , (2.2.31)
а  і =1

і = р  +1,..., N

М

ёр (г, / )  = \'ёр  (х)ёГ (г,х)Д ( "  = 1,...,N, (2.2.32)

где (г, у ) есть г-я компонента Л-мерного вектора обобщенного градиента 

^ ( г ,  х) функции С  (х,г( ), ] = 1,..., М , в точке г = (г1 ,...,г )  ;
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X  п р и  с  ( x ,  т. )  +  а. +  [ с '  ( х  тк )  +  а( +  / *  ] ,

Д  (х) =  - і Ф к п .  в .  д л я  х є  а , і =  1 , . . . , N , і  =  1 , . . . , М ,  (2.2.33)

0  в  о с т а л ь н ы х  с л у ч а я х .

Алгоритм 2.3

Область ^  заключаем в параллелепипед П, стороны которого параллельны 

осям декартовой системы координат, полагаем р  (х) = 0, при 

х є П \а,і  = 1,...,М  . Параллелепипед П покрываем прямоугольной сеткой и

Д0) ( х ) в узлах сетки по формулам (2.2.33) при /  = / (0), т = г(0). Вычисляем

(2.2.32) при /  = / (0), т = г(0), Д(х) = Д0) ( х) . Выбираем начальный пробный 

шаг к0 > 0 г-алгоритма и находим:

где Рп - оператор проектирования на а  (см. п. 1.6.2).

Переходим ко второму шагу.

Пусть в результате вычислений после к (к = 1, 2,...) шагов алгоритма получе­

ны определенные значения / ), т(к), Дк 1)(х) в узлах сетки.

Опишем (к+1)-й шаг.

1. Вычисляем значения Л(к)(х) в узлах сетки по формулам (2.2.33) при

2. Вычисляем значения яр (г(к), / (к)) по формулам (2.2.31), (2.2.32) при

Д(х) = Дк) ( х) , /  = / (к), т = т(к) .

3. Проводим (&+1)-й шаг г-алгоритма обобщенных почти - градиентов с рас­

тяжением пространства, близкого к г-алгоритму [103], краткая схема которого 

имеет следующий вид:

задаем начальное приближение

значения (8р (т(0), / (0)) ) , ( (т(0), / (0))) в узлах сетки по формулам (2.2.31),
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т(*+1) = рй (т(*) _ Къ ^ * +1) = ^  _ т + £Грг

где Бтк+1, В/+х - операторы отображения преобразованного пространства в про­

странство Ел-. причем В ''' = В = 1л-. I,;-единичная матрица; = В*+̂ р (г' А |, ц/{к)); 

А* - шаговый множитель, выбор которого осуществляется из условия минимума 

по направлению. Формулы для пересчета матриц В\+х, Вк+1 см. в алгоритме 2.1.

4. Если условие

||(к(к), / (к)) - (к(к+1, / (к+1 )|| <е, е>  0, (2.2.34)

не выполняется, переходим к (к+2)-му шагу алгоритма, если выполняются, то - 

переход к п. 5.

5. Полагаем /  = / (,), к = к1, Л (х) = Л ) (х ), где I - номер итерации, на

которой выполнилось условие (2.2.34).

6. Вычисляем оптимальное значение целевого функционала по формуле 

(2.2.26) при /  = /* , к = к , и, для контроля правильности счета, по формуле:

М N
I  ( Л (•), к*) = | X X  (с4 (х, к ) + а  ) р  (х)Л, (х)ах. (2.2.35)

а ]=! '=!

Алгоритм 2.3 описан.

Замечание 2.3. В результате работы алгоритма оптимальное разбиение для 

задачи А4 получается в виде значений характеристических функций Л  (х) для 

каждого из подмножеств О /, г = 1,...,N , 4 = 1,...,М , вычисленных в точках х, 

являющихся узлами прямоугольной сетки, покрывающей параллелепипед П, в 

который заключена область О.

2.3. Непрерывные линейные задачи оптимального разбиения мно­

жеств из Ея с дополнительными ограничениями. Алгоритмы решения

2.3.1. Линейная однопродуктовая задача оптимального разбиения мно­

жеств с дополнительными ограничениями

Под непрерывной линейной однопродуктовой задачей оптимального раз­

биения множества @ с  Еп на его подмножества О ,..., Од, (среди которых 

могут быть пустые) с размещением их центров при ограничениях в форме 

равенств и неравенств и дополнительных ограничениях типа ограничений на
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пропускные способности коммуникаций будем понимать задачу, записанную в 

терминах характеристических функций в виде В5, удобном для дальнейших ис­

следований.

Задача В5. Найти

min f Е [c(x,r.) + a.\p(x)Z(x)dx,
(Д(-),г)еГ6xQ» J i=1L ' ' J '

где

Г6 = { Ä(x) : Л( x) e Гі п. в. для x e Q ;

J p(x)^(x)dx = b , і = 1,---,p  ,
q

J p(x)\(x)dx < b , ' = P +1,---,N,
q

J c(x,p)p(x)^ (x)dx < /(, і = 1,---,N };
q

Г =  {^(x): ^(x) = 0v1 п. в. для xeQ , i = 1,...,N,

N
Z ^ x )  = 1 п. в. для x e Q} ; г = (г  ,„., г ) e Q n .
,=1

Функции c(x, г ) - ограниченные, определенные на ß*ß, измеримые по ар­

гументу х при любом фиксированном г = (г,(1) , ---, г(и) ) из Q для всех i = 1,---, N  ; 

координатні г(1),---,г(и) центра г , г = 1,---, N  неизвестны; p(x) - ограниченные, 

измеримые, неотрицательные на Q функции; ц ,---,aw, b,---,bN , h,---̂  - задан­

ные неотрицательные числа, удовлетворяющие условиям разрешимости, приве­

денным в следующей теореме.

Теорема 2.7. Для того чтобы множество допустимых решений задачи В5 

было непустым, необходимо выполнение следующих условий:

N p N

Е  bi -  S , Е  b  <  S , Е - min J  p ^ ^ I  c(x  г )dx,
i=1 i =1 i=1 q

где S = Jp(x)dx,p(x) -0 , c(x,г ) -0 для всех x e Q ,  і = 1,----N .
Q

Задача В5 является задачей бесконечномерного математического програм­

мирования с булевыми переменными Я(-).

Будем так же рассматривать следующую задачу.
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Задача В5.1. Найти

тіп ІЕ  [с(х, г ) + а  ] Р(х)Л (х)йх

при условиях

А  (М )) = |р(х)Л(х)йх-Ь =0, ? = 1,---,Р ,
О

А (М )) = |р(х)Д.(х)йх -Ь( < 0, і = р  +1,..., N ,
О

Ф,. (Я(-), г) = |с(х, т ) р Х < Я х  -І, <0, / = 1,---,N  ,
О

!(•) є Г ', г є О іУ, 

где Г '= {Л(х): 0 < Л (х )< 1 п. в.для х є О , і = 1,---,N,

N

Х Л,( х) = 1 п. в. для х є О} .
і=1

Доказано в [33], что задачи В5 и В5.1 при каждом фиксированном т є О.1'1 

имеют решения, и при этом среди множества оптимальних решений задачи В5.1 

содержатся оптимальные решения задачи В5, что позволяет в дальнейшем перейти 

к рассмотрению задачи В5.1.

Получены необходимые условия оптимальности для задачи В5.1 в рамках 

общей схемы Дубовицкого - Милютина [45] в виде следующей теоремы.

Теорема 2.8. Пусть (Л (-),т,) - оптимальное решение задачи В5.1. Тогда 

найдутся числа щ , і = 0,1,---, N, не все равные нулю,

щ > 0, і = р  + 1,---,N, > 0, і = 1,---,N, 

щ А М О ) = 0, і = Р +1,-, N , £Ф ,( М Ы  = 0, і = 1,---, N , 

такие, что

Х|[с(х,т„і) + а  ]р(х) (М (х)-Мі (х) )
і=1 О

Е Е Е (т™ -Т )) І ^  (х,т„.)р(х)М(х)&
і=1 к=1 о

N /" "\
+ Ещ  I |Р( х) (Л (х) -Л,,. (х) ) йх

+
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N

+ Х £1=1
) + а1 ]р(х)(Д. (х)-Д1(х))Сх +

X  (г,(*) - г**)) | 1) (х, г*. )р(х) А, (х)СХ > 0 для всех (Д(), г) еГ 'х  а"'

где gГ (х ,г ) - ((1 - 1)п + к) -я компонента вектора обобщённого градиента 

функции с(х ,г) по г в точке г, = ( г ,—,гм,), г = 1,..., N  , к = 1,..., п , который 

имеет следующий вид:

gc(x, г )=(gCl(1) <х гх .- g fп) (x, гх .- gcг'<1> <х гх..., (x, гх .-

,..., g,гS) (х, г),..., gг) (х, г)).

Обоснование метода решения задачи В5

Предлагаемый метод решения основывается на сведении исходной беско­

нечномерной задачи оптимизации через функционал Лагранжа, с применением 

основной теоремы антагонистических игр, к двойственной конечномерной задаче 

с негладкой целевой функцией, для решения которой применяется одна из моди­

фикаций г-алгоритма Шора.

Введём функционал Лагранжа для задачи В5.1 следующим образом:

Г N
к({!(•), г}, Т ) = | X [с(х, г ) + ц ] р(х) Д (х)Сх + X £  • Ф, (Д(•), г) -

а1=1 1=1
..............................  _ ,- Ф ,Ц (0 ,г )  +

а

N
+ X /  •Д (Д( •)), для всех Д(х) е Г  , г е а"7, (2.3.1)

где Т  = ( £ ,/ ) , а £ = (£,..., ) - К-мерный вектор, компоненты которого неот­

рицательны, /  = ( /  ,..., /  , . . . , /  ) - -̂мерный вектор, у которого компоненты 

/ , . . . , /  произвольны по знаку, а / +1, . . . , /  - неотрицательных.

Пару элементов ({Д (),г, }, Т  *) назовём седловой точкой функционала Ла­

гранжа (2.3.1) на множестве {Г'х а }хЛ , где

Л = { (£ ,/) е EN х EN :£ > 0 ,1 = 1,...,N  /  > 0 ,1 = р  + 1,...,N},

если

а

1=1
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h ({A*(•), т.),T ) < h ({Л»(•),r,}, T*) < h ) { * ) ,r),T *) 

для всех { A(), т) еГ 'х  QN, T e A , или

h({A (-),r,},T*)=  min max h({A(-),r),T ) =
'  ' ( I f T e A  V 7(A (0 ,r )e r 'x Q N T e A

= max min h ({A( •), r), T ) .
T e A  {A( • ) ,T e r 'x Q N V 7

Обозначим

G(T) = min h ({A( •), r), T ) , T e A  . (2.3.2)
{A( •), Ter'xQN V 7

Задача, двойственная к задаче В5.1, имеет вид:

G(T) ^  max, T e A .

Далее рассмотрим вопрос о том, при каких условиях выполняется соотноше­

ние двойственности

min max h({A(-),г),T ) = max min h({A(-),r),T ) . (2.3.3)
{A(•),r)er'xQw TeA N TeA {A(-),r)er'xQ* V N V ' " N '

Имеет место один из вариантов основной теоремы антагонистических игр, 

принадлежащий Г. Кнезеру, [33, 107].

Теорема 2.9. Если множество Г' х QN - компактно, A - произвольное вы­

пуклое множество в линейном пространстве, а функционал h ({A(),r), T ) - вы­

пуклый и полунепрерывный снизу (в частности, непрерывный) по {A(),t} на

Г' х QN , вогнутый по T e A , то имеет место соотношение двойственности

(2.3.3).

Далее из теоремы 2.9 следует, что решение пары двойственных задач экви­

валентно отысканию седловой точки функционала Лагранжа (2.3.1) на 

{г ' х QN }xA . Для отыскания седловой точки поступим следующим образом.

От задачи min  ̂ h ({A(),r} , T ) из (2.3.2) перейдем сначала к следую­

щей задаче: найти

min min h ({A(-),t},T) при T e A . (2.3.4)
reQN Л( )er' V«. ’ >

Отметим, что внутренняя задача в (2.3.4) глобально разрешима по A ( •) на Г' . 

Действительно, при каждом фиксированном r e QN и каждом фиксированном 

T e A  функционал h ({A( •),r} ,T ) из (2.3.4), определяемый по формуле (2.3.1),
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будет выпуклым по 2 ( • ) на L" (О ) . Тогда из обобщённой теоремы Вейершт- 

расса следует, что при каждом фиксированном т е On и каждом фиксированном 

Т е Л  минимум по 2 ( • ) функционала h ({2( •) ,т}, Т ) достигается на симплек­

се Г '.

Рассмотрим локальную задачу из (2.3.4): найти

min h ({2(0,т},Т) , т е О " , Т е Л  (2.3.5)
2 0 е Г  v 7 ’

где

Г' = {2(x) е L" (О) : 0 < 1(x) < 1 п. в.для x еО , i = 1,...,N , (2.3.6)

N

X 1  (x) = 1 п. в. для x е О}.
i=1

При фиксированных т = т и Т  = Т  введём функционал Лагранжа локаль­

ной задачи (2.3.5)-(2.3.6) следующим образом:

4  ({2(0, т }, Т ) = h ({2(0, т }, Т ) + j  (x) • X 1  (x) -1 o*, (2.3.7)
о L i=i _

где 2(0 е Го = {2(0: 0 < 1 (х) < 1 п. в. для х е О } , (x) е L  (О) - опти­

мальный обобщённый множитель Лагранжа задачи (2.3.5) - (2.3.6), существование 

которого вытекает из [36].

Обозначим в (2.3.5)

Gl (т, Т ) = min h ({2(0, т},Т ) , т е О " , Т е Л  . (2.3.8)

Для каждого фиксированного Т  = Т  из Л функция G  (т, Т ) , заданная

соотношением (2.3.8), выпукла по т на открытом множестве WN з  On , где 

WN =W x...xW  .
'---V---'

N

Как следует из [103], в каждой внутренне точке т области определения WN 

выпуклая функция G  (т, Т ) , определённая соотношением (2.3.8), имеет непустое 

субградиентное множество. Справедлива

Теорема 2.10. Пусть 1  (•) - оптимальное решение локальной задачи (2.3.5)

- (2.3.6). Тогда обобщённый градиент функции G  (т, Т ) в точке т = т может 

быть вычислен по формуле:
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функционала Лагранжа (2.3.7) для задачи (2.3.5) - (2.3.6) в точке {A  (•), r }.

причём gтĉ (х, к ) есть /-я компонента Л-мерного вектора обобщённого градиента 

gк (х,к ) функции с(х,к ) в точке к = (к ) •

Следствие 2 из теоремы 2.10. Нетрудно показать, что компоненты обоб­

щённого градиента gТ (к,4 ,у) = (geGl (к ,£,у ), g%̂ (к,4 , у )) функции ^  (к, Т ) 

по Т  = (% , у )  при фиксированном г = к ,к е  WN будут иметь вид:

Далее вместо двойственной задачи к задаче В5.1, учитывая (2.3.4) и (2.3.8), 

перейдем к решению следующей задачи:

max min G, (r, T ) .
TeA reQN 1

Для этого сначала конкретизируем выражение G  (r, T ) из (2.3.8). Подстав­

ляя в (2.3.8) выражение для функционала h ({A(),r}, T ) из (2.3.1) и учитывая, что 

h ({A(),r}, T ) является линейным сепарабельным относительно A(-) функцио­

налом, получим:

Q

g\ Т Л ,У ) = j (1 + #,■ )p(x)A(x)dx-lt, i = 1,...,N ,
Q

= j P( x)A (x)dx - bi, i = 1,..., N.
Q
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Х ^  ( j P(x)c(x,T,. )\(x)dx -1) + X >  ( j p(x)^(x)dx - b,)
Q j=1 Q

j X [(1 + £■ )c(x,T) + a  + >,P(x)A(x)dX-XX£.l. -XX>jbl= min

^ L L  i=1 j=1 j=1
n n

= - X  ̂ li - £ > a  +
/=i /=i

л
+ j X  min {[(1 + 4i)c(x,T,) + aj +>,]p(x)2j(x)}dx , (2.3.11)

Q i=l 0<Д (.)<1, XX (.)=1
i=1

г єП л, Т  = (£ > ) є Л .

Легко показать, что в (2.3.11) минимальное значение /-го выражения (из фи­

гурных скобок) для каждого т є QN, Т є Л  достигается при Д(x) = Д  (x ), где

(1 при x є Ц ,,
Д*і (x) = ( ' (2.3.12)

[0 в остальных случаях,

Q*, = {xє Q : (1 + |j.)c(x,т,) + a, +> < (1 + %k)c(x,Tk) + ak + > ,  

для i Ф k п. в. для x єЦ , k = 1,...,N } 

и тогда функцию G1 (т, Т ) можно записать следующим образом:

G1 (T, Т ) = j  *mln[(1 + ̂ k )c(x,Tk ) + ak +>k ]P(x)dx -

-XN ^ - X > b . (2.3.13)
1=1 i=1

Из теоремы 2.8 и из вида оптимального решения (2.3.12) для задачи (2.3.11) 

при фиксированном т є QN (в предположении, что выполняются условия 

p(x) >0 п. в. для x єй ) следует теорема 2.11.

Теорема 2.11. Для того чтобы возможное разбиение ( Q ,...,Q ,...,Q N) 

являлось оптимальным для задачи В5.1, необходимо и достаточно существования 

действительных констант ^,..,% N >  ,...>  >  +[ ,...,>  (среди которых

^ ,...,^ „ > р+і,... ,>  - неотрицательные) таких, что

(1 + £)c(x,T,) + aj +> < (1 + #k)c(x,Tk) + ak + > ,  i Ф k, (2.3.14) 

п. в. для x e Q , i, k = 1,...,N.
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Сформулируем итоговую теорему.

Теорема 2.12. Седловая точка ({Л(-),г,},Т*) (где первая компонента 

(Л (-),г»} является оптимальным решением задачи В5.1 функционала (2.3.1) на 

множестве (Г 'х ^ ^ }хЛ определяется для i = 1,...,N  и почти всех хей  сле­

дующим образом:

[1 при х е Ц (,

где

Л, (х) = •
І0 при х єП  \ Q,,.

Q,, = {x e Q :(1 + igt ) c ( n , r,t) + а  + ц. =

= min ,[(1+ £  )c(x  T*k) + а  + Ц*] ,г ^ k  п. в. для x e Q } ,

>K >K Ж ’К -
в качестве тп,...,г,д,, g1,...,gN, выбирается оптимальное решение

двойственной задачи к задаче В5.1, приведённой к виду

G ^  G1 Г  Т ) = j j  [(1 + £k )c(Х’ Tk ) + ak +¥к ] Р (x)dx ~
г є П  гєП ln V" ’

“ & А  max , (2315)

при условиях

£  > 0, i = 1,..., N, 0, i = p  + 1,..., N. (2.3.16)

Алгоритм решения задачи В5

Приведём алгоритм решения задачи А5, основанный на теореме 2.12.

Для отыскания оптимального решения задачи (2.3.15) - (2.3.16) будем ис­

пользовать эвристический алгоритм обобщённых псевдоградиентов с растяжени­

ем пространства, близкий к r-алгоритму Шора.

Для этого от задачи (2.3.15) - (2.3.16) введением в целевую функцию (2.3.15) 

негладких штрафных функции множеств > 0, i = 1,..., N },

{щ >0, i = p + 1...,N  перейдём к задаче: 

найти

max max minP (г,T ) , (2.3.17)
ІєЕм щєЕ„ гєПN
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где
N N

P (г,Т ) = G  (г ,^ )_ S  'X т ах (0 ,- р )- S2 • X  тах(0,- у ) , (2.3.18)
/=1 /=р+1

для всех р е  £д, , ще £д,, г е QN.

Здесь S , S2 - достаточно большие положительные числа (значительно 

большие максимального из множителей Лагранжа для функции (2.3.13)).

(О возможности перехода от задачи (2.3.15) - (2.3.16) к задаче (2.3.17) -

(2.3.18) см. в [36, 103].)

Определим, на основании следствий 1, 2 из теоремы 2.10 i-ю компоненту

3 • N  -мерного вектора обобщённого псевдоградиента

g(T, у ) = (g l (г, p  у \- gP (г, p  у), -gwp (г,р,у) ) =

= (gp (г р ,у\~-gp'(г,p, у);

-gp (г,P, у ),•••,-gpP (г, P, у); - g? " , . . . ,  -gppp (г,р, у )) 

функции (2.3.18) в точке (г ,р,у) = (г ,...,г , p , .. . ,p , у ,...,у„ ,) следующим 

образом:

gp (г,р,у) = |р(х)е(х,г1 )Aj(x)dx- +  S1 max(0,sign(-pi)), (2.3.19)
Q

i = 1,..., N,

gЩ‘ (г,p,у) = Jp(x) (x)dx - b, i = 1,..., p , (2.3.20)
Q

gp (г,р,у) = I p(x)^(x)dx-b + S  max(0,s ig^- у )), (2.3.21)
Q

i = p  +1,..., N,

gp (г,р,у) = | (1 + p ) p(x)gp (x, г,)Л;(x)dx, i = 1,...,N, (2.3.22)
Q

где gTc‘ (x, г ) - i-я компонента Ж-мерного вектора обобщённого градиента 

gг(x ,l) функции ), в точке г = (г ,...,г ,...,г„ ) при фиксированном x , 

имеющая вид:

gl' (х,г) =

(g f  (х,г)Л

я) (x,T)
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Л (х) = (2.3.23)

В формулах (2.3.19) - (2.3.22) Л (х), г = 1,..., N  определяется так:

1, если (1 + р)с(х ,г() + а  + У, =

= ^ л г  [(1 + Р  )С(X, Тк ) + + 1̂к ] , 

г Ф к п. в. для х еО , I = 1,...,Ы,

0 в остальных случаях.

Замечание 2.2. В случае, когда с(х ,г) эвклидова метрика, г -я компонента 

N -мерного вектора обобщённого градиента g l (х,г,.) функции

е(х,г,)Е = X (х(к)-г,(к))2 , в точке г = (г ,...,7,,...,Гд,) при фиксированном х ,

имеет следующий вид:

я ! (х,г) =

( Г  -  х  « ) / .  X  (  х * >  Г  > ) ’

Очевидно, что вектор обобщённых псевдоградиентов функции Р (г ,у ,р) 

представляет собой сумму вектора обобщённых псевдоградиентов функции 

^  (г, \у, р) и вектора градиентов штрафной части

• X  тах(0, -^ ') - ̂  ' X  тах(0, -р ) + ̂ 3 X X  тах{0, ̂ п  - Г  } +
/=р+1

+̂ 4 Х Х таХ{0,Г - хт ах } (2.3.24)

функции Р (г, у, р ) . Здесь предполагается, что разбиваемое множество О  пред­

ставляет собой п -мерный параллелепипед.

Рассмотрим подробнее определение градиента штрафной части функции 

Р (г, у, р ) , которая определяется формулой (2.3.24):

1) г -я, / = 1,...,N , компонента градиента по г штрафной части

4̂ х х тах{0,гк - хт«}

к=1

/=1 /=1 к=1
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функции Р (г ,у ,р) определяется следующим образом:

к  X  X  тах{0,4  п -г  }г = к  к к  {0, хт 1П - тг})"  =

= к  •
г ч  если хт т -гк < а  

хтш -г,к, если хт 1п -г,к > 0
= к

г

|0, если ̂  - тк < o,

3 | -1, если хк- - гк > 0

= _5 .|0, если хтп -Гк < 0,
3 11, если хкп -тк > 0

= -к, тах{0, sign( х*п - гк)}; (2.3.25)

( к 4  X  Е Ё  т а х { 0 ,  г гк  -  х т , а х } ) " к  =  -  х к  а х } ) " к  =

= &
г[0, если г  - г  < 0,

гГ - х!„ , если гк - х!„ > 0
= & •

г

10, если г  - г  < а

11, если гГ - хках > 0

= к  тах{0, sign(гГ - х^^)}; (2.3.26)

2) /-я, г = р  +1,..., N , компонента градиента по у  штрафной части

N
-51 • X  тах(0, - у )

_ г= р +1 _

функции Р (г ,у ,р) определяется следующим образом:

N
(- 5 2  тах{0, -у })^ = ( ^ 2 тах{0, - у  })^ =

0, если у  > 0,
= -

 ̂г0, если у  > 0,  ̂

- у , если у  < 0

0, если у  > 0.
= ̂ 2 •

11, если у  < 0 

при г = 1,...,р  градиент по у  штрафной части 

ции Р (г, р, у ) равен нулю;

= -5, .
-1, если у  < 0 

= к  тах{0, sign(-у)};

- к  • X  тах(0, - у )
г=р+1

(2.3.27)

функ-
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3) і -я, і = 1,...,N , компонента градиента по р штрафной части

N

-,2 '-£2 'X  тах(0, -р.) функции Р (г ,/ ,р ) определяется следующим образом:
і=1

(-^1X  тах{0, -р } ) "  = ( - "  тах{0, -р } ) " ,  = 
і=1

^ ґп чп V

Л,

Г0, если р  > 0.

^  1 {- р , если р  < 0

\ 0, если р  > 0, 

[-1, если р  < 0

Г0, если р  > 0,
= •], = 5,тах{0,яійи(-р)} , (2.3.28)

[1, если р  < 0

Опишем алгоритм решения задачи В5, составной частью которого является 

так называемый г(а) -алгоритм с постоянным коэффициентом растяжения про­

странства а  и адаптивным способом регулировки шагового множителя [101, 

102].

Алгоритм 2.4

0-й шаг. Область О  заключаем в прямоугольный параллелепипед П , сто­

роны которого параллельны осям декартовой системы координат, полагаем 

р(х) = 0, при х є П \ О . Параллелепипед П покрываем прямоугольной сеткой

и задаём начальное приближение (г, / ,  р) = (г(0), / (0), р (0)). Задаём параметры

а  , а , ?2, П ,є модификации г (а) -алгоритма.

1-й шаг. Вычисляем значения Л(0)(х) в узлах сетки по формулам (2.3.23) 

при г = г(0), /  = / (0), р = р(0). Вычисляем значения функции ^  (г<0), / (0), р (0)) и 

вектора яР (г(0), / (0),р (0)) в узлах сетки по формулам (2.3.19) - (2.3.22) при 

г = г(0), /  = / (0), р = р (0), Л(х) = Л(0) (х) .

Выбираем начальный пробный шаг й0 > 0 , полагаем В; = / ^ , В / = / ^ , 

Вр = /д, - квадратные матрицы размерностей NN х NN, N  х N  и N  х N  соот­

ветственно, параметры а , д2, п , є г-алгоритма Шора и находим:

г(1) =г(0) - ^ я ; (г(0),р (0), / (0)),
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р (1) = р ( 0) - К £  (г( 0), р ( 0у 0)),

у 1 = у 0 - К £у (г( 0),р ( 0),у ( 0)) .

2-й шаг. Пусть в результате вычислений после к , к = 1,2,.. шагов алгорит­

ма получены величины г(к),у (к),р (к), Л к-1)(х) в узлах сетки, матрицы В\ , в у ,

в р .

Опишем (к +1 )-й шаг.

1. Вычисляем значения Л(к)(х) в узлах сетки по формулам (2.3.23) при 

г = г(к),у = у к),р = р (к) .

2. Вычисляем значения ^  (г(к), у (к) ,р (к)) в узлах сетки по формулам

(2.3.19)-(2.3.22) при г = т(к), у  = у (к),р = р(к), Л(х) = Л к) (х) .

3. Проводим (к +1 )-й шаг г(а) -алгоритма обобщённых псевдоградиентов с 

растяжением пространства, близкого к г -алгоритму Шора, итерационная формула 

которого имеет вид:

вт ^ ( г(к) р к) у к))г +1) _ г ) - Вк+^Р (г ,р ,у  )
г г Кквк+1

р к ^ . - КкВк

В т ( г  1 к >,р‘ к у  

ВкТ„ гг! (г1 " . С , у " )

||ВкТ„ ^  ( г '« р » у « 

С  &  (г1к|,г,к|, у к|)

Вт+^у (г̂ k|, f k|, у k|
у к *» ) - 1̂  „

Здесь В\+х, В у , Врр+1 - операторы отображения преобразованного простран­

ства в основное пространство с коэффициентом растяжения а  , которые имеют 

вид:

Вк+1 = в :  ̂ + ^  - -^в: {в: )т ̂ , (2 .3 .29)

где :  обозначает переменную г, у  или р , I  - единичная матрица соответст­

вующей размерности, в: - соответствует нормированному вектору разности двух 

последовательных псевдоградиентов в преобразованном пространстве, т. е.:
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(в:+1)г ( (т(ку к), 0  - г ; (т(к-1)у к-1)? (к-1)))

к ||( в;+1)т (я ; (т(ку ку к)) - я ; (т(к-1у к-1)? (к-1)))|| ,

при условии, что

| К „ )т 1 1 1  .{ '•') - 1  (т"-1’Ц ) Р * , .  и 0  = О вос- 

тальных случаях, здесь е0 - точность представления нуля ЭВМ.

Длина шагового множителя \ регулируется адаптивным способом с пара­

метрами \ 4 , 4 , пь, сообразно которому шаговый множитель выбирается из 

условия минимума разности

Т  т  * -1). у к). ?  *:) - ̂  (Тк:. у к-1). ? к-1))]

по направлению обобщённого антипсевдоградиента -гР (т .у.?) в преобразо­

ванном пространстве.

4. Если условие

Т +1), у *+1), ?*+1)) - (т(к), у (к), ? (к) )|| < е, е>  О , (2.3.30)

не выполняется, переходим к (к + 2 )-му шагу алгоритма с новыми значениями 

величин т(к+1)у к+1). ? к+1), Л(к)(х) , в узлах сетки, и матриц БТк+1, Бу+1, Б?+1, 

если выполняется, то переходим на п. 5. Здесь е - параметр, задающий условие 

останова алгоритма по отклонению аргумента.

5. Полагаем т ,=т{(), у  = у {(), ?  = ? () , А (х) = А(()(х), где ( - номер 

итерации, на которой выполнилось условие (2.3.30).

6. Вычисляем оптимальное значение двойственного функционала по форму­

ле (2.3.13) при т = т , у  = у  , ? = ? , и для контроля правильности счёта, по 

формуле:

Г N
I  (А (•), т,) = Г 2  [с(х ,т ) + а. ] р(х )А  (x)dx .

а '=1

Алгоритм 2.4 описан.

Как уже отмечалось, вычислительная эффективность описанного алгоритма 

в первую очередь зависит от коэффициента растяжения пространства а  и пара­

метров адаптивной регулировки шага 4 , д2, ̂  из г (а) -алгоритма. О выборе 

параметров см. п. 1.5.
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2.3.2. Линейная многопродуктовая задача оптимального разбиения 

множеств с дополнительными ограничениями

Непрерывную линейную многопродуктовую задачу оптимального разбие­

ния множества Q с Еп на его подмножества Q j, . . . , Q j Q M (среди кото­

рых могут быть пустые) с размещением их центров при ограничениях в фор­

ме равенств и неравенств и дополнительных ограничениях типа ограничений 

на пропускные способности коммуникаций приведем в терминах характери­

стических функций в виде В6, [42].

Задача В6. Найти
M N

min (cJ (x, rt) + aj ) p  (x) Д  (x) dx ,

где

Г5= { Ä(x) : Л(x) e Г3 п. в. для x eQ  ;

M 

j
f E p  (x)Xi (x)dx = b., i = 1,..., p ,
Q j=j

r M
I E p (x )^ (x )dx  < b , i = P +1,...,N, 

J  j = i

[ Е р ((х)С(х, т )А (х)дх < /., I = 1,...,Ж};
О 4=1

Гз = {Л(х) = (я1(х),...Л (хУЛМ (х ),...,<  (х)):

(х) =0V 1 п. в. для х е О  , / = 1,... N  ,

N
Х Л ( х) = 1 п. в. для х е О  };
г=1

т = (т1,..., Тж ) е О  .

Здесь с 1 (х, т ) - действительные, ограниченные функции измеримого по ар­

гументу х на некотором открытом, ограниченом, выпуклом множестве Ж з Еп, 

которое содержит О  , и выпуклые по т на Ж для всех г = 1,...,N , у = 1,....М ;
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р  (х ), у = , - действительные, ограниченные, измеримые и неотри­

цательные на О  функции; т = (т,(1, . ,  т.п)) - некоторая заранее неизвестная 

точка подмножества О *, г = 1,..., N , у = 1,...,М , одна и таже для всех 

у = 1,...,М , которая называется общим центром подмножества О 1,...,0м ; 

х = (х® ,... Х п)) - любая точка множества О  ; а\,...,а^;...;^ ,...,аМ - задан­

ные действительные неотрицательные числа.

Будем также рассматривать следующую задачу.

Задача В6.1. Найти
М N

тІП і  X X  (С (х, Ті ) + аі ) р  (х) А/ (х)дх ,

при ограничениях
М

А А ) = \ Х Р (х )Д (х ) ^ -Ьі =0, г' = 1,...,Р ,
О у=1 

М
А (Л(-)) = | Х Р (х )Д  (х)ах-Ь < 0, і = р  +1,...,N,

О У=1 

г М
Ф,. (А(),т) = | Х С (х ,т )р (х )Д  (х)«х- /( < 0, г = 1,...,N ,

О у=1

А() є Г , т є О іУ,

где Г = {А(х): 0 < Ц  (х) < 1 п. в. для х є О  , і = 1,...,N, у = 1,...,М ,

N
ХА * (х) = 1 п. в. для х є О  , у = 1,...,М} .
і=1

Доказано в [33], что задачи В6 и В6.1 при каждом фиксированном т є О  

имеют решения, и при этом среди множества оптимальних решений задачи В6.1 

содержатся оптимальные решения задачи В6, что позволяет в дальнейшем перейти 

к рассмотрению задачи В6.1.

Обоснование метода решения задачи В6

Введём в рассмотрение функционал Лагранжа для задачи В6.1:
М N

к ({!(•), г}, Т ) = | Х Х [  С  (х, Т) + а/ ] р  (х) А/ (х)<* +
О *= і
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N I . M
+

'=i Vq j=1

л

X  Vi I j  X  ̂  (X)V  (x)dx - bi
’=i Vq j=1
N f M

X #  j X ^ ( x)C(x,Ti)A/(x)dx--
N I . M

i=1 Vq j=1
(2.3.31)

Здесь A( x) еГ  п. в. для x e Q , те Qn , а переменные

Т  = (у1,у 2,#) е К*, К* = К* хК2* хК3* ,

где у 1 = ) е К*, V2 = (v̂ 2,- ,Vv-p)е К *, # = (#l,•••,#n) е К* назы­

ваются множителями Лагранжа.

Для удобства пользования обозначим

у  = (У , у 2) = = {у{,..;у1р,у1 ,..;у1-р) еК 1*хК2, тогда т  = (V ,# );

К* = {у1 = Су^-^ур) е Ep :-^ < у 'l < ^ , i = 1,•••,р } ,

К* = {у2 = (у ^ - У - р ) е EN - p :0 ^ у ? ^ i = 1,•••, N  - р  } ,

К* = {# = ( # ,- # ) е En : 0 < # < » , i = 1,...,N } .

Пусть

G(T) = m in h ({!(•), т}, у ,# ), (2.3.32)
(A(-),T)erxQN

у1 e К*, у 2 e К*, # e К* .

Определим задачу, двойственную к задаче А8.1, следующим образом:

G(T) ^  sup, (2.3.33)

при условиях

у  е К*, у 2 е К*, # е К* . (2.3.34)

Далее, как известно, решение пары двойственных задач (задачи В6.1 и двой­

ственной задачи (2.3.33)—2.3.34)) эквивалентно отысканию седловой точки функ­

ционала Лагранжа (2.3.31) на множестве {Г х QN } х К *.

Чтобы найти седловую точку функционала Лагранжа (2.3.31) задачи В6.1, 

конкретизируем двойственную задачу (2.3.33)—2.3.34).

Для отыскания min h ({Я(-),т}, Т ) из (2.3.32) перейдем к следующей
{Я ( •) ,т }e Г х Q N ’  '

задаче: при каждом фиксированном Т е  К * найти:

min min h ({!(•),т},Т ) . (2.3.35)
т е < 0 *  1 ( 0 е Г  ’  >
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Обозначим в (2.3.35):

Gl(г, Т ) = m inh({!(•),г},Т ) , r e Q N, Т є К *. (2.3.36)

Учитывая (2.3.35) и (2.3.36), перепишем двойственную задачу (2.3.33)- 

(2.3.34) в следующем виде:

m inG (г, Т ) ^  max , (2.3.37)
rEQN ТєК*

где G  (г, Т ) задаётся формулой (2.3.36).

Чтобы решить двойственную задачу (2.3.37), конкретизируем выражение 

G  (г, Т ) из (2.3.36).

Подставляя в (2.3.36) выражение для функционала h ({А(-),г}, Т ) из (2.3.31)

получаем:

Gl (г, Т ) = min h ({2(), г}, Т ) =

= min
Л(0єГ | X X [ cJ (хг ) + а  \P (х)Д (x)dx +

_Q J=! i=!

N M N M

X  Г  (J X  P  (x)Äi (x)dx - bi) + X  (J X  P  (x)C (x, гі) 2/ (x)dx - l )+
i=l Q J = 1 i=l Q J=1

N N

= - X  rb>,- X &  +
/=1 /=1

M N
+ min | X X  {I (1 + P )C (x ,r ) + aJ +i

2( X
\N

m s - JX X H  (1 + p )cj (x, г ) + aj + r  ) P  (x )2  (x) } dx , (2.3.38)

гей ” , Т  = (у,р) е К .

Как следует из [42], минимальное значение функционала А({Л(-),г}, т ) из

(2.3.38) для каждого г е й” и каждого Т  = (у ,р) е К * достигается на вектор-

функции Л. (х) = (Л. (х),..., Л," (х)), ( ,, .  )-я компонента которой имеет вид:

1, если (1 + р, )с4 (х, г,.) + а, + у. < (1 + р  )с4 (х, гк) + ак + ̂ ,

Д (х) = • к = 1,...,” , ,  Фк п. в. для хей , (2.3.39)

0 в остальных случаях.

Подставляя в (2.3.38) вместо Д  (х) выражение из (2.3.39), получаем:
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°1 Т  т ) = - Е М  - £# ,/, +

м '= ^  (2.3.40)

+1X  [(1+# )С  (х т ) +ак +щ  ] р  (х)йх
а 1=1 ’■"’

Из вида оптимального решения (2.3.39) (в предположении, что выполняются 

условия р (х) > 0 для х ей ) при фиксированном т е а"7 следует

Теорема 2.13. Для того чтобы возможное разбиение (О^,...,О,-,...,О ^ ,) 

являлось оптимальным для задачи В6, необходимо и достаточно существования 

действительных констант щ,...,щ ,Щр+1 ,...,Щ , # ,...,#  (среди которых

щ +1,..., щ , # ,..., - неотрицательные) таких, что

(1 + #,- )С (х,т  ) + а/+щ < (1 + #  )С  (х,тк ) + а{ + щ , г ф к, С И 41) 

п. в. для х е О (, г, к = 1,...,N ]' = 1,...,М .

Следствие из теоремы 2.13. В точках х , принадлежащих оптимальной гра­

нице подмножеств и О 4 , в неравенстве (2.3.41) достигается знак равенства. 

Сформулируем итоговую теорему.

Теорема 2.14. Седловая точка ({Л(-),т}, Т*) (где первая компонента 

(Л (•), т  } является оптимальным решением задачи В6.1) функционала (2.3.31) на 

множестве (ГхО М } х К определяется для г = 1,..., N , ]' = 1,.., М  и почти всех 

х е О  следующим образом:

01/ Ч I1 при х е О *,Л*, (х) = <!
[0 при х е О  \ О ^,

где О  = (х е О : (1 + ) *  (х, т ) + а/ + щ* =

= / Ш'п ,[(1+ # * ( х  т*к) + *к+Ук],, Ф к п. в. для х е О, у = 1,...,М },

в качестве т , . , ^ , У ,.. ,Щ*, #*,...,#* выбирается оптимальное решение 

двойственной задачи (2.3.33)-(2.3.34), приведённой к виду:

°  (Т ) = Ш ^ 1 т  Т ) =

= Ш1П
теО-*П Н  X [(1+# )С  (х  тк) +ак +щ ]р  (х)(*  -
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-Z  у/<ь< -Z  p l< 1 ^  max > (1142)
1=1 i=1 J

при условиях

щ > 0, i = p  + 1,...,N , p  > 0, i = 1,...,N  . (2.3.43)

Алгоритм решения задачи В6

Приведём алгоритм решения задачи В6, основанный на теореме 2.14.

Для решения задачи (2.3.42) - (2.3.43) условной оптимизации функционала 

G (Т ) из (2.3.42) при условиях (2.3.43) перейдём к задаче безусловной оптимиза­

ции путём введения в целевую функцию (2.3.42) негладких штрафных функции 

множеств {щ >0, i = p  + 1,...,N }, {p >0, i = 1,.., Щ  и множества

{г = (Т,1,...,Т1(Л),..., Т̂  ,- ,4")),Т6 EN : XL  ^ x;max, i = 1,..., N , k = 1,..., n}. 

Здесь x^n = min xk, x ^  = max xk , k = 1.... n .
.xeQ .xeQ

Получаем следующую задачу: найти

max max min P (г,щ ,р), (2.3.44)
щеЕм peEM Te_E"N

где

P (г,Щ,Р) = G  (г,щ ,р)- S  • Z  max(0,-щ )- S2 • £ max(0,-p.) +
i=p+1 i=1

N n N n

+S3 z  z  max{0, n -Ti }+s4 z z  max{0, г  - .max}, (2.345)
i=1 k=1 i=1 k=1

для всех ще E , , p e E r , re  EW, 7,. e En, S ,S2,S ,S  - достаточно большие 

положительные числа (значительно большие максимального из множителей Ла­

гранжа для функции (2.3.42)).

Очевидно, что вектор обобщённых псевдоградиентов функции P (г, Т ) 

представляет собой сумму вектора обобщённых псевдоградиентов функции 

G  (г, Т ) и вектора градиента штрафной части функции P (г, Т ) .
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Можно показать (см. теорему 2.10), что обобщённый градиент функции 

4  (г, т ) по г при фиксированном Т  = Т, * имеет вид

8 ^ Т ) = (8\ (г, Т ) ,..., 8 ^  (г, Т ) ) , гДе

- г м ■ ■
8 г (г,Т ) = | Х (! + С )Р '(Х) С  ( і )А/(х)сіх, і = 1,...,N  ,

а j=1
причём 8*1 (х, г ) есть і-я компонента ̂ -мерного вектора обобщённого градиента

8 Г (х ,г) функции сс (х,г) , в точке г = (* ,.. .,г ) •

Компонентні обобщённого градиента

8^ (г ,4 ,С) = (8 4  (г ,¥^\ 8 І  (г ,4 ,С)) = (^  (Г,4 ,С),...,8^  (г ,¥^\

8  t (Г,4 ,С),..., g С (г ,4 ,С)) 

функции 4  (Г, Т ) по Т  = (4 , С) при фиксированном г = г , г є будут 

иметь вид:
м

8 а, (г ,4, С) = | X Р (х )Л/ (х)<*-Ьі, і = 1,...,N,
а j=

м
8  с1 (г, 4, С) = I X  сс (х, г і ) Р  (х) л/ (х)Л  - 1 , і = 1,..., N.

а С=1
Тогда вектор обобщённых псевдоградиентов функции Р (г, 4 , С ), которая 

задана формулой (2.3.45), в точке

(г,4 ,С) = (г1,...,г  , 41’. . 4  ,C1,...,CN ) >

можно записать в виде:

8 р  (г  4 ,с) = (8г (г  4 ,с ),- 8 4р  ( г ,  4 ,с), -8сР(г 4 ,с) ) =

= (8 г (г  4 , ...яг  (г  4 ,с );

-8 4  (г, 4 , С),..., -8 4" (г, 4 , С); - 8 с (г, 4, С),..., -8 С (г, 4, С)) , 

где і -е компонентні (nN + N + N )-мерного вектора обобщённых псевдоградиен­

тов функции Р (г, 4 , С) определяются следующим образом:

м

8р ( г ,  4 , С )  =  1 2  ( 1  +  С ) і  ( х ,  г , . ) р с  ( х )Л /  ( х ) ^ х  -
а с=

-£з т а х { 0 ,  si8n(х ^  -  г * )  -
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-S4 max{0,s ign (i - x^^) , i = 1,...,N,

M

gp (j,V ,£ ) = j  Z  P  (x)Af (x)dx - bi, i = 1,..., p ,
Q J =1

. M
g? i ,# ,? )  = J Z P  (x)X/(x)dx - bi + Si max (0, sign(-?i)),

Q j=1

(2.3.46)

(2.3.47)

(2.3.48)

i = p +1,..., N,

M

gp (*, ̂ , P) = j  z  c* (x, Ti (x)A/ (x)dx - li +
Q J =1

+S2 max (0, sign(-p)), i = 1,..., ” , (2.3.49)

где gzj  (x,r,.) есть i -я компонента ”  -мерного вектора обобщённого градиента 

g* (x,r,) функции cJ(x,z,) , в точке т = (^ ,..,г ;.,..,Гд,) при фиксированном Х , 

имеющая вид:

! g S (x,r)A

g !;( x , i  =

g i n) (x ,i

В формулах (2.3.46) - (2.3.49) Xj (x ), і = 1,..., N  J = 1,. .,M , определяется 

следующим образом:

X /  ( x )  = (2.3.50)

1, если (1 + р  )с4 (Х,Т,) + а  + ̂ , =

= тіп^ [(1 + & У  (x, 7к) + ак +¥к ],

і Ф к п. в. для х є О,

0 в остальных случаях.

Опишем алгоритм решения задачи В6, который является обобщением алго­

ритма 2.4 на случай многопродуктовости задачи ОРМ на подмножества с разме­

щением их центров при дополнительных ограничениях.

Алгоритм 2.5

0-й шаг. Область О  заключаем в прямоугольный параллелепипед П , сто­

роны которого параллельны осям декартовой системы координат, полагаем
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р  (х) = 0, при х е П \ О . Параллелепипед П покрываем прямоугольной сеткой 

и задаём начальное приближение (т, щ, #) = (т(0), щ(0), #(0)). Задаём параметры 

а  , ̂ , д2, ,е модификации г (а) -алгоритма.

1-й шаг. Вычисляем значения Л 0)(х) в узлах сетки по формулам (2.3.50) 

при т = т(0), у  = щ(0), # = #(0). Вычисляем значения функции ^  (т(0), Щ(0), #(0)) 

и вектора ^  (т(0),щ(0),#(0)) в узлах сетки по формулам (2.3.46)-(2.3.49) при 

т = т(0), у  = щ(0), # = #(0), Л(х) = Л 0) (х) .

Выбираем начальный пробный шаг *  > 0 , полагаем в ; = / ^ , ВЩ = / ^ , 

В# = /д, - квадратные матрицы размерностей NN х NN, N  х N  и N  х N  соот­

ветственно. Находим:

т(1) =т(0) - * £  (т(0),щ(0),#(0)), 

у »  = Щ0) - * (т(0),Щ(0),#(0)) ,

#(1) =# (0) - *0£ (т(0),Щ(0),#(0)) .

2-й шаг. Пусть в результате вычислений после к , к = 1,2,.. шагов алгорит­

ма получены величины т(к\у(к\4 (к), Л к-1)(х) в узлах сетки, матрицы в; , ВЩ,

В# .

Опишем (к +1 )-й шаг.

1. Вычисляем значения Л к)(х) в узлах сетки по формулам (2.3.50) при 

т = т(к),щ  = Щ к),# = #(к) .

2. Вычисляем значения ^  (т(к), у (к) , # (к)) в узлах сетки по формулам

(2.3.46)-(2.3.49) при т = т(к), у  = щ(к),#  = #(к), Л(х) = Л к) (х) .

3. Проводим (к +1 )-й шаг г(а) -алгоритма обобщённых псевдоградиентов с 

растяжением пространства, близкого к г -алгоритму Шора, итерационная формула 

которого имеет вид:

(в ;+,)гй  (т|к >.щ'к >,{“ 1)
; к +1) = ;(к) - * ВТ 
т т *кБк+1

Цб+ ./й  (;'• ' У к\ е > )||
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4 (к+1) = 4 (к) - ИВ44 ИкВк+1
« + / £ ?  (г'* ' у ', ( » >)

||(вг+1)гі>; (г'* >4* \ е )

С к+" = С к ’ - И,В‘„

Здесь ВТ+Х, В ^ , В^+у - операторы отображения преобразованного простран­

ства в основное пространство с коэффициентом растяжения а  , которые задаются 

формулами (2.3.29).

Длина шагового множителя И регулируется адаптивным способом с пара­

метрами г (а) -алгоритма й0 4 , 4 ,  П , приемлемые значения которых: а  = 2 3, 

И = 1, 4  = 1, 4  = 1.1 1̂-2 , п  = 2 ̂  3 •

4. Если условие

|(г( к+1), 4 к+1), С к+1)) - (г( к), 4 к), С  к) )|| < є, є > 0 , (2.3.51) 

не выполняется, переходим к (к + 2 )-му шагу алгоритма с новыми значениями 

величин г(к+1), 4 (к+1), С(к+1), Л к)(х), в узлах сетки, и матриц В\+х, В4+1, В\+х, 

если выполняется, то переходим на п. 5.

5. Полагаем

г* = г(), 4 * = 4 ((), С* = ) , Л (х) = Л(() (х ),

где ( - номер итерации, на которой выполнилось условие (2.3.51).

6. Вычисляем оптимальное значение двойственного функционала по форму­

ле (2.3.40) при г = г, , 4  = 4 *, С = С*, и для контроля правильности счёта, по 

формуле:
м N

I  (Л(-),г,) = | Х Х [ с С (х,г*і) + аі ~\р (х)Л*і-(х)ах.
а і=1 і=1

Алгоритм 2.5 описан.
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2.4. Непрерывные нелинейные задачи оптимального разбиения

множеств и-мерного евклидова пространства Ея на подмножества с

отысканием координат центров подмножеств

В отличие от линейных задач ОРМ, рассмотренных в разделе 2.1, 2.2, для ко­

торых оптимальное решение исходной бесконечномерной задачи удается найти в 

явном виде, в нелинейном случае отыскание оптимального решения исходной 

бесконечномерной задачи сводится к отысканию решения некоторого вспомога­

тельного операторного уравнения с параметрами.

В данной разделе приведены методы решения нелинейных задач ОРМ с не­

известным заранее расположением центров подмножеств, координаты которых 

отыскиваются в процессе решения исходной задачи, [35, 37, 42].

На основе предложенных методов разработаны алгоритмы, составной ча­

стью которых является модификация г-алгоритма Н. З. Шора. Приведены резуль­

таты реализации разработанного алгоритма для некоторых модельных задач.

2.4.1. Нелинейная однопродуктовая задача оптимального разбиения 

множеств с отысканием координат центров подмножеств для случая выпук­

лого целевого функционала. Алгоритм решения

Приведём математическую постановку непрерывной нелинейной одноп­

родуктовой задачи оптимального разбиения множества О  из Е„ на его непе- 

ресекающиеся подмножества О  ,•••, Од, (среди которых могут быть и пус­

тые) при ограничениях в форме равенств и неравенств с отысканием коорди­

нат центров тн этих подмножеств соответственно, [42].

Задача А7.

N

тіп V
О ,•••, Ти ) у=1

при условиях

| р(х)Сх = Ь , і = 1,---,Р, | р(Х)Сх <Ь , і = р  + 1,—,і^
Оі Оі

{ Ц ^ ^  ̂  } є V  , Т = (Т —  Ту) є О ^

где Х = (х^ , ^  Х(И)) є ф  Т,. = (r}1),•••,rl(и)) є ^.

% (| р (х ) Сх) + | с(х, т )р(х)аХ
О і О і
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Здесь функции с( х,т) - действительные, ограниченные, определенные на & 

х &, измеримые по х при любом фиксированном Т/ = (т,(1),...,т,(и)) из & для всех 

г = 1,...,N  ; р(х) - ограниченная, измеримая, неотрицательная на & функция; 

% (•), г = 1,...,N  - действительные, ограниченные, выпуклые, дважды непрерыв­

но дифференцируемые функции своего аргумента; Ь ,..., \ - заданные неотрица-

тельные числа, причем выполняются условия разрешимости задачи
N

3 = |р(х)аХ < Е Ь , 0 < Ь < 3, і = 1,...,N.
а '=!

Перепишем задачу А7 в терминах характеристических функций Л (х) под­

множеств а  , і = 1. .. N , в следующем виде.

Задача В7. Найти

тіп I  (Я(-) ,т),
( Д ( - ) , г ) е Г 2 у О "  4  '  '

где множество

Г2 = { Л(х) : Л(х) є Г  п. в. для хе о  ;

| p(X)Л(x)dx = Ь , і = 1,...,Р,
а

| р(х)Л(х)оХ< Ь , і = Р + 1,...,N1; теО !’' ,
а

Г  = (Л{х) = (Л (х ),...,Л  (х )): Л (х) = 0 V 1, і = 1,...,N,

N
Е л  (X) = 1 п. в. для X є а}  .
і=1

Функционал задачи В7 имеет вид:

N Г Г Г
1 (л0  ,т) = Е  р (Г р (х)Л (х)сХ) + |с (х ,т )р (х)Л (х)dx

'■=1 о о

Ог задачи В7 с булевыми значениями переменных ЛДО , і = 1, .., N , перей­

дём к соответствующей задаче со значениями Л (•) из отрезка [0,1], т. е. рассмот-

рим следующую задачу. 

Задача В7.1. Найти

тіп „ I (Л(0,т),
(Л (^ ),т )ег2 у..ам
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где Г2 = { Л(х ) : Л(х) е Г' п. в. для хе О  ;

| р(х)Л(х)аХ = Ь , г = !,•••,Р ,
а

| р(х)Л(х)оХ < Ь , г = Р + !,•••,Щ ;
а

Г' = { Л(х) = (Л (х) , . . ,Л (х)): 0<Л(х) < 1, х е а , г = !,•••, N ,

N

2  Л(х) =1 п. в. для х е а  };
/= 1

т = ( т ^ т ) е а  .

Как доказано в [36], Г2 - ограниченное, замкнутое, выпуклое множество 

гильбертова пространства 1?2 (а ) с нормой

Л(0 II = [/ЕЕ Л (  х)]2
а '=1

Тогда, согласно [15], множество Г2 слабо компактно в гильбертовом про­

странстве ьN ( а ) .

Имеют место следующие три утверждения.

Утверждение 2.1. Если функции р  (•), г = !,•••, N  , выпуклые или непре­

рывные снизу (слабо полунепрерывные снизу) функции своего аргумента, то при 

каждом фиксированном векторе т е а 1̂ задача В7.1 имеет глобальное решение.

Описание метода решения задачи А7

Введем для задачи условной оптимизации В7.1 функционал Лагранжа сле­

дующим образом:

Ь ({Л (•), г}, у ) = I  (!(•), г) + £ у. 1 р ( х)Л( х)аХ - Ьі
1=1 ^

N  Г 1
= У Ф (/ р(х) Л (х)^х) + 1 (с(х, г ) + у  ) р(х)Л (х)<* - У  у  Ь , (2.4.1)

1=1 £ £2 О' _| £1

где у  = (у  ...уд,) - Ж-мерный вектор вещественных чисел, у которого компонен­

ты у  ...у произвольны по знаку, а у  1...уы - неотрицательны; Л(х) е Г  для

х е а ; г = (г ̂ . .г ^ е а " 7.
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Пару элементов ({Л 0),т,} ,у* ) назовем седловой точкой функционала

(2.4.1) на множестве {г' х QN }х Л , где

Л = {^  = (^1..-^у ) е ^  '■¥, ^ 0 г = Р + 1,..., М >

если

или

h ({Л, (•), т,}, у ) < h ({Л, (•), т,}, у  * < h ( ,( • ) , т}, у  * 

для всех Л( х) е Г ' , те QN, у е Л ,

h ({А(0,т,} ,у*) =

= max min h ({!(•),т},у) = min max h ({Л(0,т},у) .
у е Л  (Л (^ ) ,т )е Г 'х О "  J  '  (Л(.:)т)еГ'хОы у е Л  J  '

Не останавливаясь пока на исследовании вопроса о существовании седловой 

точки, перейдем к решению задачи:

Обозначим

max min h ({Л(0,т},у)
у е Л  ( Л О ^ е Г х О "  U  ’  '  .

О(у) = min h ({Л(),т} , у ) , у е Л
(Л(̂ ),т)еГ'хО" ’ ' .

Задача двойственная к задаче В7.1 имеет вид:

О(у) ^  max , у е Л . (2.4.2)

Для отыскания min h ({Л(),т},у) перейдем к следующей задаче:
(Л (^ ) ,т )е Г 'х О "  ’  '

m n im " h ({Л(0,т} ’ у ) при у е Л . (2.4.3)

Утверждение 2.2. При каждом фиксированном т е QN и каждом фиксиро­

ванном у е Л  функционал h ({Л(),т},у) из (2.4.3), определяемый по формуле

(2.4.1), будет выпуклым по Я() на LN (Q ), если р  (•), i = 1,..., N , - выпуклые 

функции своего аргумента.

Утверждение 2.3. При каждом фиксированном т е QN и каждом фиксиро­

ванном у е Л  минимум по Л() функционала h ({Л(),т},у) достигается на 

симплексе Г '.
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Как следует из [42], внутренняя задача в (2.4.3) глобально разрешима по 

Л(0 на Г '.

Обозначим в (2.4.3)

Gj(т,у) = m inh({Л-(-),т},у), r e ü N,у є Л  . (2.4.4)

То есть дальше вместо двойственной задачи (2.4.2), учитывая (2.4.3), (2.4.4), 

перейдем к решению следующей задачи:

max min G  (т,у) .
У ЕЛ  t e Q n  1V

Для этого сначала конкретизируем выражение G  (т, у) из (2.4.4). 

Подставляя в (2.4.4) выражение для h ({Л(0,т}, у ) из (2.4.1), получаем:

N

G1(J ,W) = - 2  У і bt +

N

+ min Z
1 ( - ) е Г '  i= 1

p  (l p (x )l;. (x)dx) +1 (c(x,T,.) + у.)p(x)Л  (x)dx 

t E Q n , у  е Л  .

(2.4.5)

Обозначим в (2.4.5)

ф і (Л (•), T, у  і) = p  ( I p ( x) Ц (x)dx) +1 (c( x, T) + у  ) p (x)Л (x)dx,

и рассмотрим задачу

min Ф (Л (),т ,у) , t e Qn , у Е Л ,

где

Ф (Ц ), t , у ) = £  Ф і (Л (•), T, у  ). (2.4.6)
i=1

Очевидно, что при каждом фиксированном т є О іУ и каждом фиксирован­

ном у е А  функционал Ф (Л (),т ,у ) из (2.4.6), будет выпуклым по Л( •) на 

^ (о ) , еслир ( •), і = 1,.... N , - выпуклые функции своего аргумента, и минимум 

по Л(•) функционала Ф(Л(),т,у) достигается на множестве Г '.

Обозначим через &̂ гаСл Ф(Л(),т, у ) субградиент по Л(• )  выпуклого по 

Л( • )  при каждом фиксированном т є О іУ и каждом фиксированном у  еЛ  

функционала Ф (!(•), т, у ) .
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Можно показать, что sgradÀ Ф(Л(-),т, у ) при каждом фиксированном 

т е QN и каждом фиксированном у е Л  имеет следующий вид:

sgradÄ Ф (Л(-), т, у ) =

= (ФЛ (Л О Х т у  ) ^ Фл ( Ш т У , ) ^ ФЛ N nO n N )) ,

где

ФЛ (Л О), т , у  ) = ф'и, ( 1 р(х)Л (x)dx) р ( x) + (c(x, т ) + у  ) р (х) , г = I,-, N  , 

здесь

Y =|р(х)Л (x)dx . (2.4.7)
Q

Согласно [90], при каждом фиксированном т е QN и каждом фиксирован­

ном у  еЛ  необходимое и достаточное условие минимума по Л(-) выпуклого по

Л(-) функционала Ф(Л(-),т,у) на симплексе Г' имеет вид:

min 1 ( sgradx ф(Л*(-),т, у ) , (Л( х) -Л*( х))) dx =0 .

Перепишем полученное равенство в виде:

J (sgradлФ(Л(•),т, у ) ,Л  (x)) dx =

= min 1 (sgradÄФ(Л* (-),т,у) ,Л(x)) dx . (2.4.8)

Предположим, что при каждом фиксированном т е QN и каждом фиксиро­

ванном у е Л  для функционала Ф(Л(-),т,у) из (2.4.6) по переменной Л(-) вы­

полняется условие, которое мы назовем, следуя [90], условием сильной регулярно­

сти, если

ФЛ (Л (-),т,у) = ̂ Y (l рМ Л*(x)dx) р ( x) +(c(x,т) + у ) р ( x) * 0,

г = !,•••, N , за исключением множгства точек x ей нулевой меры, или, в другой 

записи,

mes jx ей : (с ^ т , ) + у  + <р'а (1 р ^Л *  (x)dx) ) р ^ )  = о| =0, (2.4.9) 

где Y , i = l,•••, N  , имеет вид (2.4.7).
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Условие сильной регулярности означает, что для оптимальной вектор- 

функции Л*(х) ни на одном множестве точек хей  ненулевой меры не удовле­

творяется ни одно из уравнений Эйлера

ФЛ (Л*(0,т, ,ц ) =0, / = 1,...,N ,

для задачи минимизации без ограничений функционала Ф (Л(•), т, ц) из (2.4.6).

Как следует из [36, 90], в случае выполнения условия сильной регулярности

(2.4.9) вектор-функция Л (х ), доставляющая минимум линейному функционалу 

из правой части формулы (2.4.8), определяется при каждом фиксированном 

т е О.1'1 и каждом фиксированном ц е Л , а также, с учетом (2.4.9) и того, что 

мера множества граничных точек подмножеств О , г' = 1,. ., N , равна нулю, из 

следующего операторного уравнения:

[, с( х ,т) + ц  + р^ (О р(х)Л*(х)Сх) <

< с(х,тк) + ц  + р ’щ (О р( х)Л*( х)Сх ),

I ф к п. в.для х е О  (другими словами,

Л (х) = ) I = к только на множестве меры ноль, (2.4.1°)

т. е. в точках границы между 

подмножествами О ; и О к) i,k = 1,...,Ы,

0 в остальных случаях.

Учитывая обозначения (2.4.7), прибавляя и вычитая под знаком суммы в 

(2.4.5) выражение р'г (1 р(х)Д. (х)Сх), перепишем С  (т, ц) из (2.4.5) в виде:

(р  (|р(х)Л (х)Сх- )-

-р'а (1 р (х)Л (х)Сх1 )• 1 р (х)Л (х)Сх) +

-1 (с(х, т ) + Ц + рРт: (1 р(х)Л (х)Сх)) р(х)Л (х)Сх (2.4.11) 

т еО"7, ц е Л  .

N N

С  (т, ц) = - Е ц. Ь + ш1п Е
1 I=  1 ' Л 0 )е Г ’ I=1
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Подставляя выражение для Л (х) из (2.4.10) в ту часть формулы (2.4.11), ко­

торая линейно зависит от Л(-) и оставляя пока переменной величину у , 

г = !,•••, N , связанную с Л( •) зависимостью (2.4.7), получаем (с учетом ограниче­

ний задачи В7.1) выражение для ^  (т, у) в следующем виде:

N N г
ОгУ ,т,У) = - 2  у  Ь, + 2  |_(р(уУРг'СГ,) У ) +

+ J min(c(х,тк) + ук + %у (Ук))p (x)dx (2.4.12)

TeQN, у е Л , У eU  = jy  = (у ,...,Yn)<e E n :0 < у  <bpi = l,..,iV  j .

Таким образом, конкретизируя выражение для G  (т. у) из (2.4.4), двойст­

венная задача (2.4.2) приводится к виду:

max min max G  (Y т .у ) . (2.4.13)
уеЛ TeQM YeU 2

Для задачи В7.1 имеет место теорема Куна - Таккера в двойственной форме, 

т. е. I (Л (0 .т ) = О (У ) , где (Л(О.т,) - оптимальное решение задачи В7.1, у*

- оптимальное решение двойственной задачи (2.4.13), причем максимум в двойст­

венной задаче (2.4.13) достигается.

Имеет место теорема, обуславливающая переход от бесконечномерной зада­

чи В7.1 к поиску седловой точки функционала (2.4.1) посредством решения не­

гладкой конечномерной задачи (2.4.13), к которой сведена двойственная задача

(2.4.2).

Теорема 2.15. Пусть

1) %( • ), i = I...., N , - выпуклые, дважды непрерывно дифферен-цируемые 

функции своего аргумента;

2) при каждом фиксированном т е QN и каждом фиксированном у  еЛ  

имеет место условие сильной регулярности (2.4.9):

mes jx eQ  : (с(х.т ) + У+%у_ (f p(x)Ä* (x)dx) )p(x) = oj =0, i = 1,... N  ,

тогда седловая точка ({Л(-).т,}.у*), (где первая компонента {Л(-).т,} является 

оптимальным решением задачи В7.1) функционала (2.4.1) на множестве
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{г хТ4  r >|xA (здесь Т ^ Тя> - выпуклые подмножества множества QN,

определяемые своим отношением порядка между координатами точек тх,...,tn , 

на которых функция G2 (Y,т,/ )  из (2.4.12) - выпукла, и объединение которых

составляет множество QN) определяется для i = 1,...,N  и почти всех x e Q  сле­

дующим образом:

Г1 при х e Q„ и х  g Q,„, q  < i,
Л * (x ) 4  ?

[0 п ри  x  g Q ,

где

Q * ,  =  { x  e Q : c (  x, t *  )  +  / *  +  p Y  ( Y * )  =

=  m i n  ( c ( x , t ] )  +  / »  + ф'шк ( Y * ) ) ,  i  ^  k  п .в . для x  e Q j ,

в качестве Y*,...,y; , t*,...,t , / * , . . . , /  выбирается оптимальное решение двой­

ственной задачи (2.4.2), приведенной к виду

G (/) = min max G2 (Y ,t,/)  =

N

= min max {- E / .  b. E
TeQ N Y e ^ {

N  N  | -

-E W.b, E L(^(Yi) — ̂ Y, (Y,) Y )

+ I ЩШ(c(x, T ) + /  + p'y (Yk))p (x)^  I

при условиях

ц  > 0 ,г = р  + 1,...,N  .

Имеет место следующее утверждение, [42].

Утверждение 2.2. При выполнении условия сильной регулярности (2.4.9) 

множества оптимальных решений задач В7 и В7.1 совпадают.

Далее приведем алгоритм решения задачи А7, основанный на теореме 2.15, 

составной частью которой является г-алгоритм Шора.
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Алгоритм решения задачи А7

Для отыскания оптимального решения задачи (2.4.13) будем использовать 

эвристический алгоритм обобщенных псевдоградиентов с растяжением простран­

ства, близкий к r-алгоритму Шора.

Для этого от задачи (2.4.13) введением в целевую функцию (2.4.12) негладких 

штрафных функций множеств {у  > 0, i = p  +1,..., N j , {Y > 0, i = 1,.., N j ,

{Y ^ b , i = I... N j перейдем к следующей задаче: 

найти

max min max P (Y,г,у) , (2.4.14)
у Е  teQn Ye E n  V ’

где
N N

P (Y ,r,y ) = G (Y ,t,w) -S  -Smax{0,- y j-S2 -Smax{0,Y j-
i=1 i=1

-S  -Smax{0, Y -b j . (2.4.15)
i=1

Здесь S , S , S  - достаточно большие положительные числа, значительно 

большие максимальных из множителей Лагранжа для функции (2.4.12).

О возможности перехода от задачи (2.4.13) к задаче (2.4.14), (2.4.15) см. в п.

1.6.2 .

Определим г-ю компоненту 3 Ж-мерного вектора обобщенного псевдогради­

ента

g(Y, г, у) = (-gYp (Y, г, у), gzp (Y, г, у), -gwp (Y, г, у )) =

J-gY ^Y  p , у),..., -gYN (Y ,г,у); 

^gp (Y,г ,у ),..., 1  (Y,г, у );-gу (Y,г,у),...,-1у (Y,г, у ),

функции (2.4.15) в точке ^ г у )  = (Y ,...,у ,;г ,.. .,г ;у ,.. .,у )  следующим 

образом:
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(2.4.16)

grp (Y,t ,w) = Y (Yi) ■Yi + S2 max[0 ,sign(-Yi)] -

- S  max [0, sign(Yt - b )], 

если i Ф k, где k : ^c(x, тк ) + Wk +V'kYt (Yk ) ] =

= mmГc(XT ) + wl +р’щ (Yi)1 ,
l=1, NL ‘ -1

gpk (Y, T, w) = -vIyA (Y ) ■ Y  + (Y ) ■ J p ( x)At (x)^x+

+ S2 max [0, sign(-Yk)] - S3 max[0, sign(Yk - bk)]; 

z =  1 , . . . ,N  ;

gT (Y, T, w) = 1 p(x) • gC (x, TД. (x)<ix ,  г = 1 , . . . ,  N  ,  ( 2 . 4 . 1 7 )
p Q

г д е  g T  ( x ,  t  )  -  г - я  к о м п о н е н т а  Ж - м е р н о г о  в е к т о р а  о б о б щ е н н о г о  г р а д и е н т а  

gT  ( x , t )  ф у н к ц и и  c ( x , T ) ,  в  т о ч к е  t  =  ( c , . . . , t , . , t )  п р и  ф и к с и р о в а н н о м  х ,  

и м е ю щ а я  в и д :

gl‘ ( x , c )  =

fg f ( x,c)^

g j ,( ( x , r )

g 4 (Y,T,y) = 1 р(х)Х (x)dx - b  + S ,  m a x  [ 0 ,  sign(-y ) 1 ,  ( 2 . 4 . 1 8 )
P Q

z =  1 , . . . ,N  .

В  ф о р м у л а х  ( 2 . 4 . 1 6 )  -  ( 2 . 4 . 1 8 )  Я Д х ) , г =  1 , . . . ,  N  о п р е д е л я е т с я  с л е д у ю щ и м  

о б р а з о м :

1 , c ( x , c )  +  4 i  + ^ Y  ( Y )  =

= m s t ^ ) + 4 + ^ ( y ) ] ,  ( 2 4 1 9 )

i Ф k  п .  в .  д л я  x  є  Q ,

0  в  о с т а л ь н ы х  с л у ч а я х .

О п и ш е м  а л г о р и т м  р е ш е н и я  з а д а ч и  А 7 .

А л г о р и т м  2 . 6

П р е д в а р и т е л ь н ы й  э т а п .  О б л а с т ь  Q  з а к л ю ч а е м  в  n - м е р н ы й  п а р а л л е л е п и ­

п е д  П ,  с т о р о н ы  к о т о р о г о  п а р а л л е л ь н ы  о с я м  д е к а р т о в о й  с и с т е м ы  к о о р д и н а т ,  п о л а ­
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гаем р(х) = 0 при х еП  \ О , у = . Параллелепипед П покрываем пря­

моугольной сеткой и задаем начальное приближение (У, г, у ) = = (у (0), г(0), у (0)) . 

Вычисляем значение Л(0)(х) в узлах сетки по формулам (2.4.19) при У = У(0), 

г = г(0) , у  = у (0). Вычисляем значение

(у(0), г(0), у (0)) , (ую , Р0) , у°° ) , gу (у(0), Р0) , у°° )

в узлах сетки по формулам (2.4.16)-(2.4.18) при У = У(0), г = г (0), у  = у (0), 

Я(х) = Я(0) (х ). Выбираем начальный пробный шаг й0 > 0 г-алгоритма Н. З. Шо­

ра

Первый шаг алгоритма проводим по формулам

У(1) = У(0) -^ У (У(0),г(0),у (0)),

г(1) =Ро(г<») - Ьо (У (0),г(0),у (0))) ,

у (1) = у (0) - ^ ( у (0),р(0),у (0)) , 

где Рп - оператор проектирования на О  (см. п. 1.6 .2).

Переходим ко второму шагу.

Пусть в результате вычислений после к, к = 1, 2,..., шагов алгоритма получе­

ны определенные значения У(к), р к), у (к), Л(к-1) (х) в узлах сетки.

Опишем (к+1)-й шаг алгоритма.

1. Вычисляем значения Л(к)(х) в узлах сетки по формулам (2.4.19) при

У(к)р (к),у (к) .

2. Вычисляем значения ^  (У, г, у ) по формулам (2.4.16) - (2.4.18) при 

Л(х) = Л(к) (х ), У = У(к), г = г(к), у  = у {к).

3. Проводим (к+1)-й шаг г-алгоритма обобщенных псевдоградиентов с 

растяжением пространства, близкого к г-алгоритму Шора в Н-форме [73], ите­

рационная формула которого имеет вид:

Н  ёУ (Ук  рк) у (к))
У(к+1) = У(к) - ь Н к +1 gp (У ,г ,у  )

V (Н к^Р  (г "Р > “ ’),gР (У'к 1,г(к 1,у '*1)) ‘
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(
н ,+ , ( У“»,г"> У »)

н , +,і ;  (у * »у  ‘ »,;*»)

где Нк+1 - матрица растяжения пространства с коэффициентом а (его целесообраз­

но брать равным 3) в направлении разности двух последовательных обобщенных 

градиентов, имеющая вид

Если из-за округлений счета Н к+1 перестает быть положительно определен­

ной, заменяем ее единичной матрицей.

Шаговый множитель \ выбираем из условия минимума разности

по направлению антипсевдоградиента - g (Г, г, Т ) в преобразованном пространс­

тве.

4. Если условие

не выполняется, переходим к (к+2)-му шагу алгоритма, иначе - к п. 5.

5. Полагаем Г  = Г () , г, = Г () , у  = Щ ), Л (х) = Л () (х), где I - номер 

итерации, на которой выполнилось условие (2.4.20).

6 . Вычисляем оптимальное значение целевого функционала по формуле 

(2.4.15) при Г = Г , г= г  , у  = у  и, для контроля, по формуле:

(здесь Т - одна из переменных Г , т или у ); также напомним, что

[Є2 (У(*», т(*-1», Т (*»» - Є2 (У(*-1», т(* », Т (*-1»»]

||(7(*», т(*»,; ») - (7(*+1», т(*+1», ; +1» |  < є, є  > 0 (2.4.20)

Алгоритм 2.6 описан.
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2.4.2. Нелинейная многопродуктовая задача оптимального разбиения 

множеств с отысканием координат центров подмножеств. Алгоритм решения

Рассмотрим непрерывную нелинейную многопродуктовую задачу ОРМ с 

отысканием координат центров при ограничениях в виде равенств и нера­

венств, постановка которой, в сравнении с задачей из раздела 2.4.1, усложнена тем, 

что функции спроса и стоимости транспортировки единицы продукции от предпри­

ятия к потребителю задаются разными для разных видов продукции.

Задача А8. Найти

М N
ШІИ X X  Р К  I  Р  (х)Сх) + | С  (х,Г,.)р (х)Сх\

7=1 і=1

при условиях:

М М
X  I  Р  (х)Сх = Ь ,і = І,---,Р , X I  Р  (х)Сх — Ь ,і = р  +1,...,N ,
і=1 а \ з== о /

{а 1,--.,а ,...,аМ }є 20м , г = ( г ,- г  є o N.

Здесь функции С  (х ,г ) - действительные, ограниченные, определенные на 

Ох О , измеримые по аргументу х при любом фиксированном г = (г1(1),..,г (!)) 

из О  , і = 1 .-., N ; функции р  (х) - действительные, ограниченные, измеримые 

и неотрицательные на О  для всех і  = 1, ..., М  ; точка г = (г1(1),..,г (!)) є О  - 

центр, общий для подмножеств О 1,...,ОМ, і = 1,...,N , один и тот же для всех 

і  = 1, ..., М  ; <р](•), і =15...5 N  У =  - 5 М  - действительные, ограниченные, 

выпуклые, дважды непрерывно дифференцируемые функции своего аргумента,

Ь ,..., Ьд, - заданные неотрицательные числа, причем

М N

5 = 1 Х Р  (х)Сх < Х  Ь , 0 — Ь — 5, і = 1,..., N. (2.4.25)
О і = 1 '=1

Введем характеристическую функцию подмножества О  І :

ї ї  х є 0 і ,
^ (х )  = <! , 1 , і = 1,...,N , і = 1,...,М ,

[ 0, х є О  \ О і ,

и рассмотрим функционал
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і  (Ю ,т )= £  X
j=i і=і

(2.4.26)pp   ̂J p J (x )K f (x )d x  j  + 1 cJ (x, r t) p  (x ^ '  (x )dx  

где вектор-функция Л(x) имеет вид:

Л( x) = (K(x),....,Kf( x);...NM (x ) ,. . .X  (x)N

Перепишем задачу А8 в следующем виде.

Задача В8. Найти пару элементов (Л (x),z,) (Л (x) єЦ  почти всюду (п. в.) 

для x є D., т є П ) , такую, что

I  (Л (x),r,) = min I  (Л(-),т),
(Л(-),г)єГ1хЯм

Г  ={K(x)'- K(x) = (K(x),....,/Kf(x);...;Kd(x),...,KM(x)) єГ[ п. в. для x єП ;

.M
J X P (x)K(x)dx = bt, i = 1,...,p,
П j =1 

M
J X , P (x)K(x)dx < b , i = p +1,...,N},
П j=M

где r[={K(x) = (K (x),...,Kn(x)',...',KM(x),...,KM(x)): Л (x) = 0 v 1 п.в. для 

x є П , i = l..., N  j  =M, M  ,

N
X  Л  (x) = 1 п. в. для x єП  , j  = 1,..., M } ;т = (т ,...,tn ) є DN.
i=1

От бесконечномерной задачи В8 с булевыми значениями переменных Л  (0, 

i = 1,...,N, j  = 1,...,M , перейдем к соответствующей задаче со значениями Л (0 , 

i = \.... N  j  = Х.... M  , из отрезка [0,1].

Задача В8.1. Найти пару элементов (Л (x). т,) , где Л (x) є Г 2 , т, є DN, та­

кую, что

I  (Л ( x),t  ) = min I  (Л( ■).т),
(Л(■),т)єГ2 xQn 

2 =>K(x,: K(x, єг п. В.Г  = K (x ): K(x) є Г  п. в. для x єП ;

.M

JX P (x )K (x )d x  = b , i = 1.....P,
П j=1

M
J X P ( x ) K  (x)dx < b , i = P +1.....N },
П j=1
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здесь Г = { Л ( х )  = ( Л 1 ( х ) , . . . , Л ^ ( х ) ; . . . ; Л М  (х ) , . . , Л М  (х)):0 < Ц  (х) < 1 х е П ,

N
г = 1..., N  7 = 1-, М  , Х  ̂ (х) = 1 п. в. для х е П  ,] = 1,...,М  }.

1=1

Описание метода решения задачи А8

Для задачи В8.1 введем функционал Лагранжа следующим образом:

N ( М \ N
к ( ( Л ( ) , т ) , у )  = I ( Л ( - ) , т )  + ХУ,-1 Х \ р ( х ) л / ( х ) Л х - Ьг = - Х  ̂ А  +

г=1 V 3 = П У г=1
Г / X 4 У -1 (2.4.27)М N

+X X
1=1 i=1

ф1' р  (х)Л/ (х)^хJ +1 (с1 (х’т )+ у )р  (х )Л  (х)^х ,

где у  = ( у , . . . , у ) еЛ  - Л-мерный вектор с действительными компонентами, 

причем у  ,...,у  произвольны по знаку, а у  j ,...,ум - неотрицательны; Л( х) еГ  

для хей  ; т = (т,..., Гд) е Q N

Пару элементов ((Л (-),т ),у  ) - назовем седловой точкой функционала 

(2.4.27) на множестве (Г х Q.N) х Л , где

Л = (у  = ( у , . . . у ) е En : у  > 0, i = ̂  + 1,...,N),

если

А(((Л. (•), т.), у)) < А((Л. (•), т.), у*) < h ((.0 , т), у  ) (2.4.28)

для всех Л е Г , те Qn , у  е Л ,

или

А((Л (О т  ),у*) = min max И((А(-),т),у) =
(Л(0,т)еГхОл' уеЛ

= max min к((Л(),т),у) (2.4.29)
уеЛ (AO,r)ErxQN

Перейдем к решению задачи:

И((Л (0,т ),у*) = max min h ((!(•), т), у ) . (2.4.30)
уеЛ (A(-),r)ErxQN 4 7

Обозначим О(у) = min А((Л(),т),у), уеЛ,тогда двойственной к
(AQ,r)ErxQN

задаче В8.1 будет задача

G (у ) —— max, у е Л .  (2.4.31)
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По аналогии с работой [37], для нахождения min h ((М(-), т), цЛ , перей-
(М(-),г)еГхам V 7

дем к следующей задаче:

min min h((M(-),r),w) , при ц еЛ . (2.4.32)
rEQN Л(-)еГ

Обозначим в (2.4.32)

Gj Цц, т) = min h ((М(-), т), ц) , те QN, ц еЛ , (2.4.33)
М(-)еГ

тогда, учитывая в (2.4.33) выражение для h((M(-), т), ц) из (2.4.27), получим:

N

G  (ц ,т ) =  - У ц ь-+

М N
+ min У  У р  | | р J (x)M (x)dx j  + 1 (С (x, rt) + ц  )p i (x)Mj (x)dx 

т e Qn , ц е Л

(2.4.34)

Обозначим в (2.4.34)

Ф(M(■),т,ц) = P ( j p(x)M(x)dxj  + J (C(x,т) + ц )p(x)M(x)dx 
и рассмотрим задачу

M N
mm т, ц) = mm £ £  ф  (M( т, ц), (2.4.35)
M. ОеГ M( •)erj-f'—f

т e Qn , цеЛ .

Согласно [37], функционал Ф (М(-), т, ц) - выпуклый по М(•) на LN'xM (Q) , 

если р (•), i = 1,...,N ,j  = 1,...,M  - выпуклые функции своего аргумента, и ми­

нимум по М(•) функционала Ф(М( •), т, ц) достигается на множестве Г . В свою

очередь, субградиент такого функционала при каждых фиксированных т е QN и 

ц е Л  имеет вид:

sgradÄ Ф(М( -),т,ц) =

= (ФМ (М (\ т ц х .,Ф 'м (Mn(-),тN, ц );...;М М

ФМ (ММ (•), т ц , . . . ,  ф\м mm (•), rN ,yN) ) ,М М

где

i=l
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%  j  ( j , xj , У  ) = I I  '  ( '  А  ( '  '  ■p} (x) + (c" (x, Г ) + ) p }  (x),
VQ /

i = 1,..., Ж, j  = 1,..., M .

Для упрощения записи введем обозначение:

Yj = jV  (x)Aj (x)dx, i = 1,..., N , j  = 1,..., M . (2.4.36)
Q

Согласно [90], необходимым и достаточным условием минимума по А( ■) вы­

пуклого по А(■) функционала Ф (А(),г,у) на Г является условие

lin j  (sgradÀФ(А* (■), г, у), (А(x) - А* (x)))dx = 0,min
*

которое еще можно записать в виде:

| (sgradÀ Ф(А*( -),т,у),А*( x))dx =
Q

= min J (sgradл Ф(А*( -),т,у),А(x))dx.
А( ) e F Q

(2.4.37)

Из [90] также известно, что если для оптимальной вектор-функции А* (•) (за­

дачи минимизации без ограничений функционала Ф(А( •), г, у) из (2.4.35)) ни на 

одном множестве точек х е О  ненулевой меры не удовлетворяется ни одно из 

уравнений Эйлера

ФА (А*'(0,г,.,у) = 0, I = 1,...,М,'  = 1,...,М , 

то для функционала Ф(А( 0,г, у) по переменной А( •), при каждых фиксированных 

г е О  и у е Л , выполняется условие сильной регулярности, которое еще можно 

записать так:

С  (х, г ) + у  + ф '  Р  (х)А? (х)<* р  (х) = 01 = 0, (2.4.38)

где , имеет вид (2.4.36).

Следуя [35, 37, 90], если условие сильной регулярности (2.4.38) выполняется, 

тогда вектор-функция А* (•), которая доставляет минимум линейному функционалу

с правой части формулы (2.4.37), определяется при каждых фиксированных г е О  

и у  е Л , а также, с учетом (2.4.38) и того, что мера множества граничных точек

mes <x е Q :
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подмножеств О / , /  =  1,...,N , /  =  1,...,М , равна нулю, из следующего операторно­

го уравнения:

к'\ (X) =

1, С  (х, ті) + у і + фі1ї , 1 | р 1 (х)Л*/ (х)йх

< с1 (X тк) + у к + ф^1 І |р  (х)^ І (х)йх

(2.4.39)і Ф І  п. в. для х є О  (другими словами, 

і = І  только на множестве меры ноль, 

т. е. в точках границы между 

подмножествами О/ и 0 1), і, І  = 1,..., N ,

0, в остальных случаях,

1 = 1,..., М .

В выражгнии (2.4.34), под знаком суммы, прибавим и отнимем

Л
, после чего получим:ф',1 | I р  ( х ) Ц  (х ^ х

(¥ , т) =  -Х  + тш  X  X
А{-)є1 1=1 і=1

^/( ІР (х )Л /(х)ёх

-ф'і ( І Р (х )Л (х )ск\ - \ рЦ (х ) і  +

р  ( х)Л (х)йх (2.4.40)+| ̂  С  (х, т ) + у і + ф’1  {\р (х)Хі (х)Ох

04 1 УУ

т є О "7 , \рєК.

Учитывая выражение (2.4.39), перепишем выражение (2.4.40) в части, которая 

линейно зависит от ХІ (■), согласно ограничениям задачи В8.1, в виде:

N М N г

о 2(¥ ,т )= - Х ч 'А + Х  X  р (V ) - я>’№ ) ■у; +
1=1 і=\

+ 1 тщ.( с  (х  ті ) + П  + Рку1 №  ))р  (х)іїх
•* к=\,N кїк

(2.4.41)

і=1

і=1

О
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т є О , у  є Л,

У є и  = ]х = (!?,...,У^.'Ух,...,У „М) є Е ^  : 0 X 1 < Ь ,і = 1,...,х [ .

Итак, задачу (2.4.31), двойственную к задаче В8.1, приведем к виду:

шт тах
геОМ ГеП -£  ул  + £  £

/=і 1=1 ,=1

Ф  У ) -ф Д У 1 )• У,1 +

[ шіиСс1 (х, тк) + ук + фУ (Ук ) ) р  (х)ёх
•* к=1, N кО

у  єЛ , (2.4.42)

м 1
У є и  = ]У = (У1,...,У1;...;УМ,...,У„м) є ЕмхМ :0 < £ У /  < Ь ,і = 1,...,N)1.

1=1

Таким образом, если ф (•), г = 1,...,М,'  = 1,...,М  - выпуклые, дважды не­

прерывно дифференцируемые функции своего аргумента, и при каждых фиксиро­

ванных г е и у  еЛ  имеет место условие сильной регулярности:

mes <х є О : с1 (х, т ) + у і + фУ I | р  (х)Л,*1 (х)ёх Р  (х) = 0  ̂= 0,

где У1 = |Р (х )!(х )ё х , і = 1,...,N , 1  = 1,...,М , тогда седловая точка

((А (0 ,г, ) ,у )  (где первая компонента является оптимальным решением задачи 

В8.1) функционала (2.4.27) на множестве (ГхО М) хЛ определяется для 

г = 1,...,М ,' = 1,...,М , и почти всех х е О  следующим образом:

„,, ч , 1, при х є О,* и х й ОУ , а < і,
!  , (х) = х а

[0, при х йО*1 ,

где подмножества О  4 имеют вид:

О
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х є О : С  (х, гк) + V  + ф ' ,  I | р  (х)Як (х)ёх

О  іі =  <! =  т п (С (х,г*) + у к + ф’̂  І IР (х)Л*к (х)йх , I  ( 2 . 4 . 4 3 )
к= 1 , N кІк -1

\ О

і Ф  к п .  в .  д л я  х  є  О ,  ,  =  1 , . . . , М ,

а в качестве УХ,..,У*, т*,...,ты, /* ,...,/*  выбирается оптимальное решение 

двойственной задачи (2.4.31), которая приведена к такой форме:

О(ш) = шіпшах
гєQN УєП -Т.ГА+Х X

і=1 1=1 і=1

Ф  (р ) - Ф '^ М ) -V +

+ Г шт(с] (х, гк) + у к +
•* к=1̂О

+фщ(Гк) ) р  (х)ёх

V єЛ , (2.4.44)

У еП  = |7 = (у \..,Г^,..:,ГМ,..,¥ ?) е К„хМ :0 < £ У/ < Ь ,I = \,..,N)|. 

при условиях

/  > 0, г = р  + 1,..., N. (2.4.45)

Поскольку, согласно [37], множества оптимальных решений задач В8 и В8.1 

совпадают, перейдем к формулированию алгоритма решения задачи В8, используя 

формулы (2.4.43)-(2.4.45).

Алгоритм решения задачи А8

Для решения задачи (2.4.44) - (2.4.45) используем эвристический алгоритм 

обобщенных псевдоградиентов с растяжением пространства, близкий к г-алгоритму 

Шора [103]. Этот алгоритм описан в [37] для однопродуктовой задачи, а здесь он 

обобщен и применен для случая многопродуктовой задачи, см. в работе [35].

От задачи (2.4.44) - (2.4.45) перейдем к задаче безусловной оптимизации по /  

с помощью введения в целевую функцию (2.4.41) негладких штрафных функций 

множеств

( / >  0, г = р  + 1,..., N  ,
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(Г' > 0,г = 1,...,М,'  = 1,...,М ),

М

(Х Г ' < ь ,; = 1,...,М) :
'= 1

найти

где

шахшт шах Р(У,г, у ) , (2.4.46)
уеЕы геОМ УеЕмхм

Р(У, г, у) = 0 2 (Г, г, у) -

М N

-^1  • X  ш а х ( 0 ,  - у  ) - 5 2 2  X ш а х ( 0 , - у  ' ) -

;= ^ + 1  '= 1  ;=1

•Хшах(0, X Г ' -Ь ). (2.4.47)
,=1 '=1

Здесь ^ ^  - достаточно большие положительные числа, гораздо боль­

ше максимальных значений множителей Лагранжа для функции (2.4.41). Возмож­

ность перехода от задачи (2.4.44) - (2.4.45) к задаче (2.4.46) - (2.4.47) рассматривает­

ся в [36, 84, 103].

Обобщенный псевдоградиент функции (2.4.47) в точке

(Г,г,у) = (г1,..., 1М;...,ГМ,..., ГМ; г , . . . ,г ; у ,...,ум )

имеет вид:

gp (Г, г, у) = ( ^ р  (Г, г, у), gp (Г, г, у), ̂ РР (Г, г, у)) =

= Ы р 1  , г , у ),...,1  (Г, г, у );. . . ; - $  (У , г, у ) ,...,- я 1  (У , г ,у ) ;

£  (Г,г ,у ) , . . . ,1  (Г,г, у); - М  (Г, г, у ) , . . . ,1  (Г, г, у)), 

а его компоненты определяются следующим образом:

- по Г ’ :

gYp’ (у , г  у ) = -фггГ  (у / )  • у;' + ф '  (у / )  • | р } ( х)А (х)^т+
; ; ; ; О

Г М  Л (2.4.48)

+Б2 • ш а х ( 0 ,  s ;gn  ( - У/ ) )  -  £ 3 • ш а х ( 0 ,  я д п  X  У '  -  Ь

Ч М

; = 1,..., М ,'=  1,..., М ;

) ,

- по г :

М
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м г
^р (У,т,/) = г  ] р (х )  , р  (х,т г)  Л  ( х ^ ,  г = 1,. . ., ( 2 . 4 . 4 9 )

]=1 а

г д е  g pp1 (х, т) -  / - я  к о м п о н е н т а  Ж - м е р н о г о  в е к т о р а  о б о б щ е н н о г о  г р а д и е н т а  gc1 (х, т)

ф у н к ц и и  С  (х ,р) ,  ] =  \,...,М в  т о ч к е  т = (т ,...,р , . . . ,р ) ,  г д е  р = (т-1) ,...,т.п)) 

п р и  ф и к с и р о в а н н о м  х  и м е е т  в и д :

gтj( х,т) =

^ р1 (х,т)л

gp (х,т)

1 =  У,.., М ;

- п о :

g /(У  ,т ,/) =

Г М
| X Р  (х )Л (х)йх-Ь , г = 1,...,р,

( 2 . 4 . 5 0 )

М
У Х Р (х )Л (х )^х-Ь + ̂  ■max(0,sign(-/ ) ) ,  г = р  +1,...,N.
а 1=1

В  ф о р м у л а х  ( 2 . 4 . 4 8 )  -  ( 2 . 4 . 5 0 )  Л  ( х ) , г = \.... N  /  = 1 , . . . ,  М  о п р е д е л я ю т с я

с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :

Л, (х) =

1, е с л и  С  ( х ,  р )  + / +  Ф , (У/)  =

= (х  р ) +/к + фу , (Ук жк= 1 , N кУк

г Ф к п .  в .  д л я  х  е а  ,

0 в  о с т а л ь н ы х  с л у ч а я х .

( 2 . 4 . 5 1 )

Алгоритм 2.7

О б л а с т ь  а  з а к л ю ч а е м  в  ^ - м е р н ы й  п а р а л л е л е п и п е д  П  ,  с т о р о н ы  к о т о р о г о  п а ­

р а л л е л ь н ы  о с я м  д е к а р т о в о й  с и с т е м ы  к о о р д и н а т .  П о л о ж и м  р  (х) =  0 п р и  

х е П \ а ,  ,  =  1,.... М  . П а р а л л е л е п и п е д  П  п о к р ы в а е м  п р я м о у г о л ь н о й  с е т к о й  и  

з а д а е м  н а ч а л ь н о е  п р и б л и ж е н и е  (У , т ,  / )  =  (У ( 0 ) ,  т ( 0 ) ,  / ( 0 ) ) .  В ы ч и с л я е м  з н а ч е н и е  

Л (0) (х) в  у з л а х  с е т к и  п о  ф о р м у л а м  ( 2 . 4 . 5 1 )  п р и  У  =  У (0),  т = т(0) ,  /  =  / (0),  а  з н а ­

ч е н и е  gУ(У(0),т(0),/ (0)) ,  gp(У(0) , Т  , / ( ) ,  g / (У(0), Р0>, / ( ) в  у з л а х  с е т к и  п о
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формулам (2.4.48) - (2.4.50) при У = У(0), т = т(0) , ;  = ; (0), Л(х) = Л(0) ( х) . Вы­

бираем начальный шаг \ > 0 г-алгоритма.

Первый шаг алгоритма выполняем по формулам:

У(1) = У(0) -\£р (У(0),т(0)У 0)), т(1) = Ра (Т0) -Ь я ;  (У(0 , Т0) , У  )) , 

у (1) = у (о) - ь я ; (у (0),т(о),у (о)) , 

где р  - оператор проектирования на О  (см. п. 1.6.2).

Переходим ко второму шагу.

Пусть в результате вычислений после к, к = 1,2,..., шагов алгоритма в узлах 

сетки получены значения У(к), т(к), ; (к), Л(к-1) (х ).

Опишем (к+1)-й шаг алгоритма.

1. Вычисляем значения Л(к)(х) в узлах сетки по формулам (2.4.51) при

У(к); (к); (к).

2. Вычисляем значения (У ,т ,;) по формулам (2.4.48) - (2.4.50) при

Л(х) = Л(к) (х) , У = У(к), т = Тк), ;  = ; {к).

3. Проводим (к+1)-й шаг г -алгоритма обобщенных псевдоградиентов с рас­

тяжением пространства, близкого к г-алгоритму Шора в Н-форме [103]:

И  ?У (У(к) т(к) ш(к))У (к+1) = р  (к) - ь __________ И к+1 &Р (р ,т , ;  )__________

+1 &  (У(к), т(к )у к)), &  (У(к), т(к )у к̂

г

т +1)= рО
Т ) - ь Ик+1 я ; (У ), ;  , ;  ))

(к) Лк) ,„(к)■ ^

к
7 сИ к + ^у 1т у 15:"я;(У11т у 15 )'

И  (У (к) т(к) ; (к)) 
цУк+1) = ; (к) - \ к+1 ̂  ( , , ;  )

где И *+1 - матрица растяжения пространства с коэффициентом а  в направлении 

разницы двух последовательных обобщенных градиентов, которая определяется 

следующим образом:

И + +1 =  И к + [ А - 1 ]  ^ Д ^ ,
/  ( И к Д к , Д к )

Дк = ̂  (У <к), Т(к), ; к)) - яР (У(к-1), Тк-1), ; (к-1)) ,

(здесь Т - одна из переменных У , т или ; ) ;
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по направлению антипсевдоградиента - ^  (у, т, у) в преобразованном пространст­

ве.

4. Если условие

не выполняется, переходим к (к+2)-му шагу алгоритма, в противном случае - пере­

ход к п. 5.

5. Полагаем У * = У , р  = т( 0 , ц  = Ц , Л ( х )  = Я(1) ( х ) , где I - номер 

итерации, на которой выполнилось условие (2.4.52).

6. Вычисляем оптимальное значение целевого функционала по формуле

(2.4.47) при У = У , т = р  ,ц  = ц и, для контроля правильности вычислений, по 

формуле

Алгоритм 2.7 описан.

2.5. Применение г-алгоритма Шора для решения динамических непреры­

вных задач оптимального разбиения множеств

Впервые математическая постановка простейшей динамической задачи опти­

мального разбиения множества п-мерного евклидова пространства была представ­

лена в [41]. В [36] эта постановка обобщена на случай, когда изменение состояния 

процесса (объекта) может описываться системой нелинейных дифференциальных 

уравнений, а также, когда на фазовые переменные накладываются интегральные 

ограничения. Все эти задачи требуют детального исследования [42]. Для частного 

случая задачи в [50, 54] были представлены два подхода к ее решению и выявлены 

некоторые свойства решений. В работе [55] доказана теорема о редукции простей­

шей динамической задачи оптимального разбиения множества к семейству задач 

оптимального управления системой с сосредоточенными параметрами. На основе 

этой теоремы предложен метод и соответствующий численный алгоритм решения 

простейшей динамической задачи ОРМ. Получены оптимальные решения возмож-

||(г(к V і V і )) - (X1
-(к+1) р(к+1)

у к+1))|| < є , є>  0 (2.4.52)

I(Л*(■), р ) = Ё  Ё  Ф  \\Р'> (Ф Ф  (х)сіх С  (х, р і)ф  (х)Ц  (х)Фх

М N
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ных вариантов ее решений, связанных с выбором коэффициентов приоритета сла­

гаемых целевого функционала.

Если в динамической задаче оптимального разбиения множеств область изме­

нения фазовой координаты не ограничена и на управляющие параметры не накла­

дывается никаких условий, то оптимальное решение задачи можно получить в ана­

литическом виде. В случае же наличия дополнительных интегральных ограничений 

на фазовую или управляющую переменную или требования наряду с разбиением 

отыскивать и некоторые параметры задачи, последняя с помощью привлечения 

необходимых условий оптимальности в форме принципа максимума Понтрягина, а 

также аппарата штрафных функций сводится к задаче оптимизации негладкой 

функции конечного числа переменных [55]. Перейдем к рассмотрению таких задач.

2.5.1. Динамическая задача оптимального разбиения множеств с инте­

гральными ограничениями

Сформулируем динамическую задачу ОРМ с интегральными фазовыми огра­

ничениями, выпишем необходимые и достаточные условия оптимальности управ­

ляемого процесса, приведем численный алгоритм решения задачи.

Постановка задачи

Пусть О  - ограниченное, измеримое по Лебегу множество из £ и; Е N - класс 

всевозможных разбиений множества О  на N подмножеств.

Введем в рассмотрение функционал

J  (ю, и ( •,•), р( •,•)) =

 ̂  ̂ (2,5 1Л
=р. ш  (с(х,т,.,ґ) + аі)р(х,ґ)йхйґ + Р іЦ и2(х,ґ)йхйґ, ’ ’

О і=1 О, О О

где Р0, ̂  > 0 , Р2 +Р2 ф 0 - коэффициенты, определяющие приоритет слагаемых в 

функционале; с(х, т , ґ) - действительные, ограниченные, определенные на 

0х0х[0,Т] функции, измеримые по переменной х при произвольном фиксиро­

ванном векторе параметров т, = (т1,...,т") єО , і = 1,N ; Т >0, а,, і =1,ІУ, - заданные 

неотрицательные величины; функция р(х,ґ) для каждого х є О  является решени­

ем задачи Коши

р(х,/) = м(х,/), /є[0 ,74,
(2.5.2)

р(х ,0) = Ро( х);
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и удовлетворяет условиям
Т ___

11 р(x, t')dxdt < b ; i = 1, N . (2.5.3)

0 Q,

Здесь u(x, t) є L  (Ох[0,Г]) - функция управления, р  (x) - известная, оп­

ределенная на множестве Q функция. Точки х( = (х),...,х”) єО , i = 1,N , - так 

называемые «центры» подмножеств - также предполагаются известными.

Под динамической задачей оптимального разбиения множеств Q c E п с 

интегральными ограничениями будем понимать следующую задачу:

Задача А9. Требуется найти разбиение ю* = (О*,...,О**,) є ^ , управление

u*(x,t) є L (Qx[0 ,r]) и соответствующую фазовую траекторию p (x,t) (удов­

летворяющую задаче (2.5.2) и условиям (2.5.3)), при которых функционал (2.5.1) 

достигал бы своего минимального значения.

Коротко задача записывается следующим образом:

J (ю, и(•,•), р(-,-)) ^  _ min , (2.5.4)
(ю,и( •, -),р( •,-))єФ

Ф= |(со,и(-, •), р(-, •)): со є м(-, •) є Z2(Qx [0 ,71]); р(x,t) = u(x,t), t є [0,7і],

Т ___

р( х,0) = р0( x); І! р(х, t)dxdt < b ; i = 1, N I .
о a,

Оптимальным решением задачи (2.5.4) будем называть допустимую тройку 

(ю*, и(-, ■), р’(- , ■)), которая доставляет минимальное значение функционалу /  .

Метод решения задачи

Введя в рассмотрение характеристические функции подмножеств Q j,...,Qw, 

функционал и интегральные ограничения задачи (2.5.4) запишутся в виде:

Л(М •), и (•,•), Р( •,•)) =

= J J  Р „Х  [(с(x, Ti , t )  + a t )р( х, t )X t (x)] + Pj и 2( x, t)  \bcdt,

0 Q V i=1 J

Т ___
J J р(х, t )X i (x )dxd t <  b i ; i  =  1, N ,
0 Q

где Л = |x(x ) =  (Xj(x ) , . . . ,X N (x )): ^ X t (x ) =  1; X t (x ) =  0 v 1 У х  e  q| .
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Динамическая задача оптимального разбиения множеств (2.5.4) в терминах ха­

рактеристических функций подмножеств записывается так:

/ 1(Х(0, и p(v)) ^  min , (2.5.5)1 (XQ,u(v),p(v))EF0
где

V = {(X(x),u(x, t),p(x, t)): X(x) є Л, u(x,t) є Z2 (Qx [0, T]),

p(x,/) = u(x,t)Vt є [0,7і], p(x,0) = p0(x) Vxe Q; (2.5.6)

T ___
J Jp ( x, t)X( (x)dxdt < b ; i = 1, n}
0 Q

Согласно теории непрерывных задач ОРМ, множество Л погружается в сим­

плекс Л1

Л  = | ( x) = (X (x),...,XN(x)): Ц (x) = 1; 0 < X,.(x) < 1 VxєО|

и вместо задачи (2.5.5), (2.5.6) решается задача

/,(Х( .), и(., .), р(- , •)) ^  min , (2.5.7)1 (X(.),u (.,.), р(.,.))єК

V =| (X(x),u(x,t),p(x,t)): X(x) є Л , u(x,t) є Z2 (Qx [0,T]), 

p(x,/) = u(x,t)\/t є [0,T L p(x, 0) = p0 (x) Vx є Q;

J jp ( x, t )X (x)dxdt < ь ; i = 1, n  1.
0 Q J

Под функционалом Лагранжа задачи (2.5.7) будем понимать функционал 

h ((X(.), u (.,.), p(.,.)), §) =

N f T[t ) (2.5.8)
= AMO,u(.,.),p(.,.)) + I J J p(x,t)X(x)dxdt-b ,

i= 1 V 0 Q /

определенный на V хГ, где

V = {(X(x),u(x, t), p(x, t)) : X(x) є Л , u(x, t) є Z2 (Qx[0,T]),

p(x,/) = u(x,t)Vt є [0,T ], p(x, 0) = p0 (x) Vx є Q };

Г = {£, є Rn : £,. > 0, i = 1N}.
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Определение [15]. Пару ((X (•),и (•,•),р (•,•)),£, ) будем называть седловой 

точкой функционала Лагранжа h((k(),и(• ,•),р ( , •)),О) на множестве VхГ, если 

для всех (X(), и( •, •), р ( , •)) єУ , ^ є Г  выполняется соотношение 

h((X* (•), и  (•, •), р* (•, •)), о  < h((X* (•), и  (•, •), р* (•, •)), О  < h((X(), и(, •), ро , • )), Г ). 

Задача, двойственная к задаче (7), имеет вид:

У(О) = .„  min h((X(),и(•,•),р(-,0),О) ^ max. (2.5.9)
(Х()и (•,0,р(ч0)єК ОєГ

Отметим, что задача (2.5.9) является конечномерной, в отличие от задачи (2.5.7).

Нетрудно показать (по аналогии с [15]), что для того, чтобы задачи (2.5.9) и 

(2.5.7) были связаны соотношением двойственности /„ = у*, причем верхняя грань

в двойственной задаче (2.5.9) достигалась, необходимо и достаточно, чтобы функ­

ционал (2.5.8) имел седловую точку в смысле введенного выше определения.

И, таким образом, решение пары двойственных задач (2.5.9) и (2.5.7) сводится 

к нахождению седловой точки функционала Лагранжа h((X(),и(• ,•),р ( ,•)),О) на 

множестве Vх Г .

Уточним вид функции у (О). Пусть О єГ  - произвольный, но фиксирован­

ный вектор. Рассмотрим задачу

h((X(),и(•,•),р(, •)),О) min . (2.5.10)
(ад ,и  (•, -),р(-,о)єг

Справедлива

Теорема [50]. Для того, чтобы процесс (X*(),и*(• ,•),р*( , • )) є У доставлял 

минимальное значение функционалу задачи (2.5.10) при произвольном фиксиро­

ванном О є Г , необходимо и достаточно, чтобы почти всюду для x є О  выполня­

лось равенство

j f  X  [(Po 0c(x, х,, t) + а,) + О, )р*( x, t)X* ( x)] + P1(u*( x, t))2 \t =

0 ,=1 \ (2.5.11)
T( N Л

= rnn jl X[(Po(c(x,X,,t) + а,) +О,^(x,t)Xi (x)] + Pv2(x,t) ]dt,
и(х^єиїо.Г])0 Vі=2 \

где А2 = е Я * : Ц /  0, / = 1, * ,  Х ^  = , функция р(х, t) - решение задачи 

Коши (2.5.2), соответствующее функции управления и(х, ■).
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С целью более детального представления целевой функции задачи (2.5.9) для 

каждой точки хей  будем решать задачу оптимального управления 

P  (к(х), и(х, ■)) ^  min
^  к ( х ) е Л [

и ( X  0 ^ i 2 ( [0 ,r  ])

при условии (2.5.2), где

Р% (к(х), и(х, •)) = [(ßo (с(х, о , t0 + ао) + )р(о, 1)к, (х)] + ßju2 (х, 1) je#.

Применяя принцип максимума Понтрягина, оптимальное решение задачи ми­

нимизации функционала р  (к (х), и(х, •)) при условии (2.5.2) для любого значения

параметра к(х) можно получить в следующем виде:

1 1 N
и(х, 1) = —  J^CßoW*, О а  +а) +£) к( 0 da ; (2.5.12)

2ßl T ,=1
1 1 0 N

р* (х, 1) = р0 (х) + —  J J X  (ßo (с(х, О,, а) + а,) + )к, (х)^ad0 . (2.5.13)
2ß1 0 T ,=1

Подставив найденные выражения для функций и* (х, 1) и р*(х, 1) в функцио­

нал р  (к(х), и(х, •)), получим задачу условной минимизации функции N перемен­

ных:

Р. (X(х)) ^  min , (2.5.14)
^ Х (х)єЛ 2

где

- N ! Т
Р% (к( х)) = X  | Qj (х, ?)Р0 (ХУК і (х№  -

І=1 V 0
1 т  ҐТ N \

-— І (х, ґ)| Qi (х, ст)к,. (х )к  (х ^  стd Qdґ +
2 р 1 0 0 е і=1 у

1 Т ГТ N ] 2
+ 1 1 1 X  й  (х, ст)к, (х ^ст [ dґ,

4р1 0 [ ґ і=1 ]

й (х,ґ) = р0 (с(х> ті > ґ) + аі) + ̂ і •

Очевидно, что задача (2.5.14) представляет собой минимизацию квадратичной 

функции на симплексе Л2. Найдем ее аналитическое решение.
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Далее, для упрощения математических выкладок, опустим аргумент х у функ­

ций й, (х, ̂  , р0 (х) и у компонент вектора Х(х) в силу формулировки задачи

(2.5.14) для каждого произвольного, но фиксированного хей  .

Исследуем свойства функции р  (X) . Выпишем ее градиент и гессиан. Мая 

компонента вектора градиента имеет вид:

дР. (X)

дХ„

1
Х I  Я *  ( t ) . f }  й  ( ° У * ы  е ^ Х , + Х I  ^ ) _ [ }  йк (ъ)<1 ы  т х

/=1 о о е

N Т(Г

о е

Л т1 N 1 I 1 1 \ 1

+ Ч Г  Х | 1 |  й- (ст̂ стХ- • I й (ст)̂ ст л + Ро | й  ̂  =
2р1 1=1 о 0 ̂  ^

Т 1 N

= Ро |й ̂ )Л Х Х,
о 2р1 ‘=1

КI  I I  (йк ^ й  ( ° )  + й  (^)йк ( ° Ы с т ё е  - 1 й  (ст)ёст ■ I йк (ст)ё ст

а элементы гессиана записываются следующим образом:

д2Р  (X )  ’  T^ tT

д Х к д Х *

&  +

Л Т 11

— I  I I  (й  й*(ст)+й (̂)бк(ст))^ ст^ е

2 р 1 о I о е

л Т Т Т

+^  I I й (ст)й ст ■ I й(ст)йстл-2 р 1 о ,

Упростим последнее выражение, для этого введем следующее обозначение:
Т

I  й (ст~)̂ ст = Щ (О . Отметим, что Щ (Т) = о . Тогда:

д2 Р% (X)

дХк дХ*
1 т[ t г

I  йк « I Щ (е ^ е + й ̂ ) ! щ  (е)ёе - Щ* ̂ ) ■ Щк ̂ )
2р1 о I

л.

о о

Применяя формулу интегрирования по частям для определенного интеграла, 

приходим к равенству:
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Т  / т

І  (/ )  | К  т т  =  | к  ( / )  • к  (/ ) Л .
0 0 0

Меняя индексы к и 5 местами, получим
Т / Т

І Qs ( 0 1 К  ( е у е л  =  | к  ( / )  • к  (/ у / .
0 0 0

Таким образом, выражения для элементов матрицы Гессе функции р  (X) 

имеют вид:

Очевидно, что главный минор первого порядка матрицы отрицательный. Для 

минора второго порядка удается получить лишь следующую оценку снизу:

Кроме того, легко привести примеры такого задания функций с(х, т(, /), при 

котором минор второго порядка будет отрицательным Следовательно, в общем 

случае ничего определенного о выпуклости - вогнутости функции р  (X) сказать

нельзя. Значит, для решения задачи (2.5.7) приходится ограничиваться лишь необхо­

димыми условиями оптимальности, или, возможно, применять другой подход к уче­

ту интегральных ограничений на фазовую переменную р(х, /). В частном же слу­

чае, когда с(х, т(, /) = с(х, т()/(/) , где /(/) є і 2 ([ 0, Т]) - одна и та же функция 

для всех і = 1, N , выражения для компонент матрицы Гессе упрощаются:

Легко показать, что среди главных миноров такой матрицы лишь минор перво­

го порядка отрицательный, все остальные - равны нулю. Следовательно, в соответ­

ствии с критерием Сильвестра, матрица Гессе является отрицательно определенной. 

Функция р  (X) является вогнутой на симплексе Л2, а значит, достигает своего ми­

(2.5.15)
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нимального значения в крайних точках этого множества. Крайние точки множества 

Л2 представляют собой значения характеристических функций подмножеств

, г = 1, N  , образующих разбиение множества О  . Поэтому в случае, когда 

с(х, т,.,0  = с(х, т,.)/ (О , задача (2.5.7) эквивалентна задаче (2.5.5), (2.5.6). И, тем 

самым, в указанном частном случае переход от задачи бесконечномерного програм­

мирования с булевыми переменными к задаче бесконечномерного программирова­

ния на симплексе является теоретически обоснованным.

Далее будем рассматривать задачу (2.5.4), и эквивалентную ей (2.5.5), (2.5.6), в 

которых с(х, т(, ̂  = с(х, т() / ( ^ , г = 1, N . Учитывая тот факт, что р  (X) достига­

ет своего минимального значения в крайних точках симплекса Л2, а для этих точек 

выполняются соотношения: X2 =  X , , Х(Х . = 0 при г ф ] г ]' =1, N , можно су­

щественно упростить выражение для функционала р  (X), после чего - найти реше­

ние задачи (2.5.14) в аналитическом виде. Приведем упрощенный вид функционала

Оптимальное решение задачи (2.5.14) в аналитическом виде при фиксирован­

ном параметре £,еГ  записывается так:

р  (X):

--- 1 0 , (х, /;I,.)[ |> О  (х, ст; )^  (x)X..( х)ё Ы  дЖ +

0 в остальных случаях, i = 1, Ж,

1, если В (х; ) = т т  В (х; ),
' ' к=\, N к к (2.5.16)
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где величина В  (х; Ъ,-) определяется следующим образом:

Т л Т t Т

В 1(х; %) = I  й ;  ( х, К Ъ ;  ) Р о  ( х ) Л  -  —  Ш  й ;  ( х, КЪ ;  ) й ;  (х , е; Ъ ;  )Л е ё  ЪЛ +
о 2 р1 о о с

+ -1-Ц I б;(х,е;Ъ )Ле| Л . (2.5.17)

t

Если обозначить через ^  (х, ̂  ̂ ) = ! й (х, е; Ъ )Ле и применить формулу
о

интегрирования по частям, то выражение (2.5.17) преобразуется так:
Т

В ; ( Г; Ъ;  )  = I  { й ,  (X, Г; %; )Ро (X)dt -
0

(

T ■ Gj (x,T; %у) - 2J Qj (x, t; %j ) • I J Gj (x, a; %j )da dt -J Gj ( t; %j ) dt
__ 1

С учетом полученного аналитического решения задачи (2.5.14), целевая функ­

ция двойственной задачи (2.5.9), записывается в виде:

%(£) = J min Bj (x; %j )dx - £  %jbj . (2.5.18)
Q j ’ j=1

Седловая точка ((X* (■), u (■,■), p*( ,■)), %*) функционала Лагранжа (2.5.8) на 

множестве VхГ определяется для i = 1,2,...,N  и почти всех x eQ  следующим 

образом:

I 1, если B, (х; %*) = min Bk (х; ),
Xi ( x) = 1 k=',N ___ (2.5.19)

[0 в остальных случаях, i = 1, N,

1 t N
u(x,t) = —  J r (ßo(c(x, 1 ,a) + a,) + %,)l,(x )da ; (2.5.20)

2ß1 T ,=1
1 t 0 n

p* (x, t) = p0(x) + —  J J r  (ßo (c(x, 1,, a) + a,) + %,)X, (x)dad0 , (2.5.21)
2ß1 0 T i=1

где
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т
В 1 ( * ;  £  ] ) =  I  Q j  ( х ,  ^  ^  ) р о  ( -

о 

1 Г  Г Г *  ^  г
-  —  Т  • С )  ( х , Т ; £ * * )  -  2 |  б j  ( X ,  г; £ * * )  • 1 1 0 ]  ( X ,  а ;  £  j  & а  &  - 1 О ;2 ( х ,  г; £** ) &

4 р 1 V о \ о  /  о
г

0>1 (х, г; £*) = Ро (с(х, х,., а) + а,.) + £* , О, (х, г; £ *) = | Qj (х, 0 ; £ * )& 0 ,
о

а в качестве £*,...,£^ выбирается оптимальное решение двойственной задачи

(2.5.9), приведенной к виду (2.5.18).

Для решения задачи максимизации негладкой вогнутой функции (2.5.18) на 

множестве £ е Г  применяется метод обобщенного градиентного подъема с растя­

жением пространства в направлении разности двух последовательных градиентов - 

г-алгоритм Шора Н.З. При этом от задачи (2.5.9) совершается переход к задаче без­

условной оптимизации при помощи введения в целевую функцию негладкой 

штрафной функции множества Г:

X ©  = X ©  - 5X  тах(о, (-£,.)) ^  тах, (2.5.22)
,■=1 £еЕ

где 5 - достаточно большое положительное число.

Имеют место следующие утверждения.

Утверждение 1. Пусть в функционале (2.5.1) функции с(х, х , г) = с(х, х1)/(г),

I = 1,N , где с(х ,х) - действительные, ограниченные, определенные иа П хП  

функции, измеримые по переменной х при произвольном фиксированном векторе 

параметров х,. = (х1,...,х”) е О ,, = 1, N ; / (г) е Ь2 ([о,Т ]) . Для того чтобы допус­

тимое разбиение ю* = ( О ,...,О ) было оптимальным для задачи (2.5.4), необхо­

димо существование неотрицательных значений параметров £ ,..., £м, таких что

| Qj (х, г; £ j )ро( х)Ж -
о

( т (г \ т ^

Т О 2 (х,Т;£j )- 2|Qj(х,г;£ ) •  I 1 0 ](х,а;£)&а & -|О 2(х,г;£ j) 2  <
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T

= JQk (x t;%k)p0(x)dt -

4ß1

\ T

TG2x,T;%k)- 2JQk(x t;%k)■ I J Gk(x a;%k)da dt- JGk2(2 t;%k2dt

;  Ф к, почти всюду для х  е О * , ;,к = 1, N .

Утверждение 2. Если вектор правых частей условий (2.5.3) удовлетворяет со-

отношению

Г Ь, ^ T J| Po(x) - 'ßT  c (x) dx, (2.5.23)

где c(x) = m jn1 m inc(x,i ,t) + a. , VxeQ , то множество допустимых решений
i=1,N ̂ te[0,T] ' ' J

задачи (2.5.4) не пусто.

Д оказател ьство . Просуммируем ограничения - неравенства (2.5.6):

T N
J J p ( x ,  t )d x d t  <  Г b j  , (2.5.24)
0 Q j=1

и оценим левую часть полученного соотношения с учетом (2.5.21) и того, что 

% e Г :

J J p ( x, t)d x d t <

0 Q 
T

< J J  p0(x) + J  J r (ß 0 (c(x, i , a) + at) + %t) 'kt (x)dad0
0 Q V 2ß1 0 T i=1

Л

1 T f t T N

T  J p o (x )d x  — J J I J J Z (ß 0 ( c (  x , i t , a )  + a  ) + %,■) X  (x )d  a d  0
Q 2ß1 0 Q V 0 0 i=1

dxdt =

Л
dx d t <

1 T t t 1 N
:T J p 0(x )d r —— J J I J J X (ß „ ( c (  x , i t, a) + a  )) X  (x)d ad 0

Q 2ß1 0 Q V 0 0 i=1

Л

TtTN
<  T  J p0( x ) d x - -0-  J l J J J Z f  min c (x , i , u) + a  X (x )d a d 0 d t

2ß 1 qV 0 0 0 ,=1 О  e[0’T]

d x d t <

dx  =

0

1

Q
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йх.

о г̂Ъ N ґ N
= Т \р0{х)йх - -О- —  | X  тш  с(х, х,., и) + а, X,. (х)йх <

а 2 °1 Ъ а ,=1 ,  ̂ '

< Т|р0 (х)йх - О '0 [ X  с (х)Х, (х)йх = Т|^р0 (х) - О -  0 ( 0‘0

И, таким образом, имеет место неравенство

Т ( В Т2 ^
[[р(х,ґ)йхйґ < Т [I р0(х) — 0— с (х) йх (2.5.25)
- Ь Ы  6Рі )

Сравнивая вьгражения (2.5.24) и (2.5.25), приходим к выводу, что в случае вы­

полнения для вектора Ь = (Ь ,Ь2,•••,Ь?) условия (2.5.23) всегда найдется разбиение

ю = { Ь ,Ь 2,•••,П„} множества Ь  из класса Е , удовлетворяющее условиям

(2.5.3). В этом случае множество допустимых разбиений задачи (2.5.4) не пусто.

Алгоритм А8
1. Множество Ь  покрываем прямоугольной т  х т і сеткой и задаем началь­

ное приближение двойственных переменных £(0), і = 1, N .

2. Вычисляем Х(0)((5, у)), і = 1, N  в каждом узле (я, у) сетки по формулам

(2.5.16), (2.5.17) при £  = £І(0), і = 1, N• Вычисляем управляющую функцию 

м(0)((5,у),-) и фазовую траекторию р(0)((я,у),-) по формулам (2.5.12) и (2.5.13) 

соответственно при X = Х(0) (•).

3. Вычисляем компоненты gЬL, і = 1, N  обобщенного градиента функции 

Х(£) в точке £ = (£(0),•••,£№)) при Х(-) = х(0)(- ), £  = £(0), і = 1,N , и(0) О , у), •) , 

р (0 ((я, у), •) .

4. Выбираем начальный шаг й0 > 0 г-алгоритма, находим

£(1) = £(0) + Й0 я |  (£(0))

и переходим на второй шаг.

Пусть в результате вычислений после к £=1,2,... шагов алгоритма получены не­

которые значения £(к), X(*-1)((я, у)), ы(к -1 ((я, у), •) , р(к -11((ж, у),-) в каждом 

узле (я, у) сетки.

(к+1)-й шаг:
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а) вычисляем значения Х(к-1 ((5, ])) в узлах сетки по формулам (2.5.16), (2.5.17) 

при ^ = ̂ ((к); вычисляем управляющую функцию и(к) ((5, ]), ■) и фазовую траекто­

рию р(к) ((5, ]), ■) по формулам (2.5.12) и (2.5.13) соответственно при X = Х(к) (■);

б) приближенно вычисляем компоненты вектора обобщенного градиента

^ £ к)) при Х(0 = 1(к)0Х Ъ = $*>, і = 1,N , ы(к\(5,]),■), р(к)((5,] ),);

в) осуществляем (к+1)-й шаг г-алгоритма для максимизации функции %(Ъ), 

краткая схема которого записывается следующим образом:

где В^+1 - оператор отображения преобразованного пространства в основное про­

странство . причем = / , .  /,. - единичная матрица; Ьк - 

шаговый множитель, выбор которого осуществляется из условия максимума функ­

ции по соответствующему направлению; формулы для пересчета матриц Вк+1 см. 

алгоритм А1;

г) проверяем условия

Если ни одно из условий не выполняется, то осуществляем переход на (к+2)-ый 

шаг, иначе - на пункт д);

д) полагаем X* (■) = Х°°(-), = Ъ(1), і = 1,N, и* ((5,_/),■) = и(/)((5,_/),■),

р* ((*, ]), ■) = р() ((*,;), ■), где I - номер итерации, на которой выполняется хотя 

бы одно из условий (2.5.23) окончания итерационного процесса.

(Х* (■), и (■,■), р* (■,■)) и, для контроля правильности счета, значение функции 

(2.5.18) при найденных величинах Ъ*, Х*() и (■,■), р*(-о.

Алгоритм А8 описан.

(2.5.26)

Вычисляем оптимальное значение целевого функционала
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2.5.2. Динамическая задача оптимального разбиения множеств с разме­

щением центров этих подмножеств

Рассмотрим динамическую задачу оптимального разбиения множеств 

А с  Я" , которая является обобщением модели, рассмотренной выше. В этой задаче 

требуется не только найти разбиение множества А на N подмножеств ^ ,..., Ад,

(среди которых могут быть и пустые), но и разместить центры т ,..., Тд, этих под­

множеств. Кроме того, будем считать, что на состояние управляемой системы влия­

ют некоторые внешние факторы, которые можно описать известной функцией 

/ ( х, ґ) є Х2 (Ах[0,Т]) .

Математическая постановка задачи

Пусть А - ограниченное, измеримое по Лебегу множество из пространства 

, ! N - класс всех возможных разбиений множества А на N подмножеств. 

Введем в рассмотрение функционал

N N Т
-1 (І) = Р „ Ш ( с( 00, Т , 0 + о  ) р(х, ґ)СхСґ + Рі 11 и2 (х, ґ)СхСґ , (2.5.27)

0 О Ц 0 А

где у = (ю, т , и ( ,)  р0,0) , ю є ! ^  т єА N, и (,; є Х2 (Ах[0, N ]), 

р(,0  є С '(Ах[0,Т]); N > 0, Р0,Р >  0, Р2 + Р2 ф 0 - заданные параметры; 

с(х, т ,ґ) = с(х,т )д(ґ) , д(ґ) є Ь2 ([0 Т ]) > с( х, т ) - действительные, ограничен­

ные, определенные на А хА  функции, измеримые по х при произвольном фикси­

рованном векторе т єА , і = 1, N  параметров; аі, і = 1, N, - заданные неотрица­

тельные величины; функция р(х,ґ) для каждого х єА  является решением задачи 

Коши

р(х,/) = и(х,/) + /(х ,/ ) , / є [О, Т], (2.5.28)

р(х, 0) = р0(х) , (2.5.29)

и удовлетворяет условиям
N

11 р(х, ґ)Сх < Ь , і = 12,... N . (2.5.30)
0 А

Функции / ( х, ґ) є Х2 (Ах[0,Т]) и р  (х) в задаче (2.5.28), (2.5.29) считаются 

известными.
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Под динамической задачей оптимального разбиения множества О с  Еп 

на подмножества О ; О д ,  с размещением центров этих подмножеств будем 

понимать следующую задачу.

Задача А10. Необходимо найти разбиение ю* = (О*,...,О**,) є Е " , набор то-

вующую фазовую траекторию р*(х, t) (удовлетворяющую задаче (2.5.28) -

(2.5.30)), при которых функционал (2.5.27) достигал бы минимального значения.

Оптимальным решением задачи А10 будем называть допустимую четверку

В терминах характеристических функций подмножеств О О д , , состав­

ляющих допустимое разбиение множества, задача А10 формулируется так:

Задача В10: необходимо найти вектор-функцию Х(- ) = (^  (•),.., (• )) е Л , на­

бор т = ( ^ , . . . , ,  управляющую функцию «(•,•)еХ 2(Ох[0,Г ]) и соответ­

ствующую фазовую переменную р( •, •), так, чтобы функционал

управление и*(х,/) є Х2 (Ох[0,Т]) и соответст-

ю , т , и ( •, •), р* ( •, )), доставляющую минимальное значение функционалу J  .

I  (Х( • ), т, р( •,•), и ( •,•)) =

гг ы (2 5 31)
= [ | ^ { р 0 \с(х, Т , 0  + а  ]р(х, t) + ̂ и 2(х, (x)dxdt

0 О і=1
достигал минимального значения при условиях

р(х,/) = м(х,/) + /(х ,/) \/хєП, \//є \0,Т], 

р(х, 0) = р0 (х) Ух є О  ,

(2.5.32)

(2.5.33)

Т
(2.5.34)

где множество Л определяется следующим образом:

Л = < Х(х) = (Х1(х),...,Хл,(х )): ХД х)=С^1, / = 1  ,Ы,

148



Описание метода решения задачи

В соответствии с теорией непрерывных задач ОРМ, погружаем множество Л 

в симплекс Л

Aj = I  Х(х) = (Xj(x),...Д д^х)): ХДх)є[0,і], i= l,N ,

N
Z Xi (Х) = 1 почти всюду для x e f i 
i=1

и переходим к задаче бесконечномерного программирования:

I(Х(х),т,u(x, ■), p(x,-)) ^  min (2.5.35)
( х (  0 ,т ,и  ( ,  .) ,р ( . , , ) )eF i

при условиях (2.5.34), где

V = {(Х(х),т,u(x,t),p(х,t)) : Х(х) e Л , те f iN,u(x,t) eL 2 (fix [0 ,r]), 

p(x, t) =u(x,f)+ f  (x, t) V/ є [0,T ], p(x, 0) = p  (x) Ух e f i} .

Для задачи (2.5.35), (2.5.34) введем в рассмотрение функционал Лагранжа:

( Т Л

h  ( ( Х ( . ) ,  т ,  и ( • , . ) ,  р ( . , • ) ) ,  Е )  =  I ( X e ) ,  т ,  и ( •  , . ) ,  р ( . , . ) )  +  ] Т  Е  J J  р ( х ,  t ) X , .  ( x ) d x d t  -  b i  ,

i = 1 V  о  f i  /

определенный на V хГ, Г = {Еє RN : ^ ,■> 0, i= 1, n }

Определение [53]. Пару ((Х*(.), т,u*(.,.), p*(.,•)), Е*) будем назрівать седло- 

вой точкой функционала Лагранжа h ((Х(.),т,u(. ,.),p(. ,.)),Е) на V хГ, если для 

всех (Х(-), т, и(• , •), р(-, •)) є Vy, Е єГ  выполняются соотношения 

h ((X*0, т*, u *(•,•), р*(.,.) ), Е) <

< h ((х*(.), т*, u*(. , •), р*(., •)), Е*) < h ((Xe), т, u(., •), p(. , •)), Е*).

Задача, двойственная к задаче (2.5.35), (2.5.34), записывается так:

X ©  = min h ((Х(.),т,u(•,•),р(.,.)),Е) ^ max. (2.5.36)
(X( -),т,и( •, .),р( •, •))eF1 ” FV ЕєГ

В случае существования седловой точки функционала Лагранжа (в смысле 

введенного определения) задачи (2.5.34) - (2.5.36) связаны соотношением двойст­

венности I. = X , причем верхняя грань целевой функции в двойственной задаче

(2.5.36) достигается. И решение пары указанных двойственных задач эквивалентно
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нахождению седловой точки функционала Лагранжа к ((Х(-), т, и(• , •), р(-, •)), £) на 

множестве V х Г .

Пусть £ еГ  - произвольный, но фиксированный вектор. Будем рассматри­

вать задачу

к ((!(•), т, и (•,•), р(-, •)), £ ) ^  ш т . (2.5.37)
и  ' (Я( 0,т,и ( •, •),Р0 , •))еК1

Зафиксируем также произвольный вектор т = ( т % ) е П # . Обозначим 

через Vт сечение множества V при заданном векторе т е 0.ы.

Нетрудно показать, что при произвольных, но фиксированных значениях 

£ е Г  и т= (т  ,...,Тд,)еО ы допустимый процесс (Х*(), и *(•,•), р* (•, •)) е будет

доставлять минимальное значение функционалу задачи (2.5.37) тогда и только то­

гда, когда почти всюду для х ей будет выполняться равенство

[ ( Р о (с(х,т , - , г )  +  а,)  +  ) р * ( х , г ) Я * ( х ) ]  +  Р !  ( и * ( х , г) ) 2 ^  =

=  Щ п  [ ( Р о ( с (  х ,  т , ,  г )  +  а,) + £ ,  ) р (  х ,  г ) Я ,  ( х ) ]  +  Р ; и 2 ( х ,  г ) 1 ,
л(ж )е л 2 •! I 7 Т

и( * , •  ) е ! 2 ( [ 0 ,г ]) 0 4  '

где Л2 = jX e  : X,. > 0, , = 1, Ж, = l j , функция р(х, t) - решение задачи

Коши (2.5.28), (2.5.29), соответствующее функции управления и(х, •).

Введем обозначение для функционала Лагранжа, соответствующего фиксиро­

ванным значениям £ е Г  и х= (х 1 ,...,Тд,)еОЖ :

P^ (X(х), и (х ,  • ), р(х, •)) = 

= (c( х, т‘, t ) + а‘) + ̂  )р( х, t  )X (х)] + Р,и2 (х, t) 1

Для каждой точки х e Q  оптимальное решение задачи

P (Х(х), и(х, •), р(х, •)) ^  min , (2.5.38)
’ (X(.x),u(.x, 0,р(.х, •'))eVj°:

где V“ - сечение множества Vz при фиксированной точке х e Q , записывается 

так:
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1 ‘ N
/ ( х ,  г; хЕ) = — Ц (  р 0 (с(х,х,,ст) + а,)+Е,) Х,.( х Лг ; (2.5.39)

2 р 1 0 /=1
Р (X, Г; X, '%) =

1 г 0 N г

= Ро( х) +  —  I I I  (Р 0 (с( х, х , ст) +  а ) +  Е,- )Х,- (х)Л стё 0 +  |  /  (х, 0 )ё  0,
2р1 О Т '= о

Г1  если В,. (х;х,., Е,-) = ЩШ вк (х; хк, ̂ ),

(х; х, Е) = { к ̂ N _
I 0 в остальных случаях, , = 1, N ,

(2.5.40)

(2.5.41)

где величина В . (х; Ху, Еу) вычисляется по формуле:

Т С I '
В у (х; X у, Е у) =  |  йу (х, г; X у, Е у) Ро (х) + 1 /  (х, 0)ё 0

о V 0
•, Т г Т

-  ̂  I I I 1йу(х г; х у, Е у )йу(х 0 ; х у, Е у )ё0ё ̂ ё г +
2 р 1 0 0 С,

ёг -

йу (х, г; Ху, Еу ) = Р0 (с(х, Ху, г) + ау ) + Еу, у = 1, N .

Аналитические выражения (2.5.39) - (2.5.41) могут быть получены с помощью 

принципа максимума Понтрягина, который, учитывая свойства задачи (2.5.38), оп­

ределяет не только необходимые, но и достаточные условия оптимальности управ­

ляемого процесса. Если ввести обозначения

Оу (х, г; Ху, Еу ) = I  йу (х, 0 ; ху, Еу ) ё 0 , /  (х, г) = Р0 (х) + 1 / ( х, 0)ё0 ,
0 0

то выражение для величины Вj (х; х ., Е7-) преобразуется так:

Т 1
В у ( х ; х у , Е )  =  \ ( Я у  ( ^  К  х у , Е у ) и  ̂  - — ; х >Е у ) +

0 4Р1

4Р,
2 !  й у  ( х , г ; х у , Еу ) • [  I  О у ( х , ст; х у , Еу У Л  + 1 0 2  ( х , г ; т , , Еу ) Л

(2.5.42)

С учетом полученного аналитического решения задачи (2.5.37), соответствую­

щего фиксированным векторам х е О "7 и Е £ Г , целевая функция двойственной 

задачи (2.5.36) записывается следующим образом:
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X(£) = min f min Bj (х; x , £ )dr -]Г £ b . (2.5.43)
xeQN J j=1,N j j j ,Q j=1

Таким образом, седловая точка ((X*(), x*, u* (•,•), р*( •,•)), £*) функционала

Лагранжа задачи (2.5.36) на множестве V ХГ определяется почти всюду для 

х e Q  по следующим формулам:

I1, если в, (х; £,.) = min Bk (х; x , £ ),
X, (х) = I k=*■N _

[ 0 в остальных случаях, i = 1, N ,

1 t N

* (х, t) = ̂  (ßo (c(х, x,, ст) + а,) + £, )X, W dст ;
2р т ,=1

1 t  0  N

р* (х, t) = / 0 (х, t) + —  f f x  (ßo (с(х, x*, ст) + а,) + £* )X* (х ^ CTd0 ,
2ß1 о r ,=1

(2.5.44)

(2.5.45)

(2.5.46)

где

1

4ß1

1

Bj (х; x*, £*) = f  (Qj (^  t;x*, £* )/0(^ t)dt -
0

r-G j (х.Г;x*,£ * )- 2jO j (х,t ; x * ) . |  f  G, (х,ст;x*,£*) / ст

- f  G) (х,t; x*, £* ) dt

d t  -

£>,(х,/;т*,£*) = ро(с(х,т*,г) + а ) + £*, С,. (х,г;т*, £* )=  |0 , (х,0;т*,£* )а?0 ,
0

а в качестве т ,...,т^; £ ,...,£^ выбирается оптимальное решение двойственной 

задачи (10), приведенной к виду

(2.5.47)X(£) ^  max,
£ е Г

где

, =1 У

Сформулируем условия разрешимости задачи (2.5.27) - (2.5.30). Справедливо 

следующее утверждение.

( N ^
x(£) = m in  X1(x, £ )  = m in  f m in  Bj( х ;xj, £ j  )dx - X  £jbj .xeQ" xeQw J j =1,N  j  j  j  J J

u

0
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Утверждение. Если вектор правых частей неравенств (2.5.30) удовлетворяет 

условию

N е(Т Р N3 ^
Ё Ьі > 1 1 1 ґ ) С ґ (х )
і=1 ПІ 0 6р1

Сх, (2.5.48)

где / 0 (х , ґ) = р0 (х )  +[ /  (х , 9 ) С 9 , с  (х )  = тій І т іпт іп  с (х , ті , ґ) + а  І, є£Л ,
 ̂ і=1,N ̂ tє[0,T ] тєАт )

то множество допустимых решений задачи (2.5.27) - (2.5.30) не пусто. 

Доказательство. Просуммируем ограничения (2.5.30)

N N
11 р(х, ґ)СхСґ < Ё Ь  (2.5.49)
0 А І=1

и оценим левую часть этого соотношения с учетом выражения (2.5.46) и того, что 

Е є Г . Опустив в (2.5.46) пометку * и подставив это выражение в (2.5.44), будем 

иметь:

Я  л< x, ' ) + т ^  Л Ї Х  (р 0 (с( х, т , ст) + а ) + Е )X,- (х)С стС 9
0 А V 2 р 1 0 N і=1

1 1 т I ' т N

= И  /о(х, ґ )Сґ- —  ЛЛ1ЛЛЁ(р 0 (с( х, т , ст) + а ) + Е ) X,- (х)С стС 9
А 0 2Р1 0 А V 0 9 і=1

СхСґ =

СхСґ <

А 0 

Т

і і ї / ї ї  N

< Л Л  / 0(х^)Л- —  Л Л І Л І Р  0 ( с ( х ,  т  , ст) + а ) ) X,- (х)СстС9

2Р1 0 А V 0 9 і=1

Л

< И  І 0( х, ґ)Сґ - А - Л|ЛЛЛЁ I тіп с(х, т,. , и) + аі 1X, (х)й стС 9С
А 0 2Р1 АІ 0 0 9 і=1  ̂ є[ ’ ] V

Т 1Т N

СхСґ < 

л
Сх =

Т Р N 3 N ( Л
= ЛЛЫ х ,ґ)Л- - 0 - —  Л Х  тіп т іп с(х,т,,и) + а,. X,(х)Сх <

А 0 2Р1 3 А і=1  ̂ ’ ] ТЕА )

Т Р ТЪ N
< Л Л Ї 0 (х, ґ)Сґ - - 0 - —  Л Х  с (х)Х, (х)Сх =

А 0 2Р1 3 А і=1

= Л| Л Л 0(х , ґ ) Л - ^ 0̂  с (х ) 
6Р1

Сх.

0А
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Замечание 1. Если в задаче (2.5.27) - (2.5.30) функции с,. (х, т,, г), , = 1, N , 

неотрицательны почти всюду для х ей иг е[0, Т ], оценку (2.5.48) можно огру­

бить до следующей:

Теорема. Пусть в задаче (2.5.27) - (2.5.30) множество й - выпуклое, замкну­

тое, ограниченное, функции с  (х, т , г), , = 1, N , непрерывны по переменным т( 

на множестве й почти всюду для х ей иг е[0, Т ]. Кроме того, пусть выполня­

ются условия утверждения. Тогда задача (2.5.27) - (2.5.30) разрешима.

Доказательство. Необходимость выполнения условия утверждения очевидна, 

так как в противном случае класс допустимых разбиений для задачи (2.5.27) -

(2.5.30) может быть пустым, вследствие чего динамическая задача ОРМ станет не­

разрешимой.

Выше было установлено, что задача (2.5.27) - (2.5.30) эквивалентна задаче

(2.5.36), а решение последней, при условии выполнения утверждения, определяется 

формулами (2.5.44) - (2.5.46). Поэтому вопрос о существовании решения динамиче­

ской задачи ОРМ с размещением центров подмножеств (2.5.27) - (2.5.30) сводится к 

исследованию разрешимости задачи (2.5.36), приведенной к виду (2.5.47). Покажем, 

что при выполнении условий теоремы эта задача имеет решение.

При условии непрерывности функций с  (х, т , г) по переменным т , непре­

рывными на й"7 по параметрам т(, , = 1, N , также будут и функции р(х, г; т) и 

и(х,г; т) , определяемые по формулам (2.5.40) и (2.5.39) соответственно, для всех 

х ей иг е[0, Т ]. Вместе с этими функциями непрерывными на й по парамет­

рам т оказываются и функции 0  (х,г;т(,£ ) ,  С  (х,г; т,> £, ), В  (х, т,, £, ) , 

, = 1^ .

Действительно, из того что для произвольной последовательности 

|т(к)} = {тк,...,т^|, сходящейся к произвольной, но фиксированной точке

т = (т ,..., тм ) е й"7, справедливо соотношение:

Иш с(х, т(к), г) = с(х, т , 0 , х ей иг е[0, Т ],
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следует, что при каждом фиксированном векторе £ e Г , а также х e Q  и 

t e[ 0, T ], справедливы равенства:

lim Q , (х, t; x,(k), £,) = lim (ß0 (c (  х , x,(k), t) + a ,) + £,) = 
к к v 7

= (ß0 (1̂ c( х, x( k), t)+a ) +£i) =

= ß0 (с( x x,, t)+a, )+ £, = Q,(х t;x, >£,) ;

lim Gj (х,t;x(k),£j ) = lim } Qj (t , 0 ;x(k), £ ) d 0  = jlim Q  (t , 0 ;x(k), £ , ) d 0  = 
о  0

= je ,  (x, 0 ; t , £j ) d 0 = G j  (x,t  j , £j ) ;

lim B (x; T(k), £ ) = lim
T 1
j ( ß j  ( x .  t ;  t J  ) .  £  j ) / 0 (  * .  t ) < * r - G j  ( * . 7 ; , » ) , £ , )  +

0 4 P i

і ( T ( t Л T ^

+^ 1 2 j Qj (x,t;TJk),£jH  j GJ (x,CT;T(k),£j ^ ст dt+j GJ (x,t;TJk),£j )dt0 V 0 J 0

= Bj (x; t j , £ j ) .

Для целевой функции задачи (2.5.47) при произвольном, фиксированном век­

торе £ e Г выполняется равенство:

( N \
lim X1 (x(k), £) = lim | f min Bj (х; x(j ), £ j ̂  - £  £ А
к^да £ ^ д а  J /=1,N к J J a—J  J JJ

J= J

=  - V £  h. + l im  fm in B , ( x ;T (k), £ , ) d x  =
J J k ——да f j=1 N

J =1 Q ’

N  l \

- Z £ A  + j  m i n  f e  bj (x ; T(k), £ j ))dx = X i ( t , £ ) ;
і=1

что означает непрерывность функции Хі (х, £) по переменныш х(, і = 1, Ж , на мно­

жестве .

В соответствии с теоремой Вейерштрасса, непрерытная по переменной х 

функция Хі (х, £) на вытуклом ограниченном множестве достигает своего ми­

нимального значения для произвольного фиксированного вектора £ є Г . Таким 

образом, внутренняя задача (2.5.47) минимизации функции х  (х, £) по переменной
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х разрешима. Существование же вектора Е е Г , доставляющего максимум функ­

ции х(Е), следует из теоремы двойственности.

Таким образом, показано, что при выполнении условий теоремы задача (2.5.47) 

разрешима, вследствие чего динамическая задача ОРМ (2.5.27) - (2.5.30) также име­

ет решение. Теорема доказана.

Для решения задачи максимизации негладкой вогнутой на множестве Г 

функции (2.5.43) может быть применен какой-либо известный метод, например, 

метод типа субградиентного, эллипсоидов [86] и др.

Далее приведен численный алгоритм решения задачи (2.5.47), основанный на 

методе обобщенного градиентного подъема с растяжением пространства в направ­

лении разности двух последовательных градиентов - г-алгоритм Шора Н.З. При 

этом от задачи (2.5.47) совершается переход к задаче безусловной максимизации с 

помощью введения в целевую функцию негладкой штрафной функции множества 

Г:

Х(х,Е) = Х 1СхЕ)- £  Iт ах (0 ,( -Е,)) ^  тахтп  , (2.5.50)гг£ ЕеВы хеа!"'

где £ - достаточно большое положительное число (значительно большее макси­

мального множителя Лагранжа). О возможности перехода от задачи (2.5.47) к зада­

че (2.5.50) см., например, в [84].

Алгоритм А9

Не теряя общности, будем считать, что множество О  является параллелепи­

педом П , стороны которого параллельны осям декартовой прямоугольной системы 

координат.

1. Параллелепипед П покрываем прямоугольной сеткой и задаем начальное 

приближение (у, х) = (у-0), х(0)). Пусть П - множество узлов пространственной 

сетки.

2. Покрываем отрезок [0, Т] сеткой с шагом , обозначим через 

Т = |г : г = 1И,, I = 1, пт | множество узлов сетки по временной переменной.

3. Решаем задачу (2.5.47):

а. Для каждого узла х еП  вычисляем значения характеристических функций 

подмножеств Х(р(х), , = 1, N  по формулам (2.5.41), (2.5.42) при значениях
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Е = Е(0), х  = х(0), , = 1, N. Вычисляем управляющую функцию и(0) (х, г) и фазо­

вую траекторию р(0)(х, г) в каждой точке г е Т по формулам (2.5.39) и (2.5.40) 

соответственно при X = Х(0)(•), у  = у (0), т = т(0) .

b. Вычисляем компоненты (g^,..., 1 ;^ ^ ,..., 1 1 ) обобщенного градиента 

функции х(х,Е) в точке (х,Е) = (х(0),...,х(°);Е(°\...,Е^) при Х() = Х(0)(0 ,

Е, =Е(0), х, =х(0), , = ; ы(0°(,•), р(°Ч ,•) .

c.Выбираем начальный шаг й0 > 0 г-алгоритма и находим

Е(1) = Е(0) + К ̂ Е ^ ^ ) ;

х(1) =Ро[х(0) -Р0gX■(х(0), у (0))], , = 1Т^,

где Рп - оператор проектирования на множество О  .

Совершаем переход на второй шаг.

Пусть в результате вычислений после к, к=1,2,... шагов алгоритма получены 

определенные значения х(к\ Е(к), Х(к-1)( ) , ы(к-1) (•, •), р(к-1) (• ,•).

d. (к+1)-й шаг:

а) для каждого узла х еП  вычисляем: значения характеристических функ­

ций Х(к) (х) по формулам (2.5.41), (2.5.42) при х = х(к); Е = Е(к); значения управ­

ляющей функции и(к'>(х, г) и фазовой траектории р(к'>(х, г) в точках г е Т по фор­

мулам (2.5.39) и (2.5.40) соответственно при х = х(к); Е = Е(к); X = Х(к) (•);

б) вычисляем приближенно компоненты вектора обобщенного градиента 

(^ (х (к),Е(к)),g|(х(k),Е(к))) при Ю  = Х(к)() , и(к)0,0 , р(к)0,0 ;

в) осуществляем (к+1)-й шаг г-алгоритма для решения задачи (2.5.47), краткая 

схема которого записывается следующим образом:

Е(к+1) =Е(к) +Кв11ё\(х(к\ Е(к)), 

т(к+1) = р ^  [т(к) -й ,^+1̂ (т (к),Е(к))], 

где ВЕ+1, Вх+1 - операторы отображения преобразованного пространства в основ­

ное пространство Ем, В0Е = /д,, В0Т = /д, (/д, - единичная матрица),

= {вк+1) (т(к> > Е(к)), Ё1= {В%к+1) (х(к), Е(к)) , К - шаговый множитель,
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выбор которого осуществляется из условия оптимума функции по рассматриваемо­

му направлению. Формулы для пересчета матриц Б̂ +1, Б1Ы см. в алгоритме А1;

г) если условие

||(т(*) , ) )_ (т (к+1) , +1)| < є, є > о , (2.5.51)

не выполняется, то переходим на (к+2)-й шаг алгоритма, иначе -шаг 4.

4. Полагаем у* = у (1), т*=т(1) , 1 (х) = A,w(x) , и (x,t) = u (l)(x,t) ,

р*(х, t) = p(ll(x t  , x ей , t є T, где l - номер итерации, на которой вектор

(т(к), ö(k) ) удовлетворяет условие (2.5.51) окончания итерационного процесса.

Вычисляем оптимальное значение целевого функционала 1(Х (• ), т , и (• , ), р (• ,• )) и, 

для контроля правильности результата, значение функции (2.5.47) при следующих 

параметрах: ö = Ö*, и = и*(•,•), р = р*(-,•), Я() = !*(•), т = т*.

Алгоритм А9 описан.

Замечание 2. Приведенный алгоритм легко адаптировать для решения дина­

мических задач оптимального разбиения множеств с размещением центров под­

множеств, в которых отсутствуют ограничения типа (2.5.30). При этом функция

(2.5.43) не содержит слагаемые с двойственными переменными и, следовательно, 

отпадает потребность в максимизации указанной функции по переменным ö ,

i = 1, N , осуществляется лишь ее минимизация по координатам центров подмно­

жеств т , i = 1, N .

Замечание 3. Для решения задачи минимизации функции (2.5.47) по перемен­

ной т е Q n не обязательно применять метод проекции градиента. К тому же, в слу­

чае, когда множество Q имеет сложную форму или не является выпуклым, проек­

цию точки на множество Q найти сложно или вовсе невозможно. Тогда целесооб­

разно ввести штрафную функцию множества Q :

пґ s Г 0, V te Q N,

= I W J)”N \ r\N[да, VTeTeR \L2 ,

расширить ею целевую функцию (2.5.47) и решать задачу безусловной оптимизации: 

Х(т, ö) = Х1 (т, ö) _ S£  max(0, (_ ö )) + P(т) ^  max min .
“  Ö e R N  T e R nN

Результатні решения модельных задач будут приведены ниже в главе 4.
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2.5.3. Нелинейная динамическая задача оптимального разбиения множеств

Вообще говоря, нелинейность задач ОРМ может быть связана, прежде всего, с 

видом функционала (например, это может быть среднеквадратическое отклонение 

состояния системы от желаемого, или функционал, содержащий функции | • |, 

тах() и другие). Кроме того, нелинейной может оказаться и дифференциальная

связь. Несколько подходов к решению таких задач представлены в [42].

Представим здесь одну из математических моделей нелинейных динамических 

задач оптимального разбиения множеств. Особенностью этой задачи является зави­

симость скорости изменения состояния некоторой управляемой системы в каждой 

точке рассматриваемого множества О  от принадлежности этой точки к определен­

ному подмножеству О і множества О  и квадратичный критерий качества разбие­

ния.

Пусть О  - ограниченное, измеряемое по Лебегу множество из Еп, ЕN класс 

всевозможных разбиений множества О  на N подмножеств:

где шві'О означает меру Лебега. Пусть функции щ (х, ґ; т,.), і = 1,N, - заданные 

действительные, ограниченные, определенные на Ох[0,Т]хО , измеримые по х

непрерывных задач ОРМ, векторы т(, і = 1, N , будем называть «центрами» под­

множеств О  , і = 1 N, хотя в действительности интерпретировать эти точки как 

центры этих подмножеств можно только в частном случае, когда 

К = п, ЕІ =П, і = .

Введем в рассмотрение класс допустимых управляющих функций:

и  = < (и(), • ;ю, т): и(х,ґ; ю, т) = щ(х, ґ; ті), п. в. для х є Ц , т( є ^ , і = 1, N,

Постановка задачи

при соответствующих произвольных векторах параметров 

х = (х 1,..., хf )еН ,., Н  с  Як,, = I, N  . Далее, используя терминологию теории

ю є ^ ); ґ є [о,т ]}
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и функционал
T

F  (у) = JJ(p(x, t; u( x, t; ю,x)) - p(x, t) ) 2 dtdx ,
Q 0

где у = (ю,x,u(-,-;ю,x),p(-,-)) , T > 0 - заданный момент времени; u(•,•;ю,x) єи , 

ю єГ £ , x eS  , H = H xH2 х...хНд,, функция p(x,0 є C'([0, T ]) для каждого 

x єй  является решением задачи Коши

р ( х , / )  =  а р ( х , / ) + м ( х , / ; ю , х ) ,  / є  [ 0 , T L  ( 2 5 5 2 )

p( x ,0) = Р0 (x),

причем
Т ___
11 p(x, t)dxdt < b ; i = 1, N. (2.5.53)

0 Q
В выражениях (2.5.52), (2.5.53) а , Ъ,...,bN - заданные величины.

Нелинейной динамической задачей оптимального разбиения множества 

Q c En на ее подмножества Q ,...,Qw с размещением центров этих подмно­

жеств называется следующая задача [61].

Задача. Необходимо найти такой набор у* =(ю*, x*, и*(-,-; ю*, x*), p •(•,)) , где

разбиение ю* = (QjV.^Q^) є , параметры х" = (х"..... х" )є!Е . управление

и*(•,• ;ю*,x*)є У  и фазовая траектория p*(x,t) (удовлетворяющая условиям 

(2.5.52), (2.5.53)), при котором функционал F (у) достигал бы минимального значе­

ния.

Коротко задачу будем записывать так:

F  (ю, x, и (•,•; ю, x), p( , •)) —— min , (2.5.54)
V (u(v ;m,x),p(-, 0)єФ

Ф = { ( ю ,  x ,  u (,- ,  ю ,  x ) ,  p ( v ) ) : й є Е N , x  є  H ,  u ( v ;  ю ,  x )  є и ; 

p ( x ,  / )  =  a p ( x ,  / )  + и ( x ,  t; r o ,  x ) ,  t  є [ 0 , Г ] ,

Т ___

p (  x , 0 )  =  p 0(  x ) ;  U  p ( x ,  t )d x d t  <  Ъ ;  i  =  1 , N  І .

0 Q

Оптимальным решением задачи (2.5.54) будем называть допустимую четверку
* /^* * * , — * * х * S ч \ 1

у =(ю , x , u (•, • ; ю , x ), p (•,•)), доставляющую минимальное значение функцио­

налу F .

160



Замечание 1. Каждое допустимое разбиение ю еЕ^^ и набор параметров 

т = (т1,...,тлг)е Н  определяет функцию м(-,-;ю,х)еС/ такую, что соответст­

вующая задача Коши (2.5.53) имеет единственное решение р(х, г) в следующем 

смысле: Ух еЦ . ,, = 1, N , функция р(х, г) - непрерывна по временной перемен­

ной г е[ 0, Т ] и удовлетворяет равенству

г

р(х, г) = р0 (х) + |(ар(х, 9) + щ (х, 9; х() ) d9, г е[0, Т].
0

Замечание 2. Задаче (2.5.54) при условиях Ух( е О ; ,, = 1, N  , можно дать

следующую экономическую интерпретацию. Пусть рассматривается сосуществова­

ние производителей однотипных товаров (сходных по цене и качеству), потребите­

лями которых является определенный слой общества с примерно одинаковым уров­

нем доходов, проживающий в одинаковых условиях и имеющий одинаковую шкалу 

предпочтений. Общим интересом для фирм-производителей однотипного товара 

является удержание спроса р(х, г) на данный товар на определенном уровне 

р(х, г), который можно лишь несколько увеличивать или уменьшать со временем,

сохраняя при этом главную тенденцию колебаний в окрестности желаемого спроса, 

при условии учета предельной границы потребления данного товара и производст­

венных мощностей предприятия. Считается, что динамика спроса прямо пропор­

циональна самому спросу (что отображается в линейном слагаемом дифференци­

ального уравнения (2.5.52), а  - коэффициент пропорциональности). Повышение 

спроса на продукцию может быть вызвано также проведением субъектами произ­

водства определенных действий, например, незначительное сокращение стоимости 

товара за счет модернизации производства, рекламных акций и т. д. Сила воздейст­

вия таких мероприятий /-го производителя описывается функцией

щ (х, х(, г), г = I, N  . Поскольку предполагается сосуществование производителей, не 

имеет смысла каждому из них «вкладывать средства» в каждого потребителя. Необ­

ходимо лишь найти оптимальные местоположения производителей в регионе О  и 

распределить потребителей на зоны влияния и обслуживания соответствующих 

производителей с учетом их общих интересов. Ограничения типа (2.5.53) могут учи­

тывать или предельную границу потребления данного товара, или производственные 

мощности предприятий.
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Замечание 3. Вместо интегральных ограничений типа (2.5.53) на фазовую пе­

ременную в задаче (2.5.54) могут быть введены аналогичные ограничения на управ­

ляющую функцию:

Тогда экономически задача (2.5.54) с такими ограничениями (2.5.531) при усло­

вии Н = О "7 может быть интерпретирована так. Пусть, как и в замечании 2, рас­

сматривается сосуществование производителей однотипных товаров, координаты

расположения которых т( є Ц , і = N , могут быть заданы, а могут подлежать 

определению. Будем считать, что можно спрогнозировать уровень р(х, ґ) спроса на 

данный товар в каждой точке х региона О  на некоторый период ґ є[ 0, Т]. Общим 

интересом для фирм-производителей однотипного товара является удовлетворение 

этого спроса. Пусть функция р(х, ґ) описывает количество товара у потребителя х в

момент времени ґ є[0,Т]. При ґ = 0 эта величина известна и задается функцией 

р0(х), х є О . Изменение количества товара у потребителя с течением времени про­

исходит за счет потребления товара. Будем считать, что такие изменения пропор­

циональны самому количеству с коэффициентом а  < 0 , а также могут происходить 

за счет производства и доставки продукции производителем О( в количестве 

щ (х, т , ґ) в единицу времени. Ограничения (2.5.531) учитывают мощности самих 

производителей. Необходимо закрепить каждого потребителя за одним производи­

телем для как можно более полного удовлетворения спроса.

Для корректности поставленной задачи правые части неравенств (2.5.53) или

(2.5.531) должны удовлетворять некоторым условиям, при которых сформулирован­

ная задача была бы разрешимой. Эти условия получим в процессе разработки и 

обоснования метода решения задачи (2.5.54).

Согласно методике решения непрерывных задач ОРМ, от задачи (2.5.54) пе­

рейдем к эквивалентной задаче бесконечномерного программирования с булевыми 

переменньгми: найти вектор-функцию Х( •) = ( ^ ( • ) ,...,( • ) ) , и набор векторов 

хеН  , которые минимизируют функционал

Т
(2.5.531)

0 О

Метод и алгоритм решения задачи
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• —  m in
X( ОєЛ 

т є н

I (Х(-), т) = Ц  (р(х, Г; Х(х), т) — р(х, Г)) 2 -
а о

при условиях
N

р(Х О  =  ар (хД ) +  X  ̂  (x, Пту )Ху (x), I е [ 0, Г ] ,
j =1

p(x,0) = p  (x), x єй,

Т  _____

11 p(x, t)X( (x)dxdt < b ; i = 1, N.

(2.5.55)

(2.5.56)

(2.5.57)

Решение задачи Коши (2.5.56) для каждого х е О  легко получить в аналити­

ческом виде:

N (  > Л

p(x,t;X(x),x) = p (x ) + Х І J е°'( 0)u(x,®;x)d® X j  (x), (2.5.58)

х еО , / є [0,Г ].

Учитывая выражение (2.5.58), задачу (2.5.55) - (2.5.57) можно переписать сле-

дующим образом:

I  (X(), x) — min
X( ОєЛ

(2.5.59)

I (X(),x) = J J  X f |еаМ)ц.(x,0 ;x,)d0
Q 0 V .=1 V 0

Xi (x) -p( x, t) dtdx

при условиях

T (  N f t

JJI p 0(x) + I  J ea(t-0Ц  (x,0 ;xj )d0
Л А 

X j  (x) X (x)dtdx < Ъ, i = 1, N, (2.5.60)
а о V V = V о

где р(х, Г) = р(х, Г) — р0 (х) .

Для упрощения и функционала (2.5.59), и соотношения (2.5.60) воспользуемся 

следующим свойством элементов множества Л :

X. (.) = X,. (x), X,. (x)X (x) =
0, i *  j

[X(x), i = j  

Тогда задача (2.5.59), (2.5.60) приобретает следующий вид: 

L (X(-), т) ^  min ,
1 4 w  у (X ( .)т )е Л х ~

, Vxєй ,i, j  = 1 N  .

(2.5.61)

T

0 Q

2
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W  •), X) =

(т N T

=fif
Q /=1 0V

Jea(/ 0)u  (x, 0 ;X )d0 — 2 p(x,t)Jea{( 0)u  (x, 0 ;xy )d0 
0 J 0

T

+ JJ(p( x  t) ) 2 dtdx

dt Xj (x)dx +

при условиях

f T t

| Tp  (x) + 1 1  ea(t—0)и( (x, 0 ; x )d0dt X( (x)dx < b , i = 1, N. (2.5.62)
00

Таким образом, от непрерывной динамической задачи оптимального разбие­

ния множества с квадратичныш функционалом (2.5.54) удается перейти к эквива­

лентной непрерытной линейной задаче ОРМ с ограничениями-неравенствами. К 

решению полученной задачи (2.5.61) - (2.5.62) можно применить метод, представ­

ленный в разделе 2.5.2. При этом для оптимального решения задачи (2.5.61), (2.5.62) 

нетрудно получить следующие расчетные формулы:

Г1, если В (х; X*, Е*) = тш  Вк (х; тк, ̂ ),
X, (х) = <! к=1-"  ___ (2.5.63)

[ 0 в остальных случаях, , = 1, N ,

где
т

в , (х; X*, Е*) = ЕТРо (х) + {ф,- (X, Г, х*) (ф, (х, Г, х*)- 2р(х, ̂  + Е, ) Л ,
0
t __

ф. (х, V, х  ) = | еа^-0)ц (х, х , 0)^ 0 , ,  = 1, N ,
0

* Ж е . « *  с» Ж /—•

а в качестве X;,...,хн; Е1 Ек выгоирается оптимальное решение задачи

^  max . (2.5.64)
Е е Г

N T 2 N  ^
X(E) = m inI Jm inB j (x ;X j , E j)d x  + J J(p(x, t ) ) 2 d td x  — ̂ E jb

XE“  V O  J = 1’N  о  0 J=1

Нелинейную задачу (2.5.4) - (2.5.6) можно также привести к непрерывной ли­

нейной задаче ОРМ, основытаясь на следующем представлении задачи Коши (2.5.5):

p(x, t) = p  (x, t) + p  (x, t; X(x), x) , (2.5.65)

где функция p (x,•) для каждого x ей является решением задачи Коши

Q0
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p (x ,/)= ap (x ,/), t е [О,Г], (2 5 66)

Pi(x ,0) = р0( x), 

а функция р  (x,- ; X(x), т) - удовлетворяет задаче Коши

N

р2(x,t) = а р 2 (х, t) + У" и , (х, т ,, t)X , (х), t e[0,TL
м  (2.5.67)

р 2( x,0) = 0 .

Задача (2.5.66) решается однозначно:

P (x, t) = р  (x)eat, x eQ , t e [0,T ].

Решение задачи (2.5.67) записывается следующим образом:
N

P (x ,t) = X'П,-(x,t;т )X(x), x e Q, t e[0,T],
j =1

t

где n j  (x, t; т j ) =  J e ™uj

0

Задача (2.5.55) - (2.5.57) с учетом представления (2.5.65) и указанных выше свойств 

множества Л записывается следующим образом:

L (X(-), т) ^  min (2.5.68)
X (  - ) е Л  
T e S

при условиях

П (x, t; Tj) = J e aBuj (x, 9; т} )d9, j  = 1, N.

Jl 4>(x) + J 4  (x, t; Ti )dt
QV 0 У

где функционал / 2 (X(-), т) имеет вид:

N ( T - Л
L? (X(-), т) = J X I J [л? (x,t;т,.) - 2р(x,t)n, (x, t; т,.)] dt X,.(x)dx +

n ;=1 '  (2.5.70)

JJ(P (x,t))? dtdx,+
Q 0

р(х,/) = р(х,/) — р (х ,/), Д (х) = р (х )| га1Л, х е О .
о

Далее, пользуясь методикой решения непрерывных линейных задач оптималь­

ного разбиения множеств с ограничениями в форме неравенств и с расположением 

центров подмножеств, подробно описанной в разделе 2.5.2, можно получить сле­

дующие расчетные формулы для характеристических функций подмножеств, со-
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ставляющих оптимальное разбиение в задаче (2.5.54):

X*(х) =

1, если Ju ( (х, t; х* )dt + Е*А (х) =
0

T

= min [ ut (х, t; х* )dt + Е*A  (х),
к =1, N J

О

0 в остальных случаях, i = 1, N,

где ц (х,t;х*) = ц2(х,t;х*)-(2р(х,t )-Е,*)^.(х,t;х*), i = N , а

Ж Ж со Ж со Ж

х;,...,хы; Е ,...,En выбирается оптимальное решение задачи

Х(Е) ^  max,
Ее Г

(2.5.71)

в качестве

(2.5.72)

где

dx - Ё  Е jbj
j =i

Х(Е) = min І | mm [ц  (x, |  + E k l(І
хее I к к=1,к

VqL о _

Алгоритм решения задачи (2.5.54), записанной в терминах характеристических 

функций, аналогичен алгоритму, представленному в разделе 2.5.2.

Имеет место следующее утверждение.

Утверждение. Если константы b ,...,bN удовлетворяют соотношению

N  T  t

Ё b, > S = TJp 0(x)dx + | Ц ea(t-e)u (х,Q)dQdtdx , (2.5.73)
i=1 Q Q 0 0

где и (х, t) = max max и. (х, t; х ) Ух eQ , t e[0,T 1, множество допустимых про-
i=1, N х. eS, L J

цессов задачи (2.5.54) не является пустым.

Оценку (2.5.73) можно записать, используя представление (2.5.65), и таким об­

разом:

N  і  T  t

Ё b, > S = — (eaT -1)p0(х) + | Ц е-авй(х,Q)dQdtdx.
i=1 a  Q 0 0

Далее приведем численный алгоритм, в котором для решения задачи миними­

зации функции (2.5.64) по набору параметров х е  s  применяется метод проекции 

градиента, а условия неотрицательности множителей Лагранжа Е, учитываются с 

помощью функции внешнего штрафа, т. е. решается следующая задача:

Х(х, Е) ^  max m in , (2.5.74)
Ee R n  х е Е
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где

х(т,О) = Jm inBj(x;т ,О )dx-]Тj  -5]Тmax(0 ,(-£,.))
Qj 1N j=1 і=1

T

Bi (*; т , О,.) = ОТ Po (x) + J ф,. (x, t; Ti) (ф,. (x, t; т,.) - 2 p( x, t) + О ) dt,-'0'
0 
t

ф,. (x, t;т ) = Jea(t 0)u  (x,T, 9)d9, i = 1, N .
0

В случае, когда т е Q, i = 1, N , а множество Q имеет сложную форму или

не является выпуклым, проекцию точки на Q найти сложно или невозможно. Тогда

целесообразно ввести штрафную функцию множества Q :

[0, Vt . eQ,
P (T ) = [  '

' [да, V t  e R n \ Q

расширить с ее помощью целевую функцию (2.5.74) и решать такую задачу безус­

ловной оптимизации:

х(т О) = Xl(т, О) - s  Z  max(0,(-°,))+ Z P (т ) ^  maxmin • (2.5.75),  ,  ;  ter

Алгоритм А10

Не теряя общности, будем считать, что множество Q является параллелепи­

педом П , стороны которого параллельны осям декартовой прямоугольной системы 

координат.

1. Параллелепипед П покрываем прямоугольной сеткой и задаем начальное 

приближение (т,О) = (т(0),...,т(0);Оі(0),---,От0)) . Пусть П - множество узлов про­

странственной сетки.

2. Покрываем отрезок [0, T] сеткой с шагом ht, обозначая через

T = |t : t = lht, l = 1, nT I множество узлов сетки по временной переменной.

3. Для каждого узла x еП  :

3.1. Вычисляем X(0) (x), i = 1,N , по формуле (2.5.63) при значениях

О =О,(0), т,.=^0), i = 1 N

3.2. Вычисляем значение фазовой переменной p(x,t; X(x), т) в ка-
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ждом узле временной сетки Т по формуле (2.5.58) при 

X. = х(0), х,. = х(0), і = 1 М.

4. Вычисляем компонентні ( , . . . ,  1 ; , . . . , )  обобщенного градиента 

функции х(т,Е) в точке (х,Е) = (х(0),...,X®;Е(0),...,Е ^) при Х(-) = Х(0)(-),

Е,. =Е(0), Хі =х(0), і = ЇМ  .

5. Выбираем начальный шаг й0 > 0 г-алгоритма и находим:

Е,(1) = Е(0) + Ъ я | (Е(0)); 

х,(1) = р= [х(0) - \ яХ (х(0), у (0))], і = 1, N, 

где Р  - оператор проектирования на множество Н,..

Осуществляем переход на второй шаг.

Пусть в результате вычислений после к, к = 1,2,... шагов алгоритма получены 

некоторые значения х(к\ Е(к\ Х(к-1)(х).

(к+1)-й шаг:

6. Для каждого узла х еП  :

6.1. Вычисляем Х(к)(х), і = 1, N  по формуле (2.5.63) при значениях

Е=Е(*), х і = х(к \ і = .

6.2. Вычисляем значение фазовой переменной р(х, ґ; Х(х), х) в каждом

узле временной сетки Т по формуле (2.5.58) при X, = Х,(к), х  = х(к), і = 1, N.

7. Вычисляем компоненты (ях, . . . , , . . . , )  обобщенного градиента\ к X X  к /

функции к(х,Е) в точке (х,Е) = (х(к),...,х ^ ;Ех\...,Е(МкУ) при %(■) = Х(к)(0 ,

Еі = Е(к\ х = х к), і=  .

8. Осуществляем (к+1)-й шаг г-алгоритма для решения задачи (2.5.74), краткая 

схема которого записывается следующим образом:

Е(к+1) =Е(к)+ КВ1Д(х(к\Е(к)\ 

т(*+1) = р а [х<к> - № £ ( т « Е №)],

где В^+1, Вх+1 - операторы отображения преобразованного пространства в основ­

ное пространство ЕМ, пересчет которых производится по следующим формулам:
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Бр = 1М, Б; = 1М (1М - единичная матрица),

Ла (^) - оператор растяжения пространства в направлении ^ с коэффициентом 

растяжения а , матричная форма которого имеет вид:

Ик - шаговый множитель, выбор которого осуществляется из условия оптимума 

функции по рассматриваемому направлению.

9. Если условие

не выполняется, то к:=к+ 1 и осуществляем переход на шаг 6, иначе - переход на шаг

3, если не все точки пространственной сетки просмотрены, или на шаг 10 - если ис-

10. Полагаем X*(х) = Х(1 ) (х) для каждой точки х е П , р* = р(Г>, т* = { 1 ,

(2.5.76) окончания итерационного процесса. Вычисляем оптимальное значение целе­

вого функционала I  (Х*(), т*) и, для контроля правильности результата, значение 

функции (2.5.74) при следующих параметрах: р = р*, Х() = X* (•), т = т*.

Алгоритм А10 описан.

Замечание 4. Приведенный алгоритм легко адаптировать для решения дина­

мических задач оптимального разбиения множеств, в которых отсутствуют ограни­

чения типа (2.5.53). При этом функция (2.5.64), а значит и (2.5.74), не содержит сла­

гаемые с двойственными переменными и, таким образом, нет необходимости мак­

симизировать указанную функцию по переменным р , I = 1, N , осуществляется 

только ее минимизация по параметрам т,..

да (С) = / ,+ (а- і)С С г ; 

$  = = (-Щ+1)Т Е ^ (к)Л (к)) ,

(2.5.76)

черпанні все точки х єП  .

где I - номер итерации, на которой вектор удовлетворяет условию

169



Выводы к главе 2

Таким образом, в главе рассмотрены математические постановки некоторых 

непрерывных задач оптимального разбиения множеств п-мерного пространства на 

подмножества с размещением центров подмножеств или с заданными координатами 

этих центров. Некоторые из указанных задач характеризуются наличием интеграль­

ных ограничений-неравенств. Сформулированы условия существования оптималь­

ного решения задач ОРМ, методы их решения, редукция к задачам недифференци­

руемой оптимизации. Приведены алгоритмы решения непрерывных задач опти­

мального разбиения множеств, составной частью которых является г-алгоритм Шо­

ра.

Обобщения непрерывных задач оптимального разбиения множеств на случай 

наличия нечетких данных или формулировки задачи в условиях риска см., например, 

в работах [55 - 57].

Далее представим класс задач, являющихся в некотором смысле родственными 

к непрерывным задачам оптимального разбиения множеств - это непрерывные за­

дачи шарового покрытия ограниченных множеств евклидова пространства. Пока­

жем связь между задачами разбиения и покрытия, а также продемонстрируем воз­

можность применения элементов теории ОРМ к решению задач о шаровом покры­

тии.
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Г Л А В А 3

Н Е П Р Е Р Ы В Н Ы Е  З А Д А Ч И  О П Т И М А Л Ь Н О Г О  Ш А Р О В О Г О  

П О К Р Ы Т И Я  И  А Л Г О Р И Т М Ы  И Х  Р Е Ш Е Н И Я

3 . 1 .  Н е п р е р ы в н ы е  з а д а ч и  о п т и м а л ь н о г о  о д н о к р а т н о г о  ш а р о в о г о  п о к р ы ­

т и я  м н о ж е с т в  и - м е р н о г о  е в к л и д о в а  п р о с т р а н с т в а

В  н а с т о я щ е е  в р е м я  з а д а ч и  о б  о п т и м а л ь н о м  ш а р о в о м  п о к р ы т и и  м н о ж е с т в а  

п р о и з в о л ь н о й  с т р у к т у р ы  и  м е т о д ы  и х  р е ш е н и я  и н т е н с и в н о  и с с л е д у ю т с я  у к р а и н ­

с к и м и  и  з а р у б е ж н ы м и  н а у ч н ы м и  ш к о л а м и  [ 6 - 8 ,  2 1 ,  2 2 ,  3 8 ,  4 3 ,  4 4 ,  4 6 ,  1 3 1 ,  1 3 5  и  д р . ] .  

В  [ 3 6 ]  п р и в е д е н ы  м н о г о ч и с л е н н ы е  п у б л и к а ц и и ,  с в я з а н н ы е  с  р а з р а б о т к о й  и  о б о с н о ­

в а н и е м  м е т о д о в  р е ш е н и я  з а д а ч  о  п о к р ы т и и .  В а ж н о с т ь  и  ц е н н о с т ь  э т и х  з а д а ч  о б ъ я с ­

н я ю т с я ,  п р е ж д е  в с е г о ,  р а з н о о б р а з и е м  п р и л о ж е н и й  в  т е х н и к е ,  э к о н о м и к е  и  д р у г и х  

о б л а с т я х  ч е л о в е ч е с к о й  д е я т е л ь н о с т и .  Н е  п ы т а я с ь  и с ч е р п а т ь  в с е ,  п р и в е д е м  с л е д у ю ­

щ и е  п р а к т и ч е с к и е  з а д а ч и :

-  з а д а ч а  п о с т р о е н и я  с е т и  и з  и с к у с с т в е н н ы х  с п у т н и к о в  з е м л и ,  п р е д н а з н а ч е н н ы х  

д л я  к о н т р о л и р о в а н и я  д и а п а з о н а  к р у г о в ы х  о р б и т ;

-  з а д а ч а  о б  о п т и м а л ь н о м  ( с  т о ч к и  з р е н и я  м и н и м и з а ц и и  м а к с и м а л ь н о  в о з м о ж ­

н о г о  п р о и г р ы ш а )  в ы б о р е  п а р а м е т р о в  н е с к о л ь к и х  т и п о в  л е т а т е л ь н ы х  а п п а р а т о в ,  п р о ­

е к т и р у е м ы х  д л я  в ы п о л н е н и я  в с е г о  з а д а н н о г о  д и а п а з о н а  м а н е в р о в ;

-  з а д а ч а  о  в ы б о р е  о п т и м а л ь н о й  м о щ н о с т и  у н и в е р с а л ь н ы х  д в и г а т е л ь н ы х  у с т а ­

н о в о к  м а л о й  т я г и ;

-  з а д а ч и  о п т и м а л ь н о г о  р а з м е щ е н и я  п р е д п р и я т и й ,  ф и л и а л о в  б а н к о в ,  б а з  с н а б ­

ж е н и я  и  д р .

С р е д и  т е о р е т и ч е с к и х  з а д а ч ,  с в о д я щ и х с я  к  з а д а ч а м  о п т и м а л ь н о г о  п о к р ы т и я ,  

м о ж н о  в ы д е л и т ь ,  н а п р и м е р ,  з а д а ч и  Н е й м а н а - П и р с о н а  [ 4 7 , 1 2 7 ] ,  г л о б а л ь н о й  о п т и м и ­

з а ц и и  [ 1 5 ] ,  п о с т р о е н и я  о п т и м а л ь н ы х  к в а д р а т у р  [ 8 7 ] .  П о д р о б н о е  о п и с а н и е  у к а з а н н ы х  

з а д а ч  и  п р и м е н е н и е  д л я  и х  р е ш е н и я  г - а л г о р и т м а  Ш о р а  б у д е т  п р е д с т а в л е н о  в  г л а в е  4 .

В  д а н н о м  р а з д е л е  п р и в е д е м  ф о р м у л и р о в к у  н е п р е р ы в н о й  з а д а ч и  о б  о п т и м а л ь ­

н о м  о д н о к р а т н о м  ш а р о в о м  п о к р ы т и и  м н о ж е с т в ,  е е  с в о й с т в а  и  а л г о р и т м ы  р е ш е н и я ,  

р а з р а б о т а н н ы е  н а  о с н о в е  м е т о д о в  о п т и м а л ь н о г о  р а з б и е н и я  м н о ж е с т в  и  р а з л и ч н ы х  

м о д и ф и к а ц и й  г - а л г о р и т м а  Ш о р а .
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3 . 1 . 1 .  М а т е м а т и ч е с к и е  п о с т а н о в к и  н е п р е р ы в н ы х  з а д а ч  о п т и м а л ь н о г о  

ш а р о в о г о  п о к р ы т и я  и  с х е м ы  и х  р е ш е н и я

Пусть Q - ограниченное, замкнутое, измеримое по Лебегу множество в n - 

мерном евклидовом пространстве Еп.

Будем называть с-шаром радиуса R с центром в точке т из Еи множество 

вида B(rt,R) = {xє Е  : с(х,т) < R }, где c(x,rt) - некоторая квазиметрика [87].

Будем говорить, что совокупность центров тх,..,zN задает шаровое покрытие 

множества Q с радиусом R , если
N

Q c (Jß (r ,,E ) .
,=i

Ясно, что радиус R покрытия множества Q , задаваемого центрами тх,...,zn 

(вектором zn ), имеет вид:

R(zn) = sup min c(x, т) , (3.1.1)
хєй ,'=1"-" N

где zN = (zx,...,zN) є Enx...xEn = E"  (либо, в частном случае, zN =(zx,..., zN )

N

є Qx xQ  = П1* ).
N

Очевидно, что покрытие множества Q , задаваемое вектором zn = 

= (т ,. .. zn ), с радиусомR(zn) , определяемым по формуле (3.1.1), является мини­

мальным с-шаровым покрытием, генерируемым вектором zn , т. е. никакие с-шары 

меньшего радиуса с центрами в тх,..., т„ не покрывают Q [87, 134].

Покрытие минимального радиуса назовем оптимальным.

Таким образом, для отыскания оптимального покрытия надо найти радиус оп­

тимального покрытия

R(zn ) = inf sup min c(x, т) (3.1.2)
тN хєй i=1"  N

и вектор zn = (zx,...,z*„ ), при котором в (3.1.2) достигается нижняя грань.

Приведем три известные непрерывные задачи о с-шаровом покрытии, следуя 

[87, 134].

З а д а ч а  П 1  (центры фиксированы). Для заданной системы центров тх,..., zn из 

пространства Е^ (либо из QN) требуется найти минимальное с-шаровое покрытие
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м нож ества Q  , т. е. определить величину (3.1.1).

К ак известно [87, 135], величина рад и уса R (tn) покры тия, заданного векто­

р ом  t n =  (т,...,Гд,) и з QN в задаче П 1 , тесно связана с  разбиением  В орон ог о  

м нож ества Q  , т. е. с  таким разбиением  м нож ества Q  н а измеримы е п оп арно непе- 

ресекаю щ иеся подм нож ества Q  ,. . . ,  Q w , объединение которы х есть Q  , и  такие, 

что

с(x ,t ) =  m in  c (x , Т) , x  e Q , i =  1 ,, ,  N .
j=1,., N j

П од робн о о  диаграмме В орон ог о , ее обобщ ениях и  алгоритмах построения см . 

в п араграфе 4.1.

В  [135] п оказано, что имеет место равенство

R (tn) =  sup  m in  c (x , t ) =  sup sup c (x , t,.) .
xeQ i=1,., n i=1,., N xeQ

И  следовательно, для оты скания реш ения задачи П 1  м ож н о воспользоваться 

такой схемой  (рис. 3.1):

1) найти разбиение В орон ог о  Q , . . . ,QN , генерируем ое вектором  tn =

(Ti,...,Tn ) из QN ;

2 ) для каж дого подм нож ества Q  найти максимальное расст ояние от  точки 

Т д о его границы;

3) среди  этих максимальны х расстояний  вы брать наибольш ее и  принять его 

в качестве рад и уса R (tn) покрытия.

Р и с .  3 . 1 .  С х е м а  о т ы с к а н и я  р е ш е н и я  з а д а ч и  о  п о к р ы т и и  

с  ф и к с и р о в а н н ы м и  ц е н т р а м и

Таким  образом , н а первом  этапе этой схем ы  реш ения задачи П 1  возникает за­

дача оптимального разбиения компактного м нож ества О  н а непересекаю щ иеся 

подм нож ества ^ с  фиксированны м и центрами тх тм этих подмножеств,
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математически сформулированная в виде задачи А1 (см. п.2.1.2).

Задача А1: найти вектор-функцию Л (х )  = (Л (х),...,Л (х)), характеризую­

щую разбиение множества Q на подмножества Q ,...,QN, такую что функционал

1 <Ж0) = { X c(x,T )Л, (x)dx
Q i=1

достигал бы минимального значения при условиях

Ät (x) = 0 v 1 п. в. для x eQ  ,

N
^  Л ( х ) = 1 п. в. для x eQ  .
i=1

Учитывая вышесказанное, для выполнения первого этапа решения задачи о 

покрытии П1 можно использовать оптимальное решение задачи А1, являющееся 

разбиением Вороного, имеющее для i = 1,...,N  и почти всех x eQ  вид:

|1, с (х т )  = imn с (x т\ x eQ  
Л(x) = \ V "  j=1,, N V п  

[0 в ос̂ 'кальшксллуча̂ .

Сформулируем теперь более сложную задачу об оптимальном покрытии, в ко­

торой, в отличие от задачи П1, центры т ,...,T  не фиксированы, а должны быть 

размещены во множестве Q так, чтобы получить покрытие минимального радиуса.

Задача П2 (об оптимальном ограниченном с-шаровом покрытии). При задан­

ном числе N центров т ,...,Т  найти их размещение в области Q , обеспечиваю­

щее покрытие множества Q с-шарами минимального радиуса, т. е. найти величину 

R (tn) = inf sup min c(x, т.), (3.1.3)
(т1, , ,  TN eQN xeQ i=1,., N

и вектор Т  = (t*,...,Tv) e Qn с  EN, при котором в (3.1.3) достигается значение, 

равное нижней грани.

Заметим, что если Q - компактное множество, а функция c(x,Tt) - непре­

рывна, то оптимальное покрытие множества Q заданным числом N с-шаров одина­

кового радиуса существует [74].

Приведем далее постановку задачи об оптимальном покрытии, отличающуюся 

от задачи П2 тем, что центры т ,...,Т  могут размешаться не во множестве Q , а во

всем пространстве E .
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З а д а ч а  П 3  ( о б  о п т и м а л ь н о м  с - ш а р о в о м  п о к р ы т и и ) .  П р и  з а д а н н о м  ч и с л е  N  

ц е н т р о в  . , г N  н а й т и  и х  р а з м е щ е н и е  в  Е п , о с у щ е с т в л я ю щ е е  п о к р ы т и е  м н о ж е с т ­

в а  Q  с  м и н и м а л ь н ы м  р а д и у с о м ,  т . е . н а й т и  в е л и ч и н у

Я ( Г )  =  i n f  s u p  m i n  c ( x , r . ) ,  ( 3 .1 .4 )

TN <=-EN xeQ

и в е к т о р  .  = (г , . . . , rN) є  ЕN , п р и  к о т о р о м  в  ( 3 .1 .4 )  д о с т и г а е т с я  з н а ч е н и е ,  р а в н о е  

н и ж н е й  г р а н и .

З а м е т и м ,  ч т о  о б о б щ е н и е м  з а д а ч  П 2  и  П 3  я в л я е т с я  з а д а ч а  о б  о п т и м а л ь н о м  п о ­

к р ы т и и ,  в  к о т о р о й  к а ж д ы й  ( и л и  в с е )  и з  ц е н т р о в  .  м о ж е т  р а з м е щ а т ь с я  в  с о о т в е т с т ­

в у ю щ е м  м н о ж е с т в е  T  ( в ы п у к л о м ,  з а м к н у т о м ,  о г р а н и ч е н н о м )  и з  Е и , к о т о р о е  н е  

о б я з а т е л ь н о  с о в п а д а е т  с  п о д м н о ж е с т в о м  Q ( .

С х е м а  р е ш е н и я  з а д а ч и  П 2  с о с т о и т  и з  п е р в ы х  т р е х  п у н к т о в  с х е м ы  р е ш е н и я  з а ­

д а ч и  П 1  и  4 - г о  п у н к т а ,  с о с т о я щ е г о  в  с л е д у ю щ е м :

4 )  и з  в с е х  н а б о р о в  ( . , . . . , . ) є ^  в ы б р а т ь  т о т  ( о б о з н а ч и м  е г о

( г * , . . . ,  r N ) ) ,  д л я  к о т о р о г о  р а д и у с  R ( Г )  б у д е т  м и н и м а л ь н ы м .

Р е з у л ь т а т  ч е т в е р т о г о  п у н к т а  с х е м ы  р е ш е н и я  з а д а ч и  П 2  п р е д с т а в л е н  н а  р и с .  3 .2 . 

И ,  н а к о н е ц ,  с ф о р м у л и р у е м  з а д а ч у  о  п о к р ы т и и ,  о т л и ч а ю щ у ю с я  о т  п е р в ы х  т р е х  

з а д а ч  т е м , ч т о  ч и с л о  N ц е н т р о в  . , . . . , .  з а р а н е е  н е  з а д а н о .

Р и с .  3 . 2 .  О г р а н и ч е н н о е  о п т и м а л ь н о е  с - ш а р о в о е  п о к р ы т и е  

м н о ж е с т в а  Q  п р и  N  =  3 ,  tn є  D .N

З а д а ч а  П 4  ( о б  о т ы с к а н и и  м и н и м а л ь н о й  п о  ч и с л у  с о в о к у п н о с т и  ц е н т р о в  п о ­

к р ы т и я ) :  п р и  з а д а н н о м  р а д и у с е  п о к р ы т и я  Я  н а й т и  м и н и м а л ь н у ю  п о  ч и с л у  N  с о -

1 7 5



вокупность центров р ,..,тм ,генерирующую покрытие компактного множества О  .

Задача П2 отличается от задачи П3 так же, как задача конечномерной условной 

оптимизации отличается от задачи конечномерной безусловной оптимизации. Кроме 

того, как указано в работе [74], задачи П2 и П4 в определенном смысле взаимны. 

Поэтому в дальнейшем ограничимся рассмотрением лишь задачи П2.

Далее будем рассматривать задачу П2, в которой функция с(х, р ) определя­

ется как одна из метрик:

c(x,Tt)=||x-р||2 = ̂ Х (x ~Ti) - евклидова, (3.1.5)

n

c(x,p.) = I|x-p^ = Ё|xJ -Tl\ - манхэттенская, (3.1.6)
j = i

c(x,p.) =|x-p||0 = max ||xj -т-jЦ- Чебышева. (3.1.7)

Поскольку для компактного множества Q из Еп и непрерывной функции с

оптимальное покрытие множества Q заданным числом N с-шаров одинакового ра­

диуса существует, то задачу (3.1.4) можно переписать следующим образом:

R(p ,...,г„) = max min c(x,p.) min . (3.1.8)
1 N xeQ i =1,.., N V (r.. deQ»

3 . 1 . 2 .  С в о й с т в а  н е п р е р ы в н о й  з а д а ч и  о б  о п т и м а л ь н о м  ш а р о в о м  п о к р ы ­

т и и .  П о с т р о е н и е  с у б г р а д и е н т а  ц е л е в о й  ф у н к ц и и

Приведем некоторые свойства функции Я (р ,..., гн) задачи (3.1.8) для случая 

евклидовой нормы с (х, р  ) = ||х - р || . Обоснование и иллюстрацию этих свойств 

см. в работе [36].

1. Функция Я(р , .. . ,р ) - непрерывна и ограничена на £  .

2. Функция Я(р , .. . ,р ) задачи (3.1.8) является липшицевои на £  , т. е. вы­

полняется неравенство

x,t)-m ax min c(x,t )
'  1 ’ ,-1 o  1 1max min c i

л Х  i =1,..., ^  ‘ V о є О  ix 1,..., TN
<  L ]\tn-tn\\ x

II ''En

где Р  = (р  , . . . ,р ), Ь > 0 - константа Липшица, не зависящая от выбора точек р

—N r̂ N
иг из множества £  .

Д о к а з а т е л ь с т в о см. в работе [135].
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3. Функция R(tx ,...,tn) задачи (3.1.8) не выпукла на множестве QN .

4. Из того, что функция R (г ,...,tn) удовлетворяет условию Липшица, следу­

ет, что она почти всюду дифференцируема [103].

5. Многоэкстремальная функция R (r ,...,tn) в зависимости от вида множе­

ства Q может обладать (с точностью до перенумерации центров) конечным или 

бесконечным числом глобальных минимумов, а также может иметь локальные ми­

нимумы.

6. Для непустого компактного множества Q c  Еп , г = 1,..., N , спра­

ведливо следующее равенство [135]:

R(tn) = max min с (х ,г ) = max max с (х ,г ) , (3.1.9)
хєй i =1,, N V ' i=1,, N ієй, V 7

где множества Q  , і = І,.... N , составляют диаграмму Вороного для множества Q , 

т. е.
N

={c(x ,r;): с(х,г;) = min с(х ,т^ } и Q = [ J ^ , ,

причем множества Q  - компактної для всех і = 1,...,N  . Тот факт, что множество 

Q  определяется точкой г,., иногда будем отражать так Q (г,.).

7. Если А - непустое компактное множество из Еи, то для любых у є Еи име­

ет место равенство [135]:

Уо = sup IIу - х\\Е = sup ||у - х\\Е ,
хєА п хє co(A) n

где со(А) - выпуклая оболочка множества А.

8. Пусть Т - фиксированное разбиение непустого компактного множества Q
N

на N непересекающихся подмножеств 7,.... 7:.....7 v. т. е. [J 7: = Q . Ї] сл 7’ = 0 ,
1=1

i Ф j,  i, j  =1.... N, T - непустые, компактные. Введем для каждого г = 1,...,N  

функции

r .(tn) = max c(х ,г ) . (3.1.10)
хєТ1 7

Поскольку в (3.1.10) функции с (х,г() , і = 1,... N , определены на T х Еи , 

непрерывны по х и выпуклы по г,. на Еи (либо на открытом выпуклом множестве 

из Еи) при любом х є T , (см. [101], теорема 1.9), функции r t (rN) выпуклы по г,.
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на Е^ . И, согласно той же теореме, субградцентное множество О^ р ) в точке 

Р  функции (3.1.10) вычисляется по формуле:

где I ( р ) = |х: х е Т ; с(х, р ) = а Т (р0 )}; О ^ 0 )  - субдифференциал функции 

с (х,р.) по р на Е  при данном х е Т .

Субградаентное множество О ^ ( р ) непустое, выпуклое, компактное.

Таким образом, из выпуклости функций ст,. р ) на Е^ и равенства (3.1.9)

следует, что значением целевой функции задачи (3.1.8) является максимум решений 

конечного числа выпуклых оптимизационных задач.

Заметим, что формуле (3.1.11) Т - *-е подмножество фиксированного разбие­

ния множества £  . Если же разбиение множества £  на подмножества не фиксиро­

вано и неизвестно заранее положение точек р ,..., р , генерирующих оптимальное 

покрытие множества £ ,  а значит, и соответствующее разбиение Вороного, то 

функция Я(р , .. . ,р ) задачи (3.1.8) не является, как отмечалось выше, выпуклой на 

вследствие невыпуклости по тм = (р ,..., р ) на функции

ванном х е £ , она состоит из выпуклых участков, отвечающих локальным мини­

мумам функции Я(р , .. . ,р ), а, как известно [103], для невыпуклых кусочно­

гладких функций почтиградиент совпадает с субградиентом к одному из примы­

кающих к данной точке выпуклых участков.

Приведенная далее лемма дает возможность генерировать монотонно убы­

вающую последовательность значений целевой функции Я(р ,.. . ,р ) задачи 

(3.1.8) об оптимальном покрытии множества £  .

Лемма 3.1. Пусть £  компактное множество из Еи и

(3.1.11)

> 7=1,..., N ' ■>>
Но, хотя функция Г (х ,р  ) не является выпуклой по при любом фиксиро-

хеО N
Если центры р .... т выбрать из условия

Я р ) = тах т т  с (х,р
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max с(х ,г) = min m axc(x ,r), i = \...,N,
• x e Q (f,) TjecoQiTj) xeQ(zt)

Toi?(Xj,..., zN) < R(rl , т.е. центр f( задает шар, покрывающий (1 (т1) с

минимальным радиусом.

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы см. [36, с. 351 - 352].

3 . 1 . 3 .  А л г о р и т м  о п т и м а л ь н о г о  о д н о к р а т н о г о  ш а р о в о г о  п о к р ы т и я  м н о ж е ­

с т в а

Приведём численный алгоритм решения непрерывной задачи об оптимальном 

однократном шаровом покрытии множеств из пространства Е , разработанный с 

привлечением элементов теории оптимального разбиения множеств и r-алгоритма 

Шора. Этот алгоритм, в отличие от алгоритмов оптимального покрытия, представ­

ленных в [13, 74, 87, 130, 131, 135], обладает следующими свойствами:

- он не зависит от геометрических особенностей покрываемого множества и 

размерности пространства Еи;

- каждый итерационный шаг его позволяет улучшать положение одновремен­

но всех центров г .....Г  ;

- его можно использовать для различных квазиметрик с из [87];

- он имеет простую программную реализацию.

Для решения задачи (3.1.5) об оптимальном покрытии, т. е. для отыскания ко­

ординат центров г ,...,tn и значения радиуса покрытия R (r ,...,tn) , минимизи­

рующих целевую функцию

R (r ,.. .,г ) = max min с (х,гЛ (3.1.12)
х є й  i =1,..̂ , N

при условии

(Г ,...,Г  )є (coQ)N, (3.1.13)

необходимо, согласно лемме 3.1, минимизировать по г , i = \.... N , на множестве 

coQ(r) функции

R, (г ) = max c (х,гЛ, i = 1,.... N  . (3.1.14)
х є й  (г ,)

Минимизация на множестве coQ(г ) допустима, так как

N N
с/)( 2 = co[jQ(r,) з  [JcoQ(r( ) .

i=i i=i
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Поскольку функции R  (r  ) из (3.1.14) недифференцируемы, для решения за­

дачи (3.1.12), (3.1.13) будем применять один из вариантов г-алгоритма Шора.

Как следует из [42], i-я компонента Ж-мерного вектора обобщенного градиента

gR l N) = (gR;RN ),..., g R lN),..., g l  (r n)) (3.1.15)

функции R(tN) из (3.1.8) в точке l  = (R ,...,R  ) является элементом субгради- 

ентного множества функции R  (r ) , i = 1,.., N , из (3.1.14) в точке r , которое име­

ет следующий вид:

Gzr (rn) = co{gR (rN,x ); x : ||xt -r|| = max ||x- 1 1|), (3.1.16)
■ ( xeQ(r )" ")

где gR (rN , x ) - обобщенный градиент функции c(x ,r  ) в точке rn = 

=(R ,...,R ,...Rn), а R = (R(1),...,R(n) ).

Перейдем от задачи условной минимизации (3.1.12), (3.1.13) по rn на множе­

стве (coQ)N к задаче безусловной минимизации по rN на Е^ с помощью введе­

ния в целевую функцию (3.1.12) негладкой штрафной функции множества coQ .

Если coQ = {x е Еи : p(x) < 0 }, где p(x) - функция, задающая границу об­

ласти coQ, то негладкую штрафную функцию Н для задачи (3.1.12), (3.1.13) можно 

ввести следующим образом:

Н (т ,...,1 ) = S £  max {0, p(R )}, (3.1.17)
i=1

где S - достаточно большое положительное число.

Заметим, что, как известно [102], функции вида max {0, p(R )}, i = 1,... N , 

выпуклы на множестве coQ, если выпуклы функции r ( r ) на coQ, и i-я компо­

нента Ж-мерного вектора обобщенного градиента

gH (rN ) = (gH (rN х ..., gH (rN x ..., gH (rN ))

функции Н в точке l  = ( r  ,.... l  ) е EN имеет вид

gH (г ,...,1 ) = S ■ max{0,p(R )}gR ( r ) , (3.1.18)

где gR (r ) - обобщенный градиент функции r ( r  ) в точке r .

Таким образом, от задачи условной минимизации (3.1.12), (3.1.13) совершается 

переход к следующей задаче безусловной минимизации:
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Я(т ,...,тм) = Я(т15.., р )  + НСГ;,.., тN ^  шт ,
(Т !,., т) еЕN

(3.1.19)

где функции Я(т ,...,т ) и Н(т,... т) имеют вид (3.1.12) и (3.1.17) соответствен­

но. Обобщенный градиент функции Я(т ,...,т ) в точке т" = (т ,...,т ) задается 

формулой

где /-я компонента Ж-мерного вектора обобщенного градиента ^  (т") из (3.1.15) 

функции Я(т ,...,т ) в точке т" = (т ,...,т ) - любой элемент множества 

СТ‘ (т") (см. (3.1.16)), а /-я компонента Ж-мерного вектора ^  (т") задается фор­

мулой (3.1.18).

Для формулировки алгоритма отыскания оптимального покрытия множества 

О  конкретизируем в Еи вид обобщенного градиента gТ (т" , X) для каждой из 

метрик с( х, т ), определенных формулами (3.1.2) - (3.1.4): 

если с(Х, т ) = ||х - т( || , то

gя т  )  =  gя т  ) + g н  (т" ) , (3.1.20)

(3.1.21)

g;■(тN, х) =

где каждая компонента вычисляется по формуле:

(3.1.22)

если с(х ,т ) = ||х -т,.||, а п = 2, то
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Я С , X) =
я 1‘ С С , X )  

я Т  ( С , X )

где

( С , X )  =

( С ,  X  )  =

- 1 ,  если | х (1) -  г ®  | >  Iх  (2 ) -  г , ( 2 ) | л  ( х (1) -  г (1) )  >  0 ,

1 ,  е с л и  | х (1) -  г (1) | >  | х (2 ) -  г , ( 2 ) | л  ( х (1) -  г ®  )  <  0 ,  ( 3 . 1 . 2 3 )

0 ,  е с л и  | х (1) -  г (1) | <  | х (2 ) -  г , ( 2 ) | ,

- 1 ,  если | х (1) -  г ®  | <  | х (2) - г , < 2 ) | л ( х (2 ) — С (2) ) >  0 ,

1 ,  если | х (1) -  г ®  | <  | х (2 ) -  г , ( 2 ) | л  ( х (2 ) -  г ( 2 ) )  <  0 ,

0 ,  е с л и  | х (1) -  г (1) I >  | х (2 ) -  г (2 ) I .

р(х) =

Перейдем к описанию алгоритма решения задачи (3.1.12), (3.1.13) об опти­

мальном покрытии множества О  из Еп.

Для этого область О  заключим в п-мерный параллелепипед П, стороны кото­

рого параллельны осям декартовой системы координат, вводя вспомогательную 

функцию р (х ), определенную на П, такую, что

[0 для х є Е  О 

[1 для х єО

Тогда в задаче (3.1.12), (3.1.13) в качестве выпуклой оболочки со О  множества 

О  будет выступать и-мерный параллелепипед П, а под функцией с(х, г ) будет по­

ниматься функция с(х, г ) • р (х ), определенная на П и совпадающая с с(х, г ) на

О .

Для упрощения записи алгоритма вектор С  = (г , . , С ) будем обозначать 

через г = (г ,...,С ).

Алгоритм 3.1

Предварительный этап. Параллелепипед П покрываем прямоугольной сет­

кой с шагом Дй., ]' = 1,..., п , и задаем начальное положение центров покрытия

г(0) = (г®1, . . . , О  .
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Строим разбиение Вороного |Q (т1(0)),..., Q (г̂ -1)} , испльзуя алгритм решения

задачи А 1  (см.п.2.1.2) ОРМ без ограничений с заданными координатами центров 

подмножеств.

k\, равное наименьшему значению индекса к, на котором достигается

ки подмножеству .

Для каждого подмножества □(г1(0)) , і = 1,.., N , находим перебором на сетке 

все наиболее удаленные точки х/0) от соответствующего центра г}0), і = 1,.., N  . С 

помощью этих точек по формуле (3.1.20) и одной из формул (3.1.21), (3. 1.22), (3.1.23) 

(в зависимости от метрики с (х, —)), вычисляем вектор-градиент ^  — ) в точке

г(0) = (г1(0),..., —0 ), выбираем начальный пробный шаг г-алгоритма \ > 0 . 

П е р в ы й  ш а г  алгоритма проводим по формуле:

РП - оператор проектирования на П.

Переходим ко второму шагу.

Пусть в результате вычислений после к, к = 1, 2,..., шагов алгоритма получен 

определенный вектор г(к) = —  \...,т(к)) .

Опишем ( к + 1 ) - й  ш а г  алгоритма.

1. По центрам г(к),...,—у) с помощью алгоритма решения задачи А 1  (см. п. 

2.1.2) оптимального разбиения множеств строим разбиение Дирихле - Вороного 

{А— к)), і = 1,N  }. Для каждого множества &(т(к)),г = 1,.... N , находим перебо­

ром на сетке все наиболее удаленные точки х (к) от соответствующего центра г)-к).

2. Вычисляем значения ^  (г) по формулам (3.1.20) при т = т(к).

3. Проводим (к+1)-й шаг г-алгоритма в Н-форме [102], итерационная формула 

которого имеет вид:

Для каждого узла сетки отыскиваем min с(х,г(0)) и запоминаем величину
*=1,2,...,N *

min c(x, r(0)). Значение индекса указывает на принадлежность данного узла сет-
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где Н к+1 - матрица растяжения пространства с коэффициентом а (его целесообраз­

но брать равным 3) в направлении разности двух последовательных обобщенных 

градиентов, имеющая вид:

Н ‘ 1 =  Н . + | “Г - 1 ] ,
а  /  ( Н к  Д к  ,  Д к  )

д. = 8я <Ук)) - 8 я <Ук-1)) •

Если из-за округлений счета Н к+1 перестает быть положительно определенной, 

заменяем ее единичной матрицей.

Шаг кк выбираем из условия минимума по направлению спуска.

min R
h>0

Т k) _ h H k+i8rT (k)) Л

. J (H k+i 8r (r(k)), 8r (r(k)))

4. Если условие

\\zk+1 _ z k\\ <є, s>  0, (3.1.24)

не выполняется, переходим к ( к + 2 ) - м у  ш а г у  алгоритма, иначе - к п. 5.

5. Полагаем т, = Т ) , где l - номер итерации, на которой выполнилось усло­

вие (3. 1.24) завершения работы алгоритма.

6. Вычисляем значение минимального радиуса покрытия по формуле

R(t) = max max с (х ,т ),
і=1, 2,..., N  хєО.(т )

при т = т .

Алгоритм 3 . 1  описан.

Замечание к алгоритму 3.1. Близость точек тк+1 и Т  в (3.1.24) определяется 

по одной из формул (3.1.2) - (3.1.4), в зависимости от выбранной в алгоритме 3.1 

метрики с (х ,т ).

Описанный алгоритм 3 . 1  из-за невыпуклости целевой функции R (t1v..tw) за­

дачи (3.1.8) приводит в пределе к системе центров тТ, = (т*,..., т*), являющейся, во­

обще говоря, точкой локального минимума этой функции.

Будем говорить, что точка Т  = [т*1,...,тм) є является точкой локального

минимума функции R (т ,...тм) из (3.1.8) на множестве QN, если существует SX0,
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такое, что Я —*,...— ) < Я (-,...— ) для всех ^  є В — )^ О іУ, где В  — ) -

где норма |||| - одна из метрик (3.1.2) - (3.1.4).

Другими словами, любое смещение из точки — = (г*,..., г*н ) в пределах не­

которой окрестности В  —  ) не сможет уменьшить радиус покрытия Я (г*,..., г*ы ) .

Если такая окрестность В  ( ^ ) совпадает со всем множеством О"7, то точка 

г  є будет точкой глобального минимума функции Я (г ,.. ,гн ) задачи (3.1.8).

3 . 1 . 4 .  Р е ш е н и е  м о д е л ь н ы х  з а д а ч  о б  о п т и м а л ь н о м  ш а р о в о м  п о к р ы т и и  

м н о ж е с т в  с о  с л о ж н о й  г р а н и ц е й .  О  с в я з и  н е п р е р ы в н ы х  з а д а ч  о п т и м а л ь н о г о  

ш а р о в о г о  п о к р ы т и я  и  о п т и м а л ь н о г о  р а з б и е н и я  м н о ж е с т в

Прежде чем представить результаты решения конкретных практических задач 

оптимального покрытия, продемонстрируем работу алгоритма 3 . 1  для решения тес­

товых задач об оптимальном покрытии ограниченных двумерных областей, в том 

числе и областей со сложной границей. Для сравнения в каждой рассматриваемой 

здесь задаче приведем также и решение задачи оптимального разбиения множеств с 

отысканием центров подмножеств и укажем, в каких случаях задачи оптимального 

покрытия и оптимального разбиения множеств имеют одинаковое расположение 

размещаемых центров.

Как уже отмечалось, для покрытия множества О , генерируемого вектором 

г  = (г  , . . . ,г ) можно использовать оптимальное решение задачи А 1  (см. п. 2.1.2) 

оптимального разбиения множеств с фиксированными центрами гх,...,гм, являю­

щееся разбиением Вороного.

В силу того, что различны критерии оптимальности задачи П 2  о покрытии 

множества О  с минимальным радиусом и задачи А 2  (см.п.2.1.3) о разбиении этого 

множества с размещением центров подмножеств, различными, вообще говоря, яв­

ляются и глобальные оптимальные решения этих задач с точки зрения координат 

размещаемых центров. Геометрически это отражает тот факт, что в задаче о покры­

тии П 2  на 4-м этапе ее решения отыскивается центр г * с-шара наименьшего радиу­

са, содержащего О і , в задаче же разбиения А 2  (см.п.2.1.3) отыскивается центр тяже­

сти подмножества О і . Приведем несколько примеров, иллюстрирующих этот факт.
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П р и м е р  3 . 1 .  Н а  р и с .  3 . 3  и з о б р а ж е н ы  г л о б а л ь н о е  о п т и м а л ь н о е  р е ш е н и е  з а д а ч и  

о  п о к р ы т и и  П 2  и  д и а г р а м м а  В о р о н о г о  д л я  э т о г о  п о к р ы т и я ,  п о л у ч е н н ы е  а л г о р и т м о м

3 . 1 .

М и н и м а л ь н ы й  р а д и у с  п о к р ы т и я  Я ( г Г )  ~  0 , 5 0 3 .  К о о р д и н а т ы  ц е н т р о в  о п т и ­

м а л ь н о г о  п о к р ы т и я :

0,062  ̂ ( 0,563^ ( 0,563^

0,5 ), 1 0,25 ), 1 0,75

„-п _ /-„-п* _п* _п*ч 
г* = (г1 , г2 , гз ) ~

Н а  р и с у н к е  о н и  о т м е ч е н ы  з н а к о м  «  • » .  Д и а г р а м м а  В о р о н о г о  д л я  э т о г о  п о к р ы ­

т и я  и з о б р а ж е н а  п у н к т и р н о й  л и н и е й .

Р и с .  3 . 3 .  Г л о б а л ь н ы е  о п т и м а л ь н ы е  р е ш е н и я  

з а д а ч  П 2  и  А 2  п р и  N = 3 ,  П  =  { [ 0 , 1 ]  х [ 0 , 1 ]

Н а  э т о м  ж е  р и с .  3 . 3  и з о б р а ж е н о  г л о б а л ь н о е  о п т и м а л ь н о е  р е ш е н и е  з а д а ч и  А 2  

( с м . п . 2 . 1 . 3 )  р а з б и е н и я  е д и н и ч н о г о  к в а д р а т а  н а  т р и  п о д м н о ж е с т в а  с  р а з м е щ е н и е м  

ц е н т р о в  э т и х  п о д м н о ж е с т в .  О п т и м а л ь н ы е  к о о р д и н а т ы  ц е н т р о в  п о д м н о ж е с т в  О  * ,

О  * ,  О  * :
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На рисунке они отмечены знаком «*». Оптимальные границы между подмно­

жествами изображены сплошной линией.

Как видно из рис. 3.3, радиус оптимального покрытия Я(т™) меньше, чем ра­

диус покрытия Л(г,р) , получаемый из решения задачи А2 (см.п.2.1.3). При сравне­

нии значений целевого функционала

задачи А2 (см.п.2.1.3) ОРМ с размещением центров подмножеств на глобальных оп­

тимальных решениях задач П2 и А2, оказалось, что 0(т^) > 0(т1). Здесь 

0(т, ) = 0.250, а 0(т1) = 0.237. И, таким образом, глобальное оптимальное ре­

шение задачи о разбиении А2 не является глобальным оптимальным решением за­

дачи о покрытии П2 и наоборот.

Пример 3.2. На рис. 3.4 изображено глобальное оптимальное решение задачи 

П2 оптимального покрытия выпуклого множества О , граница которого на рисунке 

выделена жирной линией, а также задачи А2 (см.п.2.1.3) оптимального разбиения 

этого множества при N = 2.

х.1

2

1

: 1+л/з х1

Рис. 3.4. Глобальные оптимальные решения задач П2 

и А2 в случае выпуклой области О  при N=2
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Получены следующие данные:

- для задачи П2 координаты центров глобального оптимального покрытия 

имеют вид:

' Т  ( 1 , 8 6 6 ^
гп = (г г )

*  (  1 ’  2 )  " ч 1 Д  1 , 0 0 0

на рис. 3.4 они отмечены знаком «•»; минимальный радиус покрытия Я(г™) = 1; 

диаграмма Вороного для этого покрытия изображена пунктирной линией;

- для задачи А2 оптимальные координаты центров подмножеств О  *, О  *:

"0,6651 (1,7031р* р*ч
г* = (тТ ,г2р*) м

1 2  ".1,000 Д1,000 

на рисунке они отмечены знаком «*». Оптимальные границы между подмножества­

ми О * и О * изображены сплошной линией.

Заметим, что, как видно из рис. 3.4, Л (С ) > Л (г"). Кроме того, 

0(г: ) >0(г?) , 0(г?) = 1,688; 0{г*) ~ 1,773.

Пример 3.3. Рассматривается тестовая задача об оптимальном шаровом по­

крытии невыпуклой области О  при N  — 3, представленная в работе [131].

На рис. 3.5 изображено глобальное оптимальное разбиение невыпуклой облас­

ти О  на три подмножества, полученное с помощью алгоритма решения задачи А2 

(см.п.2.1.3).

Оптимальные координаты центров подмножеств О  *, О  *, О  * для задачи 

А2 (см.п.2.1.3) имеют следующие значения:

6,3941 (1,9201 (2,459„-р — /-„-р* „-р* „-р* Лг* — (г , г/у , гз ) . . . .
1 2 3 1 .1,107/.1,435Д 4,772

На рис. 3.5 они отмечены знаком «*». Оптимальные границы между подмно­

жествами изображены сплошной линией.

На этом же рисунке изображено глобальное оптимальное решение задачи о 

покрытии П2:

- минимальный радиус покрытия Л (гГ) ~ 2,693;

- координаты центров глобального оптимального покрытия:
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ж ж ж 11 6 | ( 1,8 | ( 2,5
Т  = «  ,г2п ,Гзп ) М1 ^5

на рис. 3.5 они отмечены знаком « • ». Диаграмма Вороного для этого покрытия изо­

бражена пунктирной линией.

Здесь так же 0 (Т ) > О(т^ ) , О(т^) = 1,688; 0 (Т ) ~ 49,537, 

Я (г„п ) < Я(тр) , где Я(тр) - радиус покрытия, генерируемого решением задачи о 

разбиении А2 (см.п.2.1.3).

Рис. 3.5. Глобальные оптимальные решения задач А2 и П2 

в случае невыпуклой области О  при N=3

Заметим, что в примерах 3.1 - 3.3 функция с(х, т ) - евклидова метрика. 

Имеют место частные случаи, когда центры оптимального покрытия (ЦОП) 

совпадают с центрами оптимального разбиения (ЦОР). Так, например, если с (х, т ) 

представляет собой метрику Чебышева

с (х,т() = ||х-т(||0 = тах||х(1) -т,(1)|,|х(2) - т(2)Ц ,

т.е. в качестве покрывающего с-шара В (т , Я) выступает квадрат, диаграмма Воро­

ного, представленная на рис. 3.6, является одновременно глобальным оптимальным 

решением и для задачи покрытия П2, и для задачи разбиения А2.
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Обоснование этого факта дает следующая теорема.

Теорема 3.1. Пусть множество О  и метрика с(х, г () таковы, что

м —
(3.1.25)

1=1

отет(В(г;.,Ё)ПВ(г^Ё)) = 0 , іф  / , /,/ = Ш , (3.1.26)

где теі'(-) - мера Лебега. Тогда вектор тм =(т1 ), удовлетворяющий условиям 

(3.1.25), (3.1.26), является одновременно глобальным оптимальным решением задачи

о покрытии П2 и задачи о разбиении А2.

Приведем примеры, иллюстрирующие эту теорему.

Рис. 3.6. Случай, когда центры оптимального разбиения 

совпадают с центрами оптимального покрытия

Пример 3.4. Множество О с  £ 2 - ромб с диагоналями 25 и 2Р, N = да2, где

т - любое натуральное число (на рис. 3.7 т = 2). Метрика с(х,г() такова, что

с (х , ) = ||х- || . В качестве покрывающего с-шара выступает ромб D - с диаго-

2£ 2Р _ .
налями —  и — . Точки г;., г = 1,...,4, являются центрами и оптимального покры­

т т

тия, и оптимального разбиения.

Пример 3.5. Множество О с £ 2 - правильный треугольник со стороной Р;

N  = 4т, где т - любое натуральное число (на рис. 3.8 т = 1 ). По О  можно по­

строить метрику, в которой в качестве покрывающего с-шара выступает правильный
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р  _
т р е у г о л ь н и к  D  с о  с т о р о н о й  —  . Т о ч к и  г ;. ,  г =  , я в л я ю т с я  о д н о в р е м е н н о  Ц О П

2 т

и  Ц О Р .

П р и м е р  3 . 6 .  Н а  р и с . 3 . 9  м н о ж е с т в о  О с Е 2 -  с о т о о б р а з н а я  м о з а и к а ,  N  =  7 .  П о

О  м о ж н о  п о с т р о и т ь  м е т р и к у ,  в  к о т о р о й  п о к р ы в а ю щ и м  с - ш а р о м  я в л я е т с я  п р а в и л ь ­

н ы й  ш е с т и у г о л ь н и к  D ,  и  т о г д а  т о ч к и  т1 ,  г =  1 , . . . , 7 ,  е с т ь  о д н о в р е м е н н о  и  Ц О П  и  

Ц О Р .

Р и с .  3 . 7 .  П о к р ы в а ю щ и й  Р и с .  3 . 8 .  П о к р ы в а ю щ и й  Р и с .  3 . 9 .  П о к р ы в а ю щ и й

с - ш а р  -  р о м б  с - ш а р  -  п р а в и л ь н ы й  с - ш а р  -  п р а в и л ь н ы й

т р е у г о л ь н и к  ш е с т и у г о л ь н и к

Т а к и м  о б р а з о м ,  д л я  н е п р е р ы в н о й  з а д а ч и  о б  о п т и м а л ь н о м  с - ш а р о в о м  п о к р ы т и и  

к о м п а к т н о г о  м н о ж е с т в а  О  и з  Е п з а д а н н ы м  к о л и ч е с т в о м  ц е н т р о в  с  м и н и м а л ь н ы м  

р а д и у с о м  п о к р ы т и я  р а з р а б о т а н  а л г о р и т м  р е ш е н и я  3 . 1 ,  о с н о в а н н ы й  н а  и с п о л ь з о в а ­

н и и  г - а л г о р и т м а  Ш о р а .  В  [ 3 6 ]  п о д р о б н о  и с с л е д о в а н ы  с в о й с т в а  з а д а ч и  о п т и м а л ь н о г о  

п о к р ы т и я  м н о ж е с т в а ,  у с т а н о в л е н ы  е е  с х о д с т в о  и  р а з л и ч и е  с  з а д а ч е й  о п т и м а л ь н о г о  

р а з б и е н и я  т о г о  ж е  м н о ж е с т в а  н а  н е п е р е с е к а ю щ и е с я  п о д м н о ж е с т в а  с  р а з м е щ е н и е м  

ц е н т р о в  п о д м н о ж е с т в .

К  д о с т о и н с т в а м  а л г о р и т м а  3 . 1  с л е д у е т  о т н е с т и ,  п р е ж д е  в с е г о ,  т о т  ф а к т ,  ч т о  о н  

п о з в о л я е т  н а х о д и т ь  о д н о в р е м е н н о  в с е  ц е н т р ы  о п т и м а л ь н о г о  п о к р ы т и я  м н о ж е с т в .  

К р о м е  т о г о ,  п о к р ы в а е м о е  м н о ж е с т в о  м о ж е т  б ы т ь  и з  е в к л и д о в а  п р о с т р а н с т в а  п р о и з ­

в о л ь н о й  р а з м е р н о с т и ,  и м е т ь  р а з л и ч н ы е  г е о м е т р и ч е с к и е  о с о б е н н о с т и .  А л г о р и т м  

т а к ж е  м о ж е т  б ы т ь  п р и м е н е н  к  р е ш е н и ю  д и с к р е т н ы х  з а д а ч  о п т и м а л ь н о г о  п о к р ы т и я .
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Для программной реализации алгоритма 3 . 1  следующие параметры могут кор­

ректироваться пользователем, либо могут быть заданы «по умолчанию» в програм­

ме:

■ є - точность вычисления координат центров покрытия;

■ М  - количество узлов сетки, аппроксимирующей множество О  по каждой 

из координатных осей (вообще говоря, количество узлов по различным координат­

ным осям может быть различным);

■ N - число покрывающих с-шаров;

■ г (0) =  (г1(0), . . . , г (/ 1) - начальное приближение для оптимальных центров по­

крытия.

В результате численных экспериментов установлено, что алгоритм хорошо ра­

ботает из любого начального приближения для центров покрытия 

г(0) = (Г ^ ,.. . ,^ )  .

Достоверность численных результатов, полученных алгоритмом 3.1, подтвер­

ждена либо совпадением с уже известными как экспериментальными, так и теорети­

ческими результатами из [13, 74, 87, 131], если такие имелись, либо геометрическими 

соображениями для новых тестовых примеров.

Алгоритм 3.1, вообще говоря, отыскивает локальное оптимальное решение за­

дачи об оптимальном шаровом покрытии. Хотя, как правило, в результате числен­

ных экспериментов, проведенных для метрик (3.1.5)—(3. 1.7), алгоритм приводил к 

глобальному оптимальному решению.

Алгоритм 3 . 1  позволяет получить результаты, вообще говоря, для произволь­

ного значения N. Ограничения на N сверху могут быть связаны с возможностями г- 

алгоритма Шора. Однако, как установлено в результате численных экспериментов, с 

увеличением N может увеличиваться и относительная погрешность, с которой полу­

чены оптимальные решения.

3 . 2 .  О  н е к о т о р ы х  п р а к т и ч е с к и х  з а д а ч а х  о п т и м а л ь н о г о  ш а р о в о г о  п о к р ы т и я

3 . 2 . 1 .  Р а з м е щ е н и е  б а з о в ы х  с т а н ц и й  п р и  п р о е к т и р о в а н и и  с е т е й  

б е с п р о в о д н о й  с в я з и

Беспроводные сети (БС), насчитывающие сегодня сотни базовых станций, ста­

ли обычным явлением человеческой жизнедеятльности. В случае недостаточной 

мощности радиосигнала, который затухает, например, по мере удаления абонента от 

базовой станции и увеличении застроенности территории, при использовании мо­
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б и л ь н о й  с в я з и  м о г у т  в о з н и к а т ь  п р о б л е м ы  с б о я  с о е д и н е н и я ,  п р е р ы в а н и я  с в я з и ,  в ы п а ­

д е н и я  с л о в  и з  р а з г о в о р а  и  т . п .  В  н а с т о я щ е е  в р е м я  а к т у а л ь н ы м  о с т а е т с я  в о п р о с  о б  о п ­

т и м и з а ц и и  б е с п р о в о д н ы х  с е т е й ,  ч т о  п о д р а з у м е в а е т  п о д  с о б о й  р е ш е н и е  р а з л и ч н ы х  

с в я з а н н ы х  м е ж д у  с о б о й  з а д а ч ,  т а к и х  к а к ,  н а п р и м е р ,  з а д а ч а  о п т и м а л ь н о г о  р а з м е щ е ­

н и я  б а з о в ы х  с т а н ц и й  ( Б С )  н а  з а д а н н о й  т е р р и т о р и и ,  к о т о р а я ,  в  с в о ю  о ч е р е д ь ,  м о ж е т  

и м е т ь  н е с к о л ь к о  с о д е р ж а т е л ь н ы х  п о с т а н о в о к :

З а д а ч а  Б С 1 .  Т р е б у е т с я  о п р е д е л и т ь  м е с т а  р а с п о л о ж е н и я  б а з о в ы х  с т а н ц и й  в  з а ­

д а н н о м  к о л и ч е с т в е  н а  з а д а н н о й  т е р р и т о р и и  т а к ,  ч т о б ы  о б е с п е ч и т ь  н а и л у ч ш е е  з н а ч е ­

н и е  н е к о т о р о г о  к р и т е р и я  к а ч е с т в а  р а з м е щ е н и я .

З а д а ч а  Б С 2 .  О п р е д е л и т ь  м и н и м а л ь н о е  к о л и ч е с т в о  б а з о в ы х  с т а н ц и й  и  к о о р д и ­

н а т ы  и х  р а с п о л о ж е н и е  н а  з а д а н н о й  т е р р и т о р и и ,  о б е с п е ч и в а ю щ е е  з а д а н н о е  з н а ч е н и е  

к р и т е р и я  к а ч е с т в а .

З а д а ч а  Б С 3 .  П у с т ь  н а  з а д а н н о й  т е р р и т о р и и  и м е е т с я  н е к о т о р о е  к о л и ч е с т в о  б а ­

з о в ы х  с т а н ц и й ,  х а р а к т е р и с т и к и  и  к о о р д и н а т ы  к о т о р ы х  и з в е с т н ы .  Н е о б х о д и м о  о п р е ­

д е л и т ь  о п т и м а л ь н о е  ч и с л о  и  м е с т а  р а с п о л о ж е н и я  д о п о л н и т е л ь н ы х  б а з о в ы х  с т а н ц и й ,  

р а з м е щ а е м ы х  н а  э т о й  т е р р и т о р и и  с  ц е л ь ю  о б е с п е ч е н и я  т р е б у е м о г о  з н а ч е н и я  к а ч е с т ­

в а  р а з м е щ е н и я .

С у щ е с т в у е т  ц е л ы й  р я д  п о к а з а т е л е й  к а ч е с т в а ,  с  п о м о щ ь ю  к о т о р ы х  м о ж н о  о ц е ­

н и т ь  р а б о т у  с е т и  б е с п р о в о д н о й  с в я з и  в  ц е л о м  и л и  о т д е л ь н ы х  е е  с о с т а в л я ю щ и х  [ 1 0 ] .  

Т а к и м и  п о к а з а т е л я м и  м о г у т  б ы т ь ,  н а п р и м е р ,  с т о и м о с т ь  с и с т е м ы ,  е е  п р о п у с к н а я  с п о ­

с о б н о с т ь ,  т р е б о в а н и я  с о о т в е т с т в и я  э к о л о г и ч е с к и м  с т а н д а р т а м ,  у р о в е н ь  с и г н а л а .

В  м а т е м а т и ч е с к и х  ф о р м а л и з а ц и я х  п р и в е д е н н ы е  в ы ш е  з а д а ч и  с в о д я т с я  к  р а з ­

л и ч н ы м  з а д а ч а м  о п т и м а л ь н о г о  п о к р ы т и я  и  р а з м е щ е н и я .  П р и ч е м ,  к а ж д а я  и з  н и х ,  в  

з а в и с и м о с т и  о т  и с х о д н ы х  п р е д п о л о ж е н и й ,  м о ж е т  б ы т ь  р а с с м о т р е н а  в  д и с к р е т н о й ,  

н е п р е р ы в н о й  л и б о  с м е ш а н н о й  п о с т а н о в к е .

Д а л е е  п р е д с т а в и м  м а т е м а т и ч е с к и е  м о д е л и  з а д а ч  о п т и м а л ь н о г о  р а з м е щ е н и я  

Б С ,  п о с т р о е н н ы х  и  п о д р о б н о  и з у ч е н н ы х  в  р а б о т е  [ 2 4 ] .  Э т и  з а д а ч и  х а р а к т е р и з у ю т с я  

о б щ и м  к р и т е р и е м  к а ч е с т в а  р а з м е щ е н и я ,  а  р а з л и ч а ю т с я  у ч е т о м  д о п о л н и т е л ь н ы х  

п р е д п о л о ж е н и й ,  т а к и х  к а к :

-  п о д к л ю ч а ю т с я  в с е  з а д а н н ы е  к л и е н т ы ;

-  к а ж д ы й  к л и е н т  п о д к л ю ч а е т с я  т о л ь к о  к  о д н о й  Б С ;

-  к  к а ж д о й  с т а н ц и и  м о ж е т  б ы т ь  п о д к л ю ч е н о  т о л ь к о  о п р е д е л е н н о е ,  н а п е р е д  з а ­

д а н н о е  к о л и ч е с т в о  а б о н е н т о в ,  з а в и с я щ е е  о т  е е  в о з м о ж н о с т е й ,  з а р а н е е  и з в е с т н ы х .

К р и т е р и е м  к а ч е с т в а  р а з м е щ е н и я  Б С  в ы с т у п а е т  з а т у х а н и е  р а д и о с и г н а л а ,  д л я  

в ы ч и с л е н и я  у р о в н я  к о т о р о г о  и с п о л ь з у е т с я  с л е д у ю щ а я  ф о р м у л а :
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РЬ = 69,55 + 26, 16 ід/ тк -13,82 ідк - а(к2) +

+ (44,9 - 6,55 ід к )ІБ ё + 5, ( '

где

ё  =  ^ 1  ( Г і  -  Х і ) 2 +  ( г 2 -  х 2 ) 2 , 

а(к2) = (1,1ід/тк - 0,7)к2 - (1,56ід2  -0,8) ,

5 = 30 - 25 ід В  , где 0 < В  < 51%.

Здесь / А - частота, МГц; г , Г  - координаты местоположения БС, х  , Х  - 

координаты местоположения покрываемого абонента, к - высота подвеса антенны 

БС, м; к  - высота антенны приемника в м; ё - расстояние, км.

Формула (3.2.1) действует в предположении, что 15% площади застроено зда­

ниями.

Выбор функции (3.2.1) в качестве критерия размещения обусловлен следую­

щими соображениями.

Во-первых, очевидно, что уровень радиосигнала зависит от расстояния между 

передающей станцией и пунктом приема, но, поскольку эта зависимость не является 

линейной, использование только функции расстояния может привести к неверному 

(неоптимальному) варианту размещения БС.

Во-вторых, распространение сигнала зависит не только от расстояния между 

объектами, но и от многих других параметров, в частности от высоты, на которой 

расположена передающая станция, что учитывает приведенная выше формула.

Задачи размещения БС в непрерывной постановке [24].

Задача БС4. Пусть имеется некоторое множество А потребителей услуг сото­

вой связи. Известен спрос р (  х  ) на услуги в каждой точке х области А. Необходи­

мо разместить в области А N базовых станций заданной мощности Ь., ]' = 1,..., N , 

и разбить множество А на зоны обслуживания каждой станцией О  , О  , — О м 

таким образом, чтобы все клиенты были подключены (каждый клиент обслуживает­

ся только одной БС), выполнялись ограничения на мощность каждой станции, и 

обеспечивалось минимальное затухание радиосигнала. Математическая модель по­

ставленной задачи будет иметь вид:

тах тах РЬ ( х , Г )
і=1,N хєО . ' '

—> тіл
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= О , ?иет(Ц. П ^ .)  = 0, і Ф ]', г,у = 1, 2 ,..., т  ,

| р (х)йх < Ь , У = 1, N.
а

Задача БС5. Пусть имеется некоторое множество О потребителей услуг сото­

вой связи. Известен спрос р  (х) на услуги в каждой точке х области О. Необходимо 

разместить в этой области минимальное количество базовых станций заданной 

мощности Ь., у = X 2, .. - N  , и разбить множество £2 на зоны обслуживания каж­

дой станцией ^  , 0 2, ..., Од, так, чтобы все клиенты были подключены (каждый 

клиент обслуживается только одной БС), выполнялись ограничения по мощности, и 

обеспечивалось заданное затухание радиосигнала.

Пусть т  - число устанавливаемых базовых станций. Тогда математическая 

постановка задачи будет иметь вид:

Задачи БС4 и БС5 представляют собой непрерывные задачи оптимального по­

крытия при ограничениях. Результаты решения этих задач при конкретных исход­

ных данных с помощью алгоритмов 3.1 и 3.2, разработанных на основе метода ОРМ, 

приведены в [93]. В этой же работе авторы представляют задачу оптимального раз­

мещения БС в смешанной постановке, как наиболее приемлемую с практической 

точки зрения модель, в которой учитывается, что потребители непрерывно заполня­

ют некоторую область, а множество возможных мест расположения базовых стан­

ций дискретно и конечно.

Задача 6. Пусть множество ./=  {1, 2 ,..., да} соответствует перечню

возможных пунктов размещения базовых станций Т , у = 1,...,т  . В любом из 

пунктов Т , у = 1,...,т , можно установить базовую станцию, величина Ь. > 0, 

У = X 2, • •, т  . задает ее мощность - максимальное количество абонентов, 

которое она может обслужить одновременно. Потребители мобильной связи

при ограничениях
т

| ^ ) (.2/ =  ( . і  те,^(С1і ГіО^.) = 0 ,  і  Ф у у =  1 ,  2 , . . т  ,
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распределены неравномерно в области А, спрос на услуги в каждой точке x области 

Q известен и описывается функцией р  (x).

Задача состоит в том, чтобы найти подмножество S с  J , |S| = N , номеров 

пунктов, в которых следует устанавить станции БС, а также разбить множество 

потребителей Q на зоны Q j, Q2, ... Qw их обслуживания так, чтобы обеспечить 

всех потребителей качественной мобильной связью с учетом ограниченной мощно­

сти устанавливаемых станций. Под качеством связи будем, как и выше, понимать 

минимальное затухание радиосигнала, вырабатываемого каждой станцией.

Математически задача записывается так:

max max PL (х,т' ) s  ^  min,
i=1, m xeQ, ^ ' s

fl, если в /-ом пункте устанавливается БС 

[О в противном случае, j  = 1, 2, ..., m

iL S j  =  N , 

j =1

[ JL = Li  mes(flt f)Q j) = 0,г Ф j ,  i , j  = I, 2 ,..., m , | p(x)dx < bp j  = 1,N.

Алгоритм решения этой задачи, разработанный на основе синтеза методов оп­

тимального покрытия, описанных выше, и методов комбинатроной оптимизации, 

представлен в работе [93].

Задача БС6 легко обобщается на случай, когда на заданной территории 

имеется множество 5”1 = , г2,..., тм } базовых станций, расположение которых

известно множество, и множество ./ = {1. 2......//?[ задает перечень возможных

пунктов размещения дополнительных базовых станций соответствующей 

мощности. Требуется определить минимальное количество станций, которые необ­

ходимо дополнительно установить с целью обеспечения всех потребителей качест­

венной мобильной связью, при условии, что каждый потребитель закреплен только 

за одной станцией.

Следует заметить, что расчет угасания радиосигнала может проводиться по 

другим, отличным от (3.2.1), формулам. Например, в условиях плотной городской 

застройки лучше применять формулу Уолта-Бертони [9, 78, 156].
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Д л я  р е ш е н и я  д и с к р е т н ы х  а н а л о г о в  в ы ш е п р и в е д е н н ы х  з а д а ч  м о г у т  б ы т ь  п р и ­

м е н е н ы  м е т о д ы  д и с к р е т н о й  и л и  к о м б и н а т о р н о й  о п т и м и з а ц и и ,  г е н е т и ч е с к и е  и  г и б ­

р и д н ы е  а л г о р и т м ы  [ с м . ,  н а п р и м е р ,  1 1 9 ,  1 2 9 ,  1 3 3 ] .  О д н а к о ,  в  р е а л ь н ы х  у с л о в и я х ,  к о ­

г д а  к о л и ч е с т в о  а б о н е н т о в ,  х о т я  и  к о н е ч н о ,  н о  о ч е н ь  в е л и к о ,  р е ш е н и е  т а к и х  з а д а ч  

м о ж е т  б ы т ь  з а т р у д н и т е л ь н о  в в и д у  и х  б о л ь ш и х  р а з м е р н о с т е й ,  т о г д а  ц е л е с о о б р а з н ы м  

я в л я е т с я  п е р е х о д  к  н е п р е р ы в н ы м  з а д а ч а м  о п т и м а л ь н о г о  п о к р ы т и я  и  р а з м е щ е н и я .  

Н е к о т о р ы е  п о д х о д ы  к  р е ш е н и ю  з а д а ч  п о к р ы т и я  и  р а з м е щ е н и я ,  о т л и ч н ы е  о т  т е х ,  ч т о  

р а з р а б о т а н ы  н а  о с н о в е  м е т о д о в  О Р М ,  п р е д с т а в л е н ы  в  р а б о т а х  [ 7 4 ,  2 0 ,  3 6 ,  4 6 ,  1 1 5 ,  

1 1 6 ,  1 2 8 ] .

3 . 2 . 2 .  О п т и м и з а ц и я  о с в е щ е н и я  п р о и з в о д с т в е н н ы х  п о м е щ е н и й

В  р а б о т е  [ 9 4 ]  п о д р о б н о  о п и с а н ы  и  р е ш е н ы  з а д а ч и  о п т и м а л ь н о г о  р а з м е щ е н и я  

и с т о ч н и к о в  с в е т а  в  с л е д у ю щ и х  п о с т а н о в к а х .

З а д а ч а  О 1 .  П у с т ь  и м е е т с я  з а д а н н о е  к о л и ч е с т в о  и с т о ч н и к о в  с в е т а ,  х а р а к т е р и ­

с т и к и  к о т о р ы х  и з в е с т н ы .  Н е о б х о д и м о  р а з м е с т и т ь  и х  т а к ,  ч т о б ы  о б е с п е ч и в а л а с ь  м а к ­

с и м а л ь н а я  о с в е щ е н н о с т ь  п о м е щ е н и я .

З а д а ч а  О 2 .  П у с т ь  и м е е т с я  з а д а н н о е  к о л и ч е с т в о  и с т о ч н и к о в  с в е т а .  Н е о б х о д и м о  

о п р е д е л и т ь  о п т и м а л ь н о е  и х  р а з м е щ е н и е  и  м о щ н о с т ь  с  ц е л ь ю  о б е с п е ч е н и я  н о р м а ­

т и в н о г о  о с в е щ е н и я  в  к а ж д о й  т о ч к е  п о м е щ е н и я .

З а д а ч а  О 3 .  Н е о б х о д и м о  о п р е д е л и т ь  о п т и м а л ь н о е  р а з м е щ е н и е  и с т о ч н и к о в  с в е ­

т а  д а н н о г о  т и п а  в  п р о и з в о д с т в е н н о м  п о м е щ е н и и ,  и х  к о л и ч е с т в о  и  м о щ н о с т ь  с  ц е л ь ю  

о б е с п е ч е н и я  н о р м а т и в н о г о  о с в е щ е н и я  в  к а ж д о й  т о ч к е  п о м е щ е н и я .

З а м е т и м ,  ч т о  з а д а ч а  О 1  я в л я е т с я  ч а с т н ы м  с л у ч а е м  з а д а ч и  О 2 ,  а  з а д а ч а  О 3  м о ­

ж е т  б ы т ь  с в е д е н а  к  п о с л е д о в а т е л ь н о м у  р е ш е н и ю  р я д а  з а д а ч  О 2 .  П о э т о м у  з д е с ь  

п р е д с т а в и м  м а т е м а т и ч е с к у ю  м о д е л ь  з а д а ч и  О 2  и  п о к а ж е м ,  ч т о  э т а  з а д а ч а  я в л я е т с я  

ч а с т н ы м  с л у ч а е м  з а д а ч и  о б  о п т и м а л ь н о м  ш а р о в о м  п о к р ы т и и  м н о ж е с т в ,  д л я  р е ш е ­

н и я  к о т о р о й  м о г у т  б ы т ь  п р и м е н е н ы  а л г о р и т м ы  3 . 1  и  3 . 2 .

О п р е д е л я т ь  о с в е щ е н н о с т ь  в  л ю б о й  т о ч к е  п о м е щ е н и я  м о ж н о  к а к  в  г о р и з о н ­

т а л ь н о й ,  т а к  и  в  в е р т и к а л ь н о й  и л и  н а к л о н н о й  п л о с к о с т я х .  Д а л е е  б у д е м  р а с с м о т р и -  

в а т ь  о с в е щ е н н о с т ь  т о л ь к о  в  г о р и з о н т а л ь н о й  п л о с к о с т и .

П у с т ь  а  -  з а д а н н о е  м н о ж е с т в о  и з  п р о с т р а н с т в а  £ 2 . Н е о б х о д и м о  р а з м е с т и т ь  

п  ц е н т р о в  т , . . .  Т  ( п р о е к ц и и  т о ч е к  р а с п о л о ж е н и я  и с т о ч н и к о в  с в е т а  в  п о м е щ е н и и )  в  

о б л а с т и  ^  т а к и м  о б р а з о м ,  ч т о б ы  о б е с п е ч и т ь  н а и л у ч ш е е  о с в е щ е н и е  в  к а ж д о й  т о ч к е  

о б л а с т и .
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Поскольку освещение конкретного участка пропорционально расстоянию от 

источника света, в качестве критерия размещения предлагается рассматривать мак­

симальное расстояние от точки области Q до источника света:

R(tn) = sup min c (x ,r ),
ieQ '=1....n

где c(x,rt) = ̂ J(x1 - r1)2 + (x2 - r2)2 - расстояние от точки x помещения до проек­

ции источника света rt на освещаемую поверхность.

Для учета требований нормативной освещенности в каждой точке производст­

венного помещения введем дополнительное ограничение
n

^  E  (x) > N Vx e Q  , 
i=1

n

где ^  E  - суммарная освещенность от всех источников света в помещении; N -
i =1

норма освещенности.

Освещенность в каждой точке производственного помещения задается форму­

лой:

E =
I  cos a  sin2 а
а

d 2

Здесь ё - расстояние от точки помещения до проекции источника света на ос­

вещаемую поверхность, м; 1а - сила света по направлению к точке, кДж а - угол ме-

P
жду нормалью к поверхности, которой принадлежит точка, и лучом а  = arctg—,

h

где р  - расстояние от точки до проекции оси симметрии светильника на плоскость, 

ей перпендикулярную и проходящую через точку, м; к - высота подвеса светильни­

ков, м.

Освещенность, создаваемую в точке источником света г( , можно описать сле­

дующим образом:

E  =
I  cos a  sin2 а
а

d 2

где 1 - известное значение силы света для заданных значений а и различных ти­

пов светильников;
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008 а

ё = с(х,т) = 4 (х1 -г')2 + (х2 -т2)2 .

И, таким образом, суммарная освещенность в точке от всех источников света 

может быть выражена формулой:

Т о г д а  т р е б о в а н и е  с о б л ю д е н и я  з а д а н н о й  о с в е щ е н н о с т и  п о м е щ е н и я  з а п и ш е т с я  в  

ф о р м е  н е р а в е н с т в а

а поставленная задача может быть математически сформулирована следующим об­

разом.

Требуется при заданном числе N  центров тх,..,тм найти такое их размеще­

ние в области О  , при котором достигается нижняя грань величины

Очевидно, что полученная задача является задачей об оптимальном ограни­

ченном с-шаровом покрытии (задача П2) с дополнительным ограничением, и для ее 

решения может быть применен алгоритм оптимального покрытия множества, осно­

ванный на использовании методов оптимального разбиения, методов штрафных 

функций и г-алгоритма Шора (алгоритм 3.2).

В работе [94] приведены результаты решения задачи О2 для конкретного про­

изводственного объединения. Там же показано, что при одинаковых исходных дан-

п п

Е =  1  Е  = 1

Я (Г ) = іпТ 8иртіп с(х,г)
(г1,...,г„)е£2" *ё£2 '=1’-и

и выполняется ограничение

п

> N  Ух е О .
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н ы х  п р и м е н е н и е  а л г о р и т м а  о п т и м а л ь н о г о  п о к р ы т и я  м н о ж е с т в а ,  о с н о в а н н о г о  н а  м е ­

т о д а х  о п т и м а л ь н о г о  р а з б и е н и я  и  r - а л г о р и т м е  Ш о р а ,  п о з в о л я е т  п о л у ч и т ь  к о о р д и н а т ы  

р а с п о л о ж е н и я  и с т о ч н и к о в  с в е т а ,  о б е с п е ч и в а ю щ и е  л у ч ш и е  п о к а з а т е л и  о с в е щ е н н о с т и  

в с е х  т о ч е к  з а д а н н о й  о б л а с т и  п о  с р а в н е н и ю  с  д р у г и м и  м е т о д а м и  р е ш е н и я  т а к и х  з а ­

д а ч .

3 . 3 .  Н е п р е р ы в н ы е  з а д а ч и  о п т и м а л ь н о г о  м н о г о к р а т н о г о  ш а р о в о г о  п о к р ы ­

т и я  м н о ж е с т в  и  и х  п р а к т и ч е с к и е  п р и л о ж е н и я

З а д а ч и  м н о г о к р а т н о г о  ш а р о в о г о  п о к р ы т и я  о б л а с т и  в о з н и к а ю т  в  с а м ы х  р а з н о ­

о б р а з н ы х  с ф е р а х  ч е л о в е ч е с к о й  д е я т е л ь н о с т и ,  о т  т е л е к о м м у н и к а ц и й  д о  м е д и ц и н ы .  

П р и в е д е м  л и ш ь  н е с к о л ь к о  п р и л о ж е н и й  т а к и х  з а д а ч :

• навигационные системы G P S ,  Г л о н а с с ,  Г а л и л е о  ( в  р а з р а б о т к е )  и с п о л ь з у ю т  

и м е н н о  м н о г о к р а т н о е  п о к р ы т и е  з о н  о б с л у ж и в а н и я  -  с  ц е л ь ю  м а к с и м а л ь н о г о  у т о ч ­

н е н и я  к о о р д и н а т  ( ч е м  б о л ь ш е  к р а т н о с т ь  п о к р ы т и я ,  т е м  б о л ь ш е  с п у т н и к о в  н а х о д и т с я  

в  о д н о й  з о н е  и  т е м  т о ч н е е  и  б ы с т р е е  р а б о т а е т  н а в и г а ц и я ) ;

• размещение поворотных видеокамер противопожарной системы наблюде­

ния за лесными массивами. Д л я  н а д е ж н о г о  и  т о ч н о г о  о п р е д е л е н и я  к о о р д и н а т  в о з ­

м о ж н ы х  о ч а г о в  в о з г о р а н и я  п о к р ы в а т ь  н а б л ю д а е м у ю  з о н у  к р у г а м и  о б з о р а  в и д е о к а ­

м е р  н е о б х о д и м о  к а к  м и н и м у м  д в у к р а т н о ;

• размещение центров служб чрезвытайнык ситуаций, пожарных служб, 

правоохранительных органов в  п р е д е л а х  р а й о н а ;

• размещение пунктов приема вторсырья ( п л а с т и к ,  м е т а л л ,  б у м а г а )  -  с  ц е л ь ю  

с т и м у л и р о в а н и я  н а с е л е н и я  с о б л ю д а т ь  с а н и т а р н ы е  н о р м ы  и  п е р е р а б а т ы в а т ь  м у с о р ,  

п у н к т ы  п р и е м а  м у с о р а  д о л ж н ы  б ы т ь  д о с т у п н ы  и  р а с п о л а г а т ь с я  н е д а л е к о ,  д а ж е  в  

с л у ч а е ,  е с л и  б л и ж а й ш и й  б у д е т  з а к р ы т ;

• размещение банкоматов -  з а д а ч а  м и н и м у м  д в у к р а т н о г о  п о к р ы т и я  н е к о т о ­

р о й  т е р р и т о р и и ,  з а н и м а е м о й  к л и е н т а м и  б а н к а  ( в  с л у ч а е  п о л о м к и  и л и  н е д о с т а т к а  д е ­

н е г  в  б л и ж а й ш е м  б а н к о м а т е ,  ж е л а т е л ь н о ,  ч т о б ы  д р у г о й  б а н к о м а т  р а с п о л а г а л с я  н е  

с л и ш к о м  д а л е к о ) ;

• размещения станций сотовой связи стандарта G S M  -  з а д а ч а  м и н и м у м  

т р о е к р а т н о г о  о п т и м а л ь н о г о  п о к р ы т и я .  З а  ц е л ь  п р е с л е д у е т с я  б е с п р е р ы в н о е  о б с л у ж и ­

в а н и е  а б о н е н т а  в  с л у ч а е  п е р е г р у з к и  с е т и  в  е г о  с е к т о р е  -  ч е м  б о л ь ш е  с т а н ц и й  н а х о ­

д и т с я  в  з о н е  е г о  о б с л у ж и в а н и я ,  т е м  в е р о я т н е е ,  ч т о  х о т я  б ы  о д н а  и з  н и х  н е  б у д е т  п е ­

р е г р у ж е н а  и  с м о ж е т  е г о  о б с л у ж и т ь ,  л и ш ь  в  э т о м  с л у ч а е  с в я з ь  н е  о б о р в е т с я ;
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•  разм ещ ения источников св ет а  в производственны х помещ ениях  -  н е о б х о ­

д и м о  о б е с п е ч и т ь  р а в н о м е р н о е  к а ч е с т в е н н о е  о с в е щ е н и е  с  н а и м е н ь ш и м и  з а т р а т а м и  с  

п р е д у с м о т р е н и е м  в о з м о ж н о с т и  п е р е г о р а н и я  н е к о т о р ы х  л а м п ;

•  зад ач а изготовления т к ан и  для гим настических /медицинских/ спортивны х 

бандажей  -  с  ц е л ь ю  р а с п р е д е л е н и я  р а в н о м е р н о й  н а г р у з к и  н а  м ы ш ц ы  э л е м е н т ы  с  

п о в ы ш е н н ы м  к о э ф ф и ц и е н т о м  у п р у г о с т и  д о л ж н ы  р а с п о л а г а т ь с я  в  т к а н и  т а к ,  ч т о б ы  

п о к р ы в а т ь  в с ю  п о в е р х н о с т ь ,  а  п о к р ы т и е  в  н е с к о л ь к о  с л о е в  у в е л и ч и т  с р о к  с л у ж б ы  

и з д е л и я ,  т . к .  с н и з и т  в е р о я т н о с т ь  п о т е р и  т к а н ь ю  у п р у г и х  с в о й с т в ;

•  зад ач а разм ещ ения пунктов хранения химических реаген т ов  для нефте- или 

газодобы чи ,  в  к о т о р о й  в а ж н о  р а з м е с т и т ь  э т и  п у н к т ы  т а к ,  ч т о б ы  к а к  м о ж н о  б ы с т р е е  

д о с т а в л я т ь  р е а г е н т ы  в  н у ж н у ю  т о ч к у ;

•  зад ач а изготовления полиэтиленовых п акетов  а н а л о г и ч н а  п р е д ы д у щ е й  -  

з о н ы  у п л о т н е н и й  д о л ж н ы  р а с п о л а г а т ь с я  р а в н о м е р н о  и  в  н е с к о л ь к о  п о к р ы т и й ,  ч т о б ы  

в ы д е р ж и в а т ь  б о л ь ш и е  г р у з ы .

Н е п р е р ы в н ы е  з а д а ч и  о  м н о г о к р а т н о м  ш а р о в о м  п о к р ы т и и  о г р а н и ч е н н о й  о б л а с ­

т и  в о з н и к а ю т  п р и  м а т е м а т и ч е с к о м  о п и с а н и и  н е к о т о р ы х  з а д а ч  т е о р е т и ч е с к о й  м е х а ­

н и к и ,  м а т е м а т и ч е с к о й  ф и з и к и  и  т . д .

В с е  п е р е ч и с л е н н ы е  з а д а ч и  о б ъ е д и н я е т  о б щ е е  у с л о в и е :  е с л и  « с е р в и с н ы й  ц е н т р »  

н е  м о ж е т  п о  к а к и м - л и б о  п р и ч и н а м  у д о в л е т в о р и т ь  п о т р е б н о с т ь  в  т о й  и л и  и н о й  у с л у ­

г е ,  т о  д р у г о й  ц е н т р  д о л ж е н  б ы т ь  к а к  м о ж н о  б л и ж е  к  к л и е н т у  и  в к л ю ч а т ь  э т о г о  к л и ­

е н т а  ( п о т р е б и т е л я )  в  з о н е  с в о е г о  о б с л у ж и в а н и я .

П р и в е д е м  д а л е е  с т р о г и е  м а т е м а т и ч е с к и е  ф о р м у л и р о в к и  з а д а ч  м н о г о к р а т н о г о  

п о к р ы т и я  о г р а н и ч е н н о й  в  Е и о б л а с т и  ш а р а м и  м и н и м а л ь н о г о  р а д и у с а ,  и с п о л ь з у я  

м а т е м а т и ч е с к и й  а п п а р а т  т е о р и и  н е п р е р ы в н ы х  з а д а ч  о п т и м а л ь н о г о  п о к р ы т и я  м н о ­

ж е с т в ,  и  п р е д с т а в и м  к о н с т р у к т и в н ы е  а л г о р и т м ы  р е ш е н и я  т а к и х  з а д а ч .  П р и  э т о м ,  

с л е д у я  [ 4 2 ] ,  п р и  о п р е д е л е н и и  р а с с т о я н и й  м е ж д у  к о н к р е т н ы м и  о б ъ е к т а м и  б у д е м  и с ­

п о л ь з о в а т ь  ф у н к ц и и ,  я в л я ю щ и е с я  н е к о т о р ы м и  м е т р и к а м и  в  п р о с т р а н с т в е  £ и , к о т о ­

р о м у  п р и н а д л е ж и т  п о к р ы в а е м о е  м н о ж е с т в о ,  т а к и е  к а к  е в к л и д о в а ,  м а н х э т т е н с к а я ,  

м е т р и к а  Ч е б ы ш е в а ,  в з в е ш е н н а я  ^  - м е т р и к а  и  д р у г и е .  В ы б о р  м е т р и к и  з а в и с и т  о т  

с в о й с т в  м н о ж е с т в а  и  о т  с у щ е с т в у ю щ и х  с в я з е й  ц е н т р а  с  « к л и е н т а м и » .
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3.3.1. Математическая постановка задачи многократного оптимального 

покрытия

Пусть Q - ограниченное, замкнутое множество в пространстве Еи. Как и в па­

раграфе 3.1, пусть множество Б (г ,R) = {xеЕ и: c(x ,r) < R} - с-шар радиуса R 

с центром в точке г из Еп, c(x, rt) - некоторая квазиметрика.

Будем говорить, что совокупность центров г ,..,zN задает A-кратное шаро­

вое покрыгтие множества Q с радиусом R , если
N

ß c ( J  B(zt,R ),
i=1

/ л
и для каждой точки x e Q  вьшолняется условие х е Н>(т1 .R ) .

i = 1 '

ij е {12,..., N  } , к < l <N  .

Радиус R A-кратного покрытия множества Q , которое задается центрами 

Г ,..., tn (вектором tn ), определяется так:

R (rN) = sup min c(x, г,.), (3.3.1)
xeQ '=1,-. N

при этом для каждой точки x e Q  выполняется условие
I

х е Pi В (т ,,к ), к <1 <N  , ij е {1,2,..., N} , (3.3.2)
i = 1 J

где г" = ( г ,. . . ,г ) е Е" (либо, в частном случае, rN = (г ,..., г„ )е QN).

A-кратное покрытие множества Q , задаваемое вектором rN =( г ,.... гN), с ра­

диусом R (rN) , который определяется по формуле (3.3.1) и удовлетворяет условиям 

(3.3.2), является минимальным A-кратным с-шаровым покрыгтием, генерируе­

мым вектором rN. Это означает, что никакие с-шары меньшего радиуса с центрами 

в точках г ,..., гN A-кратно не покрывают множество Q .

Определение. k-кратное покрытие минимального радиуса называется опти­

мальным k-кратным покрыгтием.

Таким образом, для отыскания оптимального A-кратного покрытия необходи­

мо определить величину радиуса оптимального покрытия

R ( Г ) = inf sup min c(x, г )
xeQ i=1-.’ N 
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и  в е к т о р  т ?  =  ( т * , . . . , Т ) ,  н а  к о т о р о м  д о с т и г а е т с я  з н а ч е н и е  Я (т ? )  п р и  у с л о в и и ,  

ч т о  д л я  к а ж д о й  т о ч к и  х є й  в ы п о л н я е т с я  в к л ю ч е н и е  ( 3 . 3 . 2 ) .

З а д а ч а  о  п о и с к е  р а д и у с а  N  к р у г о в ,  о б р а з у ю щ и х  А - к р а т н о е  с - ш а р о в о е  п о ­

к р ы т и е  м н о ж е с т в а ,  м о ж е т  б ы т ь  ф о р м а л и з о в а н а  м а т е м а т и ч е с к и  с л е д у ю щ и м  о б р а ­

з о м .

П у с т ь  й  -  о г р а н и ч е н н о е ,  з а м к н у т о е  м н о ж е с т в о  в  п р о с т р а н с т в е  £ и , Т  =  

( Т , . . . , т )  -  з а д а н н ы й  н а  м н о ж е с т в е  й  ( и л и  в  п р о с т р а н с т в е  Е )  н а б о р  т о ч е к ,  в  

д а л ь н е й ш е м  н а з ы в а е м ы х  ц е н т р а м и .  Б у д е м  г о в о р и т ь ,  ч т о  т о ч к и  т ,  Т , . . . ,  Т  я в л я ю т ­

с я  А  б л и ж а й ш и м и  с о с е д я м и  т о ч к и  х  є й  и з  з а д а н н ы х  N  т о ч е к ,  е с л и

V /  =  1, к  с ( х , т  )  <  с ( х , т т  ) ,  т  є { 1 , 2 , . . . ,  И } \ { 1 ,  і 2 , . . . ,  і к } . ( 3 . 3 . 3 )

В  ч а с т н ы х  с л у ч а я х ,  н а п р и м е р ,  к о г д а  м н о ж е с т в о  й  и м е е т  с и м м е т р и ч н у ю  

с т р у к т у р у ,  и л и  ц е н т р ы  т  , . , Т  р а з м е щ е н ы  в  о б л а с т и  й  с  о п р е д е л е н н о й  з а к о н о м е ­

р н о с т ь ю ,  д л я  н е к о т о р ы х  т о ч е к  х є й  з н а к  н е р а в е н с т в а  в  ( 3 . 3 . 2 )  м о ж е т  б ы т ь  н е с т р о ­

г и м ,  т о  е с т ь  н е к о т о р ы е  и з  з а д а н н ы х  ц е н т р о в  т , . . . ,  Т  м о г у т  н а х о д и т с я  н а  о д и н а к о ­

в о м  р а с с т о я н и и  о т  ф и к с и р о в а н н о й  т о ч к и  х є й  . Т о г д а  б у д е м  с ч и т а т ь ,  ч т о  т о ч к а  

х  є й  и м е е т  н е с к о л ь к о  р а з л и ч н ы х  н а б о р о в  и з  к  б л и ж а й ш и х  с о с е д е й .  П р и  ч и с л е н ­

н о й  р е а л и з а ц и и  п о и с к а  к  б л и ж а й ш и х  с о с е д е й  ф и к с и р о в а н н о й  т о ч к и  х  є й  д л я  о д ­

н о з н а ч н о с т и  б у д е м  п о л а г а т ь ,  ч т о  н а б о р  к  б л и ж а й ш и х  с о с е д е й  о б р а з у ю т  т о ч к и  

Т  , Т  , . . . ,  Т  ,  у д о в л е т в о р я ю щ и е  с л е д у ю щ е й  с и с т е м е  н е р а в е н с т в

V /  =  1, к  с ^ т .  )  < с ^ Т т ) ,  т  є { 1 , 2 , . . . , И } \ { г ; , г 2 , . . . Л }  

и  и м е ю щ и е  н а и м е н ь ш и е  в о з м о ж н ы е  и н д е к с ы .

В в е д е м  в  р а с с м о т р е н и е  м н о ж е с т в о  Ж - м е р н ы х  в е к т о р о в ,  к о о р д и н а т ы  к о т о ­

р ы х  м о г у т  п р и н и м а т ь  з н а ч е н и я  0  и л и  1 ,  п р и ч е м  в  к а ж д о м  т а к о м  в е к т о р е  е д и н и ц  м о ­

ж е т  б ы т ь  р о в н о  к.

__  N ]
Л = (Л ,...,Л ) : Л = 0 V1, і = 1,И; = к  к

О ч е в и д н о ,  | Л =  С *  .

Т о г д а  д л я  к а ж д о й  т о ч к и  х  є й  к  б л и ж а й ш и х  с о с е д е й  и з  ф и к с и р о в а н н о г о  н а ­

б о р а  т о ч е к  ( т  ,  . , т )  м о ж н о  н а й т и ,  р е ш а я  з а д а ч у  п о и с к а  т а к о г о  в е к т о р а
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Л( x) = (Л (x), ..., Л  (x)) e A , при котором достигается минимальное значение сле­

дующей величины:

С(х) = min max с(х ,т )Л (х).
Л( x)eAk 1=1, N

Таким образом, можно считать, что на множестве Q определена вектор- 

функция А(-) со значениями в

A = |^(x) = (^ (x ),...,^ (x )): Ä(x) eA ^ Vx e Q } ,

так что для каждой точки x e Q  компонента Л (x) этой вектор-функции равна 1

тогда и только тогда, когда центр т считается одним из к возможных «соседей»

этой точки. Если же вектор Л(х) таков, что на нем достигается величина С (х ), то

он будет соответствовать ближайшим к точке х k соседям. Эту величину С (х) и

будем считать радиусом кругов с центрами т  ,т  ,...,т , покрывающих k-кратно

точку x . Индексы этих центров совпадают с индексами единичных компонент век­

тора Л (х) . Если среди всех величин С (х ), x e Q , выбрать наибольшую, то эта ве­

личина и будет определять радиус кругов с центрами в точках (т ,..., tn ) , покры­

вающих k-кратно множество Q .

Итак, задача о поиске радиуса N кругов, образующих k-кратное с-шаровое 

покрытие множества, состоит в отыскании величины

R = sup min max c (x,t  )Л ( x ).
xeQ Л(x)eAN i=1N

Задача о минимальном k-кратном с-шаровом покрыпии с размещением 

центров шаров математически может быть сформулирована так:

Требуется найти величину

R (Л*(),тГ) = inf sup min maxc(x,T)Л (Х) , (3.3.4)
(ii,., tN eQN xeQ Л(x)eA? i=1,N

где

AN = |л = (Л,..., Л?): Л = 0v i, i = iN ; Z Л = k

а также вектор-функцию Л*^) eA  и вектор тN = (t*,...,tn) e QN с  , при 

которых в (3.3.4) достигается нижняя грань.

Если в задаче (3.3.4) не интересоваться, какими именно с-шарами покрывается 

каждая точка x e Q , то вектор-функцию Л*(-) слева в равенстве (3.3.4) можно
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опустить. В таком случае вектор-функция !(■) используется лишь для конструк­

тивной записи математической модели задачи и является промежуточным результа­

том.

Частными случаями приведенных двух задач о А-кратном с-шаровом покры­

тии множества или их обобщениями являются следующие постановки.

Задача к-П1 (задача А-кратного покрытия заданного множества из Еп  с

фиксированными центрами). Для заданного набора центров (т ,...,т ) ш Е’У

(или из О ) требуется найти минимальное А-кратное с-шаровое покрытие множе­

ства О .

Математически задача А-П1 сводится к отысканию величины (3.3.1).

Предполагая, что координаты центров т ,..., Т  не известны заранее и требуя 

их размещения во множестве О  так, чтобы получить А-кратное с-шаровое покры­

тие минимального радиуса, можно сформулировать следующую задачу об опти­

мальном А-кратном покрытии.

Задача А-П2 (задача об оптимальном ограниченном А-кратном с-шаровом 

покрытии). При заданном количестве N центров т ,..., Т  найти такое их размеще­

ние в области О  , которое генерирует А-кратное покрытие множества О  с мини­

мальным радиусом.

Если предположить, что центры т , . ,Т  могут располагаться не только во 

множестве О  , но и во всем пространстве Еи, то можно сформулировать следую­

щую задачу.

Задача А-П3 (задача об оптимальном к-кратном с-шаровом покрытии).

При заданном количестве N центров т ,..., Т  найти такое их размещение в Е п , ко­

торое генерирует А-кратное покрытие множества О  с минимальным радиусом.

В предположении о том, что количество N центров т ,..., т  может не быть 

заданным наперед, можно также сформулировать следующую задачу о нахожде­

нии минимальной по количеству совокупности центров А-кратного покрытия.

Задача А-П4. При заданном радиусе покрытия К найти минимальную по ко­

личеству N совокупность центров т ,.. .,т , генерирующую А-кратное покрытие 

множества О  .
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3 . 3 . 2 .  О п и с а н и е  м е т о д а  р е ш е н и я .  П о с т р о е н и е  с у б г р а д и е н т а  ц е л е в о й  ф у н ­

к ц и и

Поскольку для компактного множества Q из Еи и непрерывной функции с 

оптимальное A-кратное покрытие множества Q заданным числом N с-шаров оди­

накового радиуса существует, то задачу (3.3.4) можно переписать следующим обра­

зом:

R (г ,..., г N) ^  min , (3.3.5)
( г , ,  г" e Q

где

R(г ,...,T ) = max min maxc(x,r)2.(x).
xeQ Л(x)eÂ  i=1,N

Нетрудно показать, что целевая функция R(г ,.. .,г ) задачи (3.3.5) для слу­

чая евклидовой нормы c (x, t ) =|x - г || обладает следующими свойствами.

1. Функция R (г ,..., гN ) - непрерывна и ограничена на QN .

2. Функция R (г , . ,Гд,) задачи (3.3.5) удовлетворяет условию Липшица на

Q N:

max min max c(x ,r)^(x) - max min max c (x,r,.U.( x)
xeQ A(̂ )gAn i=1,N xeQ (̂x)eA" /=1,N

< L Г - tn\\ n ,

где rN = (г  , . . , Г ), L > 0 - константа Липшица, не зависящая от выбора точек rN 

и ГN из Qn .

3. Функция R (г ,..., rN ) задачи (3.3.5) не является выпуклой на QN .

4. Функция R (г ,...,т ) почти всюду дифференцируема на QN .

5. Многоэкстремальная функция R(г ,...,т ) в зависимости от вида множе­

ства Q может обладать (с точностью до перенумерации центров) конечным или 

бесконечным числом глобальных минимумов, а также может иметь локальные ми­

нимумы.

6. Для непустого компактного множества Q  из Еи и (г ,.... г )  из QN спра­

ведливо следующее равенство:

R (г ,.. .,г ) = max min maxc(x,r)2.(x) = max max max c(x,г.) ,
xeQ X(x)eAkN i=1,N m=1,.. M xeQm ieTm

где множества Qm, m = 1, M  , М  < Cn , составляют A-кратную диаграмму Вороно­
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го для множества О , т.е. такое разбиение множества О  на подмножества 

Ц Ом , что:

и  О  = О ; О ,) = 0, V/ ^  у, /, у = 1,М ;

Qm = {хe Q : V/ eTm c(x,Tj ) < c(x,T,.), г є {1,2,...,N}\Tm} , 

где Tm ={im,im,...,i'm}, m = 1,M  - всевозможные к-элементные подмножества 

множества индексов {1, 2,..., N} .

Поскольку множество Qm определяется набором из к центров с индексами 

im, im,.., im, иногда Qm будем записывать как Q (rT" ), указывая при этом, что 

данная ячейка Вороного соответствует набору центров гТт = {т  ,т ,. . . ,т  }. Фак-
V к i2 ik J

тически, обобщенные ячейки Вороного Qm определяют точки множества Q , для 

которых центры с индексами из соответствующего набора Tm = {im,im,...,i^} яв­

ляются к-ближайшими соседями.

Численные алгоритмы решения задачи (3.3.5), приведенные далее, базируются 

на методе проекции обобщенного градиентного спуска с растяжением пространства 

в направлении разности двух последовательно обобщенных градиентов (г-алгоритм 

Шора [103]). При этомj -ю компоненту Ж-мерного вектора обобщенного градиента

gRTN) = (g M O  ,..., gT (tn) ,...,g*NTN) ) (3.3.6)

функции RT  , . . . , t ) в точке tn = (т , . . . , t ) будем вычислять двумя способа­

ми:

1) с применением формул численного дифференцирования:

gT (TN) = (gT (TN),g2T (t n ),...,gT (t n )), (3.3.7)

где 5-ая компонента вычисляется приближенно по следующей формуле:

gTT(T )  =

_  R (Tl,...,(T(1),...,T(s) + A ,.. . ,t (”) ),...,T n  )  - R ( t  , . . . ,  (Tj1 , . . . ,  TjiS , . . . ,  T(” ) , . . . ,  Tn )

= a  ,

s = 1,  ” ,  j  = 1, N ;

A - некоторое приращение компоненты вектора т , параметр метода;

2) с применением к-кратной диаграммы Вороного. Опишем этот способ вы­
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числения субградиента функции R (z х z N) задачи (3.3.5) более подробно.

Обозначим через V фиксированное разбиение непустого компактного множе­

ства Q на M  < CkN подмножеств V,...,V ,- .,^  , составляющих к-кратную диа­

грамму Вороного для Q , причем все V - непустые, компактные.

Введем также для каждого i = 1,...,N  функции

R (zN) = max max c (x ,z ). (3.3.8)
Г iTmxEV(Г )

Субградиентное множество GrV (zn) в точке zN функции (3.3.8) вычисляется 

по формуле

G4 d N) = ™ U  Gĉ ( z N), (3.3.9)
x e / ( f w )

где I(zN) = \ X : X е (J Vm; с(х,г,.) = 11 (zN) I ; Gc(xX) (zN) -  субдифференциал
I т■ izTm J

функции c(x,zt) по z t на En при фиксированном x е V .

Обобщенный градиент целевой функции задачи (3.3.5) имеет следующий вид: 

gRZzN) = (gR; (zN),...,gR i N),...,gRl (zN)) , 

i-ая компонента которого является элементом субградиентного множества функции 

R  (zN), i = 1, N , из (3.3.8) в точке z t , которое записывается так:

Gz'r (tn) = co\gz,(x,TN), x : c(x,z ) = max max c(x, z .) i,i = 1,...,N  . (3.3.10)
R  ̂ c r Tm :ieTmxeV(zTm ) Г )

Здесь gTc' (x, zN) - обобщенный градиент функции c(x, z ) в точке

zN = (zl,...,z ,...,zN), а z  = (z,(1),...,z(!)).

На рис.3.10 представлена двукратная диаграмма Вороного для 8 точек на квад­

рате, для каждого центра которой указано направление к одному из элементов мно­

жества (3.3.10).

Субградиентное множество GtrV (zN) непустое, выпуклое, компактное.

З а м е ч а н и е .  В формуле (3.3.10) Tm - т  -е подмножество фиксированного к- 

кратного разбиения множества Q . Однако, если разбиение множества Q на под­

множества не фиксировано и неизвестно заранее положение точек ,... , , генери­

рующих оптимальное покрытие множества Q , а значит, и соответствующее к-
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кратное разбиение Вороного, то функция R (т ,...,tn) задачи (3.3.5) не является 

выпуклой на Qn вследствие невыпуклости по tn = (т ,.... tn ) на QN функции 

r (x ,tn)=  min maxc(x,t )Л(х) .
' ' Л(x)eAN i=1,N

Рис. 3.10. Двукратная диаграмма Вороного 

с указанием возможного направления сдвига центров

Но хотя функция r(x,tn) не является выпуклой по tn при любом фиксиро­

ванном x e Q , она состоит из выпуклых участков, отвечающих локальным мини­

мумам функции R (т ,...,т ), поэтому (см. [103]), ее почтиградиент совпадает с 

субградиентом к одному из примыкающих к данной точке выпуклых участков.

Далее приведем лемму, которая дает возможность генерировать монотонно

убывающую последовательность значений целевой функции R(т ,...,tn) задачи

(3.3.5) об оптимальном k-кратном покрытии множества Q .

Лемма 3.2. Пусть Q компактное множество из Еи и

R(т ,...,т ) = max min maxc (x ,t)Л(х) .
xeQ  Л(x )e A ?  i= i  N

Если центры т .... f v выбрать из условия

max с(х.х.) = min max с(х .г  ). / = 1..... N ,
х е О (^ )  г; е  со Q (r;) x eQ (r,)

то Гд, )< R(Tj,..., Гд,). Здесь центр zj залает шар, покрывающий £2 (г )

с минимальным радиусом.
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3 . 3 . 3 .  К о н с т р у к т и в н ы е  а л г о р и т м ы  р е ш е н и я  з а д а ч  о п т и м а л ь н о г о  м н о г о ­

к р а т н о г о  ш а р о в о г о  п о к р ы т и я  о г р а н и ч е н н о г о  м н о ж е с т в а

П р е д с т а в и м  з д е с ь  п р и б л и ж е н н ы й  а л г о р и т м  р е ш е н и я  з а д а ч и  о  п о и с к е  р а д и у с а  

N  к р у г о в ,  о б р а з у ю щ и х  А - к р а т н о е  с - ш а р о в о е  п о к р ы т и е  м н о ж е с т в а ,  а  т а к ж е  а л г о р и т м  

р е ш е н и я  з а д а ч и  о  м и н и м а л ь н о м  А - к р а т н о м  с - ш а р о в о м  п о к р ы т и и  с  р а з м е щ е н и е м  

ц е н т р о в  ш а р о в .  П р и в е д е м  и  п р о а н а л и з и р у е м  р е з у л ь т а т ы  н е к о т о р ы х  в ы ч и с л и т е л ь ­

н ы х  э к с п е р и м е н т о в .

Н е  т е р я я  о б щ н о с т и ,  с ф о р м у л и р у е м  а л г о р и т м  р е ш е н и я  з а д а ч и  о п т и м а л ь н о г о  

м н о г о к р а т н о г о  п о к р ы т и я  е д и н и ч н о г о  п - м е р н о ш  к у б а  Q  =  [ 0 , 1 ]  х . . .  х  [ 0 , 1 ] .  Д л я  у п -

п

р о щ е н и я  о б о з н а ч е н и й  в  а л г о р и т м е  в м е с т о  в е к т о р а  r N б у д е м  п и с а т ь  т .

Д л я  р е ш е н и я  з а д а ч и  о б  о т ы с к а н и и  р а д и у с а  N  к р у г о в ,  о б р а з у ю щ и х  А - к р а т н о е  с- 

ш а р о в о е  п о к р ы т и е  з а д а н н о г о  м н о ж е с т в а  Q  п р е д л о ж е н ы  д в а  п о д х о д а .

П е р в ы й  п о д х о д  р е а л и з у е т  м а т е м а т и ч е с к у ю  м о д е л ь  з а д а ч и ,  п е р е ф о р м у л и р о ­

в а н н у ю  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :  п у с т ь  I  -  м н о ж е с т в о  в с е х  с о ч е т а н и й  и з  N  э л е м е н т о в  

п о  к  э л е м е н т о в ,  т о  е с т ь  м н о ж е с т в о  в с е х  в о з м о ж н ы х  и н д е к с о в  k  ц е н т р о в ,  з о н ы  н а ­

б л ю д е н и я  к о т о р ы х  м о г у т  о д н о в р е м е н н о  п о к р ы в а т ь  л ю б у ю  т о ч к у  м н о ж е с т в а  Q  .

О б о з н а ч и м  \т -  э л е м е н т  м н о ж е с т в а  I  . О ч е в и д н о ,  1 1 1 =  C kN . Т р е б у е т с я  н а й т и  в е л и ­

ч и н у

R  =  max minmaxc(x,r ) . ( 3 . 3 . 1 1 )
xeQ  Im el ieIm

Д л я  р е а л и з а ц и и  ф о р м у л ы  ( 3 . 3 . 1 1 )  м н о ж е с т в о  Q  п о к р ы в а е т с я  п р я м о у г о л ь н о й  

с е т к о й .  О б о з н а ч и м  Q  м н о ж е с т в о  в с е х  у з л о в  с е т к и .  П р и б л и ж е н н о е  з н а ч е н и е  и с к о ­

м о г о  р а д і у с а  в ы ч и с л я е т с я  п о  с л е д у ю щ е й  ф о р м у л е :

R  =  m a x  m i n m a x  с (х ,  г . ) .
ХЄО /„£/ ІЄІт

В т о р о й  п о д х о д  р а з р а б о т а н  с  и с п о л ь з о в а н и е м  а л г о р и т м о в  с о р т и р о в к и  м а с с и в а  

р а с с т о я н и й  о т  ф и к с и р о в а н н о й  т о ч к и  x e Q  д о  з а д а н н ы х  ц е н т р о в  (  r , . . . ,  r  N )  .

П е р е й д е м  к  о п и с а н и ю  а л г о р и т м а  р е ш е н и я  з а д а ч и  ( 3 . 3 . 1 )  и л и  ( 3 . 3 . 3 )  о  п о и с к е  

р а д  и у с а  N  к р у г о в ,  о б р а з у ю щ и х  А - к р а т н о е  с - ш а р о в о е  п о к р ы т и е  з а д  а н н о г о  м н о ж е с т в а  

Q  и з  Е п . Е с л и  о б л а с т ь  Q  и м е е т  с л о ж н у ю  г р а н и ц у ,  т о  з а к л ю ч и м  в  n - м е р н ы й  п а ­

р а л л е л е п и п е д  П ,  с т о р о н ы  к о т о р о г о  п а р а л л е л ь н ы  о с я м  д е к а р т о в о й  с и с т е м ы  к о о р д и ­

н а т ,  в в о д я  в с п о м о г а т е л ь н у ю  ф у н к ц и ю  р ( х ) ,  о п р е д е л е н н у ю  н а  П ,  т а к у ю ,  ч т о
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10 для х єП\О,

р (  х) = її о[1 для х єО .

Тогда в задаче (3.3.1) под функцией с(х,г,) будем понимать функцию 

с (х,ті)р(х), определенную на П и совпадающую с с (х,ті) на О  .

Алгоритм 3.1-К

Предварительный этап. Параллелепипед П покрываем прямоугольной сет­

кой с шагом ЛЛ(./  = 1,..., и; обозначим П - множество узлов сетки. Задаем по­

ложение центров покрытия (тх,...,тм).

Шаг 1. Для калсдой точки х сетки П строим массив расстояний от этой точки 

до всех центров: О(х) = (с (х ,^ ) , с (х,г2) , ..., с (х,Гд,)).

Шаг 2. Полученный массив расстояний х) сортируем по возрастанию эле­

ментов.

Шаг 3. В каждом отсортированном массиве отбираем элемент, стоящий на к-м 

месте (с порядковым номером к), обозначим этот элемент ск (х, ) .

Шаг 4. Среди всех отобранных элементов находим наибольший:

Я = тахс*(х,г. ) .хєП к
Полученное максимальное значение и является приближенным значением ра­

диуса окружностей с центрами в точках (тх,..., тм ) , которые А-кратно покрывают 

множество О  .

Очевидно, на одинаковых пространственных сетках численные алгоритмы, ре­

ализующие оба подхода, дают одинаковые результаты. Время же работы алгоритма 

3.1-К значительно меньше времени, за которое вычисляется радиус шаров с задан­

ными центрами, А-кратно покрывающими множество О  . Эб этом свидетельствует 

информация, приведенная в табл. 3.1 о времени работы алгоритмов при решении за­

дачи поиска радиуса N кругов, образующих А-кратное с-шаровое покрытие единич­

ного квадрата О  = [0,1] х [0,1] в случае, когда шаг разбиения 

М . = 0.005, і = 1,2.J 7 ̂  7
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Таблица 3.1 Зависимость времени работы алгоритмов от количества 

центров N и кратности покрытия к

Входные данные Время работы алгоритмов, реализующих

N А Первый подход Второй подход

4 2 2,2784 0,1822

9 2 6,3777 0,3108

14 3 36,0772 0,4286

20 4 651,0002 0,9246

25 3 276,2283 0,7917

Учитывая указанное временное преимущество алгоритма 3.1-К, именно этот 

алгоритм будем в дальнейшем применять при описании алгоритмов решения задачи

о минимальном А-кратном с-шаровом покрытии с размещением центров шаров.

Представим далее один из возможных численных алгоритмов решения задачи

(3.3.5) об оптимальном ^-кратном покрытии - отыскания координат центров 

Г , минимизирующих целевую функцию

R (г, ,...,г„) = max min max c(x ,r) !.(х)
xeQ Л(х)еАкм i=1,N

в предположении, что покрываемое множество имеет простую структуру. В основе 

этого алгоритма лежит, как уже было отмечено, метод проекции обобщенного гра­

диентного спуска с растяжением пространства в направлении разности двух после­

довательных градиентов - r-алгоритма Шора. В первом варианте этого алгоритма 

для вычисления компонент субградиента используются формулы численного диф­

ференцирования (3.3.6), (3.3.7). Второй вариант алгоритма включает этап построе­

ния А-кратной диаграммы Вороного и вычисление вектора обобщенного градиента 

целевой функции задачи (3.3.5) по формулам (3.3.8) - (3.3.10).

Алгоритм 3.2-К

Предварительный этап. Куб Q покрываем прямоугольной сеткой с шагом 

Ahj, j  = 1,..., n . Множество узлов прямоугольной сетки на множестве Q обо­

значим Q . Задаем шаг численного дифференцирования А . Задаем начальное по­

ложение центров покрытия г(0) = (г1(0),...,г(>)) .

Вычисляем по этим центрам величину

R(t“" ) = max min max c(x. r  °’ )/L (x ),
.xeQ X{x)eh.kN i= \,N  
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используя алгоритм 3.1-К решения задачи поиска радиуса N кругов, образующих к- 

кратное с-шаровое покрытие заданного множества Q .

По формулам (3.3.6), (3.3.7) вычисляем вектор-градиент g^ (г) в точке г(0), 

выбираем начальный пробный шаг r-алгоритма h0 > 0 .

Первый шаг алгоритма проводим по формуле

г(1) = PQ (г(0) -h0gk(Г<)) )) ,

PQ - оператор проектирования на множество Q .

Переходим ко второму шагу.

Пусть в результате вычислений после m, m = 1, 2,..., шагов алгоритма получен 

определенный вектор T(m) = (г(т), T<m ') ).

Опишем (т+1)-й шаг алгоритма.

1. Вычисляем по известным центрам г1(т),...,г(т) с помощью алгоритма 3.1-К 

величину

R(T(m)) = sup min maxc(x,rI("'))/lI.(x).
^ e Q  i= l ,N

2. Вычисляем значения g^ (г) по формулам (3.3.6), (3.3.7) при г = г(т).

3. Проводим (т+1)-й шаг r-алгоритма в Н-форме [101], итерационная форму­

ла которого имеет вид

н  g (Гт)) ^_(т) = р (т) , ______н т+1 gR (г )______
Г P Q Г Г1т I------- —----- —-

t Т (н т + ^ г )̂ г )))

где H ^ j - матрица растяжения пространства с коэффициентом а в направлении 

разности двух последовательных обобщенных градиентов, имеющая вид

Нт+1 =  Нт +  ( 1 / а 2 - 1 )  И т У т Н .  ,  L  =  g^(г(т)) -  gA(г(т-1)) .

( тЪгт ’ Ът )
Если из-за округлений счета Нт+1 перестает быть положительно определен­

ной, заменяем ее единичной матрицей.

Шаг йт выбираем из условия:

min R
h>0

( \ 

гтт) -  h _ ^ т + ^ Г т 2 _ _
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4 .  Е с л и  у с л о в и е

\т«п+1) _ го.)|| £>  0,
( 3 . 3 . 1 2 )

н е  в ы п о л н я е т с я ,  т о  п е р е х о д и м  к  ( т + 2 ) - м у  ш а г у  а л г о р и т м а ,  в  п р о т и в н о м  с л у ч а е  -  п е ­

р е х о д  к  п .  5 .

5 .  П о л а г а е м  т  =  Т - 1 , г д е  I  -  н о м е р  и т е р а ц и и ,  н а  к о т о р о й  в ы п о л н и л о с ь  у с л о ­

в и е  ( 3 . 3 . 1 2 )  з а в е р ш е н и я  р а б о т ы  а л г о р и т м а .

6 .  В ы ч и с л я е м  з н а ч е н и е  м и н и м а л ь н о г о  р а д и у с а  п о к р ы т и я  п о  ф о р м у л е

с  п о м о щ ь ю  а л г о р и т м а  3 . 1 - К .

А л г о р и т м  3 . 2 - К  о п и с а н .

К а к  у ж е  б ы л о  о т м е ч е н о ,  е с л и  о б л а с т ь  О  и м е е т  с л о ж н у ю  ф о р м у ,  т о  з а к л ю ч и м  

в  п - м е р н ы й  п а р а л л е л е п и п е д  П ,  с т о р о н ы  к о т о р о г о  п а р а л л е л ь н ы  о с я м  д е к а р т о в о й  с и с ­

т е м ы  к о о р д и н а т ,  в в о д я  в с п о м о г а т е л ь н у ю  ф у н к ц и ю  р (х ) ,  о п р е д е л е н н у ю  н а  П ,  т а ­

к у ю ,  ч т о

и  в  з а д а ч е  ( 3 . 3 . 5 )  п о д  ф у н к ц и е й  с  (х , т )  б у д е м  п о н и м а т ь  ф у н к ц и ю  с (х , т )  р (х ) , 

о п р е д е л е н н у ю  н а  п а р а л л е л е п и п е д е  П  и  с о в п а д а ю щ у ю  с  с  (х , т )  н а  м н о ж е с т в е  О .

А л г о р и т м  3 . 3 - К

П р е д в а р и т е л ь н ы й  э т а п .  П а р а л л е л е п и п е д  П  п о к р ы в а е м  п р я м о у г о л ь н о й  с е т ­

к о й  с  ш а г о м  Дй., ] ' = 1,..., п . М н о ж е с т в о  у з л о в  п р я м о у г о л ь н о й  с е т к и  н а  м н о ж е с т ­

в е  О  о б о з н а ч и м  (Л . З а д а е м  н а ч а л ь н о е  п о л о ж е н и е  ц е н т р о в  п о к р ы т и я

и с п о л ь з у я  а л г о р и т м  3 . 1 - К  р е ш е н и я  з а д а ч и  п о и с к а  р а д и у с а  N к р у г о в ,  о б р а з у ю щ и х  к- 

к р а т н о е  с - ш а р о в о е  п о к р ы т и е  з а д а н н о г о  м н о ж е с т в а  О . П р и  э т о м  д л я  к а ж д о г о  

г =  1 , . . . ,N  в ы ч и с л я е м  з н а ч е н и е  ф у н к ц и и  ( 3 . 3 . 8 ) :

Я (т , )  =  ш а х  т і л  т а х с ( х ,т , ) Я ( х )
х є О  Л (х )е Л км  г=1,N

Р (  х )  =

0  д л я  х  є П О

1 д л я  х  є О

В ы ч и с л я е м  п о  э т и м  ц е н т р а м  в е л и ч и н у

Н(т:и>) = тах тіл тахс(х,г(0))2.(х),
Г(=0 1 — 1 АТІ Є Й  Л(х ) е А^г 1 = 1 , N

214



R (R0)) = max max c(x,R0)) .
' '  iTmXtV'  ) '

По формуле (3.3.10) строим субградиентное множество GtrV R (o)) = 

= co |gR' (x, r(0)), x : c(x, r  ) = R  Rf0))} , где gR (x, r (0)) - обобщенный градиент 

функции c(x,R) в точке r (0). Выбираем вектор gk R (o)) є Grv R (o)) , задаем на­

чальный пробный шаг r-алгоритма h  > 0 .

П е р в ы й  ш а г  алгоритма проводим по формуле

r(1) = P q  r ( 0 )  ~hogR(R0))) ,

Pn - оператор проектирования на множество Q .

Переходим ко второму шагу.

Пусть в результате вычислений после m, m = 1, 2,..., шагов алгоритма получен 

определенный вектор Rm) = (R(m), Rm ).

Опишем ( т + 1 ) - й  ш а г  алгоритма.

1. По центрам R(") ,..., R™) с помощью алгоритма 3 . 1 - К  вычисляем величину

R{Rmy) = sup min maxc(x,ri("'))2i.(x),
V і 2 /-Ї') і I - ’ ■

используя алгоритм 3 . 1 - К  решения задачи поиска радиуса N кругов, образующих k- 

кратное с-шаровое покрытие заданного множества Q . При этом для каждого

i = 1,...,N  вычисляем значение функции (3.3.8):

R  (Rm)) = max max c(x,Rm)) .
' Tm :'єГтХє¥(RTm ) '

2. По формуле (3.3.10) строим субградиентное множество Grv (Rm)) = 

= co |gR (x, Rm>), x : c(x, r  ) = R  (Rm))}, где gR (x, R m )) - обобщенный градиент 

функции c(x,R) в точке R m) .

4. Выбираем вектор gA (Rm)) є Grv (Rm)).

5. Проводим (т+1)-й шаг г-алгоритма в Н-форме [101], итерационная форму­

ла которого имеет вид

(

г(я) = Р„ .  --------------------------------Q

V
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где - матрица растяжения пространства с коэффициентом а (его целесообраз­

но брать равным 3) в направлении разности двух последовательных обобщенных 

градиентов, имеющая вид

Если из-за округлений счета Нт+1 перестает быть положительно определен­

ной, заменяем ее единичной матрицей.

Шаг выбираем из условия:

не выполняется, переходим к (т+2)-му шагу алгоритма, иначе - переход к п. 5.

8. Полагаем т = т<1), где I - номер итерации, на которой выполнилось ус­

ловие (3.3.12) завершения работы алгоритма.

9. Вычисляем значение минимального радиуса покрытия по формуле

с помощью алгоритма 3.1-К.

Алгоритм 3.3-К описан.

3.3.4. Результаты решения модельных задач многократного шарового 

покрытия

Приведем результаты некоторых вычислительных экспериментов по много­

кратному покрытию единичного квадрата из Е2 в случае, когда функция с(х,т,) 

задается формулой (3.1.5).

На рис. 3.11, а,б,в,г,д,е изображены оптимальные покрытия единичного квадра­

та, полученные с точностью є=0.0001 алгоритмом 3.2-К, для N = =2,3,4,5,8,15 соот­

ветственно. В табл. 3.2 приведены минимальные радиусы однократного покрытия в 

задаче (3.3.5) для соответствующих значений N  полученные с указанной точностью 

алгоритмом 3.2-К, в сравнении с оптимальными решениями, полученными с помо­

щью алгоритма 3.1. Результаты, полученные алгоритмом 3.2-К для указанных зна­

Ґ Л

7. Если условие

\т«п+1) _ го.)\\ £ > 0,
( 3 . 3 . 1 3 )

Л (г,) = тах тіл тахс(х,г, )Л(х)
х є О  Л (х )є Л ^  і=1 ,N
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ч е н и й  N  с о г л а с у ю т с я  с  р е з у л ь т а т а м и ,  о п и с а н н ы м и  в  р а б о т а х  [ 1 3 ] ,  [ 7 4 ] .  Н е з н а ч и ­

т е л ь н о е  р а с х о ж д е н и е  в  о п т и м а л ь н ы х  з н а ч е н и я х  р а д и у с о в  п о к р ы т и я  о б ъ я с н я е т с я ,  

п р е ж д е  в с е г о ,  п о г р е ш н о с т ь ю  а л г о р и т м а  ( п р и б л и ж е н н о е  в ы ч и с л е н и е  к о м п о н е н т  

о б о б щ е н н о г о  г р а д и е н т а  ц е л е в о й  ф у н к ц и и ,  д и с к р е т и з а ц и я  о б л а с т и  и  т . п . ) ,  а  т а к ж е  

в ы ч и с л и т е л ь н о й  п о г р е ш н о с т ь ю .

Таблица 3.2 Минимальный радиус 1-кратного покрытия единичного квадрата

N Щ т . )

( а л г о р и т м

3 . 2 - К )

Щ т . )

( а л г о р и т м

3 . 1 )

N Щ т . )

( а л г о р и т м

3 . 2 - К )

Щ т . )

( а л г о р и т м

3 . 1 )

2 0 , 5 5 4 5 0 , 5 5 9 9 9 0 , 2 5 0 0 0 , 2 3 3 9

3 0 , 5 0 2 2 0 , 5 0 3 3 1 0 0 , 2 3 2 8 0 , 2 1 8 6

4 0 , 3 5 4 1 0 , 3 5 3 6 1 1 0 , 2 2 3 6 0 , 2 1 2 5

5 0 , 3 2 3 3 0 , 3 2 6 6 1 2 0 , 2 1 9 1 0 , 2 0 6 8

6 0 , 3 1 6 2 0 , 3 0 0 1 1 3 0 , 2 1 6 6 0 , 1 9 5 6

7 0 , 2 9 2 6 0 , 2 5 9 6 1 4 0 , 2 0 7 0 0 , 1 8 5 9

8 0 , 2 6 5 0 , 2 5 9 6 1 5 0 , 1 8 9 2 0 , 1 8 0 7

а) б) в)

г) д) е)

Р и с .  3 . 1 1 .  О п т и м а л ь н о е  о д н о к р а т н о е  п о к р ы т и е  е д и н и ч н о г о  к в а д р а т а ,  п о ­

л у ч е н н о е  а л г о р и т м о м  3 . 2 - К :  | |х ||  =  | |х | |2
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Р е з у л ь т а т ы  п р и в е д е н н ы х  н и ж е  и  д р у г и х  в ы ч и с л и т е л ь н ы х  э к с п е р и м е н т о в  п о  

ч и с л е н н о м у  р е ш е н и ю  з а д а ч и  ( 3 . 3 . 5 )  о б  о п т и м а л ь н о м  м н о г о к р а т н о м  с - ш а р о в о м  п о ­

к р ы т и и  с в и д е т е л ь с т в у ю т  о  н а л и ч и и  с в о й с т в а  м н о г о э к с т р е м а л ь н о с т и  ц е л е в о й  ф у н к ­

ц и и  з а д а ч и .  И з  р а з л и ч н ы х  н а ч а л ь н ы х  п р и б л и ж е н и й  н а б о р а  ц е н т р о в  

г (0 ) =  ( г 1( 0 ) , . . . , г ( 0 ) )  м о ж н о  п р и й т и  к  р а з л и ч н ы м  л о к а л ь н ы м  р е ш е н и я м  з а д а ч и

( 3 . 3 . 5 ) .

Н а  р и с .  3 . 1 2  п р е д с т а в л е н о  д в у к р а т н о е  п о к р ы т и е  е д и н и ч н о г о  к в а д р а т а  9 - ю  з а ­

д а н н ы м и  ц е н т р а м и ,  п о л у ч е н н о е  с  п о м о щ ь ю  а л г о р и т м а  3 . 1 - К .  Н а  р и с .  3 . 1 3  и з о б р а ж е ­

н о  с о о т в е т с т в у ю щ е е  о п т и м а л ь н о е  п о к р ы т и е  к в а д р а т а , п о л у ч е н н о е  а л г о р и т м о м  3 . 2 - К .

Н а  р и с .  3 . 1 4  п р е д с т а в л е н ы  р е з у л ь т а т ы  р а б о т ы  а л г о р и т м а  3 . 2 - К  п о  м н о г о к р а т ­

н о м у  п о к р ы т и ю  р а з н о й  к р а т н о с т и  1 6 - ю  ц е н т р а м и  т о г о  ж е  е д и н и ч н о г о  к в а д р а т а .  Т а м  

ж е  п р и в е д е н ы  и  м и н и м а л ь н ы е  р а д и у с ы  п о к р ы т и я  с о о т в е т с т в у ю щ е й  к р а т н о с т и .

Р и с .  3 . 1 2 .  2 - к р а т н о е  п о к р ы т и е  к в а д р а -  Р и с .  3 . 1 3 .  О п т и м а л ь н о е  3 - к р а т н о е  п о ­

т а ,  п о л у ч е н н о е  а л г о р .  3 . 1 - К  к р ы г т и е  к в а д р а т а ,  п о л у ч е н н о е  а л г о -  

(  N = 9 ,  ц е н т р ы  ф и к с и р о в а н ы ) :  р и т м о м  3 . 2 - К  ( N = 9 ) :

Я  = 0 . 5 4 8 8  Я = 0 . 3 5 3 8

к=2; ^ = 0 , 2 7 2 8 5 5  £ = 3 ;  Я = 0 , 3 3 3 0 1 6  к = 4 ; ^ = 0 , 3 6 1 2 4 7

Р и с .  3 . 1 4 .  О п т и м а л ь н о е  k - к р а т н о е  п о к р ы п и е  е д и н и ч н о г о  к в а д р а т а  

п р и  з а д а н н о м  к о л и ч е с т в е  N = 1 6  ц е н т р о в :  м е т р и к а  -  е в к л и д о в а
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Д р у г и е  р е з у л ь т а т ы  р а б о т ы  а л г о р и т м о в  3 . 1 - К  и  3 . 2 - К  п р и в е д е н ы  в  [ 4 3 ] .  С р а в н и ­

т е л ь н ы й  а н а л и з  р е з у л ь т а т о в  в ы ч и с л и т е л ь н ы х  э к с п е р и м е н т о в  п о  2 - ,  3 - ,  4 - х - к р а т н о м у  

п о к р ы т и ю  е д и н и ч н о г о  к в а д р а т а  п о з в о л и л  в ы я в и т ь  д о с т о и н с т в а  и  н е д о с т а т к и  а л г о ­

р и т м а .  Э т о ,  п р е ж д е  в с е г о ,  -  з а в и с и м о с т ь  р е з у л ь т а т о в  в ы ч и с л е н и й  ( в е л и ч и н ы  м и н и ­

м а л ь н о г о  р а д и у с а  ш а р о в о г о  п о к р ы т и я )  о т  и с х о д н ы х  д а н н ы х  и  п а р а м е т р о в  а л г о р и т м а

-  н а ч а л ь н о г о  п р и б л и ж е н и я  к о о р д и н а т  ц е н т р о в ,  в е л и ч и н ы  ш а г а  п р о с т р а н с т в е н н о й  

с е т к и ,  в е л и ч и н ы  ш а г а  ч и с л е н н о г о  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  п р и  в ы ч и с л е н и и  к о м п о н е н т  

о б о б щ е н н о г о  г р а д и е н т а .  С е р и я  в ы ч и с л и т е л ь н ы х  э к с п е р и м е н т о в  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  д л я  

п о л у ч е н и я  р а д и у с а  п о к р ы т и я ,  б л и з к о г о  к  о п т и м а л ь н о м у  р а д и у с у ,  в е л и ч и н у  ш а г а  

ч и с л е н н о г о  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  А  в  а л г о р и т м е  3 . 2 - К  н у ж н о  с о г л а с о в ы в а т ь  с  ш а ­

г о м  д и с к р е т и з а ц и и  о б л а с т и ,  с  к о л и ч е с т в о м  ц е н т р о в  и  к р а т н о с т ь ю  п о к р ы т и я .  Д л я  

у с т р а н е н и я  э т о г о  н е д о с т а т к а  п р е д л а г а е т с я  п р и м е н я т ь  а л г о р и т м  3 . 3 - К ,  в  к о т о р о м  п р и  

в ы ч и с л е н и и  к о м п о н е н т  о б о б щ е н н о г о  г р а д и е н т а  ц е л е в о й  ф у н к ц и и  з а д а ч и  ( 3 . 3 . 5 )  и с ­

п о л ь з у е т с я  ^ - к р а т н а я  д и а г р а м м а  В о р о н о г о .  П р а к т и к а  р а с ч е т о в  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  н а и ­

л у ч ш и е  р е з у л ь т а т ы  м н о г о к р а т н о г о  п о к р ы т и я  п о л у ч а ю т с я ,  е с л и  с н а ч а л а  п р и  н е  о ч е н ь  

г у с т о й  п р о с т р а н с т в е н н о й  с е т к е  н а й т и  о п т и м а л ь н ы е  р а с п о л о ж е н и я  ц е н т р о в  с  п о м о ­

щ ь ю  а л г о р и т м а  3 . 2 - К ,  а  з а т е м  у т о ч н и т ь  к о о р д и н а т ы  э т и х  ц е н т р о в  с  п о м о щ ь ю  а л г о ­

р и т м а  3 . 3 - К .

В  т а б л .  3 . 3 ,  3 . 4  п р и в е д е н ы  р е з у л ь т а т ы  р е ш е н и я  з а д а ч и  о п т и м а л ь н о г о  д в у к р а т ­

н о г о  п о к р ы т и я  е д и н и ч н о г о  к в а д р а т а ,  п о л у ч е н н ы е  в  р а б о т е  [ 2 1 ] ,  и  д л я  с р а в н е н и я  -  

п о л у ч е н н ы е  с  п о м о щ ь ю  о п и с а н н о г о  в ы ш е  а л г о р и т м а ,  к а к  с  п р и м е н е н и е м  ф о р м у л  

ч и с л е н н о г о  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я ,  т а к  и  с  и с п о л ь з о в а н и е м  м н о г о к р а т н ы х  д и а г р а м м  

В о р о н о г о .

Таблица 3.3 Сравнительный анализ результатов многократного шарового 

покрытия единичного квадрата

N О п т и м а л ь н о е  2 - к р а т н о е  п о к р ы г т и е ,  п о л у ч е н н о е  с  п о м о щ ь ю  

а л г о р и т м а

п р е д л о ж е н н о г о  в  

[ 2 1 ]

3 . 2 - К 3 . 3 - К

1 1
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________________________________________________Продолжение таблицы 3.3

1 3

1 5

Таблица 3.4. Минимальный радиус 2-кратного покрытия единичного квадрата

N Щ т * )  [ 2 1 ] R ( т * ) ,  п о л у ч е н н о е  с  п о м о щ ь ю

а л г о р и т м о в  3 . 2 - К а л г о р и т м о в  3 . 3 - К

1 1 0 . 3 1 2 8 0 0 . 3 1 8 1 9 0 . 3 1 6 4

1 3 0 . 2 9 1 0 6 0 . 2 9 7 4 0 0 . 2 9 7 0 0 0 8

1 5 0 . 2 6 6 5 0 0 . 2 7 8 6 9 0 . 2 7 8 0 7 6

1 7 0 . 2 5 3 7 2 0 . 2 5 9 2 7 0 . 2 6 5 7

1 9 0 . 2 2 7 6 6 0 . 2 3 7 5 3 0 . 2 3 6 8 4 9

2 1 0 . 2 1 6 0 1 0 . 2 1 3 5 1 0 . 2 2 5

Р и с .  3 . 1 5 .  2 - к р а т н о е  о п т и м а л ь н о е  п о к р ы г т и е  е д и н и ч н о г о  к в а д р а т а ,  N = 1 9 ,  п о л у ­

ч е н н ы е  с  п р и м е н е н и е м :  с л е в а  -  ч и с л е н н о г о  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я ;  с п р а в а  -  д в у ­

к р а т н о й  д и а г р а м м ы  В о р о н о г о

220



N = 1 5 ,  k = 3  N = 1 7 ,  k = 2  N = 2 1 ,  k = 3

Р и с .  3 . 1 6 .  k - к р а т н о е  п о к р ы г ш е  е д и н и ч н о г о  к в а д р а т а ,  | |х ||  =  | |х | |2

Как нетрудно заметить, результаты решения некоторых задач оптимального 

многократного покрытия свидетельствуют о том, что при определенных значениях 

N и к оптимальное расположение центров таково, что несколько центров могут быть 

расположены очень близко друг к другу (см. рис. 3.15, 3.16), что на практике не все­

гда реализуемо или нежелательно. Поэтому в следующем параграфе математическая 

модель задачи об оптимальном многократном шаровом покрытии будет уточнена 

некоторым регуляризирующим условием, отвечающим за невозможность «слипа­

ния» центров.

3 . 3 . 5 .  Н е п р е р ы в н а я  з а д а ч а  о п т и м а л ь н о г о  м н о г о к р а т н о г о  ш а р о в о г о  

п о к р ы т и я  м н о ж е с т в  с  о г р а н и ч е н и я м и

Пусть Q - ограниченное, замкнутое множество в пространстве Еи, множество

B (r ,R) = {x є Еи : c(x, r )  < R} - с-шар радиуса R с центром в точке r из Еп, 

c(x, r ) - некоторая квазиметрика (евклидова, манхэттенская). Требуется опреде­

лить величину радиуса оптимального покрытия

R(rn) = sup min c(x, r ) , (3.3.14)
xєQ '=1,-> N

и вектор rn = ( r  ,..., t*n ), на котором достигается значение RR ) , при этом для

каждой точки x єй выполняется включение
і

х є f|ß(R. Л ) ,  к  <1 < N  , ij є {1,2,..., N} , (3.3.15)
j=і J

а центры удовлетворяют условиям:

min c (r ,r .) >ст, i = 1,2,...,N , (3.3.16)
( i,j) : i > j  1
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г д е  а >  0  -  з а д а н н а я  в е л и ч и н а .

Е с л и  в в е с т и  в  р а с с м о т р е н и е  м н о ж е с т в о  :

=  |л =  (Л ,...,Л ): Л =  0 v  1 i =  j ; £  л =  k j ,

и  н а  м н о ж е с т в е  й  о п р е д е л и т ь  в е к т о р - ф у н к ц и ю  Л (- )  с о  з н а ч е н и я м и  в  

Л = {Л(х) = (Л (х),...,Л (х)): Л ( х )  еЛ ^ Vx e f i j ,

т о  з а д а ч а  о  м и н и м а л ь н о м  Ä- к р а т н о м  с - ш а р о в о м  п о к р ы т  и и  с  о г р а н и ч е н и я м и  н а  

р а з м е щ е н и е м  ц е н т р о в  ш а р о в  м а т е м а т и ч е с к и  м о ж е т  б ы т ь  с ф о р м у л и р о в а н а  т а к :  

т р е б у е т с я  н а й т и  в е л и ч и н у

R(1*(-),7,n ) =  in f  s u p  m i n  m a x  c ( x , r , . ) Л ( х ) , ( 3 .3 .1 7 )

(Ii,., zN eQn xeQ Л(х)еЛ'у 1=1,N

а  т а к ж е  в е к т о р - ф у н к ц и ю  Л  ( х )  е Л  и  в е к т о р  z N  =  ( г * , . . . , г ^ )  е  Q N  с  , п р и  

к о т о р ы х  в  ( 3 .3 .1 7 )  д о с т и г а е т с я  н и ж н я я  г р а н ь ,  и  в ы п о л н я ю т с я  у с л о в и я  ( 3 .3 .1 6 ) .

Е с л и  в  з а д а ч е  ( 3 .3 .1 7 )  н е  и н т е р е с о в а т ь с я ,  к а к и м и  и м е н н о  с - ш а р а м и  п о к р ы в а е т ­

с я  к а ж д а я  т о ч к а  х е й , т о  в е к т о р - ф у н к ц и ю  Л * (- )  с л е в а  в  р а в е н с т в е  ( 3 .3 .1 7 )  м о ж н о  

о п у с т и т ь ,  ч т о  и  б у д е м  д а л е е  п р е д п о л а г а т ь .

О п и с а н и е  м е т о д а  и  а л г о р и т м а  р е ш е н и я  з а д а ч и

Д л я  р е ш е н и я  з а д а ч и  ( 3 .3 .1 7 ) ,  ( 3 .3 .1 6 )  п р е д л а г а е т с я  с л е д у ю щ и й  п о д х о д  [4 4] . Д л я  

у ч е т а  д о п о л н и т е л ь н ы х  у с л о в и й  ( 3 .3 .1 6 )  в  з а д а ч е  м н о г о к р а т н о г о  п о к р ы т и я  в в о д и т с я  в  

р а с с м о т р е н и е  ш т р а ф н а я  ф у н к ц и я  в и д а

P(Ti,...,Tn)  =  M£  £  m a x 2 ( 0 , с т - c(zt,z}) ) ,

/=1 j=/+1

г д е  M  > >  0  -  к о э ф ф и ц и е н т  ш т р а ф а ,  и  о т  з а д а ч и  ( 3 .3 .1 7 ) ,  ( 3 .3 .1 6 )  с о в е р ш а е т с я  п е р е ­

х о д  к  з а д а ч е :

Rm (zN) ^  m in  ( 3 .3 .1 8 )

f e - ,  zN е й

г д е

Rm(zN) =  R(Zi ,...,Zn) +  P(Ti,...,Tn) =

=  s u p  m i n  m a x c ( x , z ) Л ( х )  +  P ( z  , . . . , Z ) .

хей Л(х)е̂  i=1,N

Ч и с л е н н ы й  а л г о р и т м  р е ш е н и я  з а д а ч и  ( 3 .3 .1 8 ) ,  п р и в е д е н н ы й  д а л е е ,  б а з и р у е т с я  

н а  м е т о д е  о б о б щ е н н о г о  г р а д и е н т н о г о  с п у с к а  с  р а с т я ж е н и е м  п р о с т р а н с т в а  в  н а п р а в ­
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лении разности двух последовательных обобщенных градиентов (r-алгоритм Шора). 

При этомj -ю компоненту N-мерного вектора обобщенного градиента

gR R  ) = ( )  ,•••, g ](7N ) V , P  ) ) (3.3.19)

функции RM(r ,...,tn) в точке zN = ( r , . . . , r ) будем вычислять по фор­

муле:

n Зс(т r )
gR (RN) = gRv (RN) + M jrm ax(0,ст-с(тіr  ))— , 3.3.(20)

rj i=i v ’ dr.
j

где gL (rN) є G'L (rN) (см. формула (3.3.9)).
r j  r j

Представим приближенный алгоритм решения задачи о минимальном k- 

кратном о-шаровом покрытии с размещением центров шаров так, чтобы минималь­

ное расстояние меджу каждыми двумя центрами было не меньше заданной величи­

ны а  , составной частью которого является алгоритм 3.1-К, позволяющий отыски­

вать радиус N кругов, образующих k-кратное о-шаровое покрытие множества при 

фиксированных центрах. Приведем и проанализируем результаты некоторых вы­

числительных экспериментов.

Не теряя общности, сформулируем алгоритм решения задачи оптимального 

многократного покрытия единичного n-мерного куба Q

п

Для упрощения обозначений в алгоритме вместо вектора rN будем писать r .

Как и в предыдущих параграфах, если область Q  имеет сложную форму, то 

заключим Q  в n-мерный параллелепипед П, стороны которого параллельны осям 

декартовой системы координат, введя вспомогательную функцию р (х ), определен­

ную на П, такую, что

Г 0 для х є П \ Q,

Р ( х) = 11 о[1 для х є ^ .

Тогда в задаче (3.3.1) под функцией с (x ,r) будем понимать функцию 

с (х, r  ) р (х ), определенную на параллелепипеде П и совпадающую с с (х, r  ) на

множестве Q .

Алгоритм 3.4-К

Предварительный этап. Параллелепипед П покрываем прямоугольной сеткой 

с шагом Ahj, j  = 1,..., n . Множество узлов прямоугольной сетки на множестве

223



Q  обозначим й . Задаем величину штрафа М>Х). Задаем начальное положение 

центров шаров т(0) = (т1(0),...,т(/1) .

Вычисляем по этим центрам величину радиуса покрытия R(t(0)) = 

= max min max c(x,R )Л (х), используя алгоритм 3.1-К. При этом для каждого
хей Л(x)еЛN /=1,N

/ = 1,..., N  вычисляем значение функции (3.3.7) :

r  r (0)) = max max c(х,г(0)) .
/ тт :/еГтхе¥(tt- ) /

Вычисляем величину Rm R (0)) = R(t1(0),...,t(>)) + P(t1(0),...,R0)) .

По формуле (3.3.9) строим субградиентное множество GtrV (t (0)) =

= co^gR (х,т(0)), х : c(x, R  =R1( tR0)) j  , i = 1,.... N  , где gR (х,т(0)) - обобщен­

ный градиент функции c(x,R) в точке т(0). Выбираем вектор g5 (т(0)) из множе­

ства (3.3.11), (3.3.12), задаем начальный пробный шаг r-алгоритма \ > 0 .

Первый шаг алгоритма проводим по формуле:

r(1) = Pq R(0) -h0gR(R0) )) ,

Pn - оператор проектирования на множество й .

Переходим ко второму шагу.

Пусть в результате вычислений после m, m = 1, 2,..., шагов алгоритма получен 

определенный вектор т(т) = (R(m),..., Rm).

Опишем (т+1)-й шаг алгоритма.

1. Вычисляем по известным центрам т{("),..., Rm) величину

R(r(m>) = sup min таxc(x,ri("'))2i.(x),
xeQ S-'X) \ ,=l,iV

используя алгоритм 3.1-К решения задачи поиска радиуса Ж кругов, образующих k- 

кратное с-шаровое покрытие заданного множества й . При этом для каждого 

/ = 1,..., N  вычисляем значение функции (3.3.7):

r  (т(га)) = max max c(х,т,("')) .
/ Tm :/еГшхе¥(RTm ) /

2. По формуле (9) строим субградиентное множество GtrV (Rm)) . Выбираем 

вектор g ^  (т(т)) по формулам (3.3.11), (3.3.12).
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3. Проводим (т+1)-й шаг г-алгоритма в Н-форме [101], итерационная формула 

которого имеет вид:

где - матрица растяжения пространства с коэффициентом а в направлении 

разности двух последовательных обобщенных градиентов, имеющая вид

Если из-за округлений счета Нт+1 перестает быть положительно определен­

ной, заменяем ее единичной матрицей.

Шаг выбираем из условия:

не выполняется, то переходим к (т+2)-му шагу алгоритма, в противном случае - пе­

реход к п. 5.

5. Полагаем т = т( 1), где I - номер итерации, на которой выполнилось усло­

вие (3.3.21) завершения работы алгоритма.

6. Вычисляем значение минимального радиуса покрытия по формуле

с помощью алгоритма 3.1-К.

Алгоритм 3.4-К описан.

При реализации описанного подхода возникает вопрос о выборе штрафного 

коэффициента М  . С одной стороны, штраф должен быть достаточно большим, 

чтобы полученное значение Л (т? ) было как можно ближе к оптимальному, а век­

тор т? - как можно ближе к условному оптимуму. С другой стороны, слишком 

большое значение штрафного коэффициента может вызвать вычислительные труд­

ности при отыскании оптимального решения в задаче без ограничений. Поэтому,

Г

4. Если условие

(3.3.21)

Іі(т, ) = шах тіл тахс(х,г, )Л (х)
х е О  Л (х )е Л ^  1=1,N
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м е т о д  ш т р а ф а  л у ч ш е  и с п о л ь з о в а т ь  в  и т е р а ц и о н н о й  ф о р м е ,  н а ч и н а я  в ы б о р  к о э ф ф и ­

ц и е н т а  M  с о  з н а ч е н и я  m  ,  н е  с л и ш к о м  в ы с о к о г о ,  и  р е ш а я  з а д а ч у :

N-1 N
R(tn;m ) = R(j 1,...,Tn) +щ £ £ m a x 2(0,ст-с(ті,г.)) ^  min  ̂.

/=1 j=/+1 (г1,..., tn)eQ

Е с л и  п р и  э т о м  п о л у ч е н н о е  р е ш е н и е  zN  ( m )  б у д е т  х о р о ш и м  п р и б л и ж е н и е м  

д л я  о п т и м у м а ,  т о  в ы ч и с л е н и я  з а к а н ч и в а ю т с я .  В  п р о т и в н о м  с л у ч а е  ш т р а ф ,  с о о т в е т ­

с т в у ю щ и й  н а р у ш е н и ю  у с л о в и й  ( 3 . 3 . 1 6 ) ,  н е д о с т а т о ч н о  в ы с о к ,  и  у в е л и ч и в а я  е г о  в  н е ­

с к о л ь к о  р а з  ( н а п р и м е р ,  п о л а г а я  m 2 =  1 щ  ) ,  с л е д у е т  р е ш и т ь  н о в у ю  з а д а ч у  б е з  о г р а ­

н и ч е н и й  ( 3 . 3 . 1 6 )  и  т . д .

А н а л и з  р е з у л ь т а т о в  в ы ч и с л и т е л ь н ы х  э к с п е р и м е н т о в

П р и в е д е м  р е з у л ь т а т ы  р е ш е н и я  н е с к о л ь к и х  з а д а ч  м н о г о к р а т н о г о  ш а р о в о г о  п о ­

к р ы т и я  е д и н и ч н о г о  к в а д р а т а  и з  £ 2 п р и  о г р а н и ч е н и я х  н а  р а с с т о я н и я  м е ж д у  ц е н т р а ­

м и ,  в  с л у ч а е ,  к о г д а  ф у н к ц и я  c ( x ,  )  з а д а е т с я  ф о р м у л о й :

n 2

c  ( x ,z , )  =  ІIх  -  т\ |2 =  J Z  (X  - Т І  ) .

Н а  р и с .  3 . 1 5  б ы л и  п р е д с т а в л е н ы  р е з у л ь т а т ы  д в у к р а т н о г о  п о к р ы т и я  е д и н и ч н о г о  

к в а д р а т а  1 9 - ю  к р у г а м и ,  п о л у ч е н н ы е  п р и  р е ш е н и и  з а д а ч и  ( 3 . 3 . 1 4 )  ( 3 . 3 . 1 5 ) ,  б е з  у ч е т а  

о г р а н и ч е н и й  в и д а  ( 3 . 3 . 1 6 ) .  К а к  в и д н о ,  н е к о т о р ы е  ц е н т р ы  п р а к т и ч е с к и  с о в м е щ е н ы .  

М и н и м а л ь н о е  д в у к р а т н о е  п о к р ы т и е  1 9 - ю  к р у г а м и  к в а д р а т а ,  н о  у ж е  п р и  у с л о в и и  р а з ­

м е щ е н и я  ц е н т р о в  н а  д о п у с т и м о м  р а с с т о я н и и  д р у г  о т  д р у г а ,  п р е д с т а в л е н ы  н а  р и с .  3 . 1 7  

а ), б).

а )  б)

Р и с .  3 . 1 7  О п т и м а л ь н о е  2 - к р а т н о е  п о к р ы т и е  1 9 - т ь ю  к р у г а м и :  

а )  п р и  у с л о в и я х  ( 3 )  а  =  0 . 0 5  ;  в )  п р и  о г р а н и ч е н и я х  ( 3 )  а  =  0 . 1 5
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Н а  р и с .  3 . 1 8  п о к а з а н о  т р е х к р а т н о е  о п т и м а л ь н о е  п о к р ы т и е  п р и  N = 1 5 .  О ч е в и д н о ,  

п р и  р е а л и з а ц и и  т а к о й  м о д е л и  ц е н т р ы  к р у г о в ,  о б р а з у ю щ и х  м н о г о к р а т н о е  п о к р ы т и е  

н а х о д я т с я  т а к ж е  н а  н е к о т о р о м  д о п у с т и м о м  р а с с т о я н и и  д р у г  о т  д р у г а .

а ) б)

Р и с .  3 . 1 8 .  3  - к р а т н о е  о п т и м а л ь н о е  п о к р ы т и е  е д и н и ч н о г о  к в а д р а т а :  

а )  б е з  о г р а н и ч е н и й ;  б )  с  к о н т р о л е м  м и н и м а л ь н о г о  р а с с т о я н и я  м е д ж у

ц е н т р а м и

З а м е ч а н и е  1 .  П р и  п о с т р о е н и и  м а т е м а т и ч е с к и х  м о д е л е й  з а д а ч  о п т и м а л ь н о г о  

п о к р ы т и я ,  в о з н и к а ю щ и х  в  у с л о в и я х  п р а к т и к и ,  о г р а н и ч е н и я  н а  р а с п о л о ж е н и е  ц е н ­

т р о в  п о к р ы в а е м ы х  ш а р о в  м о г у т  и м е т ь  и  д р у г о й  в и д .  Н а п р и м е р ,  м о ж н о  п о т р е б о в а т ь ,  

ч т о б ы  ц е н т р ы  б ы л и  р а з м е щ е н ы  к а к  м о ж н о  б о л е е  р а в н о м е р н о  в  о б л а с т и  ( с м .  р и с .  

3 . 1 9 ) ,  и л и  ч т о б ы  н и  о д и н  и з  н и х  н е  п о п а л  в  н е к о т о р ы й  з а п р е т н ы й  е е  у ч а с т о к .

Р и с .  3 . 1 9  2  - к р а т н о е  о п т и м а л ь н о е  п о к р ы т и е  е д и н и ч н о г о  к в а д р а т а  

с  р а в н о м е р н ы м  р а з м е щ е н и е м  ц е н т р о в  в  о б л а с т и
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В ы в о д ы  к  г л а в е  3

П р е д с т а в л е н ы  м а т е м а т и ч е с к и е  м о д е л и  и  м е т о д ы  р е ш е н и я  н е п р е р ы в н ы х  з а д а ч  

п о к р ы т и я  о г р а н и ч е н н о й  о б л а с т и  ш а р а м и  м и н и м а л ь н о г о  р а д и у с а .  Р а с с м о т р е н ы  в а р и ­

а н т ы  о д н о к р а т н о г о  и  м н о г о к р а т н о г о  п о к р ы т и я  о б л а с т и .

Д л я  н е п р е р ы в н о й  з а д а ч и  о б  о п т и м а л ь н о м  с - ш а р о в о м  п о к р ы т и и  к о м п а к т н о г о  

м н о ж е с т в а  А  и з  Е Д  з а д а н н ы м  ч и с л о м  ц е н т р о в  с  м и н и м а л ь н ы м  р а д и у с о м  п р е д л о ж е н  

и  о б о с н о в а н  а л г о р и т м  р е ш е н и я  3 . 1 ,  о с н о в а н н ы й  н а  и с п о л ь з о в а н и и  м е т о д а  о б о б щ е н ­

н о г о  г р а д и е н т н о г о  с п у с к а  с  р а с т я ж е н и е м  п р о с т р а н с т в а  в  н а п р а в л е н и и  р а з н о с т и  д в у х  

п о с л е д о в а т е л ь н ы х  о б о б щ е н н ы х  г р а д и е н т о в  ( г - а л г о р и т м а  Н .  З .  Ш о р а ) .

И с с л е д о в а н ы  с в о й с т в а  р а с с м а т р и в а е м о й  з а д а ч и  о б  о п т и м а л ь н о м  с - ш а р о в о м  

п о к р ы т и и  м н о ж е с т в а  А ,  у с т а н о в л е н ы  е е  с х о д с т в о  и  р а з л и ч и е  с  з а д а ч е й  о п т и м а л ь н о ­

г о  р а з б и е н и я  э т о г о  м н о ж е с т в а  н а  н е п е р е с е к а ю щ и е с я  п о д м н о ж е с т в а  с  р а з м е щ е н и е м  

ц е н т р о в  п о д м н о ж е с т в ,  ч т о  п о з в о л я е т  в  т е х  с л у ч а я х ,  к о г д а  э т о  ц е л е с о о б р а з н о ,  с в о д и т ь  

р е ш е н и е  з а д а ч и  о  п о к р ы т и и  к  з а д а ч е  р а з б и е н и я .

П р е д л о ж е н н ы е  а л г о р и т м ы :  1 )  п о з в о л я ю т  о д н о в р е м е н н о  н а х о д и т ь  в с е  ц е н т р ы  

о п т и м а л ь н о г о  п о к р ы т и я ;  2 )  н е  з а в и с я т  о т  р а з м е р н о с т и  п р о с т р а н с т в а ,  к о т о р о м у  п р и ­

н а д л е ж и т  п о р ы в а е м о е  м н о ж е с т в о ;  3 )  н е  с в я з а н ы  с  г е о м е т р и ч е с к и м и  о с о б е н н о с т я м и  

п о к р ы в а е м о г о  м н о ж е с т в а ;  4 )  м о г у т  б ы т ь  п р и м е н е н ы  к  р е ш е н и ю  д и с к р е т н ы х  з а д а ч  

о п т и м а л ь н о г о  п о к р ы т и я .

А л г о р и т м ы ,  в о о б щ е  г о в о р я ,  п р и в о д я т  к  л о к а л ь н ы м  о п т и м а л ь н ы м  р е ш е н и я м  

з а д а ч  о б  о п т и м а л ь н о м  ш а р о в о м  п о к р ы т и и .  Х о т я ,  в  н е к о т о р ы х  ч и с л е н н ы х  э к с п е р и ­

м е н т а х ,  п р о в е д е н н ы х  д л я  о п р е д е л е н н ы х  м е т р и к ,  а л г о р и т м ы  п р и в о д и л и  к  г л о б а л ь ­

н ы м  о п т и м а л ь н ы м  р е ш е н и я м .

Н е п р е р ы в н ы е  з а д а ч и  м н о г о к р а т н о г о  ш а р о в о г о  п о к р ы т и я  о б о б щ е н ы  н а  с л у ч а й  

н а л и ч и я  д о п о л н и т е л ь н ы х  у с л о в и й ,  с в я з а н н ы х  с  в о з м о ж н ы м  р а с п о л о ж е н и е м  р а з м е ­

щ а е м ы х  ц е н т р о в  ш а р о в .  Р а з р а б о т а н  и  п р о г р а м м н о  р е а л и з о в а н  а л г о р и т м  р е ш е н и я  

у к а з а н н ы х  з а д а ч ,  о с н о в а н н ы й  н а  д и с к р е т и з а ц и и  п о к р ы в а е м о й  о б л а с т и  и  п р и м е н е н и и  

д л я  р е ш е н и я  з а д а ч  н е д и ф ф е р е н ц и р у е м о й  о п т и м и з а ц и и  г - а л г о р и т м а  Ш о р а .  П р и  э т о м  

д л я  у ч е т а  о г р а н и ч е н и й  в  з а д а ч а х  п р и в л е к а е т с я  а п п а р а т  ш т р а ф н ы х  ф у н к ц и й ,  а  д л я  

п р и б л и ж е н н о г о  в ы ч и с л е н и я  к о м п о н е н т  о б о б щ е н н о г о  г р а д и е н т а  р а с ш и р е н н о й  ц е л е ­

в о й  ф у н к ц и и  п р и м е н я ю т с я  А - к р а т н ы е  д и а г р а м м ы  В о р о н о г о .

В  с л е д у ю щ е й  г л а в е  р а с с м о т р и м  р а з л и ч н ы е  п р и л о ж е н и я  т е о р и и  н е п р е р ы в н ы х  

з а д а ч  о п т и м а л ь н о г о  р а з б и е н и я  м н о ж е с т в  и  г - а л г о р и т м о в ,  к а к  к л ю ч е в ы х  с о с т а в л я ю ­

щ и х  м е т о д о в  р е ш е н и я  т а к и х  з а д а ч .
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ГЛАВА4

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДОВ ОПТИМАЛЬНОГО 

РАЗБИЕНИЯ МНОЖЕСТВ К РЕШЕНИЮ РАЗЛИЧНЫХ 

ЗАДАЧ ТЕОРИИ И ПРАКТИКИ

4.1. Теория непрерывных задач оптимального разбиения множеств как

универсальный математический аппарат построения диаграммы Воро­

ного и ее обобщений

В  д а н н о м  р а з д е л е  п р о д е м о н с т р и р у е м  в о з м о ж н о с т ь  п о с т р о е н и я  д и а г р а м м ы  В о ­

р о н о г о  и  е е  р а з л и ч н ы х  о б о б щ е н и й  н а  о с н о в е  е д и н о г о  п о д х о д а :  ф о р м у л и р о в а н и я  

н е п р е р ы в н о й  з а д а ч и  о п т и м а л ь н о г о  р а з б и е н и я  м н о ж е с т в а  с  к р и т е р и е м  к а ч е с т в а  р а з ­

б и е н и я ,  о б е с п е ч и в а ю щ и м  с о о т в е т с т в у ю щ и й  в и д  д и а г р а м м ы  В о р о н о г о ,  и  п р и м е н е ­

н и я  м а т е м а т и ч е с к о г о  и  а л г о р и т м и ч е с к о г о  а п п а р а т а  р е ш е н и я  т а к и х  з а д а ч ,  с о с т а в н о й  

ч а с т ь ю  к о т о р о г о  я в л я е т с я  г - а л г о р и т м  Ш о р а .  Р е з у л ь т а т о м  т а к о г о  п о д х о д а  я в л я е т с я  

в о з м о ж н о с т ь  с т р о и т ь  н е  т о л ь к о  у ж е  и з в е с т н ы е  д и а г р а м м ы  В о р о н о г о ,  н о  и  к о н с т р у и ­

р о в а т ь  н о в ы е .

4.1.1. Диаграмма Вороного как математический инструментарий реше­

ния различных практических задач

К а к  и з в е с т н о ,  д и а г р а м м а  В о р о н о г о  -  э т о  м а т е м а т и ч е с к и й  о б ъ е к т ,  к о т о р ы й  н е ­

с т р о г о  о п и с ы в а е т с я  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м  Диаграмма Вороного заданного конечного 
множества М  т о ч е к  п л о с к о с т и  ( п р о с т р а н с т в а )  п р е д с т а в л я е т  т а к о е  р а з б и е н и е  п л о с ­

к о с т и  ( п р о с т р а н с т в а ) ,  п р и  к о т о р о м  к а ж д а я  о б л а с т ь  (ячейка Вороного) э т о г о  р а з б и е ­

н и я  о б р а з у е т  м н о ж е с т в о  т о ч е к ,  б о л е е  б л и з к и х  к  о д н о м у  и з  э л е м е н т о в  м н о ж е с т в а  М ,  

ч е м  к  л ю б о м у  д р у г о м у  э л е м е н т у  э т о г о  м н о ж е с т в а .

Р а с с м а т р и в а е м а я  м а т е м а т и ч е с к а я  с т р у к т у р а  н а з ы в а е т с я  п о  и м е н и  Г е о р г и я  В о ­

р о н о г о  [1 9] , н о  о н а  т а к ж е  и з в е с т н а  п о д  н а з в а н и е м  полигонов Тиссена [1 09 ]  и л и  дву­
мерных сот Дирихле [1 2 9 ] . Д и а г р а м м ы  В о р о н о г о  в  д в у х  и  т р е х м е р н ы х  п р о с т р а н с т ­

в а х  и с п о л ь з у ю т с я  в  с а м ы х  р а з н ы х  о б л а с т я х  п р и к л а д н ы х  н а у к :  к р и с т а л л о г р а ф и и ,  

ф и з и к е ,  а с т р о н о м и и ,  х и м и и ,  м и к р о б и о л о г и и ,  к о м п ь ю т е р н о й  г р а ф и к е ,  п р и  р е ш е н и и  

п р о б л е м  и с к у с с т в е н н о г о  и н т е л л е к т а , р а с п о з н а в а н и я  о б р а з о в ,  о ф т а л ь м о л о г и и .  В  ф и ­

з и к е  к о н д е н с и р о в а н н ы х  с р е д  т а к и е  м о з а и к и  т а к ж е  и з в е с т н ы  к а к  блоки Вигнера- 
Зейтца [88] . Д л я  о б щ и х  р е ш е т о к  в  г р у п п а х  Л и  к л е т к и  н а з ы в а ю т  п р о с т о  фундамен­
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тальными областями [140]. В случае общих метрических пространств, клетки часто 

называют метрическими фундаментальными многоугольниками. Существуют так­

же и другие названия этой математической структуры (или конкретных важных ее 

приложений): многогранники Вороного, полигоны Вороного, домены влияния, раз­

ложения Вороного, мозаики Вороного, тесселяции Дирихле, разбиения Вороного- 

Дирихле или Дирихле-Вороного.

Применение диаграмм Вороного дает возможность разрабатывать эффектив­

ные алгоритмы комбинаторных геометрических задач. Приведем перечень этих за­

дач, основываясь на работах [1 - 3, 77]. Это - задача о минимальном евклидовом 

дереве; задача о ближайших соседях множества М точек плоскости; задача о мини­

мальной триангуляции; задача о круге наибольшего радиуса, не содержащем задан­

ных точек, центр которого принадлежит выпуклой оболочке этих точек; задача о к 

ближайших точках из числа заданных; задача о круге минимального радиуса, со­

держащего заданные к точек. Диаграммы Вороного находят также применение в 

задачах, связанных с оптимальным размещением предприятий в заданном районе, с 

оценкой интегралов от монотонных функций на заданном множестве, при решении 

проблемы упаковки шаров в трехмерном евклидовом пространстве. Диаграммы 

Вороного положены в основу построения теории полиэдров и квадратичных форм. 

Плодотворным оказывается применение диаграмм Вороного при изучении термо­

динамических свойств различных молекулярных и ионных соединений. По виду 

диаграммы Вороного судят о термодинамических характеристиках соединений, об 

их устойчивости, форме эквипотенциальных поверхностей и областей «влияния» 

ионов. В археологии многоугольники Вороного используются для нанесения на кар­

ту ареала применения орудий труда в древних культурах и для изучения влияния 

соперничающих центров торговли. Использование диаграммы Вороного, отражаю­

щей картину расселения животных и распределения жизненно важных ресурсов, 

помогает исследовать эффект перенаселенности.

Спектр практических задач, при решении которых используются диаграммы 

Вороного, достаточно широк. К таким задачам, например, относятся:

- задачи размещения сенсорных датчиков беспилотных летательных аппара­

тов, летающих на разных высотах и наблюдающих за большими плоскими геогра­

фическими регионами;

- задачи оптимизации размещения электростанций и др.

В работе [134] выдвинута идея применения диаграмм Вороного в географиче­

ских информационных системах (ГИС). Полигоны Тиссена используется при фор­
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мировании цифровых моделей рельефа. Среди практических примеров наличия 

динамики в диаграммах Вороного можно привести пример из работы [113]. Здесь 

авторы отмечают, что динамические модели данных Вороного оказываются пер­

спективным кандидатом для разработки будущих ГИС.

Диаграммы Вороного применяются и д ля определения максимального свобод­

ного пространства. В этом случае формулируется задача о размещении какой-либо 

службы или предприятия, в которой нужно выбрать положение объекта так, чтобы 

он был максимально удален от других заданных объектов. Размещаемый объект 

может быть источником загрязнения (атомная электростанция, склад органических 

(токсичных) отходов), и тогда его следует размещать так, чтобы минимизировать 

«эффективность» такого соседства. Либо это может быть новое производство, и по­

этому желательно избежать конкуренции за окружающее пространство.

В настоящее время диаграммы Вороного нашли свое приложение в социологии 

и политологии. В формализованных моделях n-мерное политическое пространство 

разбивается на непересекаюшцеся области: электораты различных партий. Геомет­

рически они представляют собой полиэдры Дирихле-Вороного: совокупности точек 

пространства, расположенных ближе к точке платформы данной партии, чем к лю­

бой другой платформе, и отделенные от соседней совокупности точек (n-1) - мерной 

гиперплоскостью. В [143] представлены результаты компьютерных экспериментов 

на моделях с двумя видами агентов - избирателями и партиями, предусматривавших 

возможность «рождения» и «гибели» партий.

В работе [144] продемонстрировано применение диаграмм Вороного и ее ва­

риаций к проблеме нарезки избирательных округов в США. В качестве одного из 

обобщений структуры рассматривалась Voronoiesque diagram (диаграмма в стиле 

Вороного): изменение диаграммы Вороного на основе равных масс регионов.

Есть и другие области применения разбиений Дирихле - Вороного. Содержа­

тельные обзоры приложений диаграмм Вороного в различных областях приведены в 

работах [42, 150]. Широкий обзор последних технических результатов и приложе­

ний, с несколькими сотнями ссылок на литературу по вычислительной геометрии 

можно найти в [110]. Кроме полезности диаграмм Вороного, нельзя отрицать красо­

ту и гармонию их геометрии, что в последнее время все больше замечают архитек­

торы и дизайнеры. Несмотря на то, что многие из известных алгоритмов построения

диаграмм Вороного имеют сложность O ( | м |  l o g ( | м | ) ) , а некоторые из этих алго­

ритмов даже работают в среднем за O (|М|), все эти алгоритмы весьма сложны.
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А что касается диаграммы Вороного на случай пространства произвольной 
размерности, то её построение связано со значительными алгоритмическими про­
блемами. Действительно, известно [77], что при заданном числе N  точек количест­
во элементов, необходимых для описания диаграммы Вороного, растет экспоненци­
ально в зависимости от размерности пространства.

Далее опишем единый подход к построению диаграммы Вороного и различ­
ных её обобщений, основанный на формулировании непрерывных задач оптималь­
ного разбиения множеств из w-мерного евклидова пространства на подмножества с 
критерием качества, обеспечивающим соответствующий вид диаграммы Вороного, 
и применении разработанного в [36, 42] математического и алгоритмического аппа­
рата решения таких задач.

В основе этого математического аппарата лежит следующая общая идея. Ис­
ходные задачи оптимального разбиения множеств, которые математически сформу­
лированы как бесконечномерные задачи оптимизации, сводятся через функционал 
Лагранжа к вспомогательным конечномерным негладким задачам максимизации 
либо негладким задачам максимина, для численного решения которых применяются 
современные эффективные методы недифференцируемой оптимизации, а именно, 
различные модификации r-алгоритма Шора. Особенностью такого подхода является 
тот факт, что решение исходных бесконечномерных задач оптимизации удается 
получить аналитически в явном виде, причем в аналитическое вьгражение могут 
входить параметры, отыскиваемые как оптимальное решение вышеназванных вспо­
могательных конечномерных задач оптимизации с негладкими целевыми функция­
ми.

4.1.2. Определение диаграммы Вороного и некоторых ее обобщений
С т ан д арт н ой  (классической) диаграммой  В ор о н о г о  (ДВ) конечного множе­

ства М точек r в w-мерном евклидовом пространстве Е п (n  >  1) называется

совокупность многогранников Вороного (МВ) V or ( r t), i  =  1,..., N , исходных точек:

V or  ( r )  = jx  є Е и : r  (x ,z () < r  (x , t^ ), j  Ф  i,  j  =  1,...,ж } , (4.1.1)

где r  (x, y ) -  определяется как одна из метрик:

-  евклидова
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-  м а н х э т т е н с к а я  r ( х , т )  =  || x — т Д  = ^ | X  ~ Tl \, ( 4 .1 .3 )

j =1

-  Ч е б ы ш е в а  r ( x , r )  = | | x  — r j 0 =  m a x  Ц X  — т / | | . ( 4 .1 .4 )

Д р у г и м и  с л о в а м и ,  д и а г р а м м о й  В о р о н о г о  к о н е ч н о г о  м н о ж е с т в а  М  н а з ы в а е т с я  

с л е д у ю щ е е  м н о ж е с т в о :

For(М) = For (г, ), причем m e s  {Vor{rl.) П Vor(Tj.)) = 0.
г , є М

Д а л е е ,  е с л и  н е  о г о в о р е н о  и н о г о ,  б у д е м  р а с с м а т р и в а т ь  с л у ч а й  е в к л и д о в о й  м е т ­

р и к и .

М В  ф о р м и р у ю т  н о р м а л ь н о е  з а п о л н е н и е  Е и , т .е . з а п о л н я ю т  е г о  п о л н о с т ь ю  и  

б е з  н а л о ж е н и й  и  п р и м ы к а ю т  д р у г  к  д р у г у  п о  ц е л ы м  г р а н я м .

М В  о б р а з о в а н ы  п е р е с е ч е н и е м  с о о т в е т с т в у ю щ и х  п о л у п р о с т р а н с т в .  О н и  в ы ­

п у к л ы  и  м о г у т  б ы т ь  н е о г р а н и ч е н н ы м и .  Р а з б и е н и е  Е и н а  М В  з а д а н н о г о  м н о ж е с т в а  

т о ч е к  о д н о з н а ч н о .

В  п о и с к а х  с т р у к т у р ы  д а н н ы х ,  о б е с п е ч и в а ю щ е й  э ф ф е к т и в н о е  р е ш е н и е  з а д а ч и  

п о и с к а  к - б л и ж а й ш и х  с о с е д е й , м о ж е т  в о з н и к н у т ь  ж е л а н и е  о п р е д е л и т ь  о б л а с т и ,  с о ­

д е р ж а щ и е  т о ч к и ,  б о л е е  б л и з к и е  к  н е к о т о р о м у  з а д а н н о м у  п о д м н о ж е с т в у  и з  к  э л е м е н ­

т о в  з а д а н н о г о  м н о ж е с т в а  М ,  ч е м  к  л ю б о м у  д р у г о м у  п о д м н о ж е с т в у  с  т а к и м  ж е  ч и с ­

л о м  э л е м е н т о в .  Е с л и  п о л о ж и т ь  к  = | М |  — 1 ,  т о  п о л у ч и т с я  диаграмма Вороного

дальней точки (Furthest Point Voronoi Diagram). Р а з р а б о т к е  э ф ф е к т и в н ы х  а л г о ­

р и т м о в  п о с т р о е н и я  т а к и х  д и а г р а м м ,  а  т а к ж е  в о п р о с а м  и х  п р а к т и ч е с к о г о  п р и м е н е н и я  

п о с в я щ е н ы ,  н а п р и м е р ,  р а б о т ы  [ 7 7 ,1 1 1 ,  1 5 7 ] .

О д н и м  и з  н а г л я д н ы х  с п о с о б о в  п о л у ч е н и я  д и а г р а м м ы  В о р о н о г о  я в л я е т с я  в ы ­

р а щ и в а н и е  к р и с т а л л о в .  Е с л и  к р и с т а л л ы  н а ч и н а ю т  р а с т и  в  о д н о  и  т о  ж е  в р е м я  и  с  

о д н о й  и  т ой  ж е  с к о р о с т ь ю ,  т о  п о л у ч а е т с я  о п р е д е л е н н о е  ч и с л о  р а с т у щ и х  к р у г о в ,  

к о т о р ы е  в с т р е ч а я с ь ,  о б р а з у ю т  п р я м ы е .  В  к о н е ч н о м  с ч е т е ,  в с я  п л о с к о с т ь  з а п о л н я е т с я ,  

п р и  э т о м  к а ж д ы й  к р и с т а л л  т о ч н о  з а н и м а е т  о б л а с т ь  В о р о н о г о  е г о  в о з н и к н о в е н и я .  В  

д е й с т в и т е л ь н о с т и , к р и с т а л л ы  н а ч и н а ю т  р а с т и  в  р а з н о е  в р е м я .  Д а ж е  е с л и  о н и  р а с т у т  

с  о д и н а к о в о й  с к о р о с т ь ю ,  н о  р о с т  н а ч и н а е т с я  в  р а з н о е  в р е м я ,  т о  г р а н и ц ы  м е ж д у  н и м и  

у ж е  п р е д с т а в л я ю т  с о б о й  г и п е р б о л и ч е с к и е  с е г м е н т ы .  Т а к а я  с и т у а ц и я  с о о т в е т с т в у е т  

т а к  н а з ы в а е м о й  аддитивно взвешенной диаграмме Вороного (Additively Weighted 

Voronoi Diagram) [1 1 1 ] . О н а  о п р е д е л я е т с я  к а к  о б ы ч н а я  ( с т а н д а р т н а я )  д и а г р а м м а
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Вороного, но каждая точка в ней имеет свой вес щ , который добавляется к функ­

ции, задающей расстояние, при измерении последнего:

A WVor(rt)  = j x  єЕ и : r ( x ,  )  - щ < r ( x ,  ту)  - щ ,  У/ Ф i } , г = 1,-.., Ж .

Одним из наиболее интересных фактов использования аддитивно взвешенной 

диаграммы Вороного является ее применение в анимации. Например, в работе [155] 

продемонстрировано применение аддитивно взвешенных диаграмм Вороного в ка­

честве диаграмм деформации для коррекции искаженных изображений, в электрон­

ной анимации ECTS.

Случай, когда все кристаллы начинают расти одновременно, но растут с разной 

скоростью, соответствует так называемой мультипликативно взвешенной диа­

грамме Вороного (Multiplicatively Weighted Voronoi Diagram) [1, 155]. Приведем её 

определение.

Пусть гх,.. ,tn - точки в Еп (n > 1), которым поставлены в соответствие по­

ложительные числа (веса) щ ,..., wN > 0.

Взвешенной (мультикативно взвешенной) областью (ячейкой) Вороного точки 

zt называют множество точек пространства, взвешенное расстояние от которых до 

точки zt не превосходит взвешенного расстояния до любой другой исходной точки:

MWVor(R) =  jx  є  Е я : r ( x ,r () / щ  <  r(x,Tj) / щ , У / Ф i, j =  1 ,...,N},

і =  1 ,..., N.

Области MWVor(R), г = I,... N , образуют взвешенную (мультикативно 

взвешенную) диаграмму Вороного точек тх ,...,tn .

Существует еще одно обобщение диаграммы Вороного, известное под назва­

ниями: комплексы ячеек Дирихле, диаграмма Пауэра или диаграмма Лагерра 

(Power Voronoi Diagram). Пусть М - множество из N точек в пространстве Еи. С 

каждой точкой zt множества М связано действительное число щ . Для каждой 

точкой rt є  М  определим множество

G V o r (M ) =  jx  є Е и : r2(x,zj)- wt <  r2(x,Tj) - wj У / Ф i, j =  1 ,...,n } ,

і =  1 ,..., N,

называемое обобщенной областью Вороного точки zt (относительно множества 

М ). Обобщенной диаграммой Вороного (Power Voronoi Diagram или General
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Voronoi Diagram) множества M называется следующее множество 

GVor{М) = [J GFor(r;) .
г , є М

Диаграммы Вороного для N точек в n -мерном пространстве требует 

O(N[n/2]) места для хранения. Следовательно, хранить диаграммы Вороного для 

n >2 часто не представляется возможным. В качестве альтернативы можно ис­

пользовать приближенные (нечеткие) диаграммы Вороного [136], где клетки Во­

роного имеют нечеткие границы, каждая из которых может быть 

аппроксимирована. Нечеткие диаграммы Вороного появляются и в том случае, когда 

любая точка множества М имеет нечеткие координаты или веса функций двух то­

чек, определяющих ячейки Вороного, заданы нечетко.

В работе [118] изучаются диаграммы Вороного с ограничениями на мощно­

сти точек - генераторов. При этом в качестве мощности точки т (генератора) 

множества М с П , Q c E B, выступает взвешенная площадь ячейки Вороного, 

определяемая следующей формулой:

|Ког(т)| = I  p(x)dx,
xeVor (т )

где p(x) >0 , x e Q  - заданная функция плотности.

Диаграммой Вороного с ограничениями на мощности |Vor(T )| точек 

Т,i = 1,...,N  , называют диаграмму Вороного на множестве Q , в которой каждая 

точка т e М имеет свою мощность bt e S или, что то же, диаграмма, удовлетво­

ряющая следующему условию:

| p(x)dx = b , i = 1,...,N  ,
xeVor(Tt )

причем b ,.., Ьд, - заданные положительные числа и выполняется условие:

N

S = | p(x)dx = ̂ b ,0 < b — S, i = 1,...,N  .
x e Q  i =1

Следует заметить, что такого рода диаграммы рассматривались в научной ли­

тературе задолго до появления работы [118]. Так, в работах [39, 40, 41] представлены 

непрерывные задачи оптимального разбиения множеств с ограничениями на мощ­

ности подмножеств, математические формулировки которых включают в себя, с 

точностью до обозначений, выше приведенные условия на взвешенные площади
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ячеек Вороного. Оптимальными разбиениями в таких задачах и есть так называемые 
диаграммы Вороного с ограничениями на мощности точек-генераторов.

Еще одним обобщением являются динамические диаграммы Вороного [113, 
138, 149]. Так, например, в [113] задача управления малым самолетом при наличии 
ветров проинтерпретирована как задача построения динамической диаграммы Во­
роного (ZVD-задача). Узлы диаграммы (точки-генераторы) -  не фиксированы, а 
являются подвижными целями, которые необходимо достичь за минимальное время. 
Эта задача известна как задача навигации Цермело.

Как уже отмечалось, динамические диаграммы Вороного являются мощным 
инструментом при проектировании современных географических информационных 
систем. Об использовании данного инструментария при решении задач распознава­
ния образов, технике, компьютерных науках см., например, в работах [111, 155].

В тех случаях, когда точки-генераторы должны быть расположены (выбирают­
ся) в ограниченном множестве , можно ввести еще один вариант диаграммы 

Вороного, а именно диаграмму Вороного конечного числа точек, оптимально раз­
мещенных в ограниченном множестве [51, 52].

Определение. Диаграммой Вороного конечного числа точек-генераторов 

Т, і = \...И, оптимально размещенных в ограниченном множестве П  , будем 

называть такое разбиение множества П  на N  подмножеств, при котором суммарное 
взвешенное расстояние от точек множества П  до соответствующих точек- 
генераторов является наименьшим, т.е. функционал

N
(г(х, т ) / щ + а )Р (х ) ё х  ,

*'=! Уог(т,)

принимает минимальное значение.
Замечание. Задавая значения параметров а ,...,а ^ , щ ,..., щ ,, вид функций

г (х, т ) и р (х ) в выражении для функционала Р ( { т , . . . , т } ) , можно получить

различные варианты диаграммы Вороного с оптимальным размещением точек- 
генераторов (аддитивно-, мультипликативно взвешенные и др.)

Перейдем теперь к демонстрации возможности построения диаграммы Воро­
ного и различных её обобщений на основе единого подхода, основанного на аппара­
те теории непрерывных задач оптимального разбиения множеств, представленном в 
пп. 2.1.1 и 2.1.2.
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4.1.3. Построение диаграммы Вороного и её различных обобщений с по­

мощью алгоритмов решения непрерывных задач оптимального разбиения 

множеств

Покажем, что непрерывная задача оптимального разбиения множеств может 

быть сформулирована с таким критерием качества разбиения и дополнительными 

условиями, которые обеспечивали бы получение в качестве ее решения соответст­

вующий вид диаграммы Вороного.

Проиллюстрируем работу алгоритма решения непрерытной линейной задачи 

оптимального разбиения множеств (задачи А, см. п. 2.1.1) и ее частных случаев для 

построения стандартной (классической) диаграммы Вороного и ее различных 

обобщений для множества О  = {(х1, х2) є Я2 :0 < X  < 10, і  = 1,2} . Отметим, что в

результате такого подхода появляется возможность строить не только уже известные 

диаграммы Вороного, но и конструировать новые. Так, например, решением непре­

рытной задачи А2 (см. п. 2.1.3) оптимального разбиения множеств О  на его непере- 

секающиеся подмножества с размещением центров этих подмножеств является но­

вая диаграмма Вороного конечного числа точек-генераторов, оптимально разме­

щенных в ограниченном множестве, определение которой дано в пункте 4.1.2.

На рис. 4.1 представлены полученные при решении задачи А1 стандартные 

(классические) диаграммы Вороного множества О  семи заданных точек при 

таких исходных данных: N  = 7 , функция расстояния с(х, г;.) = г (х, г;.) определяет­

ся по одной из формул (4.1.2) - (4.1.4), ^  =... = = 0, функция плотности 

р (  х) = 1 при всех х є О .

а б в

Рис. 4.1. Диаграмма Вороного семи точек в случае евклидовой 

метрики (а); манхеттенской метрики (б); метрики Чебышева (в)
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Н а  р и с .  4 . 2 ,  а, б, в с о о т в е т с т в е н н о  п р е д с т а в л е н ы  а д д и т и в н о  в з в е ш е н н ы е  д и а ­

г р а м м ы  В о р о н о г о  т е х  ж е  с е м и  т о ч е к - г е н е р а т о р о в  с  п о л о ж и т е л ь н ы м и  

у  =  ( 1 ; 0 . 3 ; 0 . 6 ; 0 . 2 ; 0 . 9 ; 2 ; 3 )  и  о т р и ц а т е л ь н ы м и  в е с а м и  у  =  ( - 1 ; - 0 . 3 ; - 0 . 6 ; - 0 . 2 ; - 0 . 9 ; - 2 ; - 3 )  и  в  

с л у ч а е ,  к о г д а  в е с а  п р и н и м а ю т  з н а ч е н и я  р а з н ы х  з н а к о в  

у  =  (1 ; 0 . 3 ;  0 . 6 ;  - 0 . 2 ;  - 0 . 9 ;  - 1 . 3 ;  0 ) .  Э т и  д и а г р а м м ы  п о л у ч е н ы  в  р е з у л ь т а т е  р е ш е н и я  з а д а ­

ч и  А 1  п р и  в ы б о р е  в  к а ч е с т в е  ф у н к ц и и  р а с с т о я н и я  -  е в к л и д о в о й  м е т р и к и ,  п а р а м е т р о в  

а  =  - у , і  =  1 , 7 ,  р ( х )  =  1  п р и  в с е х  х є й  .

а  б  в

Р и с .  4 . 2 .  А д д и т и в н о  в з в е ш е н н а я  д и а г р а м м а  В о р о н о г о  с е м и  т о ч е к - г е н е р а т о р о в  

с  в е с а м и :  п о л о ж и т е л ь н ы м и  (а); о т р и ц а т е л ь н ы м и  (б); 

п р и н и м а ю щ и м и  з н а ч е н и я  р а з л и ч н ы х  з н а к о в  (в)

П р и  р е ш е н и и  з а д а ч и  А !  ( с м .  п .  2 . 1 . 2 )  с  ф у н к ц и е й  с ( х , г ;. )  =  г ( х , г ;. ) / у  ,  г д е  

г(х,т,)  -  е в к л и д о в а  м е т р и к а ,  у  = (1;0.3;0.6;0.2;0.0;9.4;0.8), ^  = . . .  = а 7 = 0  , 

р ( х )  =  1  п р и  в с е х  х є й , а  к о о р д и н а т ы  т о ч е к - г е н е р а т о р о в  г;., і  =  1 , 7 ,  -  т а к и е  ж е ,

к а к  и  в ы ш е ,  п о л у ч е н а  м у л ь т и п л и к а т и в н о  в з в е ш е н н а я  д и а г р а м м а  В о р о н о г о ,

п р е д с т а в л е н н а я  н а  р и с .  4 . 3 .  Н е т р у д н о  з а м е т и т ь ,  ч т о  г р а н и ц ы  м е ж д у  р а з л и ч н ы м и  

я ч е й к а м и  в  а д д и т и в н о  в з в е ш е н н о й  д и а г р а м м е  п р е д с т а в л я ю т  с о б о й  с е г м е н т ы  в е т в е й  

г и п е р б о л ,  а  в  м у л ь т и п л и к а т и в н о  в з в е ш е н н о й  -  с е г м е н т ы  о к р у ж н о с т е й .

П р и  з а д а н и и  н е н у л е в ы х  з н а ч е н и й  п а р а м е т р о в  а і ,  і  =  1 , 7 ,  а  и м е н н о  

а  = (-0.3; -0.7;-1; -2; -0.6; 0.9; 1) , р е ш е н и е  т о й  ж е  з а д а ч и  А 1  ( с м .  п .  2 . 1 . 2 )  п р и в о ­

д и т  к  а д д и т и в н о  и  м у л ь т и п л и к а т и в н о  в з в е ш е н н о й  д и а г р а м м е  В о р о н о г о  с  в е с а ­

м и  у  =  - а ,  і  =  1 , 7 ,  и з о б р а ж е н н о й  н а  р и с .  4 . 4 .
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Если в качестве функции с(х,т,) рассматривать квадрат расстояния между 

двумя точками, т.е. с(х, т ) = г2 (х, т ) = (х,(1) - г(1) )2 + (х(2) - г(2) )2, а значения па­

раметров а ,* = 1,7, задать так а = (1; 0.3; 0.6; -0.2; -0.9; -1.3; 0), то при решении 

задачи А1 (см. п. 2.1.2) можно получить диаграмму Пауэра (диаграмма Лагерра) с 

весами ^  = а , * = -1,7, представленную на рис. 4.5.

" К* (О

Рис. 4.3. Мультиплика­

тивно взвешенная диа­

грамма Вороного

На рис. 4.6 представлена диаграмма Вороного дальней точки, полученная при 

решении задачи А1 (см. п. 2.1.2) при с ( х , г ;.)  = -г(х ,г () , где г( х , г ( )  - евклидова

метрика, ^  =... = а7 = 0 , р (х ) = 1 при всех х є О  .

Диаграмма Вороного семи точек-генераторов с ограниченными мощно­

стями третьей и шестой ячеек приведена на рис. 4.7. Она получена в результате ре­

шения задачи А3 (п. 2.1.4) со следующими исходными данными: N  = 7, р  = 7,

с ( х , г , ) -евлидова метрика,ц= ... =  а = 0 ,р(х) = 1 Vxє О , Ь = (200,200,5,220,2ШД 200).

Решением задачи А2 (см. п. 2.1.3) при N  =  7 , с ( х , г ;.) - та же, а  =  ■■■ =  а  =  0 , 

р( х) = 1 Ух єО  , является так называемая диаграмма Вороного с оптимальным раз­

мещением семи точек, изображенная на рис. 4.8. Такое расположение точек- 

генераторов получается с точностью до нумерации из любого начального прибли­

жения координат этих точек. Оптимальные координаты центров: =(1.8,2.08), 

г2 =(2.56,4.24), т3 =(5.24,5.92), г4 =(4.24,4.8), т5 =(6.04,1.84), г6 =(1.48,7), 

г7 =(4.64,8.84).

Рис. 4.4. Аддитивно и Рис. 4.5. Диаграмма 

мультипликативно Пауэра

взвешенная диаграмма 

Вороного
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Н а  ри с. 4 .9 и зображ ен а полученная п ри  реш ении задачи А 2  (см . п. 2 .1 .3) адди­

тивно взвеш енная диаграм м а В ор он ог о  с  оптимальным разм ещ ением  точек- 

генераторов в заданной области п ри  таких исходны х данных: у =  ;

с(х, т і) =  д /(х 1 - т(1) )2 + ( х(2) - т(2) )2 ; а =  ( - 1  -2; -1; -2, -- ^  4) . Оптимальные к о ор ­

динатні центров: тх =(2.48 ,1 .56), г2 =(1.46 ,4 .98), т3 =(4.98 ,4 .98), т4 =(8.50,4.98), 

т5 =(4.47 ,1 .55), г6 =(2.48 ,8 .40), т7 =(4 .47 ,8 .40) .

Рис. 4.6. Диаграмма 

Вороного дальней точки

Рис. 4.7. Диаграмма 

Вороного с ограниченными 

мощностями третьей 

и шестой ячеек

Рис. 4.8. Диаграмма 

Вороного с оптимальным 

размещением семи точек-генераторов

Рис. 4.9. Аддитивно 

взвешенная диаграмма 

Вороного с оптимальным 

размещением точек­

-генераторов
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Варианты диаграммы Вороного, полученные при решении задачи А1 (см. п. 

2.1.2) при соответствующих способах задания подынтегральной функции критерия 

качества разбиения, в которых расстояние между двумя точками определяется ман­

хэттенской метрикой, представлены на рис. 4.10 а, б, в, г соответственно при сле­

дующих векторах весовых коэффициентов: у = ©, а = ©; а = (-2;-1 -3;-1; -4; -1; -2), 

м> =  © ; у  =  (2;1;3;-;4;1;22 а =  ©  ; у  =  (2;1;3;-;4;1;2); а  =  (1;3;2;2;1;1;2).

На рис. 4.11 а, б, в соответственно приведены диаграммы Вороного для случая 

выбора метрики Чебышева в качестве функции расстояния между точками множе­

ства и точками-генераторами стандартная, аддитивно и мультипликативно взвешен­

ные с одинаковыми весами у  = (2; 1; 2; 1; 2; 1; 3).

в г

Рис. 4.10. Диаграмма Вороного семи точек при манхэттенской метри­

ке: стандартная (а); аддитивно взвешенная (б); мультипликативно 

взвешенная (в); аддитивно и мультипликативно взвешенная (г)
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В с е  п р и в е д е н н ы е  в ы ш е  в з в е ш е н н ы е  д и а г р а м м ы  В о р о н о г о  р а с с м а т р и в а л и с ь  

д л я  с л у ч а я ,  к о г д а  в е с  и м е л и  л и ш ь  т о ч к и - г е н е р а т о р ы .  О п и с а н н ы й  в  с т а т ь е  п о д х о д  к  

п о с т р о е н и ю  д и а г р а м м ы  В о р о н о г о ,  о с н о в а н н ы й  н а  п р и м е н е н и и  м е т о д о в  О Р М  п о ­

з в о л я е т  л е г к о  с т р о и т ь  д и а г р а м м у  В о р о н о г о  д л я  м н о ж е с т в а  О  ,  к а ж д а я  т о ч к а  к о т о р о ­

г о  и м е е т  с в о й  с о б с т в е н н ы й  в е с .  Э т о т  в е с  в  з а д а ч а х  О Р М  о п р е д е л я е т с я  ф у н к ц и е й  

п л о т н о с т и  р ( х ) .

а б в

Р и с .  4 . 1 1 .  Д и а г р а м м а  В о р о н о г о  д е в я т и  т о ч е к  п р и  м е т р и к е  Ч е б ы ш е в а :  

с т а н д а р т н а я  ( а ) ;  а д д и т и в н о  в з в е ш е н н а я  ( б ) ;  

м у л ь т и п л и к а т и в н о  в з в е ш е н н а я  ( в )

Т а к ,  н а п р и м е р ,  п р е д с т а в л е н н ы е  н а  р и с .  4 . 1 2  д и а г р а м м ы  В о р о н о г о  т р и д ц а т и  т о ­

ч е к - г е н е р а т о р о в ,  о п т и м а л ь н о  р а з м е щ е н н ы х  в о  в з в е ш е н н о й  о б л а с т и  О  ,  п о л у ч е н ы  

п р и  р е ш е н и и  з а д а ч и  А 1  ( с м .  п .  2 . 1 . 2 )  с  н у л е в ы м и  п а р а м е т р а м и  а ,  /  =  1 ,  N . Р и с .  4 . 1 2 ,  

а  и  р и с .  4 . 1 2 ,  б  с о о т в е т с т в у ю т  з а д а н и я м  в е с о в о й  ф у н к ц и и  п л о т н о с т и  с о о т в е т с т в е н н о  

в  в и д е  р(х) = 300е(~(* ~3) ~4(* ~8)) и

[ 1 0 ,  е с л и  0 . 2 5 ( х (1) -  6 . 7 ) 2 -  0 . 4 4 ( х (2 ) - 8 ) 2 <  1

Р( х )  =  1
0 . 1  в  п р о т и в н о м  с л у ч а е .

Н а  р и с .  4 . 1 3  п р е д с т а в л е н а  д и а г р а м м а  В о р о н о г о  д е с я т и  т о ч е к  с  о г р а н и ч е н ­

н ы м и  м о щ н о с т я м и  я ч е е к  В о р о н о г о ,  п о л у ч е н н а я  п р и  р е ш е н и и  з а д а ч и  А 3  ( с м .  п .  

2 . 1 . 4 )  п р и  т а к и х  з н а ч н и я х  п а р а м е т р о в :  а, = 0 ,  і = 1 , 1 0  , Ъ  =  1 0 0 ,  і = 1 , 1 0 ,  і ф 3 , 6 ;  

Ь3 =  5 ,  Ъ 6 =  2 ,  р  = 1 0  .
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Рис. 4.12. Диаграммы Вороного с оптимальным 

размещением тридцати точек-генераторов для раз­

ных функций р (  х )

Д и а г р а м м ы  В о р о н о г о ,  п р е д с т а в л е н н ы е  н а  р и с .  4 .1 4 ,  4 .1 5 ,  с в и д е т е л ь с т в у ю т  о  

т о м ,  ч т о  с л о ж н о с т ь  а л г о р и т м о в  и х  п о с т р о е н и я  н а  о с н о в е  о п и с а н н о г о  в  с т а т ь е  п о д х о ­

д а  с у щ е с т в е н н о  н е  м е н я е т с я  п р и  у в е л и ч е н и и  к о л и ч е с т в а  т о ч е к - г е н е р а т о р о в .

Рис. 4.13. Диаграмма Во­

роного с ограничением 

на мощности третьей и 

шестой ячеек

а б в
Рис.4.14. Диаграммы Вороного, генерируемые N точками, полученные при ре­

шении непрерывной линейной задачи ОРМ без ограничений с заданным рас­

положением центров подмножеств: ̂  100 (а); ̂  150 (б); ̂  200 (в)

Т а к и м  о б р а з о м ,  п р и  с о о т в е т с т в у ю щ е й  ф о р м у л и р о в к е  н е п р е р ы в н о й  л и н е й н ой  

з а д а ч и  о п т и м а л ь н о г о  р а з б и е н и я  м н о ж е с т в а  р е ш е н и е  э т о й  з а д а ч и  п р и в о д и т  к  т о м у  

и л и  и н о м у  в а р и а н т у  д и а г р а м м ы  В о р о н о г о  з а д а н н о г о  ч и с л а  т о ч е к .  З а м е т и м  т а к ж е ,  

ч т о  а л г о р и т м ы  р е ш е н и я  н е п р е р ы в н ы х  л и н е й н ы х  з а д а ч  О Р М  о б л а д а ю т  р я д о м  д о с т о ­

и н с т в :  н е  з а в и с я т  о т  р а з м е р н о с т и  п р о с т р а н с т в а  Е  ( в о п р о с  с в о д и т с я  л и ш ь  к  в ы ч и с л е ­

н и ю  м н о г о м е р н ы х  и н т е г р а л о в ) ;  н е  з а в и с я т  о т  г е о м е т р и и  р а з б и в а е м ы х  м н о ж е с т в ;  

б л а г о д а р я  в ы с о к о м у  б ы с т р о д е й с т в и ю  г - а л г о р и т м а  Ш о р а  п р и м е н и м ы  д л я  з а д а ч  

б о л ь ш и х  р а з м е р н о с т е й  ( N = 1 0 0 ,  2 0 0 ,  3 0 0  и  т .д .) .
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Рис.4.15. Диаграммы Вороного с оптимальным размещением N  точек- 

генераторов: евклидова метрика при №= 300 (а); манхэттенская метрика при 

^  300 (б); метрика Чебышева при ̂  200 (в)

В табл. 4.1 приведено соответствие между конкретным вариантом диаграммы 

Вороного и математической моделью непрерывной задачи оптимального разбиения 

множеств, в результате решения которой может быть получена эта диаграмма.

Таблица 4.1 Модели непрерывный задач ОРМ и диаграммы Вороного, 

являющиеся оптимальным решением этих задач

Модель непрерывной задачи ОРМ Диаграмма Вороного

Задача А1: р (х) = 1 хУО.,

с( х, г;.) = г (х, г;.), а  = 0, і = 1, N

Стандартная

Задача А1: р ( х) = 1 хУО., 

с(х, г;.) = г (х, г;.), а  ^ 0 , і = 1, N

Аддитивно взвешенная

Задача А1: р ( х) = 1 хУО.,

с(х, г;.) = г (х, г;.) / ̂ > 0 , а  = 0, V/'

Мультипликативно взвешенная

Задача А1: р ( х) = 1 хУО., 

с(х, г;.) = Д г (х, г;.), Д , а  > 0, і = 1, N

Мультипликативно и аддитивно 

взвешенная

Задача А1: р(х) = 1 хУО, 

с(х, ) = г2 (х, г;.), а  = Д , і = 1, N

Диаграмма Пауэра или Лагерра 

(Power Voronoi Diagram) с весами

A
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Продолжение таблицы 4.1

Задача А1: p(x) = 1 xVQ, 

c(x, rt) = -r (x, rt), a  = 0, i = 1, N

Дальней точки

Задачи А1: p(x) - произвольная

c(x, rt) = r (x, rt), a  = Const, i = 1, N

Другие взвешенные диаграммы

Задача А1: p(x) = 1 xVQ, 

c(x, rt) = f  (x, rt), a  = 0, i = 1, N

Основанная на эффективности

Задача А2: p ( x) = 1 xVQ, 

c(x, rt) = r (x, rt), a  = 0, i = 1, N

Конечного числа точек-генераторов, 

оптимально 

размещенных в О

Задача А2: p ( x) = 1 xVQ, 

c(x,zi) = r (x,r() , a  ^ 0 , i = 1, N

Аддитивно взвешенная конечного 

числа точек-генераторов, оптималь­

но размещенных в О

Задача А3: p(x) = 1 xVQ, 

c(x, rt) = r (x, rt), a  = 0, i = 1, N

С ограничениями на мощности то­

чек-генераторов

Задача А3: p ( x) = 1 xVQ, 

c(x, rt) = r (x, rt), a  ^ 0 , i = 1, N

Аддитивно взвешенная 

с ограничениями на мощности то­

чек-генераторов

Задача А3: p ( x) = 1 xVQ,

c(x, rt) = r (x, rt) / wt, wt > 0 , a  ^ 0, Vi

Мультипликативно и аддитивно 

взвешенная с ограничениями на 

мощности точек-генераторов

Таблицу 4.1 можно продолжить, изменяя параметры задачи А (см. п. 2.4.1) и 

получая при этом все новые, не представленные в научной литературе, обобщения 

диаграммы Вороного.

С учетом вышеизложенного можно утверждать, что единым подходом (спосо­

бом) построения различных вариантов диаграммы Вороного является подход, осно­

ванный на формулировании непрерывных задач оптимального разбиения множеств 

с критериями качества разбиения, обеспечивающими соответствующие виды диа­

граммы Вороного, и применении разработанного в [36, 42] математического и алго­

ритмического аппарата решения таких задач.
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Универсальность данного подхода к построению диаграмм Вороного под­
тверждается еще и следующими фактами:

-  модели и методы решения непрерывных задач оптимального разбиения 
множеств могут быть обобщены на случай нечеткого задания исходных параметров 
задачи или требования нечеткого разбиения множества, в результате чего и резуль­
тирующие диаграммы Вороного могут носить нечеткий характер [136];

-  если при математическом описании практических задачах оптимального раз­
биения множеств учитывать состояние некоторого объекта или процесса, которое 
может изменяться со временем и/или в пространстве, то можно получить в результа­
те решения некоторых таких задач динамические диаграммы Вороного [113];

-  среди непрерывных задач оптимального разбиения множеств выделяют 
класс задач, в которых наряду с разбиением нужно отыскать еще и оптимальное 
расположение центров подмножеств. Таким образом, наряду с задачей построения 
диаграммы Вороного можно ставить задачу отыскания оптимальных (в каком-то 
смысле) координат точек-генераторов этой диаграммы;

-  сложность алгоритмов построения диаграмм Вороного на основе описанно­
го подхода существенно не меняется при увеличении количества точек-генераторов;

-  результатом такого подхода является возможность строить не только уже из­
вестные диаграммы Вороного, но и конструировать новые.

4.2. Построение оптимальный квадратур

Рассматривается задача построения оптимальных квадратурных формул для 
приближенного вычисления интегралов вида

|  /  (х )ё х ,

О

где О -  измеримое множество конечной лебеговой меры в п-мерном евклидовом 
пространстве £ и.

Функции /  принадлежат классу р  измеримых на О функций, удовлетво­

ряющих неравенству
| / (х) -  / (т() |< с(х, т(), для всех х, т( є О, 

где функции с(х, г;.) -  ограниченные, определенные на О х О , измеримые по х 

при любом фиксированном ті из О и обладают следующими свойствами квази­

метрики (являются квазиметрикой) [87]:

246



c( x, x) = 0,

c(x, ri ) + c(y, r,. ) > c(x, y), 

c(x, y) = c(y, x),

c(x, r  ) > 0

для любых x, y, r  e Q

С помощью различных квазиметрик с(у) можно описать многие важные, с 

точки зрения теории и приложений, функциональные классы. Частными случаями 

функционального класса, заданного квазиметриками, являются классы функций, 

удовлетворяющие различным формам условий Липшица или Гельдера с фиксиро­

ванной константой или с разными константами в разных подобластях области опре­

деления; классы, заданные модулями непрерывности, и т. д.

Отметим также, что классы F  содержат разрывные функции, если функция 

с(у) является разрывной [87].

Традиционно всякая квадратурная формула вида

J f  (x)dx « £  p , f  Г  ) (4.2. !)
Q i=1

задается вектором коэффициентов и узлов (pN, rN ) = { p ,..., pM, r  ,•••, Г }, где 

Pj,..., рк - произвольные действительные числа, а 

Г = (r*,..., Г  ), i = 1,..., N, - точки из Q ;

- оптимальными на классе F  коэффициентами квадратурной формулы при 

фиксированных узлах r ,—, tn называют (см. [87]) коэффициенты 

p* (zN ),..., p*N {тм ), для которых

sup | f f  (x)dx - J  p*(rN ) f (т ) | = min sup | f f  ( x)dx - £  (r  ) | ; (4.2.2)
f E  Q i=1 PN E1 f E  Q i1

- оптимальными на классе F  узлами называют узлы r*,..., r*N e Q , для ко­

торых

N
min sup | f f  (x)dx - Y  P if (r*)| =
N n /• j—r

p eE feF c q i=1

= min min sup | f f  ( x)dx - Y  p f  (r) |, (4.2.3)
N -—̂ N N _n /> -j—г

r eQ p eE f eF c q i=1
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где

Qn =Qx . . .xQ ,  Ел' = Е 1х...хЕ1 ;

"  ' N  '

- квадратурная формула с оптимальными узлами и оптимальными коэффици­

ентами называется оптимальной.

Таким образом, задача построения оптимальной квадратурной формулы сво­

дится к задаче одновременного отыскания оптимальных узлов г*,..., t*n (см. (4.2.3)) 

и оптимальных коэффициентов (см. (4.2.2)) этой квадратурной формулы.

4.2.1. Сведение задачи построения оптимальных квадратур к задаче оп­

тимального разбиения множества

Для численного решения задачи одновременного отыскания оптимальных уз­

лов г*,..., Г  и оптимальных коэффициентов p*,..., p*N рассматриваемой квадра­

турной формулы (4.2.1) сведём эту задачу к задаче А2 (см. п. 2.1.3) оптимального 

разбиения множества Q на подмножества Q j,..., QN с одновременным отыскани­

ем координат центров этих подмножеств, совпадающих с координатами оптималь­

ных узлов квадратурной формулы. В то же время значения оптимальных коэффици­

ентов будем вычислять как лебеговы меры подмножеств Q ,..., Qn , на которые 

разбивается множество Q .

Напомним (см. п. 2.1.3), что оптимальное решение задачи А2 достигается при 

каждом фиксированном г e Q N г = (г ,..., tn ) на вектор-функции Х(х) = 

=(X * (х),..., X * (х),..., X ̂  (х)), i-я компонента которой имеет вид:

|1, если c(х, Г ) = minc(x, г*),тогда x eQ*,
Л ( х) = <J t (4.2.4)

[ü в остальных случаях , тогда х gQ*;

и векторе Г  = (г*,..., г*) , являющегося оптимальным решением задачи

G(r) = f  min c(x, г.)ёх ^ min, г = (г,,..., 7 „ )e Q . (4.2.5)
J i =1 ,2 ,..., N  v  1 7
Q

Как уже отмечалось в разделе 4.1, оптимальное решение задачи А2, опреде­

ляемое для каждого фиксированного ги = (г ,..., гк) e Q  по формулам (4.2.4) 

вектор-функцией Л (x) = (^* (x),..., ЛЛ (x)), оказывается разбиением Вороного. В
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рассматриваемом случае, когда c - квазиметрика, подмножества Ц  (TN), обра­

зующие разбиение Вороного, и их лебеговы меры /(Q,. (tn)) определяются, вооб­

ще говоря, неоднозначно.

В работе [87] доказано, что квадратурная формула вида (4.2.1) с коэффициен-

def

тами р * ( т * ) =  /і(Ц(tn)), і =  1,..., N, оптимальна на классе Fc среди квадра­

турных формул с фиксированными узлами т ,..., tn , а гарантированный ею ре­

зультат равен f min c(x, т )dx (максимальная погрешность
J i=1, 2,..., N 
Q

sup f f (x)dx- ]Tp,*(TN) f (т ) ).
f  eFc Q ,=1

Кроме того, решение задачи отыскания оптимальных узлов квадратурной 

формулы сводится к отысканию в области Q таких точек т*,..., t*n , что

f min c(x, T)dx = min f min c(x, T)dx,
J /=1,..., = ' TNeQn j 1=1,..., = V ’ "  ’
Q Q

и наилучший на классе Fc во множестве всех квадратурных формул результат:

def

m , =  inf f min c(x, т )dx. (4.2.6)
=  t n e Q *  f і=1,..., n  

Q

Сравнивая формулы (4.2.5) и (4.2.6), приходим к выводу, что, с одной стороны, 

(р * , т* ) - это вектор оптимальных коэффициентов и оптимальных узлов квадра­

турной формулы (4.2.1), задающий наилучшую гарантированную точность mN, с 

другой стороны, пара (Л (•), т* ) - задает оптимальное разбиение множества Q на 

подмножества Q j,..., QN с оптимальными координатами центров подмножеств 

Т,..., tn и оптимальным значением функционала G(t* ), равным mN .

Отсюда следует, что решая оптимизационную задачу А2 оптимального раз­

биения множества Q на подмножества Q j ,..., Qw с отысканием координат цен­

тров этих подмножеств т*,..., Т , можно найти значения координат оптимальных

узлов т*,..., Т  и значения оптимальных коэффициентов

*  def ^
р*(т*) = /(Q *(tn )), і = 1,..., N , квадратурной формулы (4.2.1).
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4.2.2. Алгоритм отыскания узлов оптимальной квадратурной формулы

Для отыскания координат оптимальных узлов т1 тм квадратурной фор­

мулы (4.2.1) воспользуемся алгоритмом 2.1 решения задачи А (см. п.2.1.1) с учё­

том того, что задача А2 (см. п. 2.1.3) является частным случаем задачи А.

Определим і-ю компоненту Ж-мерного вектора обобщенного градиента

ёо(т) = (ёО(т),..., ё 0 (т)) функции О(т) в точке т = (т,..., тм) следую­

щим образом:

Здесь gтĉ (х, г) - /-я компонента Ж-мерного вектора обобщенного градиента 

gГ (х, г) функции с(х, г.) в точке г = ( г г  ,—, Г ) , где 

Г = (Г'1'1,. ., Г(к)) при фиксированном х имеет вид:

Сформулируем алгоритм 4.1 отыскания координат узлов оптимальной квадра­

турной формулы (4.2.1).

Алгоритм 4.1

Область О  заключаем в п-мерный параллелепипед П, стороны которого па­

раллельны осям декартовой системы координат, полагаем р ( х) = 0 для х еП  \ О . 

Параллелепипед П покрываем прямоугольной сеткой и задаём начальное прибли­

жение т = т(0). Вычисляем значения А(0° (х) в узлах сетки по формулам (4.2.4) при 

т = т(0), значения ёс (т) - по формуле (4.2.7) при Я(х) = Л(0) (х ), т = т(0) , вы­

бираем начальный пробный шаг г-алгоритма й0 > 0 , и находим:

Рп - оператор проектирования на П.

Переходим ко второму шагу.

Пусть в результате вычислений после к, к = 1, 2,.., шагов алгоритма получены

ёо (т) = |ётс‘ (х,тЦ (х)<*, і = 1,..., N. (4.2.7)
О
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о п р е д е л ё н н ы е  з н а ч е н и я  Г  1 ,  Л  _1(х) в  у з л а х  с е т к и .  О п и ш е м  ( к + 1 ) - й  ш а г .

1 . В ы ч и с л я е м  з н а ч е н и я  Л ( х )  в  у з л а х  с е т к и  п о  ф о р м у л а м  ( 4 . 2 . 4 )  п р и  г = г к .

2 .  Н а х о д и м  з н а ч е н и я  ^  ( г )  п о  ф о р м у л а м  ( 4 . 2 . 7 )  п р и  Л(х ) =  Л  (х ) ,  г  =  г к .

3 .  П р о в о д и м  ( к + 1 ) - й  ш а г  г - а л г о р и т м а  в  Н - ф о р м е  [ 1 0 1 ] ,  и т е р а ц и о н н а я  ф о р м у л а  

к о т о р о г о  и м е е т  в и д :

н е  в ы п о л н я ю т с я ,  п е р е х о д и м  к  ( к + 2 ) - м у  ш а г у  а л г о р и т м а ,  в  п р о т и в н о м  с л у ч а е  -  п е р е ­

х о д  к  п .  5 .

5 .  П о л а г а е м  Л  ( х )  =  Л ! ( х ) ,  г , = г 1 ,  г д е  I  -  н о м е р  и т е р а ц и и ,  н а  к о т о р о й  в ы ­

п о л н и л о с ь  у с л о в и е  ( 4 . 2 . 8 ) .

6 .  В ы ч и с л я е м  о п т и м а л ь н о е  з н а ч е н и е  ц е л е в о й  ф у н к ц и и  п о  ф о р м у л е

А л г о р и т м  4 . 1  о п и с а н .

4 . 2 . 3 .  А л г о р и т м ы  о т ы с к а н и я  к о э ф ф и ц и е н т о в  о п т и м а л ь н о й  к в а д р а т у р н о й  

ф о р м у л ы

В  р е з у л ь т а т е  р а б о т ы  а л г о р и т м а  4 . 1  н а р я д у  с  к о о р д и н а т а м и  о п т и м а л ь н ы х  у з л о в  

т*,..., т*„ к в а д р а т у р н о й  ф о р м у л ы  и  з н а ч е н и е м  н а и л у ч ш е й  г а р а н т и р о в а н н о й  т о ч н о ­

с т и  т м , р а в н ы м  0 ( ^ )  и з  ( 4 . 2 . 5 ) ,  б у д е т  т а к ж е  н а й д е н о  о п т и м а л ь н о е  р а з б и е н и е  

м н о ж е с т в а  О  н а  п о д м н о ж е с т в а  О * , . . . , О * .  в  в и д е  х а р а к т е р и с т и ч е с к о й  в е к т о р -  

ф у н к ц и и  Л ( х )  =  (Л *(х),..., Лы( х ) ) . З н а ч е н и я  о п т и м а л ь н ы х  к о э ф ф и ц и е н т о в  

р , Т ), і = 1,...,N, к в а д р а т у р н о й  ф о р м у л ы  ( 4 . 2 . 1 )  р а в н ы  м е р а м  с о о т в е т с т в у ю щ и х  

п о д м н о ж е с т в  О ; , . . . ,  О ^ , о п р е д е л я е м ы х  а л г о р и т м о м  4 . 1 .

О п и ш е м  с х е м у  а л г о р и т м а  4 . 2  в ы ч и с л е н и я  о п т и м а л ь н ы х  к о э ф ф и ц и е н т о в  

р*(т,Т), і  =  1,2,...,N ,  к а к  м е р  ^(О*(т7У) д л я  с л у ч а я ,  к о г д а  з а р а н е е  н е и з в е с т н а  

г е о м е т р и ч е с к а я  ф о р м а  г р а н и ц  м е ж д у  п о д м н о ж е с т в а м и  О *  и  О * . С ч и т а е м  п р и  э т о м

(
Н + ; ё о  (тк )гк _ Н к+^ о ^ 7

V(Нк+1 ёо (тк ), ёо (тк )) J

|| т к -  т к+1 || <  Є , £ > 0 ,

V

4 .  Е с л и  у с л о в и я

( 4 . 2 . 8 )

О
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найденными алгоритмом 4.2 значения оптимальных узлов Т  = (г1,...,гЛ,) квадра­

турной формулы, а также оптимальное разбиение множества О на подмножества

О *,..., О ^ , представленное в виде характеристической вектор-функции Л  (•). 

Алгоритм 4.2 опишем для случая О с  £ я.

Алгоритм 4.2
Ш аг 1. Множество О  с  £ я покрываем сеткой, составленной из и-мерных па­

раллелепипедов. С этой целью зададим набор чисел М 1, М 2,..., М п , каждое из 

которых характеризует количество точек разбиения по каждой из сторон «-мерного 
параллелепипеда. Находим узлы сетки

X  = а  + ( і— —1) • У , (4.2.9)

ь  — а  — :—  —
где У  = ------:----- шаг сетки, і } = 1,М } — 1, /  = 1 п  , X  є О .

М — 7 і

Ш аг 2. В каждом узле сетки, построенной на шаге 1, X  п = (х®,..., х(п)) ,

і1 = 1, М 1 —1,..., і и = 1, М п —1, вычисляем значения характеристической функ­
ции по следующей формуле:

І1, если с(х , п, тТ) = т іп  с(х1 ., Т ),
Л*( X,! ,.п ) = ]  І ,.,І П п=1,...,п і ,.,і 1

." [0 в остальных случаях.

Ш аг 3. Зададим вектор Б = (^,. ., Бы) = 9 , содержащий информацию о ме-
5̂(1) >(е(п)

рах полученных оптимальных подмножеств 0 1 ,..., Ом . Здесь хранит ин­

формацию о мере подмножества О* с центром в точке т *.

Ш аг 4. Рассмотрим для V і  — 1,— —— 1, — = 1,..., п  параллелепипед

[ $ ,  х1+1)1] х [х2, х(;+1)2]х ...х[х; , х(і+1)»] . (4.2.10)

Все вершинні параллелепипеда (4.2.10) обозначим как А  ̂ , 

к 1 = і1 V (і + 1)1,..., к п = і  (-+) п . Для всех полученных 2 п вершин найдем 

значения характеристической функции Л(-) по формулам из шага 2.

4.1. Если все 2 п значений характеристической функции Л (- )  совпадают и 

равны некоторому числу р, то параллелепипед (4.2.10) целиком принадлежит мно­
жеству О . Найдём меру этого параллелепипеда и увеличим і-ю компоненту век­
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т о р а  S  н а  э т у  в е л и ч и н у :  5  ^  5  +  V і ,2 п .

4 . 2 .  Е с л и  ж е  с р е д и  2 п з н а ч е н и й  х а р а к т е р и с т и ч е с к о й  ф у н к ц и и  е с т ь  р а з л и ч н ы е ,

т о :

-  н а х о д и м  к о л и ч е с т в о  Q  о п т и м а л ь н ы х  п о д м н о ж е с т в ,  к о т о р ы е  ч а с т и ч н о  

н а х о д я т с я  в  д а н н о м  п а р а л л е л е п и п е д е  ( 4 . 2 . 1 0 ) ;

-  н а х о д и м  о п т и м а л ь н ы е  г р а н и ц ы  и  т о ч к у  п е р е с е ч е н и я  в с е х  п о д м н о ж е с т в ,  

к о т о р ы е  в х о д я т  в  ( 4 . 2 . 1 0 ) ;

-  и м е я  и н ф о р м а ц и ю  о  в с е х  г р а н я х  и  в е р ш и н а х  ч а с т е й  о п т и м а л ь н ы х  м н о ­

ж е с т в ,  н а х о д и м  м е р ы  э т и х  с л о ж н ы х  ф и г у р  и  о т н о с и м  и х  к  с о о т в е т с т в у ю щ и м  к о м п о ­

н е н т а м  в е к т о р а  5  =  ( 5 , . . . ,  ) :  5  ^ 5  +  V ,  і  =  \<3 .

Ш а г  5 .  Е с л и  в с е  п а р а л л е л е п и п е д ы  и з  п р о с т р а н с т в а  О  р а с с м о т р е н ы ,  т о  п о л у ­

ч и м  в е к т о р  5  =  ( 5 ,  . . ,  ) ,  с о д е р ж а щ и й  з н а ч е н и я  м е р  о п т и м а л ь н ы х  п о д м н о ­

ж е с т в ,  и  а л г о р и т м  з а в е р ш а е т  с в о ю  р а б о т у .  И н а ч е  _  п е р е х о д  н а  ш а г  4 .

А л г о р и т м  4 . 2  о п и с а н .

О п и с а н н ы й  а л г о р и т м  4 . 2  к о н к р е т и з и р у е м  д л я  с л у ч а я  О с Е 2 .

А л г о р и т м  4 . 3

Ш а г  1 .  О б л а с т ь  О с  Е 2 з а к л ю ч а е м  в  п р я м о у г о л ь н и к  

( х а  <  х  <  х ,  у  <  У  <  У  }  и  п о к р ы в а е м  е г о  с е т к о й .  З а д а е м  з н а ч е н и я  М 1, М 2 _  

ч и с л о  у з л о в  с е т к и  п о  о с и  а б с ц и с с  и  о р д и н а т ,  с о о т в е т с т в е н н о ,  т а к  ч т о

а б с ц и с с  и  о р д и н а т  с о о т в е т с т в е н н о .

З н а ч е н и я  М 1 , М 2 д о л ж н ы  б ы т ь  с о г л а с о в а н ы  с  з а д а в а е м о й  т о ч н о с т ь ю  п р и ­

б л и ж е н н ы х  в ы ч и с л е н и й .

Ш а г  2 .  В  к а ж д о м  у з л е  с е т к и  ( х 1 , у  ) ,  /' =  1 ,  М 1 - 1 ,  у  =  1 , М 2 - 1 ,  п о л у ­

ч е н н о м  п о  ф о р м у л а м  ( 4 . 2 . 1 1 ) ,  в ы ч и с л и м  з н а ч е н и я  х а р а к т е р и с т и ч е с к о й  ф у н к ц и и  п о  

ф о р м у л е

х ,. =  х  +  ( і _ 1 ) Н  ,  у  =  у ,  +  ( У  _ 1 ) й 2 , ( 4 . 2 . 1 1 )( 4 . 2 . 1 1 )

М 1 м -

у  _  у  ---------;—  ---------п—
— — ^ , і  =  1 , М  _ 1 ,  у  =  1 , М  _ 1  _  ш а г  с е т к и  п о  о с я м
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Шаг 3. Зададим вектор 5 = (5 ,..., 5#) мер подмножеств О 1;..., Од, в виде 

5 = (.V,. S 2.... .V,) = (0,..., 0),где .V. мера подмножества О* сцентром т*.
N

Шаг 4. Рассмотрим для V і  = 1,М — —1, — = 1,..., п прямоугольник

[ х і ,  х і+ і ] х [ У —,  У —+1 ] . (4.2.12)

Обозначим вершины прямоугольника (4.2.12): А  =  ( х ,  У  і  ) , А  =  ( х ,  У + і ) , 

А  =  ( х + і   ̂ У +1) , А  =  ( х + і ,  У ] ) . Для полученных вершин найдем значения ха­

рактеристической функции Л(-) по формулам из шага 2.

4.1. Если равенство Л(А) = Л (А ) = Л(А3) = Л(А4) = р  выполняется, 

то прямоугольник (4.2.12) целиком принадлежит множеству О  . Находим меру 

этого прямоугольника (равную к1 • к 2) и полагаем 5  ^  5  +  к 1 • к 2 . Если же равен­

ство не выполняется — на шаг 4.2.

4.2. Находим число 0  оптимальных подмножеств, которые частично находят­

ся в прямоугольнике (4.2.12). Для этого находим число отличных друг от друга зна­

чений Л(А); оптимальные границы и точку пересечения всех подмножеств, кото­

рые входят в состав рассматриваемого прямоугольника (4.2.12), находим с помощью 

следующей процедуры.

4.2.1. Пусть прямоугольник (4.2.12) содержит части лишь двух разных 

оптимальных подмножеств. Тогда рассматриваем случаи:

Все другие возможные случаи сводятся к этим двум принципиально разным 

случаям путем поворота рассматриваемого прямоугольника. В первом случае часть 

одного множества имеет вид треугольника, а во втором - четырехугольника Другое 

множество представлено пятиугольником и четырехугольником соответственно.

Для нахождения мер этих фигур необходима информация об их вершинах. Ее 

можно получить с помощью известной уже информации о координатах вершин 

прямоугольника А ,..., А .

Зададим функцию / (х, к, т) = с(х, тк) -с(х, т*), где к и м  - номера

254



подмножеств, которые частично принадлежат прямоугольнику (4.2.12). Очевидно, 

что в точках, принадлежащих границе между оптимальными множествами О* и 

О *, имеет место следующее равенство: с(х, т*) = с(х, т*) ^  / (х, к, т )  = 0. 

Итак, отыскивать координаты вершин оптимальных подмножеств О* и , кото­

рые частично принадлежат прямоугольнику (4.2.12), будем следующим образом:
-  выбираем сторону прямоугольника (4.2.12), на концах которой характеристи­

ческая функция Л (Л 1) имеет разные значения, т. е. сторону, концы которой принад­

лежат разным оптимальным подмножествам. Обозначим эти точки через х  и х2;

-  зададим параметр е  ;

х  + х
-  делим выбранную сторону пополам: 1 2 и проверяем условие

х  + х
/  (х , к , т )  х / (  1 2 , к, т )  < 0 . Если это условие выполняется, то поиск про-

должаем на отрезке , иначе -  на отрезке

-  процесс продолжаем до тех пор, пока не выполниться любое из трех условий: 

/ (х , к , ш) = 0 или / (х2, к, т )  = 0 или ||х _ х2||<£ .

Таким образом, найдя все точки пересечения оптимальных границ со сторона­
ми рассматриваемого прямоугольника (4.2.12), находим площади соответствующих 
частей, увеличиваем соответствующие компоненты вектора 5 = (5 ,..., ^ ) на 

полученную величину.
4.2.2. Пусть прямоугольник (4.2.12) включает в себя части трех или четы­

рех оптимальных подмножеств вида:

Здесь необходима информация не только о координатах точек пересечения оп­
тимальных границ со сторонами рассматриваемого прямоугольника, но и о коорди­
натах точки пересечения между оптимальными подмножествами, которые частично 
принадлежат прямоугольнику (4.2.12). Для определения точки пересечения опти-
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мальных подмножеств, частично принадлежащих прямоугольнику (4.2.12), предла­
гается такая процедура. Произвольным образом выбираем сторону прямоугольника 
(4.2.12), содержащую точку пересечения с оптимальной границей некоторого под­

множества О*, частично принадлежащего прямоугольнику (4.2.12); произвольно 

выбираем вершину этой стороны; соединяем ее с серединой противоположной сто­
роны, до тех пор, пока не будет достигнуто пересечение с оптимальной границей: т. 
е. значения функции Л(-) в рассматриваемых точках — разные.

Таким образом, для оптимальной границы некоторого подмножества, частично 
принадлежащего прямоугольнику (4.2.12), получены две пары координат точек, ко­
торые ей принадлежат. Повторяем описанный процесс для определения хотя бы еще 
одной пары таких точек. После вычисления пар точек, принадлежащих оптималь­
ным границам подмножеств, частично принадлежащих прямоугольнику (4.2.12), 
определяем координаты точки пересечения оптимальных границ между этими под­
множествами. Находим все площади частей оптимальных подмножеств, которые 
размещаются в прямоугольнике (4.2.12), и увеличиваем соответствующие компо­
ненты вектора 5  = (5 ,. ., ) на полученные значения мер подмножеств.

Шаг 5. Перебрав все прямоугольники множества О , получаем вектор 
5  = (5 , . ., ) ,  который содержит значения мер оптимальных подмножеств

О1,..., Од,. Иначе — переходим на шаг 4.

Алгоритм 4.3 описан.
Исследование эффективности алгоритмов отыскания узлов и коэффициентов 

оптимальной квадратурной формулы для классов функций, определенных на О из 
£ и, п = 1, 2, 3, заданных квазиметриками (4.1.2) -  (4.1.4), приведено в работе [42]. 

Там же дано сравнение результатов работы алгоритмов 4.1 -  4.3 с уже известными 
аналитическими решениями, т. е. когда задача построения оптимальных квадратур 
сводится к задаче оптимального покрытия [87]. Подтверждена достоверность алго­
ритмов 4.1 -  4.3 и их высокая эффективность.

Алгоритмы 4.1 -  4.3 также достаточно эффективно работают и для случаев, ко­
гда задача построения оптимальных квадратур не сводится к задаче оптимального 
покрытия, а решается задача оптимального разбиения, где центры подмножеств раз­
биения являются узлами квадратурной формулы. Значения гарантированной точно­
сти т  зависят от числа N  разбиений множества О на подмножества. При его уве­

личении значение наилучшей величины т  уменьшается.
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4.3. Поиск глобального минимума недифференцируемой функции 

с помощью метода оптимального разбиения множеств

С ф о р м у л и р у е м  з а д а ч у  г л о б а л ь н о й  о п т и м и з а ц и и ,  с л е д у я  [ 8 3 ] .

П у с т ь  / ( х )  -  д е й с т в и т е л ь н а я ,  м н о г о э к с т р е м а л ь н а я ,  н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц и я ,

о п р е д е л е н н а я  в  о б л а с т и  О и з  « - м е р н о г о  е в к л и д о в а  п р о с т р а н с т в а  Е п , ч и с л о  л о к а л ь ­

н ы х  м и н и м у м о в  к о т о р о й  к о н е ч н о  и  н е  п р е в о с х о д и т  N.
Р а с с м о т р и м  з а д а ч у  о т ы с к а н и я  т о ч к и  х *  е О  ( п р е д п о л а г а е т с я ,  ч т о  т а к а я  т о ч к а  

с у щ е с т в у е т ) ,  в  к о т о р о й  ф у н к ц и я  /  ( х )  д о с т и г а е т  м и н и м а л ь н о г о  з н а ч е н и я  н а  м н о ж е ­

с т в е  О с Е ,  т . е . :

/ ( х * )  =  ш т  / ( х ) . ( 4 . 3 . 1 )
хеО

Е с л и  в  о б л а с т и  О с у щ е с т в у е т  е д и н с т в е н н а я  т о ч к а  х *  ,  в  н е к о т о р о й  о к р е с т н о ­

с т и  и  ( х  )  к о т о р о й  с п р а в е д л и в о  н е р а в е н с т в о

/ ( х * )  <  / ( х ) ,  х е П п и ( х * ) ,  

т о  ф у н к ц и ю  / ( х )  н а з ы в а ю т  одноэкстремальной или унимодальной.
В  с л у ч а е ,  к о г д а  в  о б л а с т и  о п р е д е л е н и я  О с у щ е с т в у е т  н е с к о л ь к о  т о ч е к  

т ),  1  <  г <  N ,  к а ж д а я  и з  к о т о р ы х  и м е е т  с в о ю  о к р е с т н о с т ь  и  (т * ) ,  т а к у ю ,  ч т о

/ ( Т )  ^ С х ) ,  * е О п и ) * ) ,  ( 4 3 . 2 )

ф у н к ц и ю  / ( х )  н а з ы в а ю т  многоэкстремальной.
П р и  э т о м  т о ч к и  и з  ( 4 . 3 . 2 )  н а з ы в а ю т  точками локальнък минимумов, а  т о ч к у  т *

-  точкой глобального минимума.
П у с т ь  в  н е к о т о р о й  п о д о б л а с т и  О (, 1 < г < N ,  о б л а с т и  О ф у н к ц и я  /  ( х )  

у н и м о д а л ь н а  ( т о ч к у  л о к а л ь н о г о  м и н и м у м а  ф у н к ц и и  /  ( х )  в  п о д о б л а с т и  Ц  о б о з н а -

N

ч и м  т *) ,  и  п у с т ь  У ц  =  □ .

/=1

Т о г д а ,  п р и м е н я я  т а к  н а з ы в а е м ы е  м е т о д ы  л о к а л ь н о г о  с п у с к а ,  д л я  л ю б о й  н а ­

ч а л ь н о й  т о ч к и  т °  е О  м о ж н о  н а й т и  с о о т в е т с т в у ю щ у ю  т о ч к у  л о к а л ь н о г о  м и н и м у ­

м а  т* е О . В  с в я з и  с  э т и м  г о в о р я т ,  ч т о  п о д о б л а с т ь  Ц  я в л я е т с я  областью притяже­
ния локального минимума т *. ( Д р у г и м и  с л о в а м и ,  областью притяжения локально­
го минимума н а з ы в а ю т  о б л а с т ь ,  н а ч и н а я  и з  л ю б о й  т о ч к и  к о т о р о й  н а и с к о р е й ш и й
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спуск приводит в этот локальный минимум.)

Таким образом, задачу глобальной оптимизации (4.3.1) можно считать решен­

ной, если известно разбиение области определения О  на области притяжения Ц 

локальных минимумов т *, 1 < і < N  .

Однако, как известно, оценка разбиения области определения О  на области 

притяжения 0 , 1 < і < N , представляет собой сложную задачу.

Кроме того, в общем случае получение оценки для числа N областей притяже­

ния является затруднительным.

Таким образом, разработка моделей (целевых функций) и методов, в которые 

были бы включены количество локальных минимумов и характеристики их облас­

тей притяжения, остается проблемой.

Рассматриваемый в данном разделе подход для решения задач глобальной оп­

тимизации, основанный на применении теории оптимального разбиения множеств, 

преодолевает некоторые из названных трудностей.

С помощью методов оптимального разбиения множеств удается не только на­

ходить все области притяжения локальных минимумов, но одновременно с областя­

ми притяжения отыскивать и координаты всех локальных минимумов, а затем из 

них выбирать глобальный. Кроме того, если заранее неизвестно фактическое число 

локальных минимумов, для реализации алгоритма достаточно задать ожидаемое 

число локальных минимумов. В процессе реализации алгоритма уточняется факти­

ческое число локальных минимумов.

При этом класс функций, минимизируемых рассматриваемым методом, доста­

точно широк. Это класс недифференцируемых функций, допускающих применение 

локального метода негладкой оптимизации - г-алгоритма Шора, т. е. класс почти 

дифференцируемых функций.

Итак, в основе предлагаемого подхода к решению задачи глобальной оптими­

зации многоэкстремальной недифференцируемой функции, имеющей не более N 

локальных минимумов, лежит следующая идея. От задачи поиска точки глобального 

минимума функции /  (х) на О  осуществляется переход к задаче отыскания опти­

мального разбиения допустимой области О  на N зон притяжения О *,..., О^ ло­

кальных минимумов т*,..., т  с одновременным отысканием координат центров 

этих зон, совпадающих с соответствующими точками локальных минимумов ис­

ходной функции й(х) на О  .

В качестве критерия оптимальности разбиения области О  на зоны притяже­
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ния локальных минимумов выбирается минимум ошибки, допускаемой при отнесе­

нии точки х из зоны притяжения одного локального минимума к зоне притяжения 

другого.

Составной частью предлагаемого подхода является один из вариантов г- 

алгоритма Шора [103]. Он используется для решения задачи конечномерной недиф­

ференцируемой оптимизации, состоящей в отыскании координат локальных мини­

мумов целевой функции.

4.3.1. Сведение задачи глобальной оптимизации к задаче оптимального 

разбиения множеств

Рассмотрим задачу отыскания точки х *  =  ( х * (1 ) , . . . ,  х * ( п ) ) , в которой функция 

/ (х) достигает минимального значения на О с  Еп, т. е.

/  (х*) = тіл/" (х), (4.3.3)хеО
где / (х) — недифференцируемая функция на О с  Еи.

В качестве недифференцируемых функций /  (х) возьмем, следуя [25, 72, 103, 

117], класс почти-дифференцируемых функций на О  с  Еп.

Под почти-дифференцируемой функцией в [72, 103, 117] понимается непре­

рывная функция /с), определенная на Еи, если она локально-липшицева, [25], и 

непрерывно-дифференцируема на множестве, где градиент существует, (см. также п.

1.3.3 главы 1 ).

Пусть в некоторой подобласти О (, г = 1, 2,..., N , области О  , функция /  (х) 

унимодальна (точку локального минимума функции /  (х) на О  обозначим т *), и

N

у ц  =□ , /иау(О/ПЦ0=0, іФ к , і,к = /  = 1,2,...,М. (4.3.4)
І= 1

Сведем задачу (4.3.3) поиска глобального минимума функции / (х) на О  к 

задаче А2 (см. п. 2.1.3) оптимального разбиения множеств. Для этого необходимо 

выполнение следующих требований: а) оптимальное разбиение О *,..., О^ множе­

ства О  задачи А2 должно быть разбиением области определения О  функции 

/  (х) на зоны притяжения ее локальных минимумов; б) оптимальные координа­

ты центров т ,..., т  подмножеств О 1,..., Од,, соответственно, должны совпадать с 

координатами локальных минимумов функции /  (х) на О  .
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Для одновременного выполнения обоих описанных выше требований целью в 

задаче А2 (см. п. 2.1.3) должна быть минимизация функционала суммарных потерь 

от неправильного разбиения области О  на зоны притяжения 0 1,..., Ом и непра­

вильного отыскания локальных минимумов тх,..., тм в каждой из этих зон, т. е. 

функционала

N г
2  I с(х, т. )dx,
і=1 ^

где функция с(х, т ), і = 1, 2,..., N , должна являться штрафом за ошибку, допус­

каемую при отнесении точки х из области притяжения одного локального миниму­

ма к области притяжения другого.

Рассмотрим функцию штрафа с( х, т ) в следующем виде:

с(х, т ) = Д т  ) + 5 -2 ф (и). (4.3.5)

где £  - достаточно большое положительное число; к - натуральное число, харак­

теризующее число делений отрезка [г,т ];

10, и < 0

ФУ (и) =11 Ау 1, и > 0
и = Л  х + Т— - У _ Л х  + Т— \ у _)).

к к

Как видно из рис. 4.16, если точка х находится в области притяжения г -го 

локального минимума, то фj (и) = 0 .

Рис. 4.16. График минимизируемой функции Л (х)
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Если точка x принадлежит зоне притяжения (i +1) -го локального минимума, 

а ее отнесли к зоне притяжения i -го локального минимума, то и > 0 и ф] (и) = 1. И

чем дальше точка x отстоит от точки т (при неправильном отнесении), тем значе-

к
ние штрафа 2ф  (и) больше.

i= i

На рис. 4.17 представлено разбиение области Q на зоны притяжения 

Q0_!, Q0, Q0+1 , определяемое заданным начальным приближением для координат 

локальных минимумов т0̂  = 0,2, т° =0,6, т°+1 =0,65 функции, изображенной на 

рис. 4.16., а также функции штрафа c(x, r“_j), c(x, т°) и c(x, т°+1) .

( 300 

267  

2 3 4  

201 

163 

135 

102 

69 

36 

3

1 " 30 0 0.03 0 1 0.15 0.2 0.25 0 3 0 35 0.4 0.45 0 5 0 55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.S 0.S5 0.9 0.95 1 

С '  J" ' y  V1

Qï-1 QÎ Qi+1

Рис. 4.17. Вид штрафных функций минимизируемой функции f  ( x) на 

начальном решении при N„K„, = 3

Заметим, что на рис. 4.17 сплошной линией изображен график функции 

c(x,z*+1) ; пунктирной линией - c(x,r*_j) ; штрихпунктирной линией - c(x,z*).

Характерной особенностью этого примера является унимодальность каждой 

из функций c(x, r“_j), c(x, т.) и c(x, т°+1) в точках соответствующих зон при­

тяжения Q0 , Q0 , Q0 .
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На рис. 4.18 (для этой же функции из рис. 4.16) изображено оптимальное раз­

биение области О  на зоны притяжения П°_15 Ц0, Ц +1 локальных минимумов

7,°_15 т0, т°+1. Как видно, функция с(х, т*) такова, что в точках зоны соответст­

вующего локального минимума т* =0.5 ее значение совпадает со значением функ­

ции в точке х =0.5, а вне этой зоны значение функции с(х, т*) резко возрастает 

(скорость возрастания определяется значениями параметра £  из (4.3.5)). То же самое 

касается и функций с(х, т*_х), с(х, т*+1) .

300 

278

2 56 

234  

212 

190 

168 

146 

124 

102 

80 

58 

36 

14 

-8

::С1 0 0.063 0.13 0.19 0.25 0.31 0.33 0.44 0.5 0.56 0.63 0.69 0.75 0.31 0.33 0.94 1 '

О , * “Т  1
£ 3 ,-1  О ,  £ 3 , + 1

Рис. 4.18. Вид штрафных функций минимизируемой функции / д (х) на 

оптимальном решении при Nфакг=3

При изображении вида штрафных функций минимизируемой функции / д (х) 

на оптимальном решении на рис. 4.18 использовались следующие обозначения: 

сплошной линией изображена функция с( х, т*+1); пунктирной линией - с( х, т*ч); 

штрихпунктирной линией - с(х,т*) .

Таким образом, от задачи (4.3.3) можно перейти к задаче отыскания координат 

локальных минимумов и их областей притяжения. Последняя, в свою очередь, сво­

дится к задаче оптимального разбиения множества О  на подмножества Ц ,..., 

с отысканием координат центров тх,..., тм этих подмножеств:
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mm
({Ц,-, n w}.

N  rin Z c(x, t, )dx
} ,{ r i , . . . ,T N  } )  i  =  1 J

при условиях

0Q ,. = n ,

(4.3.6)

(4.3.7)

(4.3.8)/иау(О/ПЦ() = 0, /#; / , Н 2 , . „ Д ; Ч 2 , . . . Д  

где функции штрафа с(х, т ) имеют вид (4.3.5).

Согласно п.2.1.3 главы 2, оптимальное решение задачи (4.3.6) -  (4.3.8) дости­

гается при каждом фиксированном т е 0 м на вектор-функции 

Л *(х) = (Л* (х),..., Л* (х),..., Л* (х ) ) , /-я компонента которой имеет вид

|1, если c(x, т*) = min c(x, Т ), тогда x e ü * , 
X* (x) = ■] * <..., N

l0 в остальных случаях, тогда x gü*;
(4.3.9)

а в качестве вектора т = (т*,..., т * ), входящего в формулу (4.3.9), следует выби­

рать оптимальное решение следующей задачи:

G(t) = f  min c(x, T.)dx ^  min, t  = (t,,..., T ,,)eQ N. (4.3.10)
Ji=1,2,..., N  v  1 '

4.3.2. Алгоритмы решения задачи глобальной оптимизации, сведенной к 

задаче оптимального разбиения

Для описания алгоритма решения задачи глобальной оптимизации (4.3.3), све­
денной к задаче оптимального разбиения (4.3.6)-(4.3.8), основанного на алгоритме 
2.1 (см.п.2.1.1), перепишем функцию с(х, т ) в более удобном для дальнейшего 

виде, учитывая, что х, т  из (4.3.6)-(4.3.8) -  это точки «-мерного евклидова про­

странства, т. е. х = (х(1),..., х(и)), т  = (т-1),..., т}и)) :

c( x'
.(1) t(n), т(1) ..., т}и)) = f T f ,..., т(п)) +(1) Мл

+ S  • Z max <
j =1

0, f  (x(1) +
_ (1 )  _  v (1) T(n) _  (n)

T —  j,..., x(n) + T x

- f  (x(1) +
r (1) -  x (1)

- ( j  -1),..., x(n) +

к

T n) -  x1

j ) -

- ( j  - 1 ) )

(4.3.11)

i= 1

ü

к
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Для решения задачи (4.3.6) - (4.3.8), (4.3.11) с помощью методов ОРМ, оста­

лось конкретизировать обобщенный градиент (г) из (2.1.6) функции О(т) из 

(4.3.10) в точке

т = (т() ,..., т((n) . J1) J  р ) Tn);...; t(N\..., тNn)) (при p(x) = 1 Ухe Q ).г®‘‘N
Jn)
l'N

Напомним, что для выпуклой функции обобщенный градиент совпадает с суб­

градиентом, в противном случае, в качестве обобщенного градиента выступает поч- 

ти-градиент [72, 103]. В точке, где / ( х) дифференцируема, почти-градиент совпа­

дает с градиентом. Для кусочно-гладких функций почти-градиент совпадает с гради­

ентом к одному из примыкающих к данной точке кусков [72].

Таким образом, в большинстве случаев при решении практических задач вы­

числение обобщенных градиентов не вызывает особых трудностей.

г-я компонента вектора обобщенного градиента

gG(г) = ̂  (г),-, (г),-, gGN (г)) функции

Jn ) . г® Л Р) Jn ). J1) т ( n ) )  =  TN )

в точке т

G t?\

= f min c(x(l\..., x(n);T(l\..., T{tiy)d:x('X'>,...,dx(n)
J i=1,..., N Q

= T ,... ) определяется следующим образом:

gTG (т) = gG (^N ^.. TNN0  =

= f gl‘(x(1\.., x(n);4\..., Т ^ ф ® , . . . ,  x(n))dx(l),..,dx(n)

(4.3.12)

(4.3.13)

где gГ (х, г) - г-я компонента МТ-мерного вектора обобщенного градиента gc (х, г) 

функции с(х, г;.) в точке г = г ,.. . ,  ,..., тк) , где г = (т() ,..., г(п)) , при фик­

сированном х имеет вид:

,  x(n)T Т?\
М  . . 

..., T1 ;...;
J1) J p )  
i ,... , i ,

Jn )  
.., Ti

'  gC ;1>( x(1), . ;  x {n)T ,... T (n)) 1 T N )

=
gC( Р ) (x(1), x (n)-,T?\... т (n)), T N )

ч g ?  \  x m , . ,  x (n); T(1),... т (n))T N ) J

А1) T(n)) = Т N )

Q

N
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В свою очередь, р-я компонента gтĉF (х,г) обобщенного вектора градиента

функции с(х, г ) в точке г = (г®,..., т((П>) при фиксированном

х = (х(1),..., х(р),..., х(и>) определяется для каждых г = 1,..., N  и р  = 1,..., и по 

формулам

 ̂„(1) _(1) _(и). . ,-(1) _(р) -(«Л . -Ш т(и)'1 —(х ,..., х ,..., 41 ,..., ", ,..., ", ,..., ", ,..., ,..., ) =.( Р) (и) (1)

= g"ĵ  (г«,..., " р),..., г ^ )  +

+ £

0 ,  е с л и  / ( м (1 ) , . . . ,  и |-и ) )  -  / ( И 1-1, . . . ,  И и ) )  <  0
, ( и  ) (1) ,(и )>

к ,.(Р) - (Р) /—1
2  (м(1),..., м(р)...,и^и)) — — g \ (^(1),..., ^ . . . У ^ ) - --), (4.3.14)

—=1 /  к I  к
( р ) . . . ,  и ( и ) ; ) -

к

е с л и  / ( м (1 ) , . . . ,  м ( и ) )  — / ( ^ (1 ) , . . . ,  1/ ( и ) )  >  0 ,

г д е

и =  (и(1),..., и(р),..., и(и)) =
(и) _

-О) _ „(1) т (р) _  Л р) _(и) _ „(и) 
= (х «  + г ---- -,..., х(р) + Г ----------—  -,..., х(и) + Г -----—

V = (У т ,..., У (р),..., У (п)) =
-О) _ „(1) Л р ) _  Л р) Ли) _  Ли)

= (х® + ̂ _ ^ _  (— — 1),..., х(р) + Г  , х (— — 1),..., х(п) + Г  ' х (— — 1».
к к к

Теперь опишем общую схему алгоритма решения задачи глобальной миними­

зации (4.3.3), сведенной к задаче оптимального разбиения (4.3.6)-(4.3.8), (4.3.11).

Алгоритм 4.4 (одновременного отыскания всех локальных минимумов функ­

ции и их зон притяжения для одномерного случая)

На предварительном этапе:

- задаем значения параметров М, N К из (4.3.5), (4.3.11);

- отрезок [а, Ь] покрываем одномерной сеткой х( = а + (, — 1)НХ, , = 1, М , где

Н  — шаг сетки, Н  =
Ь — а 

М  — 1

- задаем начальные приближения г(0) = (г1(0),..., г®1)
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- вычисляем по формулам (4.3.9) в узлах сетки при г  =  г (0) значения вектор- 

функции Л(0)(х) = (Л(0)(х),..., ^0)(х )), характеризующей начальное разбиение 

отрезка [а, Ь] на зоны притяжения О0,..., О ^ локальных минимумов г(0),..., г ^ , 

(см. рис. 4.17);

- вычисляем по формулам (4.3.13), (4.3.14) значения вектора обобщенных гра­

диентов gG(г) = ̂  (г),..., gтG'(г)) при Л(х) = Л(0)(х), г = г(0), п = 1;

- выбираем начальный пробный шаг й0 > 0 для г-алгоритма Шора.

Первый шаг алгоритма проводим по формуле

Т ̂  — РТ — Г[а,Ь ]
(0) и Н )8 о  (Т 0 )

Ті0) - к
4 ( Н ) 8 а (Т0) , 8 о (Т0))  . 

где р  4] - оператор проектирования на [а, Ь].
Переходим ко второму шагу.

Пусть в результате вычислений после І (І — ), 2,...) шагов алгоритма полу­

чены определенные значения т (1) и 2 (Н)( х).

Опишем (/+1)-й шаг алгоритма.

1. Вычисляем значения Л(І)(х) в узлах сетки по формулам (4.3.9) при т — т{,>.

2. Вычисляем значения gТ (т) , і —),... N  по формулам (4.3.13), (4.3.14) при 

Х(х) — Xі1)(х) , т — т( ) .

3. Для минимизации функции 0{т) из (4.3.12) по т — (т,..., тм) є О"7 про­

водим (І +)) -й шаг г-алгоритма Шора в Н-форме [81], краткая схема которого имеет 

вид (см. алгоритм 2.3):

Т (‘+)) — р 
Т — Г  [а, Ь]

( \ 

Т (1) - кГ(1) и Н ,+) £  О (т  , )

4. Если условие

| | г()- г +1)|| <е, е>  0 , (4.3.15)

не выполняется - к (I + 2) -му шагу алгоритма, если выполняется - на п. 5.

5. Полагаем г * =  г(,), Л* (х) = Л(,)(х) , где , - номер итерации, на которой 

выполнилось условие (4.3.15).
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Таким образом, получен вектор координат локальных минимумов 

т = (г*,..., г*) и вектор-функция A"(x) = (X*(x),...,XN(x)), характеризующая

* *
разбиение отрезка [a, b] на зоны притяжения Q j,..., Q^ этих локальных мини­

мумов (см. рис. 4.18).

6. Вычисляем значения функции f  (x) в точках локальных минимумов

Т,..., rN и выбираем среди них точку глобального минимума 

x*: f  (x*) = m in{f (г*),..., f  (г*)} .

Алгоритм 4.4 описан.

Для описания алгоритма решения задачи глобальной оптимизации в случае 

двумерного пространства необходимо конкретизировать обобщенный градиент 

gG (г) из (4.3.13) (при p(x) = 1 V x e Q ) функции G(r) из (4.3.12) в точке

T-(J1) _(2). • _(1) _(2). • _(1) _(2)л
т = (Т1 , Т1 ;...; Ti , Ti ;...; TN , TN ) .

Из (4.3.13) следует, что /-я компонента 2N - мерного вектора обобщенного
(1) (2) (1) (2) 

градиента gG(г) = (gG (г),g‘  (г),...,gG" (г),goN (г)) функции

G(Ti(1) , ‘ i(2);...; r,(1), г,(2);...; г®, rN2)) =

= ff min c(x(1),x(2);t (1),T(2)}Jx(1),dr(2) (4.3.16)
** i=1,2,...,N

в точке г = (г(1),..., r f )  определяется следующим образом: 

g f (г) =

= f= =  (х<), х< }, г1<),.. .,  Г /)^ .(х<1), x(2))dr(1), dr(2), i =1,..., Ж ,(4.2.17)
Q

где gj‘ (x(1), x(2), r) - i -я компонента 2N -мерного вектора обобщенного гради­

ента gc(x(1), x(2), г) функции c(x(1), x(2), т((), r f ) ,  г = 1,..., N  , в точке 

г = (т ,...,т ,.. , т ) , где Т = (Т(1), г(2)) при фиксированном химеет вид

)(x(1), x(2);г((),..., г®) = 1  ( f , . . . ,  r f )  +
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+ S  ■<

0 ,  е с л и  f  ( u (1 ) ,  м ( 2 ) )  -  f  {vw ,  v (I>)  <  0
(1)

k  (Р) j (Р) 7 — 1

Z  (.g f  ( u (1 ) , u ™ )j-  -  g  f  ( ^ (1 ) ,  v ™ ) * - 1 ),

j =1

( 4 . 3 . 1 8 )

е с л и  f  ( u (1 ) , u ( 2 ) )  -  f  ( v m ,  v (2))  >  0 ,

г д е

(1) _  (1) (2) _  (2)

u = fV , u<2)) = (x (1) +  т--------- j,  x (2) +  т-----------j);
k k 

(1) (1) (2) (2)

V = (vmy 2)) = (x (1) +  т - ^ ^  ( j - 1 ) ,  x (2) +  т - ^ ^  ( j -1 )) .
k k

(2)

Д л я  gC  (x ( I ) , x (2), т) -  ф о р м у л ы  а н а л о г и ч н ы  ф о р м у л а м  ( 4 . 3 . 1 7 ) ,  ( 4 . 3 . 1 8 ) ,

/л  о  1 0 4  и (1) V(1) и (2) v (2)
т о л ь к о  в  ( 4 . 3 . 1 8 )  п р о и з в о д и т с я  з а м е н а  g f  , g f  н а  g f  , g f  с о о т в е т с т в е н н о .

В  э т о м  с л у ч а е  Xt (x (1 ) ,  x <2>) -  i  - я  к о м п о н е н т а  в е к т о р - ф у н к ц и и

N

A (x m ,x (2)) =  = x m ,x m ) , . . . ,A , ( =  ,  x (2)) , . . . ,  =  = \  x (2)) ) :  =  =  , x (2)) = 1 ,

i=1

0 <Aj(xm, x(2>) < 1, i = 1,...,N ,  п о  а н а л о г и и  с  ( 4 . 3 . 9 )  в ы ч и с л я е т с я  п о  ф о р м у л е

1, е с л и  c ( x (1 ) , x ( 2 ) , т (1)* , т ,(2 )* )  =

X* ( x (1 ) , x ( 2 ) )  =  < =  m i n  c (x m , x ( 2 ) , т(1*, т 2)* ) ,  т о г д а  ( x (1 ) ,  x ( 2 ) )  e  Q * ,  ( 4 . 3 . 1 9 )
k=1,..., N

0 в  о с т а л ь н ы х  с л у ч а я х  ,  т о г д а  ( x (1 ) , x ( 2 ) )  g  Q * .

Ф у н к ц и я  ш т р а ф а  c(x(1, x<2\ т( \ т(2)), i = 1,..., N ,  п р и н и м а е т с я  в  в и д е

c (x m ,  x ( 2 ) ,  т(2)) =  f  ( j f\  т 2))  +

+S  ■ Z  m a x

j=1

_ vm j .2) _ (2)
0,, f  (x (1) +  --------- j, x (2 ) +  -----------j) -

- f  (x w  +

r (1) -  x (1)
- ( j  - 1 ) ,  x (2 ) +

k

r (2 ) -  x (2)
■(j - 1 ) )

( 4 . 3 . 2 0 )

Алгоритм 4.5 (одновременного оты скания всех локальных минимумов функ­

ции и их зон п ри тяж ен и я для двумерного случая)
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Шаг 0. Выбираем значения для параметров N  М , М1, К . Область опре­

деления [а , й] х[с, ё ] покрываем двумерной сеткой X« = а  + (/ -1)Н <1, , 

г =  1 , . . ,  М , х® = с  + (/ -1)Н и , У =  1 , . . . ,  М1 , здесь Н  м, Н  и - шаг сетки:

ближение г(0) = (гі(0)1, г(0)2,..., г ^1, г!у)2) . Вычисляем при г = г(0) значения век­

тор-функции Л(0)(х(1), X(2)) в узлах сетки по формулам (4.3.19); по формулам 

(4.3.17), (4.3.18) вычисляем компоненты вектора обобщенного градиента

при Л(х(1), х(2)) = Л(0) (х(1), х(2)) ; выбираем начальный пробный шаг й0 > 0 для г-

алгоритма Шора; к = 0.

Первый шаг алгоритма проводим по формуле

где Р[а 4]х[с а] - оператор проектирования на О  =  [а , й] х  [с, ё ].

Переходим ко второму шагу.

Пусть в результате вычислений после к , (к  =  1, 2,...) шагов алгоритма по­

лучены определенные значения Г к) и Л<М1 (х ) .

Опишем (к+1)-й шаг алгоритма.

1. Вычисляем значения Л(к)(х(1), х(2)) в узлах сетки по формулам (4.3.19) при

г  = г(к).

2. Вычисляем компоненты (г ) при Л(х(1), х(2)) = Л(к)(х(1), х(2)) , г = г(к) 

по формулам (4.3.17), (4.3.18).

3. Для минимизации функции 0(т(1\..., г(2)) из (4.3.16) по г е О К проводим 

(к+1) -й шаг г -алгоритма Шора в Н-форме [81], краткая схема которого имеет вид:

Н  (1) = — ——; Н  (2) = — — —  . Задаем в области определения О  начальное при- 
х М -1  х М 1 -1

.(1) .(2) .(1) .(2)

& (г) =  £  (г) 8 2  М —  я ? (г) я ? (г))
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где Р[а 4]х[с а] - оператор проектирования на О  — [а, Ь]х [с, ё ]. Пересчет матрицы 

Н см. в главе 1.

4. Если условие

|| Тс*) -Т( к <є, є>  0, (4.3.21)

не выполняется - к шагу 1: полагаем к — к +), если выполняется - к шагу 5.

5. Полагаем Х (хт , х(2))—Х(>) (ха), х(2)) , т* — т(>), где ї - номер итера­

ции, на которой выполнилось условие (4.3.21).

Таким образом, мы получили вектор координат локальных минимумов

т — (т())*,..., 4 2)*) и значения Л*(х()), х(2)),..., Х*(х()), х(2)) , характеризующие 

разбиение области определения О  — [а, Ь]х[с, ё] на зоны притяжения О 1;...,Од, 

этих локальных минимумов.

6. Вычисляем значения функции / (х(1), х(2)) в точках локальных минимумов

т — ( т 1(1 )* ,  т[2)*;...;т()* ,т(і2'1*;...;т1̂*,т('2)*) и выбираем среди них точку гло­

бального минимума:

х* = (х(1)*, х(2)*) = т п { /(т ^ ,Т ^ у ,...;/ ( т̂ , т(2)̂ );...;/(т̂ , $ * )} .

Алгоритм 4.5 описан.

Описание алгоритма для многомерного случая принципиальных сложностей 

не представляет и отличается, в основном, лишь заменой одномерных интегралов 

многомерными и некоторой конкретизацией формул (4.3.5), (4.3.11) вычисления 

штрафных функций с( х, т1.) .

Замечание к алгоритму 4.4. Алгоритм 4.4 одномерной глобальной оптимиза­

ции основан на сведении задачи (4.3.3) к задаче (4.3.6)-(4.3.8), где в качестве функ­

ции с ( х, т т) используется функция вида (4.3.5). При его практической реализации 

область определения О  — [а, Ь] функции / (х) покрывается сеткой для вычисле­

ния интегралов, входящих в задачу (4.3.6)-(4.3.8) и, кроме того, отрезок [х, т1] раз­

бивается на к делений для вычисления функции с( х, т і) , что значительно увеличи­

вает число вычислений значений функции /  (х) .
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Предлагаемая ниже модификация штрафной функции обеспечивает 

уменьшение количества вычислений функции /  (х) за счет совмещения узлов сетки 

и точек делений отрезка [ х, т ].

В этом случае функция штрафа имеет вид
г

с(х, т,.) = /(т ,) + 5 (и), (4.3.22)
У=1

где 5 - достаточно большое положительное число;

т. - х
г =

Н

Г 0, и < 0 ч
фу (и) = <! , и =  / (х + Н х ' )  - / х х + х х  - 1 ) ) ;
У [1, и > 0

Я  - это шаг сетки, покрывающей область определения О  минимизируемой 

функции /  (х ).

Для тех случаев, когда каждое вычисление функции является дорогостоящим, 

или сложным, такой подход может быть оправдан. Хотя при этом описанный подход 

имеет как положительные стороны (уменьшение числа вычислений функции), так и 

некоторые отрицательные моменты (увеличение времени, затрачиваемого на реше­

ние задачи).

Вид функции штрафа (4.3.22) также затрагивает важный вопрос, возникающий 

в задачах глобальной оптимизации, о размере диаметра зон притяжения локальных 

минимумов. Зная минимальное расстояние между ближайшими начальными при­

ближениями для локальных минимумов, определяем шаг сетки, покрывающий об­

Ь - а
ласть определения О  = [а, Ь] целевой функции / (х) по формуле я  х = ----,

М -1
Ь — а

где М выбирается из условия: М  > ---- --- — + 1 . Затем, задавая эксперимен-
ш т(т, —тj )

тально радиус зоны притяжения локального минимума т , например 2НХ, осуще­

ствляем проверку выхода точки х из зоны притяжения локального минимума 

Т радиуса 2НХ, т.е. т - х > 2Нх, используем функцию штрафа в виде (4.3.22), 

таким образом, регулируя размер зоны притяжения локальных минимумов.
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4.3.3. Результаты исследования эффективности алгоритмов глобальной 

оптимизации

О ц е н к а  э ф ф е к т и в н о с т и  и  и с с л е д о в а н и е  с в о й с т в  о п и с а н н ы х  в  р а з д е л е  4 .3 .2  а л ­

г о р и т м о в  п р о в о д и л и с ь  н а  о д н о м е р н ы х ,  д в у м е р н ы х  и  т р е х м е р н ы х  т и п о в ы х  т е с т о в ы х  

з а д а ч а х ,  в з я т ы х  и з  Б а т и щ е в а  ( 1 9 8 1 ) ,  Ж и л и н с к а с а  ( 1 9 8 9 ) ,  Ж и л и н с к а с а  и  Ш а л т я н и с а  

( 1 9 8 9 ) ,  С т р о н г и н а  ( 1 9 7 8 ) ,  С у х а р е в а  ( 1 9 8 1 ) ,  Х и м м е м б л а у  ( 1 9 7 5 ) ,  Ф л у д а с а  ( 2 0 0 0 )  и  

м н о г и х .

Одномерный случай

• f ( ( x )  =  ( x 2 - 1 ) 2 , - 2  <  x <  2  ;

•  f 2(x )  =  x  • s i n  x ,  -  7 . 8 5  <  x  <  7 . 8 5  ;

• f 3( x )  =  |x| +  | x - 1  - 1 ,  -  2  <  x  <  2 ,  в ы б р а н а  а в т о р а м и ;

• f 4( x )  =  s i n  x  +  s i n ( 1 0 x / 3 )  +  l n  x  -  0 . 8 4 x  +  3 ,  3  <  x  <  7 . 5  ;

7  3 ж

• f 5(x) = 2 - cos x - cos(2x), x є [-~ ;— ] ;

•  f  6( x )  =  s i n ( 1 /  x ) ,  0 . 0 5  <  x  <  1 ;

• f  (x) = (1 - x)2 • (x + 1)4 • (x- 2)3 • x, - 2 < x < 2 ;

•  f  8( x )  =  s i n  x  +  s i n ( 2 x  / 3 ) ,  3 . 1  <  x  <  2 0 . 4 ;

• f  (x) = 2(x- 0.75) + sin(87x-7 / 2)-0.125, 0< x< 1, - 2< x <2, - 4< x< 4 ;

5

• f  10( x ) = -X 1 s i n ( ( i  + 1 ) x  +  i ) ,  - 1 0  <  x  <  1 0 ;

10 i=1

•  f j j ( x )  =  ( x  +  s i n x ) x  e x p ( - x 2 ) ,  - 1 0  <  x  <  1 0  ;

•  f i 2( x )  =  s i n ( x ) ,  0  <  x  <  5 0 ,  0  <  x  <  1 0 0 ,  0  <  x  <  2 0 0  ;

1 0 x

•  f 13( x )  =| s i n x  +  s i n ( —^ —)  +  l n x -  0 . 8 4 x  +  3 | ,  3  <  x  <  7 . 5  .

Двумерн і̂й случай:

•  / 14( x ,  7 )  =  x 4 +  4 x 3 +  4 x 2 +  y 2, - 3  <  x  <  1, - 2  <  у  <  2  ;

•  f  ( x ,  y )  = ( x 2 +  у  - 1 1 )  + ( x  +  y 2 -  7 )  , -  2  <  x  <  4 ,  -  2  <  x  <  4 ;
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,  / и ( х ,  У ) — - ( 1  + 8 х - 1 х г + 7 х 3 - \ х 4) • У 2 • е~у, .

0 < х  < 4 ,2 , 0 < у  < 6 ,4 .

/ х7(х, у) — а(у-Ьх2 + сх- ё )2 +1(1 - / ) со$х +1, -5 < х < 10, 0 < у < 15,

• 5 1 5  1
а — 1, Ь —----,----, с —------ , ё — 6, I — 10, /  —-------- ;

4 • 3,14159 3,14159 8 • 3,14159

• /  (х, у) — соб хБІП у - х/(у2 + 1), -1 < х < 2, -1 < у < 1 . 

Трехмерный случай:

• /  (х, у, г) — х2 + у2 + г2, х, у, г є [-0.5; 0.5];

2  2  22  -10( у-0,\\Т)2  -30( г-0,2673)2/  ( х  у  г )  — - е -3(х-0,3689)2  -10( у-0,117)2  -30( г-0,2673)^

- 1  2 е ~ 0 ,1 (  х - 0 , 4 6 9 9 ) 2  - 1 0 ( у - 0 , 4 3 8 7 ) 2  - 3 5 (  г - 0 , 7 4 7 ) 2  

- 3 (  х - 0 ,1 0 9 1 ) 2 - 1 0 (  у - 0 , 8 7 3 2 ) 2  - 3 0 (  г - 0 , 5 5 4 7 ) 2
-  3 е

- 3 , 2 е -0 ,1 ( х - 0 ,0 3 8 1 5 ) 2 - 1 0 ( у - 0 , 5 7 4 3 ) 2 - 3 5 ( х - 0 , 0 3 8 1 5 ) 2  , х , г  £  ц .

Результатні численных экспериментов по применению алгоритмов 4.4-4.5 к 

минимизации функций / 1 (х ),..., / 20(х) подробно описаны в работе [31].

Для реализации этих алгоритмов пользователем должны быть заданы следую­

щие параметры:

■ N - фактическое число локальных минимумов функции /  (х) на О  , если

оно известно пользователю. Если неизвестно, то задается - ожидаемое 

пользователем количество локальных минимумов ^ ожид - это начальная оценка ко­

личества локальных минимумов);

■ М- количество узлов сетки, которой покрывается область О  ;

■ К - натуральное число дроблений отрезка [ х, т і ] при вычислении значений

функции с(х, т т) ;

■ т0 — ( т0,..., т0) - начальные приближения для локальных минимумов 

функции ^х) на О  ;

■ є - точность вычисления координат локальных минимумов г-алгоритмом.
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Заметим, что параметр й0 - начальный пробный шаг для г-алгоритма Н.З. Шо­

ра выбирается, как правило, равным 1. Для О  = [а, Ь] длиной меньше либо равных 

1 рекомендуется \ уменьшать.

Заметим также, что при реализации алгоритмов 4.4-4.5 еще один параметр мо­

жет регулироваться пользователем. Это параметр £  - штрафной коэффициент в вы­

ражении для функции с( х, т1). Рекомендуется выбирать значение £  достаточно 

большим положительным числом, однако, соизмеримым со значениями функции 

/  (х) и другими параметрами. При выборе очень большого значения для £  может 

произойти аварийный останов г-алгоритма из-за переполнения, а при выборе малого 

значения £  не будет штрафоваться выход точки х из зоны притяжения «неправиль­

ного» локального минимума.

Параметры \ и £  не внесены в список основных параметров алгоритма, так 

как они могут быть заданы в программе для ПЭВМ по умолчанию. В разработанном 

пакете прикладных программ по решению задач глобальной оптимизации преду­

смотрен их выбор в диалоговом режиме в случае аварийного останова г- алгоритма. 

Предложенные алгоритмы глобальной оптимизации были исследованы на большом 

числе тестовых одномерных, двумерных и трехмерных функций, выявлены их свой­

ства, доказана эффективность их применения для решения задач глобальной опти­

мизации, даны рекомендации по выбору основных параметров алгоритмов, (см. [36]).

При надлежащем выборе основных параметров N М, К алгоритмы 4.4, 4.5 гло­

бальной оптимизации, описанные в п. 4.3.2, для достаточно широкого класса недиф­

ференцируемых функций отыскивают одновременно все локальные минимумы, а 

значит и глобальный, и зоны их притяжения, а также фактическое число локальных 

минимумов Лфя,

Алгоритмы хорошо проявили себя на функциях с эффектом «плато».

Не обязательно знать фактическое количество локальных минимумов (Лф^). 

Достаточно выбрать Ложид > так как в этом случае алгоритмы все равно найдут 

все Лфкг локальных минимумов Если все же оказалось, что Ложид < Лф^, то некото­

рые локальные минимумы будут пропущены, остальные будут найдены правильно. 

В этом случае эксперимент следует повторить несколько раз, увеличивая значения 

Ложид до тех пор, пока не будет определено

Начальные приближения для локальных минимумов т0, г = 1,..., N , реко­

мендуется располагать равномерно в области определения минимизируемой функ­

ции, или, если нет априорной информации о значениях локальных минимумов, гене-
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рировать и х  с  пом ощ ью  датчика случайных чисел. Е сл и ж е начальные приближения 

для т°, г = 1,..., N, помещ ены  в одну точку (это уд обн о п ри  задании исходной  

информ ац ии), тогда, чтобы  не пропустить некоторы е локальные минимумы, следует 

регулировать значения парам етров М и  К.
Требую т дальнейшей коррекции реком ендации п о вы бору осн овны х парамет­

р ов  алгоритмов М и  К. В озм ож н ост ь  уточнения этих парам етров дает диалоговый 

реж им  пользователя с  алгоритмами в ходе п роц есса реш ения задачи.

1. П о  результатам работы  алгоритмов, описанны х в п. 4.3 .2, м ож н о получить 

дополнительную инф орм ац ию  о  распол ож ении точек локального м аксим ум а (или 

седловы х точек) исследуемой  функции. Так, наприм ер, для функции /д (х) , см .

рис.4 .16 , точки, лежащ ие н а границе зон  притяжения О *=1 и  О * , а  также О *=1 и  О * , 

являются точкам и локального м аксим ум а минимизируемой  функции /д (х) . 

Алгоритм  оптимального разбиения м нож ества н а подм нож ества с  разм ещ ением  

центров подм нож еств, описанный  в п. 2.1.3 главы 2, позволяет также находить точ­

ки, лежащ ие н а оптимальных границах между подм нож ествам и О *  и  О * , [48].

4.4. Решение обобщенной задачи Неймана-Пирсона с использованием

методов оптимального разбиения множеств

М ногие задачи статистической  теории  принятия решений , в частности теории 

проверки  статистических гипотез, сводятся к  задачам  оптимального разбиения вы­

б ороч н ого пространства (и сход ов  некоторого эксперимента) н а конечное число вза­

им но непересекаю щ ихся подмножеств.

Одним  из форм альны х подходов, приводящ их к  ясн ом у поним анию  проблем  

теории  п роверки  гипотез, является теория, развитая Ней маном и  П и рсон ом  [147, 

148]. Э та теория раскры л а важны е черты  различны х слож ны х проблем  испытания 

статистических гипотез и привела к  п остроению  общ и х критериев в зад ачах разли­

чия (идентификации признаков, последовательного анализа, реш аю щ их функций и 

т.д.).

4.4.1. Проблема Неймана-Пирсона. Некоторые понятия и определения 

теории статистических гипотез

Рассм отри м  ряд  понятий и  определений, относящ ихся к  классическом у п од хо­

ду Н ей м ана-П ирсона [148] в теории  п роверки  статистических гипотез, следуя [67,
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79], и приведем, не претендуя на полноту, краткий обзор некоторых результатов по 

решению проблемы Неймана-Пирсона.

Пусть О  - выборочное пространство исходов некоторого эксперимента, а х - 

произвольный элемент пространства О. Пусть, далее, Н0 - гипотеза (называемая 

нулевой), которая определяет частично или полностью вероятностную меру на бо- 

релевском поле В множества О. Задача состоит в том, чтобы на основе наблюденно­

го значения х решить, верна или нет гипотеза Н0.

Гипотеза Н0 может быть простой, т. е. такой, которая полностью описывает 

вероятностное распределение случайной величины X  Гипотеза Н0 может быть 

сложной, т. е. такой, когда она представляет собой целый класс простых нулевых 

гипотез.

Какая бы процедура для испытания нулевой гипотезы ни применялась, т. е. ка­

ким бы образом мы ни делали вывод о том, принимать или отвергать Н0, при реше­

нии, основанном на наблюдениях, могут быть совершены ошибки двух типов. 

Ошибка первого рода совершается в случае, если отвергается гипотеза Н0 когда она 

верна, и ошибка второго рода совершается в случае, если принимается гипотеза Н0, 

когда в действительности верна альтернативная гипотеза.

Построение (нерандомизированного) критерия состоит в разделении выбороч­

ного пространства О  на две области т и (О - ю) и решении отвергнуть Н0, если на­

блюденное значение хею, и принять Н0 в противном случае. Область т называется 

критической областью.

Рассмотрим теперь структуру рандомизированного критерия. При любом х та­

кой критерий приводит к выбору между двумя решениями- принятием или отклю­

чением гипотезы, и этот выбор осуществляется с зависящими от х вероятностями, 

которые будут обозначаться <р(х) и 1-< (̂х) соответственно. Если Х  принимает 

значение х, то производится случайный эксперимент с двумя возможными исхода­

ми: Я и Я , вероятности которых равны <р(х) и 1- <р(х ). Если эксперимент закан­

чивается исходом Я, то гипотеза отвергается, а в противном случае принимается. 

Рандомизированный критерий, таким образом, полностью характеризуется функци­

ей ф - критической функцией, 0 < <р(х) < 1 при всех х. Если <р принимает только 

значения 0 и 1, то мы возвращаемся к случаю нерандомизированного критерия. 

Множество точек, в которых <р( х) = 1, совпадает в этом случае с критической обла­

стью, так что для нерандомизированного критерия ф является характеристической 

функцией критической области.
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Пусть H0 - простая гипотеза. Тогда вероятность ошибки первого рода опреде­

ляется значением вероятности

Р  { a ! H  } = а , (4.4.1)

число а называется уровнем значимости.

Вероятность ошибки второго рода при некоторой альтернативе h е H  , где Н  - 

класс альтернативных гипотез, равна

Р { П - ю ! h} = P(hi) . (4.4.2)

Значение 1- /3(И) называется мощностью критерия при проверке простой 

нулевой гипотезы Н0 против альтернативы h.

Если гипотеза Н0 является сложной, но представляет собой некоторый класс 

простых нулевых гипотез, то уровень значимости определяется числом

а  = sup Р (ю / h).
heH0

Нейманом и Пирсоном [148] поставлена задача определения критической об­

ласти т таким образом, чтобы при заданном уровне значимости а ошибка второго 

рода была как можно меньше, другими словами, чтобы значение мощности крите­

рия было как можно больше.

Формальная математическая постановка задачи Неймана-Пирсона для случая 

рандомизированной процедуры принятия решения имеет вид:

- найти (построить) такую измеримую по некоторой мере, например, по мере 

Лебега, функцию р ( x ) , 0 < р ( х )  < 1, называемую критической, которая бы макси­

мизировала значение мощности критерия, т. е.

1 /  (x)p(x)dx ^  max, (4.4.3)
Q

при заданном уровне величины условной вероятности ошибки первого рода

1 /  (х)р( x)dx = а, (4.4.4)
Q

где / ,  /  - функции плотности распределения, определенные на выборочном про­

странстве.

Приведем здесь формулировку обобщенной фундаментальной леммы Нейма­

на-Пирсона [145] для задачи, обобщающей задачу (4.4.3), (4.4.4), на случай несколь­

ких ограничивающих условий типа (4.4.4), т.е. для задачи:

- найти критическую функцию р ( x ) , 0 < р ( x ) < 1, такую, что
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1 /  (х)р(х)яХ ^  тах (4.4.5)
а

при условиях

1 / (x)р(x)dx = / ,  г = 1,..., от, (4.4.6)
а

следуя [85].

Лемма 4.1. Пусть / , / , . . . , /  - действительные функции, определенные на 

эквивалентном пространстве Еп и интегрируемые по Лебегу на выборочном про­

странстве а , р  - функция на а , удовлетворяющая условию 0 < р  < 1,

1 / (х)р(х)аХ = а,., I = 1,...,от, (4.4.7)
а

где а,., г = 1,...,от, - заданные числа. Пусть, далее, существует функция р  такая, 

что

а) выполняется условие (4.4.7),

1 если/0 >2#,.у;(х)

1=1 (4.4.8)т
0, ест уо < Т ^ /І (х) 

і ;=1

Тогда 1 /  р"дх > 1 /  рдх .
о  о

Приведем еще одно обобщение фундаментальной леммы Неймана-Пирсона из 

[85] для задачи проверки многих статистических гипотез, но без ограничений типа

(4.4.6).

Лемма 4.2. Пусть Оь..., Од - разбиение пространства О  на N взаимно непере- 

секающихся областей. Пусть О*ь..., О*д - разбиение того же пространства на N 

взаимно непересекающихся областей, таких, что

Х є О *1 ^ / ( х )  > /.(х), у = 1,..., N.

Тогда

1 /дх +... + 1 / ндх > 1 /дх +... + 1 / ндх.
О *1 О *N  ° 1  О N

Существование глобального оптимального решения задачи Неймана-Пирсона

(4.4.3), (4.4.4) доказали Данцинг и Вальд в работе [127]. В этой работе даны также 

необходимые условия для того, чтобы критическая функция, максимизирующая 

интеграл (4.4.5) при ограничениях (4.4.6), удовлетворяла условиям (4.4.8).

Рао в работе [153] получил достаточные условия оптимальности для задачи,
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подобной (4.4.5), (4.4.6), но без ограничений.

В работе [126] доказаны теоремы о существовании глобального оптимального 

решения, а также о необходимых и достаточных условиях оптимальности решений 

для задачи типа (4.4.5), (4.4.6) с ограничениями в форме равенств, являющиеся рас­

ширением результатов Данцинга, Вальда [127] и Рао [153].

Трухаев, Хоменюк [90] приводят обобщение фундаментальной леммы Нейма­

на-Пирсона на случай нескольких ограничений в форме неравенств, т. е. для задачи

I  / о (  ХЖ  х )ё х

при условиях

0 < р(х) < Ь,

а

|/ (х)р(х)ёх < а п I = 1,..., N.
0

Для этой задачи в работе [90] получено оптимальное решение в виде

1 если /о (х ) + 2  (х )<0,
I=1

0, если / о (х ) + 2  (х

при этом функция р*(х) и постоянные числа , г = 1,...,N , удовлетворяют опе­

раторному уравнению

I  /  (х)ф ( Х)дх - а і = 0. (4.4.10)

В работе Кука [67] рассматривается задача проверки многих статистических 

гипотез с несколькими ограничивающими условиями в форме неравенств. Строится 

критическая функция в виде, аналогичном (4.4.9), а для отыскания постоянных, типа 

множителей Лагранжа £  из (4.4.9), получена дополнительная система операторных 

уравнений типа (4.4.10).

Заметим, что в тех обобщениях задачи Неймана-Пирсона, где критическая 

функция должна удовлетворять дополнительным ограничениям в форме равенств и 

(или) неравенств в выражении для оптимального решения, появляются множители ̂  

типа множителей Лагранжа, см. (4.4.8), (4.4.10). Для их отыскания необходимы до­

полнительные условия типа (4.4.10), которым эти константы должны удовлетворять.

0

і=1
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Таким образом, в известной фундаментальной лемме Неймана-Пирсона и раз­

личных ее обобщений [67, 68, 79, 91, 126, 127, 134] устанавливается существование и 

структура оптимальной критической (решающей) функции или, иначе говоря, опти­

мального разбиения множества на непересекающиеся подмножества, а также дока­

зываются необходимые и (или) достаточные условия оптимальности критической 

функции. Однако в тех обобщениях задачи Неймана-Пирсона, где критическая 

функция (оптимальное разбиение) должна удовлетворять дополнительным услови­

ям в форме равенств и (или) неравенств, в выражении для оптимального решения 

появляются константы типа множителей Лагранжа, относительно которых либо 

доказывается, что они существуют [67, 79], либо, кроме того, указаны условия, кото­

рым эти константы должны удовлетворять. Отсутствие конструктивных алгоритмов 

отыскания этих констант затрудняет использование различных обобщений леммы 

Неймана-Пирсона при численном решении задачи теории проверки статистических 

гипотез и использовании результатов этой теории в других областях науки, напри­

мер, в теории распознавания образов.

Далее предлагается метод, являющийся модификацией метода из пункта 2.3.1 

главы 2, позволяющий для различных обобщений задачи Неймана-Пирсона полу­

чить оптимальное решение, а также определить константы, входящие в это решение,

о которых шла речь выше, алгоритмическим путем. Предложенный метод применя­

ется здесь к одному из обобщений задачи Неймана-Пирсона (см.[79, лемма 4 с.399]) 

на случай ограничений в форме неравенств.

4.4.2. Математическая постановка обобщенной задачи Неймана-Пирсона, 

описание метода ее решения

Приведем математическую постановку задачи Неймана-Пирсона из теории 

проверки многих статистических гипотез, обобщающую задачу Неймана-Пирсона, 

приведенную в [79] на случай наличия нескольких ограничивающих условий в фор­

ме неравенств.

Пусть О  - ограниченное, измеримое по Лебегу множество в «-мерном евкли­

довом пространстве Еп. Требуется найти (критическую) вектор-функцию

р  (х) = (р*( х),..., р* (х )), являющуюся решением задачи

1 2 /  (х)р. (х)дх ^  тіп, (4.4.11)
о ;=1

при условиях
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0 < p (x) < 1 п.в. для xeQ, i = 1,...,N, (4.4.12)

N

Z p  (x) = 1 п.в. для xeQ, (4.4.13)
i =1

1 f (x)p(x)dx <а, i = 1,...,N. (4.4.14)
Q

Интегралы в (4.4.11) - (4.4.14) понимаются в смысле Лебега.

Функции f  (x)  - ограниченные, измеримые, определенные на Q для всех

i = 1,...,N ; а1, . ,  aN- заданные вещественные числа, причем выполняется условие 

разрешимости задачи

N г
Z  а, > J m in f (x )d x  .
і=i q i = ^

С учетом результатов из пункта 2.3.1 имеет место частный случай теоремы 

2.11, являющийся аналогом леммы Нейма-Пирсона

Частный случай теоремы 2.11, п. 2.3.1. Для того чтобы возможное разбиение 

(Q [,...,Q»,,...,Q ijV) являлось оптимальным для задачи (4.4.11)-(4.4.14) необходи­

мо и достаточно существования неотрицательных констант і ,...,4n таких, что

(1 +  £ .  ) f t (x )  <  (1 + &  ) f k (x ), і  Ф к ,  (4.4.15)

п. в. для x e Q , і, к  =  1,...,N.

В отличие от [148,127,68,79,126,90,67], где устанавливаются условия, анало­

гичные (4.4.15), в данном пункте предлагается алгоритм отыскания констант 

£ ,...,& .

Далее, основываясь на результатах п. 2.3.1 главы 2, оптимальное решение зада­

чи (4.4.11) - (4.4.14) можно записать для і = 1,...,N, и почти всех xeQ следующим 

образом:

|Х если (1 + £  ) f i(x) = mm[(1 + fk)fk (x)], 
p (  x) = < k=1,...,N (4.4.16)

[ö в остальных случаях,

где в качестве константы %X,..,%N выбирается оптимальное решение задачи

G (% )  = 1 min [ (1 + і  ) f  (x) ]dx - Z і а  ^  тах (4.4.17)
Q і =1N і = 1

при условиях

0, і = 1,...,N . (4.4.18)
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Для максимизации негладкой конечномерной целевой функции G (f) при ус­

ловиях (4.4.18) будем применять r-алгоритм Шора.

4.4.3. Алгоритм решения обобщенной задачи Неймана-Пирсона с одно­

временным отысканием констант, входящих в оптимальное решение

Для формулировки алгоритма решения задачи, основанного на формулах 

(4.4.16)-(4.4.18) и являющегося адаптацией алгоритма 2.4 решение задачи (4.4.11)- 

(4.4.14) из п. 2.3.1 главы 2, перейдем к задаче безусловной максимизации по % с по­

мощью введения в целевую функцию (4.4.17) негладкой штрафной функции 

множества { f  >0, i = 1,...,N  }. Найти

max Р(%), (4.4.19)
feEN

где

P f )  = G f )  - £  -X max (0, - f ).
i=1

Здесь % - достаточно большое положительное число (значительно большее 

максимального из множителей Лагранжа для функции (4.4.17)).

Определим i-ю компоненту Ж-мерного вектора обобщенного градиента

g p  (f) = ( g f  (<D,..., g f  (f))

функции (4.4.19) в точке f  = ( f  , . . . , f  ) следующим образом:

gf f )  = J fi (x)<pt (x)dx - a t+ S - max (0, si gn(-f )), i = 1,..., N. (4.4.20)
Q

Алгоритм 4.6 (решения задачи (4.4.11)-(4.4.14))

Область Q заключаем в параллелепипед П, стороны которого параллельны 

осям декартовой системы координат. Если область Q не параллелепипед, то для ее 

задания введем функцию р ( х ) , определенную на П следующим образом:

 ̂ ч fl для х eQ  
Р (  х )  = i

[0 для х ей  Q

и всюду в алгоритме функции f  ( х )  заменим произведением f  (х) - р (х ).

Параллелепипед П покрываем прямоугольной сеткой и задаем начальное при­

ближение f  f (0). Вычисляем значения р (0) (х) в узлах сетки по формулам (4.4.15)

при f  = f (0). Вычисляем значения g f( f(0)) в узлах сетки по формулам (4.4.19)
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п р и  р(х) =  р (0) (х ) , р = р(0). В ы б и р а е м  н а ч а л ь н ы й  п р о б н ы й  ш а г  к00 >  0  д л я  г- 

а л г о р и т м а  и  н а х о д и м

# (1) = # (0) +  к 0 р р » ) .

П е р е х о д и м  к о  в т о р о м у  ш а г у .

П у с т ь  в  р е з у л ь т а т е  в ы ч и с л е н и й  п о с л е  к , ( к  =  1 , 2 , . . ? )  ш а г о в  а л г о р и т м а  п о л у ч е ­

н ы  о п р е д е л е н н ы е  з н а ч е н и я  р (к) и  р (к_ ч ( х )  в  у з л а х  с е т к и .

О п и ш е м  (к+ 1 )-й  ш а г .

1. В ы ч и с л я е м  з н а ч е н и я  р (к\ х )  в  у з л а х  с е т к и  п о  ф о р м у л а м  ( 4 .4 .1 6 )  п р и

Р = р(к)

2 .  В ы ч и с л я е м  з н а ч е н и я  g р ( р 0kl)  в  у з л а х  с е т к и  п о  ф о р м у л а м  ( 4 .4 .2 0 )  п р и

р(х) =  р (кЧ х) , р = р (к) .

3 .П р о в о д и м  (&+1)-й  ш а г  г - а л г о р и т м а , к р а т к а я  с х е м а  к о т о р о г о  и м е е т  в и д

4(к+І)=4(к)+КВІ+18І, 

г д е  В рм  -  о п е р а т о р  о т о б р а ж е н и я  п р е о б р а з о в а н н о г о  п р о с т р а н с т в а  в  о с н о в н о е  п р о ­

с т р а н с т в о  , п р и ч е м  в\  =  1 у  -  е д и н и ч н а я  м а т р и ц а ,  ^  =  В*к+^ р  Ц ' к ‘ ) :  /?/. -  

ш а г о в ы й  м н о ж и т е л ь ,  в ы б о р  к о т о р о г о  о с у щ е с т в л я е т с я  и з  у с л о в и я  м и н и м у м а  п о  н а ­

п р а в л е н и ю .  Ф о р м у л ы  д л я  п е р е с ч е т а  м а т р и ц  В рм  с м .  а л г о р и т м  А 1 .

4 .  Е с л и  у с л о в и е

||р(к) _ р ( к+ц|| < е, £ >  0, ( 4 .4 .2 1 )

н е  в ы п о л н я е т с я ,  п е р е х о д и м  к  (к + 2 )- м у  ш а г у  а л г о р и т м а ,  е с л и  в ы п о л н я ю т с я ,  т о  -  п е ­

р е х о д  к  п . 5 .

5 . П о л а г а е м  р  (х) =  р (1) (х ) , р *  =  р {Г>, г д е  I -  н о м е р  и т е р а ц и и ,  н а  к о т о р о й  в ы ­

п о л н и л о с ь  у с л о в и е  ( 4 .4 .2 1 ) .

А л г о р и т м  4 .6  о п и с а н .

З а м е ч а н и е .  О п и с а н н ы й  в ы ш е  м е т о д  л е г к о  п р и м е н и т ь  и  д л я  д р у г и х  о б о б щ е н и й  

з а д а ч и  Н е й м а н а - П и р с о н а .  К  п р и м е р у ,  п у с т ь  в  з а д а ч е  ( 4 .4 .1 1 )  -  ( 4 .4 .1 4 ) ,  к р о м е  о г р а ­

н и ч е н и й  в и д а

1 / ( х ) р  (x )d x  < а, і =  1 , . . . ,  N
а

е с т ь  т а к ж е  о г р а н и ч е н и я  в и д а
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1 p (x)dx < b, i = 1,...,N.
Q

Тогда оптимальное решение p*(x)для почти всех x e Q  и i = 1 ,., N,имеет вид

* [ 1, е с л и  ( 1 +  д ) f  ( x )  +  w *  =  , m i n J (1  +  4*) f k ( x )  +  W*L

p (  x) = j k=1--N
[ 0  в  о с т а л ь н ы х  с л у ч а я х ,

* * _
где в качестве констант д^,...,д ,w*,...,Wn выбирается оптимальное решение 

конечномерной негладкой задачи

G( gi,...,gN,¥i ,...,¥n) = 1 min [(1 + д ) f i(x) + Г і№ -2 д ,а ,+ Wbi) ^  тахQ i=1,..., N i=1

при условиях д > ö , w > ö , і = 1,.., N  .

4.5. Модельные нелинейные задачи оптимального разбиения множеств

4.5.1. Нелинейные однопродуктовые задачи оптимального разбиения мно­

жеств с отысканием координат центров подмножеств

Описанный в п. 2.4.1 алгоритм 2.6 реализован для модельных бесконечномер­

ных задач размещения в заданной области трех предприятий, производящих одно­

родную продукцию для распределенного в этой области с заданной плотностью 

потребителя. Задачи решались при наличии ограничений на мощности предприятий 

в виде равенств и неравенств.

Модельная задача 4.1

Пусть потребитель некоторой однородной продукции непрерывно распределен 

в области Q = |(x, у ): 0 < x < 10,0 < у < 10}. Продукцию могут выпускать три пред­

приятия. Заданы начальные координаты расположения предприятий 

T = (т(1), Т(2)) = (0;0), i = 1,3. Для каждого i-го предприятия, i = 1,3, задана 

функция

с(x  y, Ti) = ̂ (x -г,(1) )2 +(у -г,(2) )2 ,

описывающая стоимость транспортировки единицы продукции из i-го предприятия 

к потребителю с координатами (x, у ) . Известен спрос р (x, у) на продукцию для 

каждого пункта потребления с координатами (x, у ) . Для простоты полагается
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р(х,у) = 1, У х . Функции р у ) , описывающие зависимость стоимости про­

изводства продукции на 1-м предприятии от его возможностей, имеют вид:

р  (У,) = У3, г =1,2,3, 

где мощность у /-го предприятия определяется по формуле:

У =11 р(х, у)дхду. (4.5.1)
Ц

Множество потребителей Ц можно разбивать на зоны обслуживания Ц  по­

требителей /-м пунктом производства так, чтобы
3
и Ц  = О  . те$(0./ = 0 , / =1,2,3, (4.5.2)
1=1

причем мощность /-го предприятия, г =1,2,3, определяется суммарным спросом по­

требителей, принадлежащих Ц  , г =1,2,3, и не должна превышать заданных объе­

мов:

0 <11 р(х, y)dxdy < Ь , г =1,2,3, (4.5.3)
Ц

ь =90, Ь  =50, Ь =35.

Требуется разбить множество потребителей Ц на зоны обслуживания их тре­

мя предприятиями, т. е. на подмножества Ц  , г =1,2,3, и разместить эти предприятия 

в области Ц так, чтобы минимизировать функционал суммарных затрат на произ­

водство продукции и доставку ее к потребителю:

Р  ({Ц ,..., Ц ы },{т1,...,тм }) =

3

=  I
/= 1

(4.5.4)Р  (11 р(х, У)<Ьсс!у) + 11 с( х, ті )р(х, y)dxdy
п, ц

при условиях (4.5.2) - (4.5.3).

Для решения сформулированной задачи с помощью описанного выше алго­

ритма область а  покрывалась прямоугольной сеткой с узлами (і, у), 

/ = 1,..21, У = 1,..,21 .

В качестве начальных данных были выбраны начальные значения двойствен­

ных переменных: ^ (0) = 0, і =1,2,3; начальные значения мощностей у (0) =1, Г2(0) =1, 

73(0) =10; начальные координаты расположения предприятий - т(0) = (0; 0) , і =1,2,3. 

Условием прекращения счета являлось выполнение неравенства:
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| | ( г ® ,  г ® ,  ф к ) )  -  ( г ( к + 1 ) ,  Г к + 1 ) ,  ф к + 1 ) ) | |  <  є ,  є  >  0 ,

где к - номер итерации алгоритма, на которой произошел останов, є = 10-5 - точ­

ность вычислений г-алгоритмом Шора.

Двойные интегралы, входящие в формулы (4.5.1) - (4.5.3), вычислялись с по­

мощью кубатурной формулы трапеций.

В результате работы описанным выше алгоритмом за 106 итераций получены 

следующие результаты:

- оптимальное разбиение множества потре­

бителей О  на зоны обслуживания Ц ,Ц2 ,Ц

каждым из трех предприятий, см. рис. 4.18.

- оптимальные координаты размещенных 

предприятий:

г* = (6,05; 7,91), г* = (1,94; 4,29), 

г* = (7,11; 2,68);

- оптимальные мощности каждого из 

предприятий:

У * =33,33; У* =33,34; У* =33,33;

- минимальное значение прямого функ­

ционала (4.5.4): К ~ 111 363,8;

- максимальное значение функционала 

двойственной задачи О* и 111348,5.

Исходные данные те же, что и в модельной задаче 4.1, за исключением ограни­

чений на мощности предприятий. Мощность первого предприятия должна быть 

равна заданному объему, а мощности второго и третьего предприятия не должны 

превышать заданных объемов:

У = 90, 0 < У  < 50, 0 < У < 35 .

В результате работы алгоритма за 461 итерацию с точностью є = 103 получе­

ны следующие результаты:

- оптимальное разбиение множества потребителей Ц на три зоны обслужива­

ния каждым из трех предприятий соответственно, см. рис. 4.19;

286

Рис. 4.18. Оптимальное разбие­

ние множества потребителей Ц 

на зоны обслуживания каждым 

из трех предприятий с размеще­

нием центров подмножеств для 

модельной задачи 4.1

Модельная задача 4.2



- оптимальные координаты размещенных предприятий:

т* = (5,00; 5,00), т* = (1,10; 8,92), т* = (8,98; 1,07);

- оптимальные мощности каждого из трех предприятий:

У2 =90,00; У* =4,99; У* =4,99;

- минимальное значение прямого функционала (4.5.4): К  ~ 729 571,1;

- максимальное значение функционала двойственной задачи О* и 729 585,9

Р и с .  4 . 1 9 .  О п т и м а л ь н о е  р е ш е н и е  м о -  Р и с .  4 . 2 0 .  О п т и м а л ь н о е  р а з б и е -

д е л ь н о й  з а д а ч и  4 . 2  н и е  м н о ж е с т в а  п о т р е б и т е л е й  а  н а

з о н ы  о б с л у ж и в а н и я  к а ж д ы м  и з  т р е х  

п р е д п р и я т и й  б е з  р а з м е щ е н и я  ц е н т р о в  

п о д м н о ж е с т в  д л я  м о д е л ь н о й  з а д а ч и

4 . 3

М о д е л ь н а я  з а д а ч а  4 . 3

Для сравнения с модельной задачей 4.2 решена задача с теми же данными, 

только при заданных заранее, фиксированных координатах предприятий: 

т® = (2; 2), т® = (3; 9), т3(0) = (5; 7);

Получены следующие результаты за 136 итераций:

- оптимальное разбиение множества потребителей а  на три зоны обслужива­

ния каждым из трех предприятий соответственно, см. рис. 4.20;

- оптимальные мощности каждого из трех предприятий: У * =90,00; У* =5,00; 

У* =5,00;
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- минимальное значение прямого функционала (4.5.4): F  » 729720,8;

- максимальное значение функционала двойственной задачи G* » 729723,2.

Как видно из результатов решений модельных задач 4.1 - 4.3:

1) суммы оптимальных мощностей предприятий в каждой из задач равны 

суммарной мощности S =100 (см. постановку задачи А7, условия разрешимости);

2) оптимальная мощность первого предприятия в модельных задачах 4 . 2  -  4 . 3  

соответствует ограничению в форме равенства и равна ~ 90;

3) оптимальное значение целевого функционала прямой задачи при опти­

мальном размещении предприятий (модельная задача 4.2) меньше (что естественно), 

чем в случае, когда координаты предприятий фиксированы (модельная задача 4.3).

Численные эксперименты проводились так же для следующих ограниченных, 

выпуклых на [0; 100] функций %. (Y) , i = 1,...,3 :

- монотонно возрастающих на [0; 100]:

%(Y) = Y2; %(Y) =0,5- Y%; %(Y) = e(0-1Y); %(Y) = Y4;

4) - монотонно убывающей на [0; 100]: % (Yi) = (Yi -100)2.

З а м е ч а н и е  к  п у н к т у  4 . 5 . 1 .  По результатам многочисленных вычислительных 

экспериментов авторы пришли к выводу, что описанный алгоритм работает и для 

случая, когда % (•), г = 1,..., N , - ограниченные вогнутые функции своего аргумен­

та. Для этого случая двойственная задача (2.4.5) приводится вместо вида (2.4.13) к 

следующему:

m a x  m i n  m i n  G  (Y,T, W) .
^ е Л  r E Q N  Y e U  2

Численные эксперименты проводились, в частности, для таких ограниченных 

вогнутых на [0;100] функций % (•), i = 1,..,3 :

- монотонно возрастающих на [0; 100]:

% (Y) = Yi-х ; Щ (Y) = Yк ;

- монотонно убывающей на [0;100]:

% (Y ) = cos l'^-Y-1 .
' ' \ 200  )
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4.5.2. Нелинейные многопродуктовые задачи оптимального разбиения 

множеств с отысканием координат центров подмножеств

Приведенный в п. 2.4.2 алгоритм 2.7 реализован для модельных бесконечно­

мерных задач размещения предприятий. В заданной области 9 предприятий произ­

водят продукцию 3 видов для размещенного в этой области с заданной плотностью 

потребителя, с ограничениями на мощность предприятий в виде равенств и нера­

венств. Следует заметить, что стоимость транспортировки единицы продукции к 

потребителю задается в виде евклидовой метрики, метрики Чебышева или манхэт­

тенской, в зависимости от вида продукции. В модельной задаче 4.4 функция спроса 

р ’ (х) на продукцию задается аналитически для каждого j  -го, j  = 1, . . . , M , вида 

продукции, а в модельной задаче 2.5 равна единице в каждой точке x e Q .

Модельная задача 4.4. Задано множество Q потребителей продукции 3 ви­

дов, которая может производиться 9 пунктами производства. Граница области по­

требителей определена:

Q  = |(x, у)-.0 < x < 10, 0 < y < 10}.

Стоимость транспортировки единицы продукции с i -го, i = 1, 9 , предприятия 

к потребителю (х, у) для каждого j  -го, j  = 1, 3 , вида продукции задается сле­

дующим образом:

4( х ~Т?У)2 + (У ~т(2))2, если j  = 1, 

с1 (х, у, г ) = <j max (| х - г® |, | у - т1(2) | j , если j  = 2,

|х -г(1)| + | у — г(2) |, если j  = 3.

Спрос р  (х, у) на продукцию j  -го вида распределен по области Q с плот­

ностью

р (х ,у ) = —:----- 1--------., j  = 1, 3 .
Ы\(х — у)J —110.003|

Графическое изображение функции спроса для каждого из трех видов продук­

ции представлено на рис. 4.21.

Функции p  (У/ ), описывающие зависимость стоимости производства про­

дукции j  -го вида на i-м предприятии от его мощности Y/ , имеют вид:
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Ф  (У/) = (У/ )2, * = 19  , 

где мощность У/ 1-го предприятия по производству ] -го вида продукции определя­

ется по формуле

у< =\\Р (х, у)ах^у ■

Р и с .  4 . 2 1 .  Г р а ф и ч е с к о е  и з о б р а ­

ж е н и е  ф у н к ц и и  с п р о с а  д л я  к а ­

ж д о г о  

и з  3  в и д о в  п р о д у к ц и и :  

а  -  д л я  I  в и д а  п р о д у к ц и и ;  

б  -  д л я  I I  в и д а  п р о д у к ц и и ;  

в  -  д л я  Ш  в и д а  п р о д у к ц и и

Мощность і -го, і = 1, 9 , пункта производства по всем видам продукции оп­

ределяется суммарным спросом потребителей, которые принадлежат О  \, у = 1,3 , 

и для пунктов производства с номерами 3, 6, 8 должна быть равна заданным объе­

мам, а для пунктов производства с номерами 1, 2, 4, 5, 7, 9 не должна превышать 

заданных объемов:
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0 < £  Ц р '  ( х , у)СхСу < Ь, і = 1, 2, 4, 5, 1, 9.
і=х а;

Ь17 = 100, Ь  =  86, Ь  =  8 0 , Ь  =  1 1 , Ь  =  2 5 ,

3
£  Ц р  (х , у )С хС у  = Ь , і  = 3, 6, 8,
'= 1 а '

Ь3 = 36, Ь  = 5 , Ь  = 15 .

Требуется разбить множество потребителей а  на их зоны обслуживания а ' 

9 предприятиями по каждому виду продукции при условии, что
9 ___  ___ ___

У  О/ = а  у = 1, З, тея(ПІ глПІ) = О, іф к , і,к = \, 9. / = 1. З .
/=1

и разместить эти предприятия в области а  так, чтобы минимизировать функционал 

суммарных затрат на производство продукции и доставку ее к потребителю:

е  ({ а ;,..., а9; а? ,..., а? ; аз,..., а9}, { ,̂...,т9 }) =

( \

'= ; ;=;

%Ц  р  (х , у )  СхСу + Ц  С  (х ,т і ) р  (х , у )  СхСу

Не исключается и тот случай, когда некоторые из подмножеств О  У, г = 1, 9 , 

у = 13 , окажутся пустыми.

Множество О  покрывалась сеткой с узлами (г,у) , г = 1,...,21, у =  1,...,21 .

В качестве начальных значений двойственных переменных заданы ^ (0) = 0, 

г = \ 9 ; начальные значения мощностей предприятий:

У(0) = 10, Г2(0) = 100, У3(0) = 10,

г(0) = 10, У5(0) = 100, 76(0) = 1

г(0) _ 1 п У(0) - 1 ПП У(0) = 1 

г (0) _  ,

У7<и) = 10, У ^ = 100, У9'0) = 10;

начальные координаты размещения предприятий т() = (0; 0), і = 1, 9 . 

Условием прекращения вычислений является выполнение неравенства:

Лк) Т(к) Ц>(к))  -  (У  (к + Ч  Т(к+ Ч у (к + Ч < Є , Є =  10
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Рис. 4.22. Оптимальное разбиение 

множества О  на зоны 

обслуживания каждым из девяти 

предприятий с размещением их цен­

тров по трем видам продукции для 

модельной задачи 4.4: 

а - для І вида продукции; б - для П 

вида продукции; в - для Ш-го вида 

продукции

В результате работы алгоритма за 131 итерацию получены:

- оптимальное разбиение множества потребителей О  на 9 зон обслуживания 

каждым из 9 предприятий по каждому из трех видов продукции, представленное на 

рис. 4.22;

- максимальное значение функционала двойственной задачи О* и 1 754,92;

- минимальное значение функционала прямой задачи К и 1 745,89 ;

- оптимальные мощности каждого из девяти предприятий:

У * = 1.95, У* = 0.54, У* = 35.65,

У* = 1.73,, У* = 1.85, У* = 4.96,

У7* = 1.71, У* = 14.98, У* = 1.98 ;

- оптимальные координаты размещенных предприятий:

г* = (8.93; 3.07), г* = (4.83; 6.60), г* = (5.32; 4.61),

292



т* = (9.20; 6.42), т* = (7.78; 0.79), т* = (4.78; 1.99), 

т* = (1.05; 0.97), т* = (3.67; 7.53), т* = (9.26; 9.07).

/

■

г Г'ч и
/  . 4 
\

б

Рис. 4.23. Оптимальное разбиение 

множества О  на зоны обслуживания 

каждым из девяти предприятий с 

размещением их центров по трем 

видам продукции для модельной за­

дачи 2.5: 

а - для І вида продукции; б - для П 

вида продукции; в - для Ш  вида про­

дукции

Модельная задача 4.5. В постановке первой модельной задачи зададим функ­

цию спроса р  (х, у) = 1, ]' = 1, 3. При таких условиях после 227 итерации получим

следующие результаты:

- оптимальное разбиение множества потребителей О  на девять зон обслужи­

вания каждым из девяти предприятий по трем видам продукции, представленное на 

рис. 4.23;

- максимальное значение функционала двойственной задачи О* «13 226,77;

- минимальное значение функционала прямой задачи К ~ 13 226,41;

- оптимальные мощности каждого из 9 предприятий:

У * = 50.89, У* = 49.57, У* = 35.87,

в
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Y* = 50.91,, Y* = 16.99, Y* = 4.99,

Y* = 50.77, Y* = 14.89, Y* = 24.97 ;

- оптимальные координаты размещенных предприятий:

г *  = (6.14; 2.55), г *  = (3.49; 3.62), г *  = (8.49; 2.98), 

г *  = (6.37; 7.82), г *  = (9.09; 8.45), г *  = (9.49; 6.00), 

г* = (2.06; 7.98), г* = (1.91; 4.61), г* = (1.73; 1.75).

Анализируя приведенные результаты модельных задач 4.4 и 4.5, можно заклю­

чить, что:

1) для каждой из задач выполняются условия разрешимости (2.4.29) задачи 

А11, т. е. общая оптимальная мощность девяти предприятий, полученная по алго­

ритму решения (для модельной задачи 4.4 это 65,35, а для модельной задачи 4.5 это 

299,85), не превышает S=464 - суммы заданных ограничений на объемы мощностей 

предприятий;

2) полученные оптимальные мощности 3-го, 6-го и 8-го предприятия в каждой 

из задач отвечают ограничениям в виде равенств, т. е. равны заданным значениям, а 

именно Y* и 36, Y* и 5, Y* и 15;

3) в задаче 4.4, для р  (х, у) ^  1, j  = 1, 3 , некоторые из подмножеств, за счет 

вида функции р  (х, у) , оказались пустыми, что не противоречит постановке ис­

ходной задачи. Так, например, на рисунке 4.22, а пустыми оказались подмножгства 

с номерами 1, 2, 4, 5, 6, 7, 9 и т. п.

4.5.3. Решение модельных динамических задач оптимального разбиения 

множеств

Анализ результатов вычислительных экспериментов по решению дина­

мических задач оптимального разбиения множеств с интегральными ограни­

чениями. Приведенный алгоритм 2.8 реализован в виде программного модуля, ко­

торый включен в комплекс программ DOSPP, ориентированный на решение разно­

образных динамических задач оптимального разбиения множеств. Представим здесь 

результаты решения некоторых тестовых примеров. Общими для экспериментов №

1 - № 4 были следующие параметры модели А9: Q  = [0,1] х[0,1]; Д  = 1, Д = 1,

с(г, х, t) =д/(г — х  )2 + (г  — х2) ;  г = (0.3,0.3); г2= (0.8,0.2) .
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Для численного решения задач область О  покрывалась сеткой с шагом 

к  = ку = 0.025; к, = 0.1; Т = 2.5.

Другие параметры тестовых примеров и результаты разбиения множества, а 

также оптимальные значения целевых функционалов прямой и двойственной задач, 

приведены в табл. 4.2.

Таблица 4.2 Результаты вычислительных экспериментов по решению динамиче­

ских задач ОРМ с интегральными фазовыми ограничениями

№

теста

Характеристики оптимального решения задачи

Функция Р0(х, у); 

вектор Ь

Значения

Л и *

Двойственные

переменные Разбиение

1 Р0( х  у) = 1;

Ь = 50; Ь2 = 50.

/  =0.66760 

I * =0.66824

1.029Е-05

2.621Е-06

2 Р0( х, у) = 1; 

Ь = 0.1;

Ь2 = 2.0.

/  =0.80912 

I* =0.81043

0.43418

2.737Е-06

3 Рo(х, у) = 1; 

Ь = 1.6;

Ь2 = 0.4

/  =0.67997 

I* =0.67998

1.208Е-06

0.13187 * \ ’

4 р 0 = 8Іи(0.5ху) +1; 

Ь = 50; Ь2 = 50.

/  =0.56505 

I  * =0.56523

1.260Е-06

2.467Е-06
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П р о д о л ж е н и е  т а б л и ц ы  4 .2

Р0( X У) = 1;

Ь = 2.0; Ь  = 0.3;

X  = 0 . 5 1 3 1 1  

I *  = 0 . 5 1 4 6 3

8 . 2 5 5 Е - 0 7

0 . 1 4 3 1 4

0 . 3 5 6 4 0

0 . 5 1 8 5 0

0 . 2 1 1 8 3

0 . 3 4 5 2 7

0 . 1 8 4 3 2

р 0( х  у) = -1;

Ь 1,2 ,3  =  5 0

х  = - 2 . 1 9 0 1  

I  *  = - 2 . 1 8 9 9 6

2 . 2 1 6 Е - 0 6

9 . 4 6 7 Е - 0 8

4 . 9 1 1 Е - 0 7

5

6

В  т е с т е  № 1  п р а в ы е  ч а с т и  и н т е г р а л ь н ы х  о г р а н и ч е н и й  -  д о с т а т о ч н о  б о л ь ш и е  

ч и с л а  -  в ы б р а н ы  д л я  т о г о ,  ч т о б ы  п о л у ч и т ь  о ч е в и д н о е  о п т и м а л ь н о е  р а з б и е н и е  в  в и д е  

д и а г р а м м ы  В о р о н о г о .  А н а л и з и р у я  з н а ч е н и я  и н т е г р а л о в ,  к о т о р ы е  б ы л и  п о л у ч е н ы  в  

л е в ы х  ч а с т я х  о г р а н и ч е н и й  п р и  т а к и х  з н а ч е н и я х  к о м п о н е н т  Ь  ,  в  т е с т а х  № 2  и  № 3  

п р а в ы е  ч а с т и  о г р а н и ч е н и й  и з м е н е н ы  т а к ,  ч т о б ы  р а з б и е н и е  и з м е н и л о с ь  « в  с о о т в е т с т ­

в у ю щ у ю  с т о р о н у » ,  ч т о  м о ж н о  п р о с л е д и т ь  н а  п р и в е д е н н ы х  д и а г р а м м а х  р а з б и е н и й .  В  

т е с т е  № 4  в  к а ч е с т в е  п л о т н о с т и  в  н а ч а л ь н ы й  м о м е н т  в р е м е н и  в ы б р а н а  с и н у с о и д а ,  ч т о  

х а р а к т е р н ы м  о б р а з о м  о т р а з и л о с ь  н а  в и д е  о п т и м а л ь н о г о  р а з б и е н и я .  В  т е с т е  № 6  

ф у н к ц и я  п л о т н о с т и  в  н а ч а л ь н ы й  м о м е н т  в р е м е н и  б ы л а  в ы б р а н а  о т р и ц а т е л ь н о й .  В  

р е з у л ь т а т е  п о л у ч е н о  о п т и м а л ь н о е  р а з б и е н и е  к в а д р а т а  в  в и д е  диаграммы  В орон ого 

самой  дальней точки .

П о  р е з у л ь т а т а м  в с е х  э к с п е р и м е н т о в  в и д н о ,  ч т о  з н а ч е н и я  п р я м о г о  и  д в о й с т в е н ­

н о г о  ф у н к ц и о н а л о в  н а  о п т и м а л ь н о м  р е ш е н и и  с  д о с т а т о ч н о й  т о ч н о с т ь ю  с о в п а д а ю т ,  

п р и ч е м ,  к а к  п р а в и л о ,  в ы п о л н я е т с я  о с н о в н о е  с о о т н о ш е н и е  д в о й с т в е н н о с т и

>  X  ) .  К р о м е  т о г о ,  в  к а ж д о м  и з  п р и м е р о в  и м е е т  м е с т о  в ы п о л н е н и е  у с л о в и я  

д о п о л н я ю щ е й  н е ж е с т к о с т и .

Т а к и м  о б р а з о м ,  д л я  д и н а м и ч е с к о й  з а д а ч и  о п т и м а л ь н о г о  р а з б и е н и я  м н о ж е с т в  с  

и н т е г р а л ь н ы м и  о г р а н и ч е н и я м и  А 9  в  с л у ч а е ,  к о г д а  ф у н к ц и и  с ( х ,  т ,  ґ )  =  с (  х , т )  /  ( ґ )

д л я  в с е х  і  =  1 ,  N ,  р а з р а б о т а н ,  о б о с н о в а н  и  ч и с л е н н о  р е а л и з о в а н  м е т о д  р е ш е н и я ,  

о с н о в а н н ы й  н а  с в е д е н и и  э т о й  з а д а ч и  к  з а д а ч е  у с л о в н о й  м и н и м и з а ц и и  н е д и ф ф е р е н ­

ц и р у е м о й  ф у н к ц и и  к о н е ч н о г о  ч и с л а  п е р е м е н н ы х .  Э т а  р е д у к ц и я  с о в е р ш а е т с я  п у т е м
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последовательного применения принципа Лагранжа учета ограничений в задачах 

условной оптимизации и необходимых условий для семейства задач оптимального 

управления в форме принципа максимума Понтрягина Общий случай задачи А9, 

при других зависимостях функций с(х ,т , ̂  от временной переменной, требует 

дополнительного исследования.

Результаты вычислительных экспериментов по решению динамических 

задач оптимального разбиения множеств с размещением центров подмно­

жеств. Общими для тестов № 1 - № 5 (см. табл. 4.3) являлись следующие парамет­

ры задачи А10: О  = [01] х[0Д]; Д  = 1, Д =  1; Т = 2.5 ; с  (Т, X Ь =

=|х — т(||2, У х еО  , где У  - евклидова метрика, т е О , г = N  - заранее неиз­

вестны; / (х, t) = 0 . Для численного решения задач множество О  покрывалось 

сеткой с шагом Ьх = ку = 0.02, шаг по временной переменной = 0.1. Другие

параметры задачи для соответствующих экспериментов, а также полученные опти­

мальные решения, представлены в таблице 4.3. Отметим только, что вычисление 

координат центров подмножеств и значений двойственных переменных осуществ­

лялось с точностью е = 0.0001.

Как видно из результатов вычислительных экспериментов № 1 и № 2, опти­

мальное размещение центров подмножеств зависит от начального приближения 

этих параметров. Но в обоих случаях получен локальный оптимум целевого функ­

ционала, что следует из результатов исследований свойств решений задач ОРМ, 

приведенных в работе [36]. В частности там показано, что в задаче оптимального 

разбиения множества с размещением центров подмножеств, в которой в качестве 

функции с  (т1, х) выступает евклидова метрика, локальным оптимальным распо­

ложением двух центров подмножеств, образующих разбиение квадрата

О  = [0,1] х [0,1], являются концы диаметра окружности

С = |( х , X ) : ■\[(х —0.5)^+ '(^—0.5)2 = 0.251. Заметим, что в модельных задачах

№ 1 и № 2 интегральные ограничения пассивны, то есть фактически решаются ди­

намические задачи ОРМ с размещением центров без ограничений на фазовую пере­

менную.

В экспериментах № 3 и № 4 можно проследить, как ограничения на мощности 

подмножеств влияют на расположение центров подмножеств и на само разбиение.
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Подмножества, составляющих оптимальное разбиение в динамической задаче ОРМ, 
могут быть несвязными, о чем свидетельствуют результаты эксперимента № 2 5. Здесь 
форму границ между подмножествами существенно определяет функция начальных 
условий, которая в данном примере является периодической.

В отличие от предыдущих тестовых задач, в эксперименте № 6 функция стои­
мости с(т, х, ґ) зависит явно от временной переменной:

с(т, х, ґ) = в03̂ (т - х )2 + (Т - X )2 , 410 существенно отразилось и на значении

целевого функционала, и на форме границ между подмножествами.
Анализируя полученные результаты, можно заметить, что почти во всех зада­

чах с достаточной точностью выполняется соотношение двойственности ( I  * > X  ) и

условие дополняющей нежесткости.
Следует отметить, что в процессе реализации алгоритма при вычислении

компонент вектора обобщенного градиента (g т (т(к), £ , (к)),g | (т(к), ё ,(к ))) применя­

лись аналитические выражения этих компонент. Погрешность их вычисления со­
стояла только из погрешности, допускаемой за счет приближенного нахождения 
значения определенных интегралов, входящих в указанные аналитические выраже­
ния. При реализации алгоритма компоненты вектора обобщенного градиента можно 
вычислять и приближенно, используя формулы численного дифференцирования. Но 
это может оказаться еще одним существенным фактором, влияющим на погреш­
ность вычислений, и вызвать значительные расхождения результатов решения мо­
дельных задач, что было подтверждено экспериментально. Применение формул 
численного дифференцирования для приближенного вычисления частных произ­
водных целевой функции задачи конечномерной оптимизации, к которой сводится 
исходная задача ОРМ, существенно сказывается и на продолжительности процесса 
решения динамической задачи оптимального разбиения. Время вычислений при 
этом в несколько раз превышает время, за которое находится оптимальное решение 
задачи в случае, когда компоненты вектора обобщенного градиента вычисляются 
хотя и приближенно, но на основе аналитических их выражений.

Исследования алгоритмов решения динамических задач оптимального разбие­
ния множеств, как с фиксированными центрами подмножеств, так и с их размеще­
нием, с интегральными ограничениями или без ограничений, проводились также с 
целью выявления зависимости оптимальных решений задач от количества точек, 
которые составляют дискретизацию разбиваемого множества. Оказалось, что размер 
сетки незначительно влияет на результаты расчетов значений функционалов, а также
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на оптимальное разбиение и координаты центров подмножеств, если границы между 

подмножествами неподвижны. При решении динамических задач оптимального 

разбиения множеств с движущимися границами между подмножествами плотность 

точек дискретизации разбиваемого множества влияет как на оптимальное разбиение, 

так и на оптимальное значение целевого функционала. Об этом свидетельствуют 

результаты, приведенные в [42], табл. 3.3 и 3.4.

Таблица 4.3 Резул ьтаты  вычислительных эксперим ентов по реш ению  динамиче­

ских зад ач  О Р М  с  интегральными фазовы м и ограничениями

№

т е с т а

Ф у н к ц и я  р0(х, у);

в е к т о р  Ь ;  

н а ч а л ь н о е  п р и б л и ­

ж е н и е  ц е н т р о в  г (0)

Х а р а к т е р и с т и к и  о п т и м а л ь н о г о  р е ш е н и я  з а д а ч и

З н а ч е н и я

Л и  2

К о о р д и н а т ы  ц е н ­

т р о в Р а з б и е н и е

1 Ро( х  у ) = 4; 

Кг = 50

Ч = (0 .0 ,0 .25) 

т2 = (0.0,0.79)

2* = 2 . 3 1 5 6 0

т *
/ 1 = 2 . 3 1 5 9

ч =[ ° '443]1  ̂0.251)

=С а 5 0 4  ̂

2  ̂0 . 7 5  )

*г1

-Т2

2 Р0(х= у) = 1 

Кг = 50

т(0) = (0.3,0.3), 

т(0) = (0.8,0.2),

2* = 0 . 5 9 7 7 1  

I  * = 0 . 5 9 8 2 0

г ,= (02651
1 ^0.509)

Ч - 0 - 7 6 7 ]
2 ^ 0 . 5 1 9  )

Г1 1 Г2

3 Р0( х у) = 3;
Ь = (20; 0.7; 2.0)

( 0.3,0.3 ̂  

ч(0) = 0.8,0.2 

^0.0,0.0 )

2* = 1 . 8 7 7 2  

I  * = 1 . 8 7 5 3

Ч = (0.497,0.335) 

т2= (0.911,0.641) 

Ч = (0.299,0.811)
1--  / '
г3 • \ 

\

4 р 0( х, у) = 3;

К = 0 . 6 ;  К = 0 . 4

Ь2,4 = Ю 

г<0) = ( 0 , 0 )  Vі

2* =  0 . 5 6 5 0 5  

I  * =  0 . 5 6 5 2 3

Ч = (0.178,0.169) 

т2 = (0.704,0.324) 

Ч = (0.844,0.772) 

т4 = (0.295,0.724)

1
....-\ . 2

\

г 4

2 9 9



Продолжение таблицы 4.3
5 р 0 =  8 т ( 0 . 5 х у )  + 1 ;

К г =  50 

т ( 0 ) =  ( 0 . 3 , 0 . 3 ) ,  

т ( 0) =  ( 0 . 8 , 0 . 2 )

/  = 0 . 4 9 9 9 4  

I *  = 0 . 5 0 0 1 4

Г  0 . 1 9 7  Ї

1 ^ 0 . 5 2 3  )  

(  о . 8 7 6  Ї

2 ^ 0 . 4 3 2 )

*

6 Р0(х  у) = 5 0 0 ;

К  =  (300,400)

/  =  8 2 7 3 0 . 1  

I  * =  8 0 5 8 4 . 5

( 0  2 3 8  >  

1 ^ 0 . 3 7 4 )

т ( 0 )  =  ( 0 . 3 , 0 . 3 ) ,

т (20) =  ( 0 . 8 , 0 . 2 ) ,

г  . ^ 0 -5 5 0 ]
2 ^  0 . 7 3 3 )

4 . 6 .  О б р а т н ы е  з а д а ч и  м а т е м а т и ч е с к о й  ф и з и к и ,  с в о д я щ и е с я  к  н е п р е р ы в ­

н ы м  з а д а ч а м  о п т и м а л ь н о г о  р а з б и е н и я  м н о ж е с т в

Как известно, одним из подходов к решению задач идентификации динамиче­

ских систем является сведение ее к задаче оптимального управления и применение к 

решению последней, например, принципа максимума Понтрягина или методов ди­

намического программирования. При формулировке задач оптимального управле­

ния сложными процессами и явлениями иногда трудно адекватно ввести управление 

и сконструировать удовлетворительную меру качества достижения комплекса раз­

нообразных целей. Поэтому разработка специализированных методов решения об­

ратных задач для дифференциальных уравнений с переключаемой правой частью, 

их алгоритмического и программного обеспечения является в настоящее время акту­

альным направлением научных исследований.

В данном разделе рассмотрены задачи стартового управления линейной про­

странственно-двумерной системой с квадратичными критериями качества как зада­

чи восстановления разрывной функции начальных условий для параболической 

системы. Эти задачи характеризуется тем, что с помощью аппарата функций Грина 

они могут быть сведены к непрерывным нелинейным задачам оптимального раз­

биения (раздел 2.5). Построен и теоретически обоснован алгоритм решения этой 

задачи. Алгоритм обобщен на случай параметрической идентификации кусочно­

непрерывной функции правой части дифференциального уравнения. Дана оценка 

погрешности, возникающей за счет приближенного вычисления функции Грина. 

Для сравнения сложности идентификации параболических систем с помощью опи­

санного выше подхода, в параграфе 4.7 приведена задача оптимального управления с
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н е д и ф ф е р е н ц и р у е м ы м  ф у н к ц и о н а л о м ,  я в л я ю щ а я с я  м а т е м а т и ч е с к о й  м о д е л ь ю  з а д а ­

ч и  в о с с т а н о в л е н и я  р а з р а в н о й  ф у н к ц и и  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й ,  д л я  к о т о р о й  п р и м е н е н  

м е т о д  л и н е а р и з а ц и и  Р . П .  Ф е д о р е н к о .

4 . 6 . 1 .  П о с т а н о в к а  з а д а ч и  в о с с т а н о в л е н и я  р а з р ы в н ы х  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й  

д л я  п а р а б о л и ч е с к о г о  у р а в н е н и я

к у с о ч н о - г л а д к о й  г р а н и ц е й  С О  з а д а н  н а б о р  ф у н к ц и й  <р01 ( х )  е  Х 2 ( О ) ,  /  =  1 ,  N ; 

Р  ( О )  -  к л а с с  в с е х  в о з м о ж н ы х  р а з б и е н и й  м н о ж е с т в а  О  н а  N  п о д м н о ж е с т в .

П у с т ь  с о с т о я н и е  у п р а в л я е м о г о  о б ъ е к т а  о п и с ы в а е т с я  ф у н к ц и е й  

р ( х , / )  е  Ж ,1 0 ( О х  [ О , Г ] ) ,  у д о в л е т в о р я ю щ е й  к р а е в о й  з а д а ч е

г д е  Д  =  — -  +----------- -  о п е р а т о р  Л а п л а с а ;  К , К , - . , К т  -  з а д а н н ы е  ч и с л а ;

g (х,/) е В  (С0х[0,Т]),  / (х,^  еХ2(Ох[0,Г) -  з а д а н н ы е  ф у н к ц и и .

К а ж д о е  д о п у с т и м о е  р а з б и е н и е  со е р  (О) о п р е д е л я е т  н а ч а л ь н у ю  ф у н к ц и ю  

р0 (•, О) т а к у ю ,  ч т о  с о о т в е т с т в у ю щ а я  е й  к р а е в а я  з а д а ч а  ( 4 . 6 . 1 )  -  ( 4 . 6 . 4 )  и м е е т  е д и н ­

с т в е н н о е  о б о б щ е н н о е  р е ш е н и е  р(х, /) еГ 21’°(Ох[0,Г]), г д е  Ж>1,0(Ох[0,Г]) -  

п р о с т р а н с т в о  С о б о л е в а  [ 2 7 ] .  У с л о в и м с я  р е ш е н и е  к р а е в о й  з а д а ч и  ( 4 . 6 . 1 )  -  ( 4 . 6 . 4 ) ,  

с о о т в е т с т в у ю щ е е  ф у н к ц и и  % (х; О), О е р  (О ) ,  о б о з н а ч а т ь  р(х, t; % (х, О) ) .

Т р е б у е т с я  о п р е д е л и т ь  т а к о е  р а з б и е н и е  О *  е  р  ( О ) ,  д л я  к о т о р о г о  ф у н к ц и я  

% (•, О*) д о с т а в л я л а  б ы  м и н и м а л ь н о е  з н а ч е н и е  ф у н к ц и о н а л у

П у с т ь  н а  н е к о т о р о м  о г р а н и ч е н н о м  и з м е р и м о м  п о  Л е б е г у  м н о ж е с т в е  О с  Я 2 с

д р /д ґ  =  Д р  +  /  ( х ,  ґ ) ;  

р ( х , 0 )  =  р 0 ( х ;ю ) =  р 0і ( х )

V x  є Ц . ,  і  =  1 ,  Ж ; ю = ( Д , . . . ,  О д , )  є  р  ( О ) ;

( 4 . 6 . 1 )

( 4 . 6 . 2 )

р ( х ,  ґ )  =  £ ( х ,  ґ)  V x  є  д О ,  ґ є ( 4 . 6 . 4 )

( 4 . 6 . 5 )

301



где 2 (•) є Х2 (О) - заданная функция, Т > 0 - фиксированный момент времени.

З а м е ч а н и е  1 .  В [71] показано, что функция <р(х, ґ) , рассматриваемая как ото­

бражение отрезка [0,Т] в пространство і 2 (О ), является непрерывной по перемен­

ной ґ в том смысле, что функция д(х) = ||р(х,ґ)|^(п) непрерывна при ґ є [0,Т], 

следовательно, интеграл в (4.6.5) существует.

З а м е ч а н и е  2 .  Интегральные ограничения в (4.6.3) могут быть заданы в более 

общем виде, например,

где £(■) - некоторая заданная функция пространства £2 (О) . Эти ограничения мо­

гут учитывать, к примеру, тот факт, что функция ры (х) может определять началь­

ные условия в (4.6.2) лишь на ограниченной части множества О  .

Таким образом, в сформулированной задаче восстановлению подлежит функ­

ция начальных условий, являющаяся кусочно-непрерывной на множестве О  . Отли­

чительными чертами сформулированной задачи являются, во-первых, то, что на­

чальное состояние процесса, которым мы управляем, определяется разбиением со 

множества О  ; во-вторых, наличие ограничений типа (4.6.3), в которых неизвестный 

параметр входит в пределы интегрирования.

З а м е ч а н и е  3 .  Условия существования оптимальных границ между подмноже­

ствами и их свойства в работе не исследуются. Некоторые сведения, касающиеся 

этих вопросов, приведены в [106].

З а м е ч а н и е  4 .  Задачи, имеющие математические модели, подобные (4.6.1) - 

(4.6.5), ставятся во многих областях науки и техники, таких как металлургия, энерге­

тика, геология, почвоведение, экология, пищевая промышленность и т.д. В случае 

исследования процессов диффузии функция р(х, t) представляет собой концентра­

цию некоторого вещества; процессы фильтрации жидкости в пористых средах опи­

сываются скалярной функцией напора; если же имеем дело с распространением теп­

ла, то функция р(х, ̂  представляет собой температуру в каждой точке заданного 

пространства и в каждый момент времени.

(4.6.6)
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4.6.2. Сведение задачи управления к непрерывной задаче оптимального 

разбиения и исследование ее разрешимости

Решение краевой задачи (4.6.1) - (4.6.5), соответствующее каждому допусти­

мому разбиению Ш е р  (О ), запишем в виде

т

р(х, Т, р0 (х, Ш)) =  10(х , х', Т )р  (х '; Ш)йх' +11 С(х, х', Т — Г) /  (х', t )Ах 'А +
Q  0  Q

T

+ [ [--------- ~8(х', t)АхЛ , (4.6.7)
О Ял с п

где 0(х, х’, ̂  - функция Грина задачи (4.6.1) - (4.6.4), п - нормаль к границе ЯЛ.

Подставляя выражение (4.6.7) в функционал (4.6.5) и учитывая тот факт, что 

набор подмножеств Ш = { Ц Л д , } является элементом класса р  ( Л ) , приходим к

следующей задаче ОРМ: найти набор подмножеств Ш* = |Л*, Л*,..., Л*} е р  (Л), на 

котором достигается минимальное значение функционала
-\2

Ах, (4.6.8)F  (Q ,.... Q.y) = j р0/ ( х ' )G( x, x ', T) dxf + Z ( x)
’=1 Q,

г (х) = —г (х) +11 <7(х, х', Т — в)/ (х', в)ск’йв +11 Я(?(х,х, Т Т) ̂ (х , 0)АхАе

0 0 0 О  Яп
и выполнялись ограничения

| р0, (х)Ах < Ь , , = 1, N . (4.6.9)
Л,

Утверждение 4.1. Если вектор правых частей неравенств в определении класса 

Р  (Л) удовлетворяет условию

X b  -jVo(x)dx, (4.6.10)
i=1 Q

где p0 (x) = max p0/ (x ), то множество допустимых решений задачи (4.6.1) - (4.6.5)
i=1,N

не пусто.

Доказательство. Сложив ограничения-неравенства, определяющие структуру 

класса р  (Q ), получим
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Z  j  (x)dx ̂  Z  bi • (4-6-11
'=1 Q, '=1

Оценим левую часть соотношения (4.6.11):
N  N

Z J  Ро,( U  < Z J  max cp0i (x)dx = j  <p0 (x)dx . (4.6.12)
1 1  Q ,  1 1  Q ,  ' _ 1 , N  Q

Сопоставляя выражения (4.6.11) и (4.6.12), приходим к выводу, что если для 

вектора b = (b,b2 bw) выполняется условие (4.6.10), то всегда найдется разбие­

ние a  = { Q ,Q ,. .,Q^} множества Q из класса р (Q ). В этом случае класс

N

Р  (Q) не пуст. Иначе может оказаться [J £1 с й , а  это означает, что множество
i=i

допустимых решений задачи (4.6.1) - (4.6.5) р  (Q) пусто.

От задачи минимизации функционала (4.6.8), (4.6.9) переходим к эквивалент­

ной задаче бесконечномерного программирования с булевыми переменными: 

найти вектор-функцию Л(-) = (Л1 (•),..., (•)), такую что

I ( Л , ( - ) )  = j j Z J ^ o , ( x')G(x, x',T )li(x')dx'+ Z ( x )  d dx — m i n  , (4.6.13)
Q I /=1 Q 1 A(')EAl

где

Г N

^=< !Я (х) = (^ (х ) ,...,р  (x)): Z A (x ) = 1 п.в. для x eQ ; Ät(x) = 0 v 1 

п.в. для х e Q; i = 1, N ; j" <p0i (x)^ (x)dx < b , i = 1, N j .
Q J

Наряду с задачей (4.6.13) будем рассматривать задачу

I  U (- ))^  min , (4.6.14)
Д(-)єЛ,

Л2 = j^(x ) є л0; j  <рОІ (Х)Л( x)dx < b , / = 1, N  j ,

N

л0 = {^(x) = ( ^ ( x ) , . . . , P  (x)): X і ,- (x) = 1 п.в. для x є Q;
/ = і

0 < Л, (x) < 1 п.в. для x є Q; і = 1, n J
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в предположении, что эта задача разрешима, и множество ее решений содержит все 

решения задачи (4.6.13). Условия, при которых это выполняется, приведены ниже.

Определение. Будем говорить, что задача (4.6.14) удовлетворяет условию 

Слейтера, если существует точка Л(-) є Л0, для которой

j" <p0i (х)А. (x)dx <bt, і = 1, N .
Q

Лемма 4.1. Если в задаче (4.6.1) - (4.6.5) константы b ,•••,К  удовлетворяют 

соотношению

^ Г _
X  b > S = jpo(x)dx,
,=1 Q

где p  (x) = max p  (x ), то для задачи (4.6.14) выполняется условие Слейтера.
i=1, N

Доказательство. Для каждого x eQ  рассмотрим вектор-функциюЛ(x) , i-ая 

компонента которой определяется по формуле
_ N ___
Л, (x) = bt / X  b j, i = 1, N .

j=1

Функция Л ^) єЛ 0, так как 0 <Л(x) < 1 для всех i=1, N и

N _  N N

Х Л  ( x ) = Х  ( b ,  /  X  b j ) = 1 .
і=1 7=1

N ___

Пусть выполнено условие леммы, то есть ^  Ь > (х)^Х. Тогда
і=1 О

I Ро,(х)Л(х ) аХ  =  |Фы(хЩ /ХЬ7> *  ̂  (Ь /ХЬ7 ) { Фо(х№ < Ьі, і=1,N,
О  О І=1 7 = 1  О

что и требовалось доказать.

4.6.3. Необходимые и достаточные условия оптимальности редуциро­

ванной задачи оптимального разбиения множеств

Основываясь на результатах п. 2.4.1, нетрудно показать, что функционал

I  (Л(-)) является выпуклым по Л(-) на выпуклом замкнутом ограниченном множе­

стве Л2. Следовательно, задача (4.6.14) является задачей выпуклого программиро­

вания, и для нее справедлива теорема Куна-Таккера [13]. Согласно этой теореме ре-
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шение задачи (4.6.14) сводится к поиску седловой точки следующего функционала 

Лагранжа:

N  ( с  ^А(^(0 ,^) = I(^(*)) + Х ^  |Ро/(х,)^ (х ,)^х '-Ъ
i=1

i=l Q

V Q

N

= 1 1 Z 1 G(x,x\T)p0j(і')Л (xr)dx' + 2Z(х) ^ | G(x, x',T)p0/ (|')Л(x,)dr,|(^ -

_ N N

h jZ2(x )d x  + Z  W, jP o i(х ') Л (x ')d x '- Z wbi,
+J

Q i=1 Q

где !(•) єЛ 0; р є Г  = |р = (w ,...,W n): W 1 0, i = 1, n }  . 

Задача, двойственная задаче (4.6.14) запишется в виде:

Q(W) ^  max, (4.6.15)
^ є Г

N Г —
Q ( W )  =  m ^  h  ( ! ( • ) ,  w )  =  - Z  W b  + 1 Z 2 ( x ) d x  +  

m i n ) 111 Z 1 G ( x ,  x',T) p  ( x ' ) ^  ( x ' ) d x '+
(̂•)єЛо i=1 Q

+2Z(X) Z { x,x',T)ç0l (х'МДx')dx' >dx + Z { УгФы(x')^ (x’)dx’ >.
' = Q J ' = Q J

Для решения внутренней задачи

min h (Л (),ш) (4.6.16)
Д(-)е Л 0

воспользуемся необходимым и достаточным условием оптимальности, которое дает 

следующая теорема [90].

Т е о р е м а  4 . 1 .  Для того, чтобы Л0 (x) е Л  была решением задачи (4.6.14) не­

обходимо и достаточно, чтобы Л0 ( x) удовлетворяла условию

lin f[ я  Л( Л0 (x ) ,^ ,Л ^ )-Л0(x)Jdx = 0 , (4.6.17)min
л( x^o

Q

где Н А(Я(-),р) - градиент функционала А (Я(-),р) по переменной Я(-), у-ая 

компонента которого вычисляется по формуле: Ух е О
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Hj ( Л (x ) )  =  2(pQJ( x ) x J f Z(x )G (x ,x ,T)dx + 1  у  + 

[q 2la
n

+ I f i  f  G(x. x', T)G(x, x, T)dx p0l. (x ')j(x ')dr' j .
i=1 q Vq /  J

Далее, на основе условий оптимальности (4.6.17) получим операторное урав­

нение для оптимальной вектор-функции Л 0 ( x ' ) ,  x ' e D . По теореме 4.1, если 

Л0 (x) еЛ 0 - решение задачи (4.6.14), то имеет место равенство 

min f (  H  Л( Л 0 (x), у ) , Л(x) -  Л 0 (x) j  dx  = 0.

Определение. Будем говорить, что функционал h (Л(-), у ) удовлетворяет ус­

ловию сильной регулярности, если

H j ( j 0 ( x ) , ^ ) ^ 0 ,  j  =  Щ  x e Q ,

за исключением множества точек x e D  нулевой меры.

Это условие означает, что для оптимальной вектор-функции ни на одном мно­

жестве точек x e D  ненулевой меры не удовлетворяется ни одно из уравнений Эй­

лера H j ( j 0 (x), у ) = 0 для задачи минимизации по Л(-) функционала h (Л(-), у)

без ограничений.

Запишем условие (4.6.17) в виде

min X jH j  ( A  Н н )Л ( x) | dx  X jH ? (j°(x ),y )j,°(x ) | dx.

Л( )еЛо QV 1=1 / Q \ i l  1

Вектор-функция Л* (x ), удовлетворяющая этому равенству, такова, что почти 

для всех x e D  имеет место

H  j  ( Л0 ( x), у ) j  ( x) = min H j ( Л0 ( x), у ) ° , i = 1, N, x e D

Отсюда получим, что при выполнении условия

mes |x  e D : H f ( Л^), у ) = H  Л ( Л( x), у ) , i ф j ,  i, j  = 1, N  J = 0 (4.6.18) 

вектор-функция Л* (x) определяется очевидным образом: Vx e D
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1, если И? ( Л * (x),w\ =  minИ? ( Л * (x),w\,
'  ' j=1,N 1 '  '

Л* (x) = • Va e [0,1], если И? (ä* (x),p) = 0,

0 в противном случае.

При выполнении условия сильной регулярности Н Л (*(•), р ) = 0 лишь на 

множестве точек х е О  нулевой меры, следовательно, вектор-функция Л"(•) опре­

деляется единственным образом по формуле Ух е О

Справедливы следующие теоремы [90].

Теорема 4.2. Для того, чтобы было выполнено условие оптимальности (4.6.17), 

необходимо при выполнении условий сильной регулярности и (4.6.18), чтобы 

Л 0 (х) = Л  (х), где равенство двух вектор-функций понимается в смысле равенства 

нулю нормы разности этих вектор-функций, а вектор-функция Л  (х) определяется

по формуле (4.6.19).

Теорема 4.3. Если условие оптимальности (4.6.17) является и достаточным, а 

также выполнены условия сильной регулярности и (4.6.18), то вектор-функция 

Л  (х) = Л* (х), является оптимальной для задачи (4.6.14), где Л* (х) определяется 

по формуле (4.6.19).

Таким образом, из приведенных теорем следует, что решение задачи (4.6.14) 

для выпуклого функционала А (Л(-), р ) , удовлетворяющего условиям сильной ре­

гулярности и (4.6.18), может быть определено как решение операторного уравнения

Подставим (формально) эту формулу в задачу (4.6.15). Полученный при этом

0 в противном случае.

0 в противном случае,

для п.в. x e Q .

функционал будем обозначать Q  (л* (•), р ) :

308



0  (Л* (•), р ) = 0 (р ) +1ЩШН Л (Л*(х), р ) йх - ]Г |Н Л (Л*(х), р ) Л*(х)йх =
а7 ’ ,=1 а

= П ГГ | С (х, х',Т)ф, (х')Л* (х')йх'
о [|_ ,=1 о _

+22(х )£  | (7(х, х', Т)ф0/ (х')Л* (х')йг' I йх + р  | ф0( (х')Л* (х")йх' - Г  рЪ
,=1 а [ I=1 а 1=1

+| 2 2 (х)йх + | щт ] 2ф . (х") Л  2 (х)С( х, х", Т)йх + — р  +
О О7=—’ [ [О 2

+ ГГ [ { [  0(х, х', Т)0(х, х", Т)й х ф  (х  ')Л (х')йх' 1 1 -

,=1О1О ) [

-ГГ 12̂0,- (х") 112  ( , (  х,, ,  Т)йх + — р, +
,=1 О [о 2

+ + 0(», х', Т) С( х, х", Т)йх 1 ф0( (х ') Л* (х')йх' 1 Л* (х”)йх” =
'=— О \О /  [

N л N . 2 _
= - Г  р Ъ - { Г  { С(х, х', Т)ф0/ (х') Л* (х")йх' йх +| 2 2 (х)йх +

' =1 О '=1 О J О

+| щт [ ф  (х") р  + 21 2 (х)0(х, х", Т)йх +

+ 2 Г , 11 | ̂ ( х ,  х',Т)0(х, х " , Т )йх ф  (х ')Л *  (х ')й х' 1> йх".
'=— о\о / _У

Введем  следующ ее обозначение:

N

У(х ) =  Г  | ̂ ( х ,  х ', Т )ф ш (х ')  Л* (х')йх'.
,=1 О

Т огда имеет м есто равенство:

Ъ  (У (•), р )  =  й  (л * (•), р )  =  - {  у2 ( х)й х -  Г Г  р1Ъ1 + |  2 2 (х)йх +

(4.6.20)
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+ | m i n  J  2  j  (Y( x )  +  Z( x ) J G ( x ,  x ' , T ) x 0l. ( x ' ) d x  +  yXj ( x ' )  l dx'.
Q 7 _1, N l  Q J

Т е о р е м а  4 . 4  [ 6 2 ] .  П р и  л ю б ы х  ф и к с и р о в а н н ы х  у е Г , А() еЛ 0,

Y (•) е Z2 (Q) в ы п о л н я е т с я  н е р а в е н с т в о

F1(Y (0,у) < /  (А(0),  ( 4 . 6 . 2 1 )

п р и ч е м  н а  о п т и м а л ь н о й  т р а е к т о р и и  (А* (•), у*) д о с т и г а е т с я  з н а к  р а в е н с т в а :

F i(Y (0 ,у ) =  I (А*(•)) .

A x , y

'■=1 Q

Р а с с м о т р и м  р а з н о с т ь

N

F  ( Y  ( • ) ,  у )  - 1 ( А ( 0 )  =  -  j  Y 2 ( x ) d x  -  X  У& +

_ N

Д о к а з а т е л ь с т в о .  О б о з н а ч и м  Y ( x )  =  X  j  G ( x ,  x 7 , T ) x 0 , ( x 7 ) А  ( x ')d x ' .

Q

+ j  m i n  J  <j 2 j  Y ( x ) G ( x ,  x 77, T )d x  +  2 j  Z ( x ) G ( x ,  x 77, T )d x  +  y  | > d  ( d 77)  l  d x 77 -

- < !  j  Y  2 ( x ) d x  +  2 j  Z ( x ) Y ( x ) d x  l  =  - j  ( Y 2 ( x )  +  Y 2 ( x ) )  dx — X  У b +

I q  q  J  q  ' =

+ j  m i n  i  2 j  [Y( x )  +  Z( x ) ]  G(x, x17 , T ) dx +  у  i  ( x 77 ) X  А  ( x 77 ) d x 7,

Q J = 1’N  l  Q J  k =1

Г Г —  N  . N

- j  j  2 Z  ( x ) X  G(x, x , T ) x 0 , (x1 )A(x' )dx' dx -  j X y X o ,  ( x ) A ( x ) d x

Q Q '=1  Q 1=1

N  N

- 2 X  j  j  Y  ( x ) G (  x ,  x 7 , T ) x 0 , ( x 7 )  А  ( x 7 )dx'dx +  j  X  У Х /  ( x )  А  ( x ) d x

'= !  Q Q  Q 1=1

N

+ 2 X  j j  Y  (x)G( x, x , T ) x  ( x 7 ) A ( x '  )dx'dx.
'  = 1 Л  Л

П р о и з в е д я  н е к о т о р ы е  п р е о б р а з о в а н и я  и  п р и в е д я  п о д о б н ы е  с л а г а е м ы е ,  м о ж н о  

п о л у ч и т ь  с л е д у ю щ у ю  о ц е н к у :

* 1 ( 7  ( - ) , у )  — I  (А (-)) =

310



=  У  j  і  m m  і  2  j  ( 7 (x ) + Z( x ) ) G (x , x1,7 )  dx7 + p .

'=! Q
P 0, ( x ) r~

2 j  ( 7  (x) + Z (x)) G( x, x1 ,T)dx + p Pot (x ' n U  (x')dx' +

Q

+ У  p |  j p o , -  ( x '  ) A ( x '  ) d x '  -  bt | - j ( 7  ( x )  -  7 ( x ) )  dx <  0 .

'=! VQ / Q

Следовательно, F  (7 (•), p) < I  (Я(-)).

Далее, пусть Я (•) = Я*(-); p  = p*. Тогда 7(•) = 7 (•), и значит:

\ 2
1) - j  ( 7 ( x )  - 7 ( x ) ) = 0  ;

2) в силу того, что вектор р* является решением задачи (4.6.14),

=  0 ;p* I j p (xl)A*(xl)dxl -bt

3) справедлива формула (4.6.19).

И, таким образом, на оптимальном наборе (2*(-),p*) в неравенстве (4.6.21) 

достигается знак равенства.

Из этой теоремы следует, что F (7 (•), p*) = max F (7 '(•), p ) ,
1 7 ' ( О - Ц х Г  1

и имеет место

Теорема 4.5 [62]. Решение задачи (4.6.13) может быть получено почти всюду 

для x eQ  по формуле

Л * (  x ' )  =

1, если 2 j  ( 7  * (x) +  Z (x)) G( x, x1 ,T )dx +  p*

=  m m  і
J =1, N I

2 j  ( 7  * (x) +  Z (x)) G( x, x , T )dx +  p*

0 в противном случае,

Q

где У*(0,р* - решение задачи максимизации функционала ^  (У(•),р) на множе­

стве Ь2 (О) х Г .
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Следующая теорема определяет условия, при которых задачи (4.6.13) и (4.6.14) 

эквивалентны.

Т е о р е м а  4 . 6 .  Пусть выполнено условие леммы 4.1. Тогда если для функциона­

ла Лагранжа h (Л(•), у ) задачи (4.6.14) выполняются условия сильной регулярности

и (4.6.17), то множества оптимальных решений задач (4.6.13) и (4.6.14) совпадают.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего, следует заметить, что задача (4.6.14) при усло­

вии выполнения леммы 4.1 разрешима, так как функционал I  (Л(-)) непрерывен и 

выпукл на ограниченном замкнутом выпуклом множестве Л2. Множество Л2 со­

держит хотя бы одну крайнюю точку, а крайние точки симплекса, как уже отмеча­

лось, являются характеристическими функциями некоторых подмножеств 

Q ,..., Qn , образующих разбиение множества Q [36].

Пусть функционал h (Л(), у ) удовлетворяет условиям сильной регулярности 

и (4.6.18). Тогда согласно теоремам 4.1 - 4.3 решение Л* (•) задачи (4.6.14) определя­

ется единственным образом по формуле (4.6.19). Функция Л  (•), очевидно, пред­

ставляет собой крайнюю точку множества Л2 и, кроме того, является допустимой 

точкой для задачи (4.6.13).

Пусть Л  ( • )  - некоторое решение задачи (4.6.13). Тогда справедливо неравен­

ство I (Л  (•)) > I  (Л (•)). С другой стороны, так как Л  (•) - решение задачи (4.6.14), 

а Л  с  Л  , то выполняется соотношение I  (Л* (•))< I  (Л(0) . Следовательно, 

I  (Л* (•)) = I  (Л(0) и Л* (•) - решение задачи (4.6.14). Таким образом, решения за­

дач (4.6.13) и (4.6.14) совпадают.

4 . 6 . 4 .  К о н е ч н о м е р н а я  а п п р о к с и м а ц и я  з а д а ч и  о п т и м а л ь н о г о  р а з б и е н и я  

м н о ж е с т в  и  а л г о р и т м  е е  р е ш е н и я

Сформулируем численный алгоритм решения задачи ОРМ (4.6.13), основан­

ный на результатах теоремы 4.6. От задачи условной оптимизации с помощью вве­

дения в целевой функционал негладкой штрафной функции множества Г перейдем 

к задаче безусловной оптимизации:
N

P (Y (•), у) = F ,(Y (•), у) - X  S max(0, (-у.)) ^  max , (4.6.23)
“  (y  (

где S - достаточно большое число.
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Зад ача (4.6 .23) является задачей бесконечном ерного п рограм м ирования без ог­

раничений. П ост рои м  ее конечномерный  аналог.

Р ассм отри м  сеточную  область у -  м нож ество точек пересечения семейства

прямы х |х =  lhx, y =  shy , t =  rht , l =  1, m, s =  1, m1, r  =  1, m 2 j , покры ваю щ их

м нож ество Пх[0, T] .

И спол ьзуя конечном ерны е аппроксим ации интегралов, участвую щ их в вы ра­

ж ении функционала (4.6 .23), получаем  конечном ерную  задачу

_ m ml N
P(Y,v) =  - £ £ AjkY]k -£wibi + 

j=1 k=1 , =1

m ml m ml N
+ £ £  Ais m in  j  2 £ £ A jk ( Y jk  + Ijk)DS + p  V  + £ S m ax (0 , ( - p ,) ) .  (4.6.24)l=1 s=1 r_1, N [ j=1 k=1 J ,=1

Здесь A *  -  коэффициенты  кубатурной  формулы , Yjk =  Y  ( x . , y );

v0r = Vor (xi , ys); D j = G ((xi, ysX (xj , yk),T); I j  = Z (xj , yk) >

причем  для вы числения величин Dj , Ij  функция Г ри н а G (x , x ',T ) заменяется

суммой  конечного числа L слагаемых.

А налогично получаем  конечном ерную  аппроксим ацию  форм улы  (4.6.19)

Л * (  xi ,  y s )  =

1, есл и 2 £  £  A jk Y jk D j + w ,
j=1 k=1 

m m1

,Js _
Фоі =

=  m in
r =1, N

2 £ £  A jk (Yjk  +  I j k D  +Wr 
j =1  k =1

V0r, (4.6.25)

0 в п рот и в н ом  сл учае

Зад ача м аксимизации функции (4.6 .24) является конечномерной  задачей мате­

м атического програм м ирования и  заклю чается в оты скании т х т 1  - м ерного векто­

р а  У  =  { у *  } и  Ж -мерного вектора сопряж енны х переменны х р =  { р } ,  достав­

ляю щ их максимальное значение целевой функции Р . П ри  больш ом  числе разбие­

ний т и  т 1  реш ение этой задачи представляет вычислительную слож ность.

Для реш ения задачи м аксимизации вогнутой недифференцируемой  функции 

Р( У ( 0 ,р )  используется г-алгоритм Ш ор а .
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А л г о р и т м  р е ш е н и я  з а д а ч и  ( 4 . 6 . 1 3 )

1. Область Q покрываем прямоугольной m  х  m1 сеткой и задаем начальное 

приближение функции Y( • ) в узлах сетки Ŷ 0), k = 1, m, j  = 1, m l, и вектора 

двойственных переменных р (0) = (y1(0),...,y (/1) .

2. Вычисляем значение функции Л (0) (x), i  = 1, N  в узлах сетки по формуле 

(4.6.25) при фиксированных значениях p (0), Y(0).

3. Вычисляем значение градиента gp = (gYp, gp) функции P в точке 

(Y^0), Pj0)), k = 1, m, j  = 1, ml, i = 1, N  по формулам

gp =~bi +  Z  — Sm ax  ( °  -sign C P i) ) , (4626)
(l,s)<=Wt

___ ___  f m m1 1

(1, sX l = 1m, s = 1 m1: ЩШ |2Z Z  AjkYjkDb + РЛ9%г =

Г m m1 1 1

= |2Z Z A jk (p k  + I jk)D j + p  J ^  J;

/ m m1 Л
gPjk = 2Ajk I —Yjk + Z £ D S 4  , (4.6.27)

V l=1 s=1 у

i - номер индекса (для каждой пары (l, s) свой), при котором достигается

m m1

min12 Z Z Ajk(Yjk + )D j + pr \q& .
r=1,N [ j=1 k=1 J

4. Выбирая начальный шаг h > 0 r -алгоритма, находим

p® = p<0) + h g p (Y(0),p (0)) , Y01 = Y 0) + h0gy(Y0) ,p ( ) . 

и переходим ко второму шагу.

Пусть в результате вычислений после k шагов получены определенные значе­

ния <p(k),Ä(k—1)(x), Y(k)(x) в узлах сетки.

5. (к+1)-й шаг:

а) вычисляем Ä̂ k) (x), i = 1, N  по формуле (4.6.25);
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б) вычисляем значение градиента gp (Г(k), р (к )) по формулам (4.6.26), (4.6.27) 

при Г = Г(к); р  = р (к);

в) проводим (к+1)-й шаг r-алгоритма для максимизации функции (4.6.25) по 

переменным Г (•), р , и определяем р (к+1), Г(k+11 ;

г) проверяем условие |(Г(к),р(к))-(Г(к+1),р(к+1)) <е или |gp(Г<k),p k)| <е .

Если ни одно из этих условий не выполняется, то переходим к (к+2)-му шагу алго­

ритма, иначе - к пункту д);

д) полагаем Л (•) = Л(() (•), р* = р ((), Г(•) = Г(() (•), где ( - номер итерации, 

на которой выполняется хотя бы один из указанных выше критериев окончания ите­

рационного процесса. Вычисляем оптимальное значение конечномерной аппрокси­

мации целевого функционала (4.6.13) и для контроля правильности результата - 

значение функционала (4.6.25) при Л() = Л (•), Р  = Р*, Г(•) = Г * (•).

4 . 6 . 5 .  С х о д и м о с т ь  и  о ц е н к а  п о г р е ш н о с т и  к о н е ч н о м е р н о й  а п п р о к с и м а ц и и  

з а д а ч и

Численная реализация алгоритма решения задачи (4.6.13), основанного на тео­

реме 4.5, предполагает аппроксимацию задачи

F  (Г(•),р ) ^ max, Г(•) е L2(Q), р е  Г  (4.6.28)

задачей

F[l  (7(•),р) —>max, 7(-)eZ2(Q), р е  Г , (4.6.29)

в которой целевая функция /<’ (7, р ) отличается от /•, (7, р ) тем, что в ней функ­

ция Грина заменена суммой конечного L числа слагаемых.

Пусть G(x,x’,T) - точное, а (/, (х. х’.'/) - приближенное значения функции 

Грина, 7*(-) и Г, (•) - точные решения задач (4.6.28) и (4.6.29) соответственно, а 

Я (-) и Ях(-) - отвечающие им значения вектор-функции Я(-). Рассмотрим вопрос

о сходимости последовательности характеристических функций j i 1 (•) j к функции

Л* (•) при L ̂ <х> для случая, когда множество Q = |(х, у) е R2: 0 < x < ̂ ,0 < у < . 

Прежде всего, покажем, что

lim Yl  (х ) = 7* (х) . (4.6.30)
со
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Лемма 4.2. Функционалы задач (4.6.29) при Ь ^  да сходятся к функционалу 

задачи (4.6.28) равномерно по всем У (•) е Ь2 (Ц ).

Доказательство. Рассмотрим разность

|min-J 2|(7(x) + Z (x)jG(x,x1 ,T)p0J(x')dx + Yj%j (x ) rdc

—|min j 21 (7(x) + Z(x))(jtl(x, x/,7T)^0j.(x/)cfc + i//j ^0j.(x/) Icfc7.
Qi J,jV l Q

Используя оценки, полученные в работе [66], можно записать

Fl(Y,¥)-FL(Y,¥) =

- j* minj2j^7(x) + Z(x)+0(l/L2)^Gz(x,x/,7’)+0(e 1 ^Ççjix1 )dx + if/j (p0j(xl )>dx'
Q J=1’N l Q J

—| min j 2|^7(x) +Z(xŸjGL(x,xl ,T)<p0j(xl)dx + ц/}xp0j{xl) \dx!.
а  I  а

Предположим, что для каждого фиксированного х 'еЦ  и для каждого

L = 1,2,... минимум mmj|^2j(7(x) + Z(x))GL(x,x',r)cfc + i//. ^0j.(x')j 

гается при j=k а

mm j|^2j(7(x) + Z(x)+ 0(1/Z2)^G l (x,x',T)+0(e~L ) ĉtx + y/j q>0j(x')

- при j=l. Тогда имеет место неравенство 

2 J (7(х) + Z(x) + 0(1 / L 2) ) [ Ù l ( x ,x ' ,7 ) + ()(e ’ ’ ) ) cfc + щ  <pol(x') <

дости-

<1 2>J (7(x) + Z(x) + 0 ( 1  / 12) ) (x , x ' ,Г) + 0 ( e ^ 2 ))dx  + y/k <pok (x')

или

2 j"(7(x) + Z(x))Gl  (x , x',T)dx + Yt <РЫ (x') -
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-  | ^ 2 j ( Y ( x )  + Z ( x ) ) Ö L (x , x ' ,T ) d x  +  y/k j < p o k ( x r)  <

2 [cpok 00  - <Pol 00] j (0(1 / L2)Gl (x, x',T) + 0(e e ) (7(x) + Z(x)))dx.
Q

Так как интеграл в правой части последнего неравенства является величиной 

порядка 0 (1 /L? ) , то найдется такое число L ' , что для всех L > L  разность

W = ^2^{^(x) + Z(x)^GL(x,x\T)dx + y/l cpül(x') —

V а

- (  2 j" (Y(x) +  Z(x) )  Gl  (x , x ', T )  dx +  y /k <pok (x')

V q )

будет меньше сколь угодно малого числа е > 0 , а, следовательно, k = l и, в силу про­

извольности выбора точки х' е Q . можно заключить, что

lim Fl  (7, р ) = ̂  (7, р ) . (4.6.31)
со

Лемма 4.3. Функционалы /<1 (7, i//) и /<’ (7, i//) являются вогнутыми по 7 (•).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  (см. в [62]).

Теперь, основываясь на леммах 4.2 и 4.3, можно показать, что имеет место 

формула (4.6.29). Так как ), (•) максимизирует функционал /<’ (7, i// ) , то выполня­

ется соотношение

Fl  (7l  (х), р ) > Fl  (7(х), у/) V7(x) е Z2 (Q). (4.6.32)

Переходя к пределу при L —>х и учитывая (4.6.30), получим

Fl (7(х), р )  > /^ (7(х), р )  V 7 (x )eZ2(Q), V p e T ,  

где 7 (х) - некоторый элемент пространства /,2 (Q). Покажем, что 7(х) = 7 (х). 

Предположим обратное. Тогда, согласно (4.6.32), должно выполняться неравенство 

Fl (Y(х), р ) > ̂  (а7 (х) + (1 - а)7* (х), р ) , (4.6.33) 

где 0 < а  < 1. Так как функционал F  (Y(хХ W) вогнут по Y(•), то (4.6.33) можно 

переписать в виде

Fx (7(х), W) > aFl (7(х), ¥) + (1 - а ) ^  (7* (х), р ) ,
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а это выполняется лишь в случае, когда Fl(Y(x), у/) = /'[(7"(х). i//). Значит, 

Y(х) е 5 ’ = {Г* (х) е L2 (Q) : Fl (Г* (х), у/) > Fl (7(х), p)V7(x) е L2 (Q)} .

Не теряя общности, можно считать Y(х) = 7* (х).

Покажем теперь, что Vx е Q

limAL(x) = sГ О ). (4.6.34)
со

Согласно формуле (4.6.20) и теореме 4.4 можно записать следующие соотно­

шения между функциями Y(•) и Я(-) :

N

Y*(х) =  **(***)*■  (*)Л*0 0 * ,
/=1 Q

7L(x) =  I K  (х,х \Т) <р0г( х )  А /(х )ск  ' .

*=1 Q

Рассмотрим разность

7*(х) -)] (х) = ̂ ,|^о/(х0 [^(х.х\Т)Х* (х!) —(}ь(х,х\Т)Х^(х')^о&' =
*'=1 а

м г ~ ~ и
= Х { О ' ) [ ( ? ( е ^ 1Г)1*(х') + Оь(х,х',Г ) (Л.,*(х') - (х'))]< * '.

'=! а

При Ь ^  да, выражение в левой части, согласно (4.6.30), стремится к нулю.

Следовательно,

м < ~ ~ ч
Пт £  | (рш(х’)Ю(е~Г1Т )А* (х’) + Оь(х,х’ ,Т){̂ А* (х’) — Л^(х')у>сЬс' =0,

а это возможно лишь в случае, когда для всех х е (} и для всех/=1,2,. ..Д

Пт (А* (х) - Аь (х)) = 0,
I , —>СО ' '

так как срш (х), Оь (х, х',Г) - ограниченные, не равные толсдсствснно нулю функ­

ции на О  и ОхОхГО,Т1 соответственно, а НтО(е~Г1Т) = 0.
|- Л Ь̂ да

Таким образом, доказана асимптотическая сходимость последовательности 

вектор-функций (х)| к искомой векгор-функции А* (х) при Ь —>СО .

Оценим теперь погрешность вычисления значения функционала I  (•), возни­

кающую за счет приближения функции Грина:
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/(Л(-))-/(!(•)) = J Z  J" P o t ( X ' ) G (  x ,  x\ T ) A f ( x ' ) d x ’ +  Z  ( x )

/=1 Q

X  j  (x')Gl  (x , x ', Г)1, ( x ' ) d x '  + Z (x)
/=1 Q

dx  =

j  j I <p0.(x')I G(x,x\T)At(x') + Gl (x , x\T)At(x')]dx’ + {Z(x) + Z(x))

g)0j(x')^G(x,х',Т)А~(x') -G(x,x',r)A(x')^|cfc' + (Z(x) -Z(x)) lefc .
'=1 Q J

Покажем, что первый множитель в подынтегральном вьгражении, обозначим 

его через Wjfx), при определенных условиях ограничен, а второй - W2(x) - стремится 

к нулю при L  ^  да .

Пусть S = maxmax®„,(х); M  = maxZ (x); = maxmax f (x,t);
i=pV xeQ ^0/ z xeQ f  xeQ te[0,T]

M  = maxmax g( x, t). Тогда, используя оценки, полученные в [66], можно запи-
g xeQ te[0,T]

сать оценку для Wj(x):

i6M fp2q2 8-4e-*2L}(pl +q2)T/(pq)2 Г 
Wi(x) < 2Mz + 2, f  f  +

я  ( p  +  q  ) 1 -

32 p 2q 2

У  T (p2 +q2 )/(pq)2 £  -
M f p  2q 2 Л

У  p 2 + q 2 )

2 2p q j  — 1
<  л ,

где A=const<x>  Рассмотрим

i=1 Q
N

W2(x) = j X  J"<p0i(x ')^G (x ,x '^^(x ') -G(x,x',T)Xt(x')~^dx' + ̂ Z(x) - Z(xfj J- <

- A. (x') - A. (x')] \dx' +
<  £ £ J |  j q e - L‘ “ tm - x ) + ^ f ^ "

i=1 Q p q  1  — e

+ ( 4 M f  p q  / k 2 +16Mg / я2 )(1 - e-L2 kT ) / L2, 

где k2 = я2 (p2 + q2) / (pq)2.

2

2

7Г
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У ч и т ы в а я  ( 4 . 6 . 3 4 ) ,  м о ж н о  п о д о б р а т ь  т а к о е  ч и с л о  Ь " , ч т о  д л я  в с е х  Ь > Ь " и  

д л я  в с е х  > е О . б у д е т  с п р а в е д л и в о  н е р а в е н с т в о

||/1,.(х)-Д.(х)||<£г",

г д е  е" >  0  -  с к о л ь  у г о д н о  м а л о е  ч и с л о .

П у с т ь  Ь ’ -  ч и с л о ,  н а ч и н а я  с  к о т о р о г о

| 4 5 е - 2т  +  ( 4 М — / к 2 +  1 6 М 8  / ^ 2 ) ( 1  - е — 2т ) / —  < е ' .

В ы б р а в  Ь  > ш а х ( Ь ' , Ь"} ,  в е л и ч и н а  РГ2 ( х ) , а  с л е д о в а т е л ь н о ,  и  в е л и ч и н а  

| /  ( / , ( • ) ) - I  ( Л ( - ) ) |  б у д у т  п о р я д к а  ( > ( < < ; ) ,  г д е  е =  т  а х  . Т е м  с а м ы м  п о к а з а н а  

а с и м п т о т и ч е с к а я  с х о д и м о с т ь  1Ь(Л(-)) —>1(Л(-)) п р и £ —>оо.

4 . 7 .  З а д а ч и  и д е н т и ф и к а ц и и  р а з р ы в н ы х  п р а в ы х  ч а с т е й  п а р а б о л и ч е с к о г о  

у р а в н е н и я  и  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й

О п и с а н н ы й  в ы ш е  м е т о д  л е г к о  о б о б щ а е т с я  н а  с л у ч а й ,  к о г д а  и д е н т и ф и к а ц и и  

п о д л е ж и т ,  н а п р и м е р ,  к у с о ч н о - н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц и я  п р а в о й  ч а с т и  д и ф ф е р е н ц и а л ь ­

н о г о  у р а в н е н и я ,  и л и  з а д а ч а  в о с с т а н о в л е н и я  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й ,  з а в и с я щ и х  к р о м е  

р а з б и е н и я  е щ е  и  о т  н е к о т о р ы х  п а р а м е т р о в ,  п о д л е ж а щ и х  о п р е д е л е н и ю  ( т а к  н а з ы в а е ­

м а я  п а р а м е т р и ч е с к а я  и д е н т и ф и к а ц и я ) .

4 . 7 . 1 .  З а д а ч а  и д е н т и ф и к а ц и и  ф у н к ц и и  р а с п р е д е л е н н о г о  и с т о ч н и к а

Р а с с м о т р и м  с л е д у ю щ у ю  м о д е л ь н у ю  з а д а ч у :

У ( и ( - )  ) =  | [ р ( х Д  и) - ^ Х  ]2(Ьх ^  т Г  ,  и  е и , ( 4 . 7 . 1 )

О

г. .. ц2

г д е  О  = {(х,у) е Я : 0 < х < 4, 0 < у < 4} ;  г(х) =||х - х0|| ,  х0 = (2,2), 

р  = (р(х, t, и) -  р е ш е н и е  к р а е в о й  з а д а ч и :

др/ д1 = Ар + и ( х ) е х р ( - / ) ,  (х, /) е О  х[0,1], ( 4 . 7 . 2 )

р( х, 0) = р  (х) Ух е О  ,  ( 4 . 7 . 3 )

р(х,О = 0 (х,0 е бПх[0,1]. ( 4 . 7 . 4 )  

О г р а н и ч е н и я  н а  у п р а в л е н и е  ы ( - )  и м е ю т  в и д :
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и  = {и (х) е Х2 (ОД : и(х) = и1 (х) Vx еОД, |  и (х )&х <Ь, / = 1,Ж } , (4.7.5)

од,

где (ОД,...,О Д )ер (ОД), и (х) = ||х— г(||2, VxеП , ^  ей - фиксированные

точки, / = 1, N , У  - евклидова метрика.

Применяя вышеизложенную методику решения задачи управления, сводящей­

ся к непрерывной нелинейной задаче оптимального разбиения множеств, решение 

последней можно получить в такой форме: п.в. для х '  еОД

А * (  х ' )  =

1, если

=  щ ш  <
]=1, N

и ; ( х  )  !

(4.7.6)

2 1 ( У  *  ( х )  +  у  ( х ) )  Н  ( х ,  х 1 ) & х  +  ц *

ОД

2 |  ( У  * (  х )  +  у  ( х ) )  Н  ( х ,  х 7 )< & х  +  ц *

_ ОД

0 в противном случае,

1

где, Н  (х, хг) =| С(х, х', Т - £)е"* & , у  (х) = 2| С (х ,х 'Т  &  ’ -х (л̂) , а У*(*), ц* -
0 ОД

решение задачи максимизации

К (У (0,ц) ^  щах ,
1 (У (.),ц )е12(О Д)хГ

N

К  (У  (•), ц )  =  - |  у 2 ( х)& х -  ̂  ц.ь. +

+| Щ1П ̂  21 (У (х) + у  (х) ) Н  (х, х7 (х')&х + Yj и  (х7) > «х7 .
ОД 3 = 1, Ж  I  ОД ]

И таким образом, представленный в п. 4.7.4 алгоритм с небольшими измене­

ниями может быть применен к решению задачи (4.7.1) - (4.7.5).

Для численного решения этой задачи область ОД покрывалась сеткой 

т  х т1 =  20 х 20. Двойные интегралы, входящие в формулы для определения

функций Д. (•), / = 1, N , значения функционала К и его вектора-градиента в точке

(У (•), ц) вычислялись с помощью кубатурной формулы трапеций по узлам сетки.

1. При решении задачи (4.7.1) - (4.7.5) со следующими входными данными:

Ж = 3, тг = (0,4), г2= (2,2), г3= (4,0), Ь = (40,50,30), ц(0) = (1,1,1),

<р0 (х) = 0 ; и(0) (х) = и (х) Vx еОД, е = 0.001 , за 25 итераций достигнуты опти-
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мальные значения функционалов прямой и двойственной задач

I  = 98.630, Р  = 98.6214. Разбиение О , соответствующее оптимальному на этой

области заданию функций щ (•), I = 1, N , представлено на рис. 4.24. Вектор двойст­

венных переменных ц = (0.0018,0.00078,0.0013). Для проверки выполнения 

условий (4.7.5) были вычислены значения интегралов в левых частях неравенств: 

| щ (х)ёх = 2.11, | щ (x)dx = 28.53, | щ (х)ёх = 2.11. Разница между опти-

О= о2 о3

мальными значениями функционалов прямой и двойственной задач в этом примере 

и ниже объясняется погрешностью вычислений (см. замечание п. 4.7.5).

Р и с .  4 . 2 4  О п т и м а л ь н о е  р а з б и е н и е  О  н а  Р и с .  4 . 2 5  О п т и м а л ь н о е  р а з б и е н и е  О  

3  п о д м н о ж е с т в а  в  з а д а ч е  ( 4 . 7 . 1 )  -  ( 4 . 7 . 5 )  н а  4  н е с в я з н ы х  п о д м н о ж е с т в а

2. На рис. 4.25 представлено разбиение О  , соответствующее оптимальному 

решению задачи (4.7.1) - (4.7.5) при следующих исходных данных: N  = 4, 

р0 (х) = 2, ^  = (3,3), т3= (3,1), г2 = (1,3), г4 = (1,1), Ь = (1;30;0.8;30); 

и(0) (х) = ы2 (х) Ух е!Ю , ц(0) = (1,11,1) . Минимальное значение целевого функ­

ционала I * = 127.762 было достигнуто за 15 итераций. При этом получены сле­

дующие значения двойственного функционала и вектора сопряженных переменных: 

Р* = 127.732, ц = (1.18;0.000;1.344;4.0000 а | щ (х)А = 0,<995,

О*

| щ (х)А = 5.93, | щ (х) = 0.782, | щ (х)ёх = 8.32 .

3̂ 34

322



4 . 7 . 2 .  П а р а м е т р и ч е с к а я  и д е н т и ф и к а ц и я  к у с о ч н о - н е п р е р ы в н о й  ф у н к ц и и  

н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й  д л я  п а р а б о л и ч е с к о г о  у р а в н е н и я

Описанный в п. 4.7.4 алгоритм решения задач оптимального управления (стар­

тового или распределенного), сводящихся к нелинейным задачам оптимального 

разбиения множеств, легко переносится на тот случай, когда функции, определяю­

щие множество допустимых управлений U  зависят от некоторых параметров, кото­

рые необходимо отыскать в процессе решения. Это так называемые задачи управле­

ния, сводящиеся к нелинейным задачам ОРМ с размещением “центров” подмно­

жеств (см. гл. 2). Для того чтобы убедиться в этом, рассмотрим задачу стартового 

управления вида

V (u(-;m,r)) = J[p(x,1, u) - z(x)]2 dx ^  in f, u eU , (4.7.7)
Q

где Q  = {(x,y) e R2 : 0 < x < 4, 0 < y  < 4}; p = p(x, t ,u )  - решение краевой 

задачи

d p !  d t  =  A p  +  e x p ( - t ) ( (  x  -  2 ) 2 +  ( x 2 -  2 ) 2 ) ,  (x, t)  eQ  x[0,l], (4.7.8) 

p ( x ,0) = u(x;Ш, г) VxeQ , (4.7.9)

p(x,t) = 0 (x, t) e^]x^(^,l1. (4.7.10)

Ограничения на управление u(-) имеют вид

U = |u(x) e L  (Q) : u(x) = | |x -г,.| |2 Vx e Q ., j  dx <bi, i = 1, N ; me P2(Q )j.

Q ,

Пусть z (x) - аналитическое решение краевой задачи (4.7.8) - (4.7.10) с функ-

N 2
цией начальных условий вида p0 (x) = Z llx - Д ІІ2 A(x) , где N  = 2 , Д = (2,1) ,

i=1

Д  = (2,3), а АО), А (') - характеристические функции подмножеств, состав­

ляющих разбиение квадрата Q , представленное на рис. 4.26. Здесь и в следующем 

случае константы bt, i = 1, N  выбирались таким образом, чтобы ограничения на 

площади подмножеств выполнялись как строгие неравенства.

При решении задачи (4.7.7) - (4.7.10) с помощью модифицированного алго­

ритма п.4.7.4 (дополненного условием отыскания минимума по г e Q 2), начиная с 

начального приближения Q(0) =Q; Q(0) = 0 ; г® = (0,0); i =1, N  , получен с 

точностью є = 0.0001 следующий результат: разбиение множества Q , соответст­

вующее оптимальной функции начальных условий u(-; Ш, г) , совпало с разбиением,
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представленным на рис. 4.26, б; значения координат центров подмножеств 

т= = (1,999;2,725), т= = (2,00;1,227) ; значения функционалов прямой и двойст­

венной задач I  = 0.3045, Р  = 0.2807. Как нетрудно заметить, значения коорди­

нат точек т с достаточной степенью точности совпадают с координатами точек Д ; 

кроме того, значение функционала прямой задачи весьма удовлетворительное.

а б

Р и с .  4 . 2 6  Р а з б и е н и е  м н о ж е с т в а  О  н а  2  п о д м н о ж е с т в а  в  з а д а ч е  О Р М ,  к  к о т о р о й  

с в о д и т с я  з а д а ч а  п а р а м е т р и ч е с к о й  и д е н т и ф и к а ц и и  ( 4 . 7 . 7 )  -  ( 4 . 7 . 1 0 ) :  н а ч а л ь н о е  

п р и б л и ж е н и е  (а) и  о п т и м а л ь н ы е  з н а ч е н и я  (б) п а р а м е т р о в  г (

Решая эту же задачу (4.7.7) - (4.7.10) в случае, когда функция г(х) является 

аналитическим решением краевой задачи (4.7.8) - (4.7.10) с функцией начальных 

условий вида
N

% (х)=Х11х ~Д\ I2 4 (х) >
І=1

где N  = 4, Д = (1,1), Д  = (1,3), Д  = (3,1), Д  = (3,3), а ЯД-) - характеристиче­

ские функции подмножеств, составляющих разбиение квадрата О , представленное 

на рис. 4.27, а, исходя из начального приближения координат центров подмножеств 

Т = (0,0), У і , вектора сопряженных переменных р (0) = ( 1 , 1 , 1 , 1 )  и управления 

и ( 0 ) ( х )  = и  ( х )  Ух є О  за 60 итераций с точностью є = 0.0001 достигнуто 

оптимальное значение функционала (4.7.7) I * = 0.413 .

Значения двойственного функционала Р(У(0 ,р ): Р* = 0.327 . Для сравнения 

приведем значение функционала исходной задачи на нулевой итерации:

I (0) = 2 6 . 2 4  . Разбиение множества О  , соответствующее оптимальной функции
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м (-), изображено на рис. 4.27, б. При этом получены следующие оптимальные зна­

чения параметров (координат центров подмножеств): тх = (2.89,1.6), 

г2 = (2.29,2.99), г3 = (1.224,1.003), г4 = (0.39,2.681).

а б

Р и с .  4 . 2 7  Р а з б и е н и е  м н о ж е с т в а  О  н а  4  п о д м н о ж е с т в а  в  з а д а ч е  О Р М ,  

к  к о т о р о й  с в о д и т с я  з а д а ч а  п а р а м е т р и ч е с к о й  и д е н т и ф и к а ц и и  ( 4 . 7 . 7 )  -  ( 4 . 7 . 1 0 ) :  

н а ч а л ь н ы е  (а)  и  о п т и м а л ь н ы е  (б) з н а ч е н и я  п а р а м е т р о в

4 . 8 .  З а д а ч а  у п р а в л е н и я  с  н е д и ф ф е р е н ц и р у е м ы м  к р и т е р и е м  к а ч е с т в а  к а к

м о д е л ь  з а д а ч и  и д е н т и ф и к а ц и и  р а з р ы т н ы т х  н а ч а л ь н ы т х  у с л о в и й

Иногда математические постановки задач идентификации динамических сис­

тем задачи содержат функционал, недифференцируемый по Фреше, а имеющий 

лишь производные по направлениям в функциональном пространстве. Эта особен­

ность делает решение таких задач очень сложным. В данном параграфе рассмотрена 

задача управления, сводящаяся к задаче оптимального разбиения без ограничений, в 

функционал которой входит функция У . Сформулирован отличный от ранее рас­

смотренных метод решения задачи, аналогичный методу последовательной линеа­

ризации Р.П. Федоренко, [96].

4 . 8 . 1 .  П о с т а н о в к а  з а д а ч и  у п р а в л е н и я  и  с х е м а  м е т о д а  е е  р е ш е н и я

Рассмотрим задачу стартового управления параболической системой вида

V(и(-)) = Пр(х, Т;и(х)) — 2 (х)| дх ^  тіп . (4.8.1)
* 1 1 и(х)еи
О

д р /  дґ =  А р  + /  (х, і); (4.8.2)
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<p(x,0) = u(x); u  eU  ;  ( 4 . 8 . 3 )

<p(x, t) = g(x, t) Vx e SO, t e [0,T ], ( 4 . 8 . 4 )

U  = |u  (x ;® ) = u t (x) п.в.для x е Ц  , i  = 1, N ; ® = (Q ,..., Q , ) e p  (Q )};

u t ( • ) ,  i  =  1 ,  N  ,  -  з а д а н н ы е  ф у н к ц и и  и з  п р о с т р а н с т в а  L 2 ( Q ) .

В в е д я  в  р а с с м о т р е н и е  х а р а к т е р и с т и ч е с к и е  ф у н к ц и и  Лі ( • )  п о д м н о ж е с т в  Ц  ,

i  =  1 ,  N ,  ф у н к ц и ю  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й  м о ж н о  п р е д с т а в и т ь  в  в и д е

К  ( x )  =  X u  ( x ) 2 .  ( x ) . ( 4 . 8 . 5 )

i=1
О б о з н а ч и м  ч е р е з  <p(x, t; Л(x)) -  р е ш е н и е  к р а е в о й  з а д а ч и  ( 4 . 8 . 2 )  - ( 4 . 8 . 4 ) ,  с о о т ­

в е т с т в у ю щ е е  ф у н к ц и и  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й  ( 4 . 8 . 5 ) .

Р а с с м о т р и м  з а д а ч у ,  э к в и в а л е н т н у ю  ( 4 . 8 . 1 )  -  ( 4 . 8 . 4 ) :

I  ( ! ( • ) )  =  j  К ( x ,  T ; Ä ( x ) )  -  Z ( x ) (  d x  ^  ^ m i n  . ( 4 . 8 . 6 )

В  с о о т в е т с т в и и  с  м е т о д а м и  р е ш е н и я  н е п р е р ы в н ы х  з а д а ч  О Р М ,  п о г р у ж а е м  

м н о ж е с т в о  A j  в  с и м п л е к с  А 0 и  в  д а л ь н е й ш е м  б у д е м  р е ш а т ь  з а д а ч у

I ( Л ( ) )  ^  m i n  ( 4 . 8 . 7 )
Л( x ) e Ao

Д л я  р е ш е н и я  ( 4 . 8 . 7 ) ,  ( 4 . 8 . 2 )  -  ( 4 . 8 . 4 )  б у д е м  п р и м е н я т ь  м е т о д ,  а н а л о г и ч н ы й  м е ­

т о д у  п о с л е д о в а т е л ь н о й  л и н е а р и з а ц и и  Р . П .  Ф е д о р е н к о ,  [ 9 6 ]  р е ш е н и я  з а д а ч  о п т и ­

м а л ь н о г о  у п р а в л е н и я  с и с т е м о й  с  с о с р е д о т о ч е н н ы м и  п а р а м е т р а м и .  Э т о т  м е т о д  я в л я ­

е т с я  м е т о д о м  с п у с к а  в  п р о с т р а н с т в е  ф у н к ц и й  Л ( - )  и  с о с т о и т  в  п о с т р о е н и и  м и н и м и ­

з и р у ю щ е й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  Л к ( • )  е А 0 .

С хем а м ет од а  с л е д у ю щ а я .

0 .  З а д а е т с я  Л 0 ( - )  е  A , к  =  о .

N

1 .  С  ф у н к ц и е й  и к ( • )  =  X  u ,  ( • ) Л *  ( • )  р е ш а е т с я  к р а е в а я  з а д а ч а  ( 4 . 8 . 2 )  -  ( 4 . 8 . 4 )

и  в ы ч и с л я е т с я  з н а ч е н и е  ф у н к ц и о н а л а  ( 4 . 8 . 7 ) .

2 .  В  о к р е с т н о с т и  н е в о з м у щ е н н о й  т р а е к т о р и и  ( - ) , < р ( - , • ) }  з а д а ч а  л и н е а ­

р и з у е т с я .  П р о ц е с с  л и н е а р и з а ц и и  в к л ю ч а е т  д в а  э т а п а :

-  в ы ч и с л е н и е  ф у н к ц и о н а л ь н о й  п р о и з в о д н о й ,  т . е .  д и ф ф е р е н ц и а л а  Г а т о

D (Л к ( • ) ,  v k ( • ) )  =  D (Л к ( • ) ,  Л  ( • )  -  Л к ( • ) ) ;  Л  ( • )  е А о ;

3 2 6

i=1



- построение малой окрестности 0Л0 невозмущенной функции Лк (•).

3. Формулируется и решается задача: найти приращение (возмущение) 

управляющей функции v k (•) =  Л(-) -  Л к (•) из условия

min D(Ä0 (•), Л() - Л0 (•)) = D (Ä °  ( • ) ,  Л ( •  )  -  Л 0 ( • ) ) . (4.8.8)
Л(-)еЛ0

Эта задача является линеаризацией решаемой задачи в окрестности невозму­

щенной траектории |лк (•), р ( ,•)} . Решение задачи (4.34) позволяет осуществить

основной шаг процесса - переход к следующему приближению

Лк+1 (•) = Лк (•) + s(Ä (• ) - Лк (• )). (4.8.9)

Параметр s е[ 0,1] подбирается так, чтобы обеспечить условие релаксации:

I  (Л к+ 4 0 )  <  I  (Л к (  • ) )  . (4.8.10)

Критериями окончания итерационного процесса построения минимизи­

рующей последовательности управлений могут служить неравенства

IЛ*+Ч-)-Л*(0||< s ; |/к+1 -/ к| < s ; |d^*(•),!(•)-  Л*(•)) < s . (4.8.11)

4 . 8 . 2 .  Д и ф ф е р е н ц и а л  Г  а т о  ф у н к ц и о н а л а  в с п о м о г а т е л ь н о й  з а д а ч и

Составной частью описанной схемы является вычисление дифференциала Гато 

функционала (4.8.6).

Функционал I  (Л()) называется дифференцируемым в смысле Гато, если для

любой вектор-функции v() (из того же пространства, что и Л(-)) имеет место

формула

I (Л() + sv(0) = I (Л()) + sD(Л(•), v(•)) + o(s) , (4.8.12)

где s - любое малое неотрицательное число, D ( Ä ( ) ,v ( ) )  - некоторый функцио­

нал, называемый производной функционала I  в точке Л(-) по направлению v(-) 

(дифференциалом Гато).

Введем обозначение

Q 0 ={x e  Q : p(x, T; Л0 (x)) -  Z(x) =  о};

Q+(-) ={x e Q : p(x, T; Л0 (x)) - Z(x) > 0(< 0)} .

Под вариацией (приращением) функции Л(0) (•) e Л , будем понимать функ­

цию v(-) =  Л() -  Л 0 (•), где Л(0 e Л  .
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Дадим приращение ды (•) = .уу(-) функции Л0 (•), где 5 > 0 - достаточно ма­

лый параметр. Этому приращению соответствует приращение фазовой траектории 

дер, являющееся решением краевой задачи

д(др)

д1
■ = Д(др);

др( х, 0) = X  ы (х)^. (х);
1=1

др(х,/) = 0 Ух ед]; t е[0,Т]

Рассмотрим значение 

I (Л0(•) + ды(-)) = ||р (х ,Т ;Л 0(х)) - 2 (х) + 5др(х,7 ) + 0(||ды||2)|аХ :

= | |д^(х,Т)\ёх + | {р(х,Т; Л 0((̂ )) -2(х) + &'дрх,Т) -

а0 а+

- 1 |р(х, Т; Л0 (х)) - 2 (х) + 5др(х, Т) | ёх + О(^) .

(4.8.13)

(4.8.14)

(4.8.15)

Сопоставляя это выражение с выражением (4.8.12), заключаем, что дифферен­

циал Гато функционала I  (Л()) вычисляется по формуле

,О(Л0(-),у()) = | |др(х,Т)| Ах + | др(х,Т)ёх- | др(х,Т)Ах .

О0 ] + от

Используя уравнения в вариациях (4.8.13) - (4.8.15) и тождество Лагранжа, это 

выражение запишем в эквивалентном виде относительно приращения V ( •)

Б ( Л 0( •), V ( •)) =
N N

= X |  К (х , 0)ы (х)^.(х)ёх + | X |К ( х, х ’, 0)ы (х)^  (х)ёх
1 1 о о0 '=1 о

где к(х, /) - решение краевой задачи

д к р

ёх’

дt+ ДК = 0;

К( х,Т) =

1, если х е О  ;

0, если х е О 0; 

-1, если х е О";

(4.8.16)

(4.8.17)

(4.8.18)

О
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у(х,г) = 0 х едО; г е[0,Т] , (4.8.19)

а р(х, х', г) - решения задачи

^ (х * ’г) + Др(х, х', г) = 0; Ух еО , г е[0,Т], (4.8.20)

\у(х, х',Т) = £(х - х '), (4.8.21)

р(х, х', г) = 0 х едО; г е[0, Т] . (4.8.22)

Подчеркнем, что в случае, когда отетО0 = 0, функционал (4.8.7) дифференци­

руем по Фреше, и его производная вычисляется после решения краевой задачи

(4.8.17) - (4.8.19) по формуле

д1 (ж -))
дЛ. (•)

■ = ¥(• ,0)и,. (•).

4 . 8 . 3 .  Э л е м е н т ы  в ы и и с л и т е л ь н о й  т е х н о л о г и и

Область О  покрывается равномерной сеткой с шагом кх по переменной х, Иу

- по переменной у.

г  = { (х , у) ): х  = хо + ікх , у) = у  + А , . = 1 т ; і  = і, т 1 }.

В качестве искомой функции Л(•) будет выступать кусочно-постоянная функция

Л(х) = Л,.+1/2, і+1/2 (х), х,. < х < ; у і < у < у і + .

Вариации у( •) будем искать в том же классе.

Задается начальное приближение Л0 (•). Решаем краевую задачу (4.8.2) - 

(4.8.4). Интегрирование этой системы осуществляется подходящим стандартным 

методом. После интегрировании системы (4.8.2) - (4.8.4) запоминаются значения 

траектории р (  ,Т) в конечный момент времени Тв виде значений р  = р (х ,уі ,Т).

Вычисление производной Гато функционала (4.8.7) в точке Л0 (•) требует ин­

тегрирования системы вида (4.8.20) - (4.8.21). При этом следует выделить множества 

индексов М —, М +, М0 следующим образом

(і, і)  є М —, если рц — г (х , у і ) < - є ;

(і, і )  є М —, если рц - г  (х , у і ) > — ;

(і, і )  є М — , если р  — 2 (х , у і )| < є , є > 0.
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З а м е ч а н и е .  Выбор величины є > 0 определяется следующими соображения­

ми: є должно быть по возможности меньше, так как трудность решения задачи 

связана с количеством индексов в множестве М ° . В то же время, є не должно быть 

слишком малым: не следует допускать перехода за один шаг процесса какого-то 

индекса (і, у) из М- в М +в .

Записывается конечномерная аппроксимация задачи (4.8.8). Заменив в выра­

жении производной Гато интегралы интегральными суммами, получим следующую 

задачу для определения функции Я ( •):

N т т! _ ___ _

£  £  £  АЛ, Я - Я ) + £
і=1 р=1 о=1 (/,у')еМ£

при условиях
_____ N _____ ______

0 < Я  < 1, і = 1,N ; £  Я  = 1; р  = 1, т; 5 = 1, т1 .ро ~ ~ ~ ро ~ р р р
І=1

Эта задача легко сводится к задаче линейного программирования [13], которая 

решается симплекс-методом. В результате получаем в каждой точке сетки у значе­

ние вектор функции Я *(•) , являющейся решением задачи минимизации конечно­

мерного аналога функционала (4.8.8) на симплексе Л0. Это решение может содер­

жать либо все целые компоненты (и тогда оно является также оптимальным целым 

решением задачи (4.8.7)), либо иметь несколько дробных значений, округление ко­

торых не представляет затруднений [12, 87]. Будем считать, что для каждой точки 

сетки у большей компоненте вектора Я * (•) соответствует значение этой компо­

ненты вектора ЯЯ (•) равное 1, остальные компоненты ЯЯ (•) обнуляем.

Заметим, что при возрастании размерности задач, т. е. при увеличении количе­

ства узлов сетки у , дробные значения появляются все чаще и обычные методы ок­

ругления в большинстве случаев не приводят к оптимальному решению задачи

(4.8.7). Во избежание описанной ситуации при решении задачи (4.8.7) можно вос­

пользоваться методом ветвей и границ в сочетании с методом отсечения плос­

костей.

4 . 8 . 4 .  Р е ш е н и е  т е с т о в ы х  з а д а ч  с  н е д и ф ф е р е н ц и р у е м ы м  ф у н к ц и о н а л о м

Для апробации метода, разработанного в п. 4.8.2, был решен ряд тестовых за­

дач. Результаты решения некоторых из них приведены ниже.

£ £ £ 4К*Я -яро)
і=1 р=1 о=1
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Т е с т о в а я  з а д а ч а  1 :  найти такое разбиение а  * квадрата

О  = {(х, у) : 0 < х < 4; 0 < у < 4} на N  = 5 подмножеств, при котором

V (р0 (•, а  )) = | (p(x, 1; р, (х, а)) - Z (x)(0 ^  min .
р,0,а)єФ '

(4.8.23)

где р (x,t;p0 (x,a)) - решение задачи

др( x, t)
Ap(x, t) + le _t ((х - 2)2 +(у - 2)2) ; (4.8.24)

p(x, 0) = p0 (x, а ), р0 (x, а ) е U, (4.8.25)

p(x, t) = 0 V x ебП, t е[0, T]. (4.8.26)

U = { p(x) = p0,.(x) V xeQ ,, 0 = 1,0 ; (Q ,...,Q ^ )e  1 (Q)} .

В случае, когда функция Z (x) = 0 на всей области Q , а функции p0i (x ), оп­

ределяющие множество допустимых управлений, задавались следующим образом: 

Р00(x) = m ax[(x-Ти) ,(x2 -r2i)], i=1,5 , (4.8.27)

где r4 = (0,0), t2 = (2,2), Tj = (0,4), r3 = (4,0), t5 = (4,4) , оптимальное разбие­

ние квадрата Q получено на четвертой итерации в виде, изображенном на рис. 4.28.

Таблица 4.4

ите­

рация

I

(0<Х<1)

I

(X=0v1)

число 

точек в

О>

1 60.71 60.71 0

2 31.2249 31.2249 0

3 30.6585 31.2249 0

4 30.6574 30.6574 4

5 30.618 30.6574 4Р и с .  4 . 2 8  Р е ш е н и е  з а д а ч и  

( 4 . 8 . 2 3 )  -  ( 4 . 8 . 2 7 )

Для численного решения этой задачи область О  покрывалась сеткой 

т  х т і =  20 х 20. Двойные интегралы, входящие в формулы для определения

функций Л , і = 1, N , значения функционалов исходной задачи и соответствующей 

вспомогательной непрерывной задачи оптимизации на симплексе, а также ее диф­
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ференциала Гато вычислялись с помощью кубатурной формулы трапеций по узлам 

сетки. Начальное разбиение квадрата было задано следующим образом: 

Q  = Q, Q ; = 0 , i = 2,4. Информация о значении функционалов задач исходной и 

соответствующей непрерывной задачи минимизации на симплексе, о количестве 

узлов сетки, входящих в множество M 0 (напомним, что это множество всех точек 

из Q , для которых |p(x,T) - Z (x)| < е ), содержится в табл. 4.4. При этом е =0.025. 

Следует отметить, что в силу равенства нулю функции Z(x) и неотрицательности 

значений <p(x, T ), полученное на последней итерации разбиение квадрата действи­

тельно является оптимальным.

Т е с т о в а я  з а д а ч а  2 .  Для того чтобы убедиться в правильности работы алгорит­

ма, рассматривалась также задача стартового управления вида

V(u(-;®,r)) = J[p(x,1,u) - z(x)]2 dx ^  in f, u eU , (4.8.28)
Q

где Q = {(x,y) e R2 : 0 < x < 4, 0 < y < 4} ; p = cp(x,t,u) - решение задачи

Op/ at = Ap + exp(-t)((x - 2)2 + (x  - 2)2), (x,t) e Qx[0,l1, (4.8.29) 

p(x, 0) = u(x;3,r) Vx e Q  , (4.8.30)

p(x,t) = 0 (x,t) ei]x[(^,l1, (4.8.31)

Ограничения на управление u(-) имеют вид

U = |u(x) e L2 (Q) : u(x) = ||x - rt 112 Vx e Q , a  e P2 (Q)} .

В качестве функции z (x) выступало аналитическое решение краевой задачи

N

(4.8.29) - (4.8.31) с функцией начальных условий вида p0 (x) = X p 0l (x )^(x), где
i=1

N  = 2 , poi(x) = 71| x-Д||2, po2(x) = 2\\x-A||2, Д = (3,2), Д  = d̂ 2> , а в 

качестве A(') выступали характеристические функции подмножеств, составляю­

щих разбиение квадрата Q , представленное на рис. 4.29 (пунктир).

Начальное разбиение множества: Q(0) = Q, Q(0) = 0 . Погрешность, допус­

каемая при определении множества М °, равна е=0.01; погрешность выполнения 

критерия окончания итерационного процесса равна е1=0.0001.
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О п т и м а л ь н о е  р а з б и е н и е ,  п о л у ч е н н о е  н а  7 - о й  и т е р а ц и и ,  и з о б р а ж е н о  н а  р и с .  4 . 2 9  

( с п л о ш н а я  л и н и я ) .  З а м е т и м ,  ч т о  в  т о ч н о с т и  ж е л а е м о е  р а з б и е н и е  ( и з о б р а ж е н н о е  н а  

р и с .  4 . 2 9  п у н к т и р о м ) ,  п о л у ч и т ь  с л о ж н о .  Э т о  о б у с л о в л е н о ,  в о - п е р в ы х ,  п о г р е ш н о с т ь ю  

в ы ч и с л е н и я  р е ш е н и я  к р а е в о й  з а д а ч и  ( 4 . 8 . 2 4 )  -  ( 4 . 8 . 2 6 ) ,  ф у н к ц и о н а л о в  и с х о д н о й  и  

в с п о м о г а т е л ь н о й  з а д а ч ;  в о - в т о р ы х ,  п о г р е ш н о с т ь ю ,  д о п у с к а е м о й  п р и  о п р е д е л е н и и  

м н о ж е с т в а  М 0  ( с м .  п .  4 . 8 . 3 ) .  З н а ч е н и е  ж е  ф у н к ц и о н а л а  и с х о д н о й  з а д а ч и ,  к а к  м о ж н о  

н а б л ю д а т ь ,  о т  и т е р а ц и и  к  и т е р а ц и и  у м е н ь ш а е т с я ,  ч т о  г о в о р и т  о  п р а в и л ь н о с т и  р а б о ­

т ы  а л г о р и т м а .

П р и  р е ш е н и и  э т о й  ж е  з а д а ч и  с  и с х о д н о й  и н ф о р м а ц и е й  в  в и д е :  N  =  3 ,  

Фы ( х )  =  | | х - г > ||2 ’  Г1 =  ( 1 1  ,  тг =  ( 2 , 3  ,  тъ =  ( 3 , 1 )  ;  2(х) -  р е ш е н и е  к р а е в о й  з а д а -

3

ч и ,  и (х )  = £ | | х  — г ( || Л ,( х ) ,  Л ,( • )  -  х а р а к т е р и с т и ч е с к и е  ф у н к ц и и  п о д м н о ж е с т в ,

1=1

с о с т а в л я ю щ и х  р а з б и е н и е  к в а д р а т а  О  ,  п р е д с т а в л е н н о е  н а  р и с .  4 . 2 5  п у н к т и р о м ,  н а  

с е д ь м о й  и т е р а ц и и  п о л у ч е н о  о п т и м а л ь н о е  р а з б и е н и е  м н о ж е с т в а ,  и з о б р а ж е н н о е  н а  

р и с .  4 . 2 9  с п л о ш н о й  л и н и е й .  З н а ч е н и е  ф у н к ц и о н а л а  и с х о д н о й  з а д а ч и  у м е н ь ш и л о с ь  с  

4 4 . 6 2 1  д о  1 . 7 5 .  П о д р о б н а я  и н ф о р м а ц и я  о  п р о ц е с с е  п о с т р о е н и я  м и н и м и з и р у ю щ е й  

п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  с о д е р ж и т с я  в  т а б л и ц е  4 . 5 .

Т а к и м  о б р а з о м ,  м е т о д ,  о п и с а н н ы й  в  п .  4 . 8 . 2 ,  п о з в о л я е т  с т р о и т ь  м и н и м и з и р у ю ­

щ у ю  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  у п р а в л е н и й  д л я  з а д а ч и  у п р а в л е н и я  с  н е д и ф ф е р е н ц и р у е ­

м ы м  ф у н к ц и о н а л о м  в и д а  ( 4 . 8 . 1 )  -  ( 4 . 8 . 6 ) .

Р и с  4 . 2 9  Р е ш е н и е  з а д а ч и  

( 4 . 8 . 2 8 )  -  ( 4 . 8 . 3 1 )  п р и  N  =  2

Таблица 4.5

и т е р а ­

ц и я

I

(0<Л<1)

I  ( А = > Л ) ч и с л о  

т о ч е к  в  

О э

1 1 0 . 2 9 1 0 . 2 9 0

2 3 . 6 7 3 . 6 7 0

3 0 . 8 8 3 . 6 7 4 2

4 0 . 6 8 2 7 3 . 6 1 6 0

5 0 . 6 5 1 2 2 . 8 3 5 6

6 0 . 6 1 1 3 0 . 6 1 1 3 4 3

7 0 . 1 8 1 6 0 . 6 1 1 3 1 2 5
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Т а б л и ц а  4 .6

Р и с  4 . 2 5  Р е ш е н и е  з а д а ч и  ( 4 . 8 . 2 8 )  - 

( 4 . 8 . 3 1 )  п р и  N  =  3

и т е р а ц и я I

(0<А<1)

I

( А ^ Л )

ч и с л о  

т о ч е к  

в  О

1 1 0 . 4 5 1 0 . 4 5 0

2 3 . 8 9 7 6 3 . 8 9 7 6 0

3 3 . 2 7 8 3 3 . 2 8 3 9 3

4 0 . 6 9 9 6 0 . 7 1 0 4 2

5 0 . 4 1 5 8 0 . 7 1 0 4 8 0

6 0 . 3 8 3 1 0 . 7 1 0 4 9 8

7 0 . 3 8 3 1 0 . 7 1 0 4 1 1 7

4 . 9 .  Р е ш е н и е  н е к о т о р ы х  з а д а ч  и д е н т и ф и к а ц и и  д и н а м и ч е с к и х  с и с т е м  м е ­

т о д а м и  о п т и м а л ь н о г о  р а з б и е н и я  м н о ж е с т в

З а д а ч а  и д е н т и ф и к а ц и и  м н о г о з о н н о й  м о д е л и  д и н а м и к и

В  р а з л и ч н ы х  о б л а с т я х  н а у к и  и  т е х н и к и  д л я  т о г о ,  ч т о б ы  п о з н а т ь  з а к о н о м е р н о ­

с т и  ф у н к ц и о н и р о в а н и я  н е к о т о р о г о  о б ъ е к т а  и л и  п р и р о д н о г о  я в л е н и я  п р о в о д я т с я  

э к с п е р и м е н т ы  с а м о г о  р а з н о г о  х а р а к т е р а  [ 4 ,  5 ,  1 1 ,  2 6 ] .  Ц е л ь  э к с п е р и м е н т а  -  в ы я в л е ­

н и е  г л а в н ы х  з а к о н о м е р н о с т е й  я в л е н и я  и л и  п р о ц е с с а  и  ф о р м и р о в а н и я  н а  и х  о с н о в е  

н е к о т о р о й  м а т е м а т и ч е с к о й  м о д е л и .  Ч а с т о  н а  п р а к т и к е  в с т р е ч а ю т с я  с и т у а ц и и ,  к о г д а  

о б ъ е к т  и с с л е д о в а н и я  и л и  п р и н ц и п и а л ь н о  н е д о с т у п е н ,  и л и  п р о в е д е н и я  э к с п е р и м е н ­

т о в  з н а ч и т е л ь н о  д о р о г о .  Т о г д а  о с н о в н ы м  м е т о д о м  и с с л е д о в а н и й  в ы с т у п а е т  м а т е м а ­

т и ч е с к о е  м о д е л и р о в а н и е .  С  т о ч к и  з р е н и я  с о о т н о ш е н и я  « п р и ч и н ы  -  с л е д с т в и я »  в с е  

з а д а ч и  м а т е м а т и ч е с к о г о  м о д е л и р о в а н и я  м о ж н о  р а з б и т ь  н а  д в а  б о л ь ш и х  к л а с с а  -  

п р я м ы е  ( и з в е с т н ы  п р и ч и н ы ,  н а й т и  п о с л е д с т в и я )  и  о б р а т н ы е  ( и з в е с т н ы е  п о с л е д с т в и я ,  

в ы я в и т ь  п р и ч и н ы ) .  В  д а н н о м  р а з д е л е  р е ч ь  и д е т  о  м е т о д а х  и  а л г о р и т м а х  р е ш е н и я  

н е к о т о р ы х  о б р а т н ы х  з а д а ч  д л я  о б ы к н о в е н н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й ,  к о т о ­

р ы е  в  с в о е й  м а т е м а т и ч е с к о й  п о с т а н о в к е  м о г у т  б ы т ь  с в е д е н ы  к  д и н а м и ч е с к и х  з а д а ч  

о п т и м а л ь н о г о  р а з б и е н и я  м н о ж е с т в .  Т а к и е  з а д а ч и  в о з н и к а ю т  п р и  р е к о н с т р у к ц и и  

н е л и н е й н ы х  с и с т е м .  К а к  о т м е ч е н о  в  [ 6 9 ,  7 3 ] ,  м н о г и е  э н е р г о е м к и е  о б ъ е к т ы ,  т а к и е  к а к  

э л е к т р и ч е с к и е  п е ч и ,  ф у н к ц и о н и р у ю т  в  ш и р о к о м  и н т е р в а л е  т е м п е р а т у р  и  н е  м о г у т
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быть представлены линейными дифференциальными уравнениями с постоянными 

коэффициентами. Часто это обусловлено изменением теплофизических свойств ма­

териалов при изменении температуры, наличием запаздывания, изменением объема 

загрузки и другими факторами. Динамические режимы такого рода объектов доста­

точно точно можно описать, последовательно используя несколько линейных диф­

ференциальных уравнений. Для этого весь температурный режим (диапазон) разби­

вается на несколько стадий или зон таким образом, чтобы в пределах одной стадии 

динамика с достаточной точностью описывалась бы одним (векторным) линейным 

дифференциальным уравнением. Задача идентификации таких систем заключается в 

поиске не только коэффициентов функций правых частей дифференциальных урав­

нений, но и границ между зонами функционирования.

Общая модель динамики в случае выделения N зон представляет собой сово­

купность N систем обыкновенных дифференциальных уравнений:

х(0 = А1 • х(0 + В1 ■ и (О, (0 є ;

... (4.9.1)

*(0 = А  ■ ХУ) + в„-и(0, у (і) є п„, 

где х(/) - вектор фазовых координат; и (ґ) - вектор параметров управления;

А , В , У = 1, N  , матрицы параметров системы; у(ґ) - выходная (наблюдаемая) 

переменная, обычно это одна из фазовых координат, принимающая значения из не­

которого допустимого множества О.; подмножества ^ ,...,£ 2 ^ , составляющие 

разбиение множества О  , определяют N возможных зон функционирования сис­

темы. Так, например, если у = х  , то ^ ,...,Од, - разбиение на N подмножеств 

множества О  возможных значений первой фазовой координаты системы.

В общем случае в (4.9.1) вектор фазовых переменных на разных стадиях может 

иметь различную размерность. Если же размерности векторов х и и для всех ста­

дий (зон) одинакова, то система уравнений может быть представлена одним диффе­

ренциальным уравнением с разрывной правой частью:

Д • х(0 + В1 ■ и (О, (0 є ;

*(/) = ] ... (4.9.2)

Ам ■ х(0 + В„-и(0, у{0 є .

Рассмотрим один класс обратных задач для систем типа (4.9.2), в которых 

идентификации подлежит правая часть дифференциального уравнения, являющаяся 

кусочно-непрерывной функцией в своей области определения.
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Постановка задачи идентификации 

многозонной динамической системы

Пусть состояние некоторого объекта характеризуется двумя фазовыми коор­

динатами (х , х2) , изменение которых со временем описывается задачей Коши для 

системы дифференциальных уравнений с разрывной правой частью:

Здесь ( Ц О д , )  - множества значений первой фазовой координаты систе­

мы, которые определяют возможные зоны функционирования системы, причем 

границы между зонами считаются неизвестными; а\, Ь', і = 1,N , ]' = 1,2, - пара­

метры, которые могут быть заданы, а могут подлежать определению; ^  (/; Ь') ,

І = 1, N  , - известные непрерывные по переменной Ї функции; Хо , х2й - известны 

заранее.

Прямая задача для системы (4.9.3) состоит в отыскании решения задачи Коши

(4.9.3), (4.9.4) по известным границам между зонами Ц ,О 2,...,Од, и заданным

значениям параметров а ' , а 2, Ь ' , і  =  1, N  .

Под идентификацией системы будем понимать уточнение модели объекта 

или процесса (4.9.3) по экспериментальным данным, т.е. определение неизвестных

границме5̂ ду зонами функционирования О,.....О . и параметров а[,а'2,Ь',і = 1,К

(если они не заданы) по условиям (4.9.4) и апостериорной информации о значениях 

первой фазовой координаты в некоторые моменты времени ік :

Сформулированная задача идентификации динамических систем относится к 

классу обратных задач для обыкновенных дифференциальных уравнений [26]. Тео­

рия обратных задач для дифференциальных уравнений в последнее время интенсив­

но развивается, что обусловлено в значительной мере необходимостью разработки 

математических методов решения широкого класса важных прикладных задач, свя­

занных с обработкой и интерпретацией наблюдений. Сегодня сформировался ряд 

направлений, обусловленных как разнообразными сферами применений, так и ти­

X = х2;

х2 = а[хх + а2х2 + / і (/;Ь'), х1 є О,., / = 1, И;

Х(0) = Хо, Х2(0) = Х20.

(4.9.3)

(4.9.4)

х1̂ к) = х1 (ік),к  = 1,К. (4.9.5)
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пами математических постановок обратных задач. Число научных публикаций по 

теории обратных задач и ее приложений очень велико. Многие из полученных ре­

зультатов нашли свое отражение в монографиях, где рассмотрены и общие вопросы, 

и специальные разделы, посвященные конкретным направлениям исследований.

Далее для решения задач идентификации сложных многостадийных процессов 

опишем методы, разработанные на основе синтеза основных положений теории не­

прерывных задач ОРМ и теории обратных задач для систем с сосредоточенными 

параметрами [42, 58, 65, 142].

Ф о р м у л и р о в к а  з а д а ч и  и д е н т и ф и к а ц и и  в  т е р м и н а х  т е о р и и  

н е п р е р ы в н ы х  з а д а ч  о п т и м а л ь н о г о  р а з б и е н и я  м н о ж е с т в

Пусть известны результаты измерений входных и выходных переменных объ­

екта, динамика которого описывается задачей Коши (4.9.3), (4.9.4), а также задано 

количество N зон его функционирования Ц .... Qv. Введем обозначения:

- р  (Q) класс всех возможных разбиений множества Q  на N  подмножеств 

? • • • ? •

_  N  < \ —

/^(Q ) ={® = (Q [,...,Q ^): U Д- =Q,mes(Q.jf}Q.A = 0,i Ф j , i , j  = l,N };
i= 1

- Tt = (a' , a'2, b' ), i = 1, N , - параметры функций правых частей системы

(4.9.3), которые условимся далее называть «центрами» подмножеств Q ( ;

- x(; ю, т) - решение задачи Коши (4.9.3), (4.9.4), соответствующее набору 

параметров (ю,  т) є  Pn ( Q )  х R 3 N .

Необходимо определить разбиение Ш = (Ц ..... £ 1,) є Р, ( I1) и неизвестные

координаты «центров» г , /' = 1, N  подмножеств Q ,... ..Q . , при которых разница 

между экспериментальными (4.9.5) и расчетными данными достигала бы минималь­

ного значения, то есть достигал минимального значения некоторый критерий каче­

ства:

1( х(- ;ю ,т))^ min . (4.9.6)
V ' (Ю,т)єРм (Q)xR3N

Функционал задачи (4.9.6) может быть задан различными способами, например:
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/V 2

І; (х(-;®,г)) = І Х ( * 2(^®>г)-х2(0) — (4.9.7)
0*=1

где х2 (/) - приближенные значения произюдной фазовой координаты х2 (•), вы­

численные по результатам наблюдений переменной х  (•) с помощью операции 

численного дифференцирования; или

12 (х0;® ,0) =

Т к
= 1 Х(Д> { х ^ ю ^ - х Ц ))2 + Д (х2 (/; ®, г)-х2(/))2)<5(/-/*)<* , (4.9.8) 

О *='

где х  (•; ®,г) , X  (•; ®,г) - решение задачи Коши (4.9.3), (4.9.4) восстанавливаемой 

системы, х  (/) - значения наблюдаемой фазовой переменной, х2 (/) - приближен­

ные значения фазовой координаты х2 (•), вычисленные по результатам наблюдений 

первой фазовой координаты х (̂ ) с помощью операции численного дифференци­

рования; Д  > 0, Д > 0, Д02 + Д2 ^  0 - параметры, задающие приоритет слагаемого 

в функционале (4.9.8).

Приведем два подхода к решению задачи идентификации многозонной систе­

мы (4.9.3). Один из них базируется на численном дифференцировании наблюдаемо­

го временного ряда и восстановлении производной второй фазовой координаты в 

классе кусочно-непрерывных функций, т.е. на решении задачи (4.9.6) с критерием

(4.9.7). Другой подход основан на решении задачи (4.9.6) с критерием (4.9.8).

Подход 1. Решение задачи определения правой части уравнения (4.9.3) по из­

вестным результатам наблюдений сводится к применению операции численного 

дифференцирования для нахождения по наблюдаемым значениям фазовой пере­

менной х (/) приближенного значения ее второй производной х2 (/) и аппрокси­

мации последней кусочно-непрерывной функцией из класса 

ф  = : р(/,х;ё) = а 'х  + а\х1 + / (/;Ъ') п.в. для х є Ц , і = 1 ^ , ю є р ( О )|.

Введем в рассмотрение характеристические функции подмножеств

Ц , і = 1, N  . Пусть

Ло ={Я(х) = (Я(х),...,Яу (х)):
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У Л(х1) =  1; Л ( х ) =  о v  1 п .в . для x  е ^ ;   ̂=  i ,2 , . . .n } .

1=1

Тогда от задачи минимизации функционала (4.9.7) при условиях (4.9.3), (4.9.4) 
можно перейти к следующей эквивалентной задаче:

_ т ( n . у
1 ( 1 ( 0 , г )  =  1 ~ x 2 ( t )  \ d t  —>■ m i n  ( . ( 4 . 9 . 9 )

О —  —  -

при условиях

/ = 1  j  ( Л ( - ) , г ) є Л 0 х Л ^

7V

х2 = S ( ai'xi +аіх2 + Х(^й'))Л (хі);
/=і

(4.9.10)

X (0) = Хо, *2 (0) = х20, (4.9.11)

где f  (t, х;т ) = a'x + a\x2 + f  (t;b'), i = 1, N .

Оптимальное решение задачи (4.9.9)- (4.9.11) определяется следующим обра­
зом: для калсюго х  ( I ) є Q*

, [ 1, если к ( / , х г , * ) - 4 ( 0 | = т т к ( / , х г А* )- 4 (0 |;

[О в противном случае, i  =  l , N ;

где в качестве т  * = (a',  a ', b'), i = 1, N выбирается оптимальное решение задачи

Т  . 2
= j пш (у;(/,х(/);г,0 ~ х 2( 0 )  d t  ->  min . (4.9.12)

Задача (4.9.12) относится к классу задач конечномерной недифференцируемой 
оптимизации, для решения которой дальше будем применять r-алгоритм Шора.

Следует отметить, что одновременно с отысканием границ между зонами ди­
намической системы, могут быть найдены моменты времени перехода состояния 
системы из /-ой в /-тую зону. Эти моменты могут быть определены в процессе реше­

ния нелинейного уравнения |^(?,х;г(*)-х2(?)| = |/j.(f,x;rj.*)-x2(f)|.

Подход 1 оказывается конструктивным в том смысле, что численный алгоритм 
решения исходной задачи идентификации «многозонной» динамической системы 
по данным наблюдений воспроизводит описанную схему.
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Замечание. П р и  р е ш е н и и  з а д а ч и  п о и с к а  л и ш ь  г р а н и ц  п е р е к л ю ч е н и я  з о н  ф у н к ­

ц и о н и р о в а н и я  д и н а м и ч е с к о й  с и с т е м ы  о т п а д а е т  н е о б х о д и м о с т ь  р е ш а т ь  з а д а ч у  к о ­

н е ч н о м е р н о й  о п т и м и з а ц и и  ( 4 . 9 . 1 2 ) .

Р е з у л ь т а т ы  и д е н т и ф и к а ц и и  « м н о г о з о н н ы й »  м о д е л и  с  п о м о щ ь ю  п о д х о д а  1

Определение границ м еж д у  зонам и. И с с л е д о в а н и е  р а б о т ы  п р е д л о ж е н н о г о  а л ­

г о р и т м а  с н а ч а л а  п р о в о д и л и с ь  н а  п р и м е р е  з а д а ч и  и д е н т и ф и к а ц и и  к у с о ч н о ­

н е п р е р ы в н о й  ф у н к ц и и  п р а в о й  ч а с т и  о д н о г о  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я ,  т о  е с т ь  

к о г д а  д и н а м и ч е с к а я  с и с т е м а  о п и с ы в а л а с ь  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :

х  =  / к ( / , х ), х  е П к ?(П 1?. . .М м ) е Р м ( П ) : ( 4 . 9 . 1 3 )  

х ((0) =  х 0 . ( 4 . 9 . 1 4 )

Р и с .  4 . 3 0  Р а з б и е н и е  м н о ж е с т в а  з н а ч е ­

н и й  п е р в о й  ф а з о в о й  к о о р д и н а т ы  п р и

Л  (Ї, х )  =  а к ,  к  =  1  . .  1  0

Р и с .  4 . 3 1  Р а з б и е н и е  н а  з о н ы  ф у н к ­

ц и о н и р о в а н и я  с и с т е м ы  ( 4 . 9 . 1 3 ) .  Н а ­

л и ч и е  с к о л ь з я щ е г о  р е ж и м а

Р е з у л ь т а т  р а з б и е н и я  о б л а с т и  з н а ч е н и й  ф а з о в о й  к о о р д и н а т ы  н а  1 0  з о н ,  в  с л у ч а е ,  

к о г д а  в с е  з о н ы  и д е н т и ф и ц и р у ю т с я ,  г р а ф и ч е с к и  п р е д с т а в л е н  н а  р и с .  4 . 3 0 .  З д е с ь ,  к а к  и  

д а л е е  н а  р и с .  4 . 3 1  -  4 . 4 ,  н а  о с и  а б с ц и с с  ф и к с и р у е т с я  в р е м я ,  п о  о с и  о р д и н а т  -  з н а ч е ­
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ние фазовой координаты. На рис. 4.31 приведено разбиение фазовой области, полу­

ченное в условиях, когда система (4.9.13) имеет скользящий режим.

На рис. 4.32, 4.33 в пространстве фазовых переменных ( х 1 , х 2 ) представлено 

графическое изображение границ между зонами функционирования следующей 

системы:

|-1, х. :> ах,;
1 “ 1 (4.9.15)
1, х2 <дхг ;

при д = 0.8 и д = —0.1 соответственно. Эти границы восстановлены по целой се­

рии наблюдений.

Р и с .  4 . 3 2  Л и н и я  п е р е к л ю ч е н и я  з о н  в  Р и с .  4 . 3 3  Л и н и я  п е р е к л ю ч е н и я  з о н  в  

с и с т е м е  ( 4 . 9 . 1 5 ) :  д  =  0 . 8  с и с т е м е  ( 4 . 9 . 1 5 ) :  д  =  -  0 . 1

На рис. 4.34 приведен результат восстановления разрывной по фазовой пере­

менной правой части дифференциального уравнения вида

X = /*('»*)» х е П*, ( Ц , . . . ^ )  е Р^(П ), (4.9.16)

в котором функции правых частей - линейны по каждой из своих переменных: 

/к = аокх 1 + а Л  + К х 1, 2 = 1, N , при различном количестве точек наблюдения. 

Было обнаружено, что увеличение количества наблюдений в несколько раз, даже на 

порядок при удачном выборе начальных приближений параметров

= (а[, а ‘2, К ), 2 = 1, N  не влияет существенно на качество реконструкции.

Другие примеры восстановления функции правых частей системы (4.9.16) с 

помощью подхода 1 будут представлены в сравнении с результатами применения 

подхода 2, к изложению которого переходим.
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(г1,г2) (г1,г2)

-10 -5 0 5 10 15 20 25 ЗО

г1

в
г

Р и с .  4 . 3 4  И д е н т и ф и к а ц и я  3 - з о н н о й  с и с т е м и  ( 3 . 1 . 1 6 )  п о  р е з у л ь т а т а м  

N н а б л ю д е н и й :  N = 25 ( а ) ;  N = 50 ( 6 ) ;  N = 1 00 ( в ) ;  N = 300 ( г )

П о д х о д  2 .  Опишем подход к идентификации динамической системы (4.9.3) по 

данным наблюдений (4.9.5), основанный на решении задачи минимизации функ­

ционала (4.9.8).

Запишем задачу минимизации функционала 12 (х(; ё, г)) при условиях (4.9.3),

(4.9.4) в терминах теории непрерывных задач оптимального разбиения множеств: 

найти вектор-функцию А() є Л0 и вектор г є Я™, при которых функционал

Ш (  •), г) =
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= 1 (ä^ iW X X^O -^C O )2 +Л (*2(^(xiXr;0-x2(0)2) X s(t-fk)dt
о k=l

достигал бы своего минимального значения, и выполнялись условия (4.9.10), (4.9.11). 

Коротко задачу можно записать в следующем виде:

12 (!(•), т) ^  min (4.9.17)
«■),т)ЕЛо XÄ3N

В основе первого алгоритма лежит следующая идея. Перепишем задачу

(4.9.17) в виде:

I,(т) ^  min, (4.9.18)
3 teä3n

где

13 (т) = min I  (!(■), т ). (4.9.19)
Л0єЛо

Для решения задачи минимизации функции (4.9.18) воспользуемся методом 

обобщенного градиентного спуска с растяжением пространства в направлении двух 

последовательных обобщенных градиента - r-алгоритм Шора. При этом решение 

внутренней задачи (4.9.19) - поиск вектор-функцию !(■) єЛ 0 - будем осуществ­

лять на каждом шаге численного интегрирования системы (4.9.10), (4.9.11).

Далее представим итерационный алгоритм решения задачи идентификации 

системы (4.9.3), основанный на описанном выше подходе.

А л г о р и т м  4 . 1 - И

Инициализация. Задаем k=0, тк = (a,k, a f , b'k), i = 1,N , s>  0; H 0 = E - 

единичная матрица размерности (3N x 3N) . Вычисляем (в случае Д Ф 0) 

х2(/) = Xj (/) в точках t = tk, к = \,К с помощью формул численного дифферен­

цирования; задаем произвольно значения характеристических функций

Я  (Хю), i = 1 N .

Решаем задачу Коши (4.9.10) - (4.9.11) одним из методов Рунге-Кутта. При этом 

на каждом шаге численного интегрирования системы (4.9.10) находим значения 

характеристических функций подмножеств
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Ак (х1(1)) =

1, если

=  Ш 1 П

|  £  (Д (*; (о - *1 (о)2+д со - *2 со)2) - 4у/ =
о  к-Лк < Л  '

г / \

£  (д ( < ( о -*1(о )2+д ( < ( о -*2(о )2) ^ - ^ №

в противном случае 2 =  1 ,  N .

Вычисляем обобщенный градиент ук функции 1 2 (А, г) по переменным

тк = (а2к, а 2к , Ъ2к ) , 2 =  при А =  А к .

Осуществляем Мую итерацию г-алгоритма Шора по формуле

т(к+1) = т(к) - К н кгк

л/сикТТТ) ’

где Нк - матрица растяжения пространства в направлении разности двух последо­

вательных обобщенных градиентов с коэффициентом а (его целесообразно брать 

равным 3), которая пересчитывается по формуле

Нк+,- Нк+< ^ - 0 2 2 2 ;  < * = 2  -2-1
(Нк£ ,с )

0

Если из-за округлений счета Нк+1 перестает быть положительно определенной, 

заменяем ее единичной матрицей.

Шаговый множитель \ > 0 выбирается из условия минимума целевой функ­

ции в направлении ё 2 .

Если выполняется одно из условий

||гк+1 —7*|| <е ; Ц/Ц < е ; |/2 (Ак+1, тк+1) — /2 (Ак ,тк )| <е , (4.9.20)

то конец алгоритма. В качестве оптимального решения задачи (4.9.17), (4.9.10), 

(4.9.11) выбираем пару (А1 ,т‘) , где I - номер итерации, на которой выполнилось 

одно из условий (4.9.20). Иначе к := к +1 и переходим на п. 1.

Конец алгоритма 4.1-И.
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Замечание. Для того чтобы вычислить обобщенный градиент функции 

/ 2 (Л к ,т ), необходимо наряду с задачей Коши (п.1 алгоритма 3.1) дополнительно 

решить 3Ж задач Коши при возмущенных компонентах вектора параметров т .

Результаты идентификации «многозонной» модели динамики.
Сравнение двух подходов

Вначале для выяснения принципиальной возможности идентификации «мно­
гозонных» динамических систем с помощью предложенных подходов были рас­
смотрены задачи восстановления кусочно-линейной правой части для одного урав­

нения: х  =  а окх  + а 1к1 + а 2к, х  є  0 .к , (О ,.... £ 1, )  є І\ (11). Исследование прово­

дилось в направлении выявления влияния исходных данных (количества точек на­
блюдений, начальных значений параметров восстанавливаемых функций) на качест­
во реконструкции динамической системы. Анализ результатов таких вычислитель­
ных экспериментов позволил сделать следующие выводы.

1. Увеличение количества наблюдений в несколько раз влияет, хоть и не суще­
ственно, на качество реконструкции. Большее влияние на качество реконструкции 
системы оказывает выбор начальных приближений параметров

Т  = (а ' , а '2, Ь ' ), і  = 1, N .

Опишем подробно для примера результаты идентификации трехзонной дина­
мической системы вида (4.9.13) с линейными функциями правой части уравнения в 
каждой из зон функционирования системы: /  = 1.5^ -  х2 + ґ , 

/ 2 = —х  -  4 х 2 -  3 х ґ , /  = -3  х  + 2х 2 + ґ с точками переключения х  = а \ = 1,

X  = <у 2 = 2 . Данная система имеет скользящий режим на участке 1 < х  < 2 , при­

чем фазовой траектории удается выйти с этого режима (см. рис. 4.35 а).
На рис. 4.35 б, в, г представлены фазовые траектории системы, полученные в 

результате ее идентификации с помощью описанных выше подходов (траектории, 
полученные с помощью первого подхода обозначены кружками, а подходом 2 -  
треугольниками) при количестве точек наблюдений К  = 100, К  = 20, К  = 50

соответственно. Начальные приближения параметров т  , '  = 1, N  генерировались

каждый раз случайным образом.
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в г
Рис. 4.35 Идентификации трехзонной динамической системы по К  точкам 
наблюдений: фазовая траектория (а ); К  = 100 (б ); К  = 20 (в ); К  = 50 (г)
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2. Задача идентификации характеризуется неединственностью решения, в том 

смысле, что восстанавливаемые параметры системы могут принимать «далекие» от 

точных значений, хотя при этом фазовые траектории реконструируются с приемле­

мой точностью. Так, фазовые траектории, представленные на рис. 4.35 б  отвечают 

следующим найденным параметрам функций правых частей уравнения (4.9.13): 

а\ = 0.5, а\ = -0.56, Ъ1 = -1.86; а,2 = -2.62, а22 = 0.71, Ъ2 = 0.88 ; о? = 1-65, 

а\ = -0.93, Ъ3 = 0.63 (подход  1); а\ = -2.93, а\ = -0.29 , Ъ1 = 3.19 ; а ,  = 1.04 , 

а 2 = 8.11, Ъ2 =-35.41; О  =-17.54, а\ =-20.40, Ъ = 52.91 (подход2).

При идентификации системы (4.9.13) , например, по К = 50 точкам наблюде­

ний получены другие значения этих параметров: а\ = 1.64, а\ = -0.94, Ъ1 = 0.66 ; 

а\ =-3.15, а\ =-1.28, Ъ2 = 3.18 ; а  =-0.72 , а3 = 0.39, Ъ3 = -0 .34  (подход  1); 

а; = 1.95, а\ = 1.18, Ъ1 = -5.68 ; а\ = -3.48 , а\ = -0.58, Ъ2 = 4.42 ; 

а3 = 1.66, а3 =-0.38, Ъ3 =-1.42 (подход 2).

При различных начальных приближениях восстанавливаемых параметров 

можно получить различные их «оптимальные» значения, хотя на качество восста­

новления фазовой траектории это может не повлиять. На рис. 4.36 а, б  представлены 

результаты идентификации трехзонной динамической системы (4.9.16) с кусочно­

линейной функцией правой части: /  = -4х, + х2 + ґ , /  = 0 /3х1 + 2х2 + 3ґ,

/  = -3 х  - 3 х  + ґ с точками переключения х  = сті = 2, х  = а 2 = 3, при различ­

ных начальных приближениях параметров г( , і = 1, N , генерируемых, как уже от­

мечалось, случайным образом.

В [42] приведены результаты других вычислительных экспериментов восста­

новления разрывной по фазовой переменной правой части системы двух дифферен­

циальных уравнений (4.9.3) с помощью двух предложенных подходов.

Проведенный сравнительный их анализ позволил сделать такие заключения:

а) решение задачи идентификации не обладает свойством единственности, т.е. 

значения параметров могут существенно отличаться, но при этом аппроксимация 

правой части осуществляется с удовлетворительной точностью. Этот факт не проти­

воречит свойствам обратных задач;

б) границы между зонами функционирования системы идентифицируются с 

помощью и одного, и другого подхода достаточно хорошо при условии удачного 

выбора начального приближения параметров г = (а ' , а'2, Ъ ') , і  = 1, N . Это объяс­
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няется тем, что и в одном, и в другом случае для решения поставленных задач опти­
мизации применяются методы недифференцируемой оптимизации, сходящиеся, в 
общем случае, к локальному минимуму;

в) при увеличении количества наблюдений качество реконструкции динамиче­
ской системы с помощью подхода, основанного на численном дифференцировании, 
улучшается, что не всегда справедливо для подхода, основанного на решении задачи 
минимизации функционала (4.9.8).

(и1)

Рис. 4.36 Идентификация трехзонной системы (4.9.16) при различных началь­
ных приближениях искомых параметров (а ), (б ): св ерху  -  наблюдаемая пере­

менная, снизу  -  фазовая траектория

Вычислительные эксперименты показали, что процесс восстановления кусоч­
но-непрерывной по фазовым переменным функции правой части системы (4.9.3) на 
основе решения задачи минимизации функционала (4.9.7), обладает рядом особен­
ностей:
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-  если в наборе наблюдений присутствуют точки переключения, то качество 
идентификации системы существенно зависит от того, содержит ли выборка наблю­
дений точки из разных зон функционирования;

-  качество реконструкции динамической системы в случае восстановления не­

известных координат центров подмножеств г;., / = 1, N , зависит от выбора началь­

ных приближений этих параметров;
-  задача характеризуется неединственностью решения, которая преодолевается 

путем сужения множества, на котором ищутся неизвестные параметры г;., / = 1, N .

Кроме того, основной проблемой, возникающей при реализации метода, явля­
ется то, что задача дифференцирования функции, заданной приближенно, в равно­
мерной метрике является некорректной. Одним из подходов к решению указанной 
проблемы является учет погрешности задания функции при выборе шага сетки. Ре- 
гуляризированная процедура численного дифференцирования может быть получе­
на на основе различных подходов [89]. В основе одного из методов, например, лежит 
традиционная аппроксимация дифференциального оператора конечноразностным 
оператором. При этом шаг сетки должен быть согласован с погрешностью входных 
данных. Так, например, в случае, когда значение самой функции может быть вычис­
лено в любой точке и с любым шагом с точностью д  , определение производной с 

заданной точностью е  возможно, если выбрать шаг к (д )  =  с д д где с  и д  -  поло­

жительные константы, д < 1 [26].

Задача численного дифференцирования также может быть решена в рамках 
идеологии обращения интегральных операторов типа Вольтерра на основе равенства
I

|  X ({ )&  =  х(Г) -  х (0 ), численное обращение которых возможно с использование
0

регуляризированных алгоритмов, например метода А. Н. Тихонова [89].

Сведение задачи идентификации многозонной модели динамики 
к последовательности задач оптимального управления

Далее приведем метод реконструкции систем обыкновенных дифференциаль­
ных уравнений с переключаемыми правыми частями, основанный на сведении зада­
чи идентификации многозонной модели динамики к последовательности задач оп­
тимального управления, для решения которых применяются необходимые условия 
оптимальности в форму принципа максимума Понтрягина. Предложим соответст-
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вующий итерационный алгоритм решения задачи идентификации многозонной мо­

дели динамики.

В обобщение рассмотренной выше задачи, будем считать, что наблюдаемой 

величиной является переменная г , а измеренные в момент ^ ее значения обозна­

чим Щ к) = ~/.к. к = \.К. Тогда модель измерений можно представить в следующем 

виде:

^ * )  = ГЛ (^) +/ 2*2& ) + #*> к = 1,К,Ік є [О,Г], (4.9.21) 

где <Цк, к = 1,К, - случайные погрешности измерений, а т = (^,...,Гд,).

Итак, необходимо по известным значениям ?.к. А' = 1. К. на промежутке Т и 

при условиях (4.9.4) определить границы между зонами (Ц ,П2,...,Од,) в системе 

(4.9.3).

Метод решения задачи идентификации границ 
между зонами функционирования системы

Математическая модель задачи идентификации динамической многозонной 

системы (4.9.3) записывается следующим образом:

І(х(-;ф )) ^  тіп , (4.9.22)
т £ Р „  (а )

где

_  г _  _  2 к
І(х(-;®)) = К г л і ґ ^  + ̂ х ^ а } ) - ^ ) )  £

о к=\

£(•) - дельта-функция Дирака;

, _  (4.9.23)
I х2 = фЦ, х; со'), ф е Ф,

Х1 (°) = хю > х2 (°) = х20 , (4.9.24)

Ф  = { ф :ф (Г  ,х;со) = ф  (/,х; г;.) м.в. для х  е Ц , г;. е Я3, г = 1,N , ю  е Рм (Ц )}.

Согласно методике решения непрерывных задач оптимального разбиения 

множеств, от задачи минимизации функционала I (х(-; ю)) осуществляем переход к
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эквивалентной задаче: найти вектор-функцию А() = (А ( • А (•)) є Л0, при ко­

торой

Iі (х (;!(•))) ^  min , (4.9.25)
А(0еЛо

где
т  к

Iі (х(-; 2(-))) = |( ГЛ (t, А(х1)) + у2х2 (/; A(xJ) - z ( / ) ) 2 ̂  <5 (/ - 4  )c#,
‘ *=1

= х2,

Ä  (4.9.26)
х 2 = І иФі{̂ х-,ті)Аі(х\
. І= 1'

х  (0) = Хо , х2 (0) = х20 . (4.9.27)

Поскольку первая координата фазовой переменной является функцией време­

ни, вектор-функция А() = (А (•),..., А (•)) є Л  также фактически зависит от вре­

менной переменной, обозначаемой следующим образом: 

А (х(t)) = (А (X (t))....А (Х (t))) . Введем в рассмотрение вектор-функцию

A(t) =(А  ц ),...А  (t)), такую что A(t) = А(х1 (t)). Таким образом, в отличие от 

вектор-функции А , компоненты которой определены на множестве Q , координаты 

вектор-функции A(t) являются функциями времени и определены на интервале 

t e[t0, Т], t0 = 0, то есть: А(0 є Л

Л = А ) = (А (t),..., А (t)): X А (t) = і ;
/=1

At(t) = 0 v 1, i = 1,N, п.в. для t є [0 ,T]J.

Таким образом, на задачу (4.9.25) - (4.9.27) можно смотреть как на задачу оп­

тимального управления динамической системой, в которой управляющей функцией

является вектор функция Al(t). Представим такую задачу оптимального управления 

на промежутке t є [t0, tK ] последовательным набором следующих К задач:

1к(х(),і (•)) ^ min, і (•) є Л , к = \К , (4.9.28)

h WO, Ю ) = ( /Л  (}к; i(0) + у2х2 (tk; i(0) - z(tk))
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N л (4 9 29)
=X Фі (*>x’г< и (о, f є [4-і л ] > ''

. /=г

X 1 ( t k - 1 )  =  Х  ( t k - 1 ) ,  X 2  ( t k - 1 )  =  X 2  ( t k - 1 )  ,

X  (to ) =  X 0 , X2 ( t0 ) =  x20 , k  = 1, K  , (4.9.30)

где x  (tt_j) и x 2 (tk_j) ,  k  = 1, K , -  значения первой и второй фазовой координаты в 

момент времени t  =  1к , которые либо совпадают с X, (1к !) и x 2(4 _ j)  соответст­

венно в случае, когда наблюдаются обе фазовые переменные, или вычислены в ре­
зультате решения предыдущей (k -1 ) -й задачи.

Приведем необходимые условия оптимальности для каждой из задач (4.9.28) -
(4.9.30). Для этого, по аналогии с методикой решения непрерывных задач оптималь­

ного разбиения множеств, погрузим множество Л в симплекс

Л = |  = (Л ( t ) , . . . ,Ä N (t) ) : 2 ]/l,(t) = 1; 0 < Я,(t) < 1, і  = І ,  п.в. для t  є [0 ,T ]j 

и рассмотрим задачу:

l k (x(-), і  (•)) ^  min, і  (•) є Л , k  = 1 K  , (4.9.31)

при условиях (4.9.29), (4.9.30). Правомерность перехода от задачи (4.9.28) -  (4.9.30) к 
задаче (4.9.29) -  (4.9.31) будет обоснована ниже.

Пусть ((x , x2), І ) -  допустимый процесс в задаче (4.9.28) -  (4.9.30). Очевид­

но, этот процесс будет также допустимым для задачи (4.9.29) -  (4.9.31). Дадим при­

ращение АЛ(-) функции управления такое, чтоб выполнялись условия:

i( t ) + A i(t) є Л, ]Г  ( І,  (t) + Al,. (t)) = 1 Vt є [0,Г ].
i=1

Это означает, что А І є Лд ,г де 

Л а = { і = | , . . . А  (t)) | І (t) = 0 ; -1 < І  (t) < |  і = | ,  Vt є [0 ,Т ]1 .

Приращение АЯ(-) вызывает приращения фазовых переменных АХ[, Ах2, ко­

торые удовлетворяют системе дифференциальных уравнений:
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Дхj = Дх2 ,

"  . , "  л (4.9.32)
М 2 = Z ^ iai,xi +аих2 +fi(b\t))kA +2_1(аиАх1 +а21.Ах2Ц .
. /=1 /=1

Начальные условия для Дх, Дх записываются таким образом:

Д х (_ ,) = 0, ,) = 0 . (4.9.33)

Линеаризованный функционал задачи (4.9.29) - (4.9.31) имеет следующий вид:

t_ N

F  (x + Дх, Л + ДЛ) = ̂  (х,Л) +| Р2 Z  (а<х + а , х2 + X (b , t)) ДЛdt,
t_-1 i =

где вектор p(t) = (p  (t), p2 (t)) соответствует следующим условиям:

n

P i=-р21ХД’
• ,=1 (4.9.34)

П

P2=-Px~P2Y.a2ib 
. *=1

a  ( 4  ) =  - 2 к  (  n x  ( 4  ; Â + r 2x  (h ; Â  - f  ( 4  ) )  ,

/ . « \ (4-935) 
P2 (4 ) = -2^2 (r^ i (4 ; A  + r2x  (4 ;л) ~ Щ))-

Для того, чтобы допустимый процесс (( х , X  ), Л ) был оптимальным в задаче

(4.9.29) - (4.9.31), необходимо чтобы для всех допустимых приращений ДЛ е Лд 

выполнялось неравенство:

t_ N

j  Р2 Z  (°i<X (t) + a2ix2 (t) + Zi (b , t)) M  (t)dt > 0, (4.9.36)
t_ - i i = 1

где x , X  удовлетворяют задаче Коши (4.9.29), (4.9.30) при Л(-) = Л(-) ; а p  (•) 

удовлетворяет условиям задачи (4.9.34), (4.9.35) при соответствующих функциях

((^  X  ) , Л) .

Пусть ((х , X  ), Л) - произвольный допустимый процесс в задаче (4.9.28) -

(4.9.30), являющийся допустимым также для задачи (4.9.29) - (4.9.31). Пользуясь 

условием (4.9.36), построим направление спуска в этой точке (( х , X  ), Л ), если оно 

существует. Для этого рассмотрим следующую задачу:
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‘k  N

f p2 (t)V  (a,X + a n x 2 + f  ( b , t ))Ai,. ( t )d t  ^  min , (4.9.37)
У 7“1 M е-ЛA
tk -1 1

где p2 (•) удовлетворяет условиям задачи (4.9.34), (4.9.35) при соответствующих 

функциях x , X ), ̂ ). Минимальное значение интеграла в (4.9.37) достигается в 

точке AA, (•), в которой почти всюду для t е [tt_j, ̂  ] выполняется равенство:

N

Рг (t)X  К Х  (t) + a 2ix 2 (t) + f  (b ‘ , t)) Ai,,, (t) =
i=1

N

= .min Рг(t)£ (a ,x (t) + К Л (t) + f  (bi,t))A A ,(t) ,
A'l(t)eAi' (̂t) i=1 

где

Л д  =  |  і  ( А Л , . . . ,  AÄNІ : £  А Ц  =  0 ;  0  <  Д .  +  А Д .  <  1 ,  і =  1 , l j .

Очевидно, допустимое приращение АІ,. координатні Xt должно удовлетво­

рять следующим условиям:

N

если Xi = 1, то АІ, є [-1,0]; если Xj = 0, то АІ,. є [0,1]; ^  А і( = 0.
і=1

Фактически, почти в каждый момент времени t є [tt_ j, tt ] имеем дело с зада­

чей линейного программирования с одним условием на параллелепипеде. Запишем 

ее в следующем виде:

N N
М О Х У і ( x , t,*i) А Л,і ( t )  =  . m i n  P2(t), Pi( x , t,iIAA, ( t )  . (4.9.38)

i=i H x « )  n

Напомним, что в случае оптимальности вектор-функции !(•) для задачи 

(4.9.28) - (4.9.30), почти всюду для t є [tt_j, tt ] выполняется условие

N

Pi ( t )Z  Ф (x, t, Tt) АІ, (t) ^ 0 VA i є Л  .
i=1

Зафиксируем произвольный момент времени t є [tt_ J, tt ]. Пусть в векторе 

A(t) компоненты 2m (t) = 1, І  (t) = 0, і = 1, N, і Ф m . Далее момент времени t и 

знак « » будем опускать. Рассмотрим задачу
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при условиях

ДЛ1+Д;12+... + ДАл,= 0 , (4.9.40)

AА„ е [-1,0], A4 е [0,1], i = 1, N , i Ф m . (4.9.41)

Введем AXm = -A4m, AXm е [0,1] и, учитывая условие (4.9.40), исключим пе­

ременную

^Лл = АД + • • • + ДЛл_1 + АЯт+1 +... + Д^у (4.9.42)

из целевой функции. Тогда задача (4.9.39) - (4.9.41) запишется в следующем виде:
N

Z  -  p ^ m  ) A 4  ^  „ m i n  (4.9.43)
i=1 0sA47s1,,'fm '=',N

при условиях (4.9.42).

Если для всех i = 1, N , i Ф m и почти всех t е [tt j, tt ] выполняется неравен­

ство: p2р  - p2рт > 0, то минимальное значение целевой функции в (4.9.43) дости­

гается при A4 = 0, i = 1, N , i Ф m , и можно сделать вывод об оптимальности векто­

ра X (t) в задаче (4.9.29) - (4.9.31), в силу произвольности выбора момента времени

t е [4-1. tk ].

Если же при некотором t е [tt_ j, tt ] существуют такие индексы k , что вы­

полняется неравенство p2рк- p2<рт < 0, то целевая функция в (4.9.43) может быть 

уменьшена за счет увеличения соответствующих переменных A 4 . С учетом того, 

что базис опорного решения задачи (4.9.43), (4.9.42) составляет только один вектор 

условий, имеем возможность в векторе A4 увеличить до единицы лишь одну пере­

менную. Пусть

Pl(ps - Pm ) = 2 .  Pl(pk - Pm) .
2 2 2  (PP-Pm )<° 2 2

Тогда оптимальным решением задачи (4.9.43) будет вектор A4  ̂(t) = 1; 

A4„ДО = -1, A4,.(t) = 0, i = 1, N, i Ф s, m . Соответственно, в задаче (4.9.29) -

(4.9.31) можно осуществить переход от вектор-функции А(-) к другой допустимой

вектор-функции 4 (0 , в которой 4 ДО = 1, 4 ДО = 0, i = 1, N, i Ф s , и которая

обеспечивает релаксационность процесса построения решения этой задачи. Учиты-

355

р 2срхА \  + p 2cp2 A4, +... + p 2cpN ДЛд, —> min (4.9.39)



вая, что точка Л ( •) является крайней точкой симплекса Л , и Л с  Л , то справедли­

вым будет утверждение, что полученное таким образом решение задачи (4.9.29) -

(4.9.31) будет оптимальным решением и для задачи (4.9.28) - (4.9.30).

С учетом приведенных выше соображений представим итерационный алго­

ритм, с помощью которого решается каждая задача (4.9.22) - (4.9.24).

Алгоритм 4.2-И
Инициализация. Задаем к = 1 (решается первая задача), 

Г =  (а ' , а ' , Ъ ') , і  =  1, N , є > 0; шаг к численного интегрирования системы

дифференциальных уравнений (4.9.29), (4.9.30).

1. Задаем номер итерации д := 0 .

Если к = 1, то задаем начальные условия х  Ґ ) = х<>, х  (^ ) = х2о. Если же 

к>1, то в качестве начальных условий для фазовых переменных х  (4-і), X  (ґ*-і) 

выбираются значения этих переменных в момент времени ґ , полученные в ре­

зультате решения предыдущей задачи. Задаем также начальное приближение значе­

ний характеристических функций: ЛЛ0 (ґ) Уґ є [ґ*_ ].

Пусть в результате д итераций получены значения Л д) (ґ) , ' = 1, N . Опишем 

д - тую итерацию.

2. В каждой точке ґ сетки временного интервала ґк-1 <  ґ  <  ґ* вычисляем зна­

чения функций х^) (ґ), х(д) (ґ), решая слева направо при помощи метода Рунге- 

Кутта задачу Коши (4.9.29), (4.9.30) при Л = Л . Вычисляем значения функций 

Р  (ґ), р  (ґ) , решая справа налево при помощи метода Рунге-Кутта задачу Коши 

(4.9.34), (4.9.35) при Л = Л  , х = хд .

3. Проверяем выполнение условий стационарности процесса:

Уґ є [ґ*-р ґк ]

РіРі -Р іР  ^ 0 Уі *  т  (4.9.44)

где т  - номер единичной компоненты вектора Л .

Если для некоторого момента времени ґ є [ґ*_;, ґ* ] существует такой индекс 

і , что р 2 р  - р 2 < 0, то среди них выбираем индекс А , соответствующий наи-
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меньшему отрицательному значению этой разницы, и полагаем 

Л  (Т) = 1, Л  (7) = 0. Переход на шаг 4.

Если Уґ є[ґ*_ р ґ* ] текущее значение Л(ґ) такое, что У і *  т  выполняются 

условия стационарности процесса (4.9.44), то Л(ґ) будет оптимальным (условно 

стационарным) на отрезке ґ є [ґ*_х, ґ* ]. Переход на шаг 5.

4. д := д +1. Переходим на шаг 2.

5. к : = к +1.

Если к < К , то переходим на шаг 1, иначе - на шаг 6.

6. Восстанавливаем оптимальное разбиение множества О  по известным 

значениям характеристических функций Л (ґ), і = 1, N  и значениям первой фазовой 

координаты системы в соответствующие моменты времени. Вычисляем значение 

целевого функционала задачи (4.9.22) - (4.9.24).

Конец алгоритма 4.2-И.

Анализ результатов вычислительных экспериментов

Представим результаты расчетов, выполненных для некоторых модельных об­

ратных задач. Для получения исходных данных при помощи метода Рунге - Кутта 4­

го порядка решалась прямая задача Коши (4.9.3) - (4.9.4) с известными границами 

между зонами функционирования системы. Далее, задав количество точек измере­

ния К, и, выбирая из полученного численного решения задачи значение фазовых 

переменных (наблюдаемые величины) в этих К точках, формировалась последова­

тельность обратных задач вида (4.9.28) - (4.9.30).

Реконструкция вида разрывных по фазовой переменной правых частей диффе­

ренциальных уравнений проводилась для динамических систем с разным количест­

вом зон функционирования. Так, на рис. 4.37, а изображены фазовые траектории 

системы (4.9.3) (смоделированная и восстановленная), где переключение правой 

части дифференциального уравнения в (4.9.3) из функции ф = 10х - 0.2х2 + 3ґ на 

функцию ф = -2х - 2х2 + 0.1ґ, а далее на ф = 1х - 2х  - ґ происходят соответ­

ственно в точках х =сті = 10, х =ст2 = 15. При начальных условиях 

х  (0) = 5, х  (0) = -3, Т = 1 и по значениям фазовых координат в К = 20 точках 

наблюдений получены следующие восстановленные границы между зонами функ­
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ционирования: а х = 10.453, а 2 = 14.902 . Интегрирование системні (4.9.3) здесь и

далее происходило с шагом к = 0.01. На рисунке 4.37 б представлены фазовые тра­

ектории системы, имеющей четыре зоны функционирования, границы между кото­

рыми определяются следующими значениями первой фазовой переменной: 

а х = -2, а 2 = 1, а ъ = 5. Исходные данные задачи такие:

ф, =-0.5х2 + 0.1/, ф2 = 0.6%, - 0.2х2 + 0.3/, ф3 =-0.29%, + 0.4%2 + 0.8/, 

фА= 0.4% - 0.2% + 0.19/, % (0) = -4, % (0) = 1, Т = 8 , К = 100.

Интересным оказался случай восстановления системы (4.9.3) с двумя зонами 

функционирования, которым соответствуют функции правой части 

ф = 0.7/; ф2 = -0.6/ с границей % = 0. За рассматриваемый промежуток времени 

переключение происходило несколько раз.

/

/

/
г

4,86677485832576 14.8667748583258
9,86677435332576 19,3667743583253

а б

Рис. 4.37 Фазовые траектории динамических систем, реконструированные 

с помощью итерационного алгоритма

На рис. 4.38 представлены фазовые траектории этой двухзонной динамической 

системы. Результат на рис. 4.38 а соответствует следующим начальным условиям: 

х, (0) = 2, х2 (0) = 0, Т = 8, К = 50. Все четыре точки переключения были вос­

становлены. При этом получены следующие значения искомой границы между зо­

нами функционирования системы: а, =-0.023, а 2 =-0.229, а 3 =-0.102, 

а 4 = -0.004 . На рис. 4.38 б изображены фазовые траектории системы, полученные 

при таких начальных условиях: %0 = -2, х20 = 0 , Т = 10, К = 100.
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-1.11 323775 Л.11323775 0.88676255 1,36670225 ' . , 500 073 ' Л500073 0 49 992 ? ' '

-0.613^3775 0.33670225 1.36676225

а б
Рис. 4.38 Фазовые траектории двузонной динамической системы

Переключение правой части (пять раз) в результате решения обратной задачи 

было выполнено при таких значениях первой фазовой координаты: ^  =-0.173,

<г2 = 0.06, ст3 = 0.143, ст4 =-0.118, <у5 = 0.097 .

Приведенные и другие примеры решения задач восстановления границ между 

зонами функционирования динамических систем вида (4.9.3) свидетельствуют о 

том, что качество реконструкции динамической системы зависит от следующих 

параметров: количества точек наблюдений, параметров хі =( а1( а2і Ь ), определяю­

щих функцию справа в дифференциальном уравнении, величины временного интер­

вала Т , соотношения коэффициентов у , у2, а также шага интегрирования систе­

мы (4.9.3).

Представленный алгоритм нетрудно обобщить на случай нефиксированных 

наборов параметров хі =( аи а2, Ь ), определяющих правую часть дифференциаль­

ного уравнения.

Таким образом, для решения задачи идентификации динамической системы, 

которая описывается системой дифференциальных уравнений с разрывной правой 

частью, предложены три подхода. Первый основан на численном дифференцирова­

нии наблюдаемого временного ряда и восстановлении старшей производной в клас­

се кусочно-непрерывных функций. Второй - на решении задачи минимизации сред­

неквадратического отклонения восстанавливаемых фазовых переменных от соответ­

ствующих значений экспериментальных данных. Третий базируется на представле­

нии задачи идентификации в виде совокупности задач оптимального управления и
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применении к ним необходимых условий оптимальности. Все три подхода преду­
сматривают формулировку задачи идентификации в терминах теории непрерывных 
задач оптимального разбиения множеств и применения методов ОРМ для их реше­
ния. Ключевой частью алгоритмов решения полученных задач при этом выступает г- 
алгоритм Н.З. Шора минимизации недифференцируемой многомерной функции.

4.10. Размещение конечного числа источников в непрерывной среде 
с целью максимизации минимального совокупного эффекта 
действия этих источников

В данном параграфе продемонстрирована возможность применения г- 
алгоритма к решению задач оптимизации, возникающих при планировании лучевой 
терапии.

Лучевая терапия занимает важное место в лечении злокачественных новообра­
зований, кроме того, она является ценной методикой в лечении ряда неопухолевых 
заболеваний. До 70% больных раком проходят лучевую терапию в качестве само­
стоятельного метода или в качестве компонента комбинированного лечения (в соче­
тании с хирургией, химиотерапией) [120, 132].

Лучевая терапия является способом терапевтического воздействия на онколо­
гические заболевания, который при обоснованном выборе величины доз позволяет 
увеличить продолжительность и качество жизни пациентов. В некоторых случаях 
такое лечение позволяет избежать травматичного оперативного вмешательства. При 
этом эффективность методов лучевой терапии в значительной мере зависит от тех­
нического, математического, программного и организационно-методического обес­
печения врачей-радиологов.

Трудности при выборе схемы лучевой терапии и проблемы ее корректировки 
решаются на основе клинического опыта конкретного врача-радиолога. Однако ин­
тересующие врача параметры лучевой терапии, как правило, не могут быть измере­
ны непосредственно в процессе лечения, и необходимая информация может быть 
получена лишь в результате построения и реализации соответствующих математи­
ческих моделей. Существует многолетний опыт работы целых коллективов, анализ 
и обобщение которого с помощью математических методов позволили бы усовер­
шенствовать и создавать новые более эффективные схемы радиационного облуче­
ния, что облегчило бы врачу-радиологу принятие оптимального решения при назна­
чении лечения.
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Перспективным направлением радиационной онкологии является оптимиза­
ция пространственно-временных условий подведения дозы, научно обоснованный 
выбор режимов фракционирования дозы. В современной лучевой терапии много 
различных видов ионизирующего излучения, которые отличаются по биологиче­
скому действию, проницаемости и распределения энергии в пучке излучения, ис­
пользуемым противоопухолевым агентам. При проведении терапии радиоактивное 
излучение должно подаваться к опухоли строго в определенных дозах, фракций, 
временных интервалах и в определенных местах. Область воздействия должна 
включать в себя не только первичную опухоль, но также зоны субклинического 
распространения опухоли в окружающих нормальных тканях, в том числе лимфа­
тических узлах. Математическое моделирование выступает одним основным мето­
дом установления количественных характеристик, определяющих планирование и 
проведение лучевой терапии опухолей.

Некоторые математические аспекты проблемы оптимизации лучевой терапии 
обсуждаются в [123 -125, 152]. Как отмечено в [123], математическая постановка 
задачи лучевой терапии состоит из пары задач -  прямой и обратной. Обратная задача 
состоит в определении внешних пучков излучения, вместе со своими местами рас­
положения, профилями и интенсивностями, которые обеспечат заданное распреде­
ление дозы в пределах облучаемого объекта. Значительное количество сущест­
вующих математических моделей разработаны для анализа изменений объема опу­
холи, расчет оптимальных доз радиации и т.п.

В отличие от вышеперечисленных работ, которые касаются вопросов, связан­
ных с оптимизацией интенсивности излучения, здесь изучим геометрический аспект 
обратной задачи.

Постановка задачи оптимального планирования лучевой терапии

Как и в работе [60], рассмотрим задачу оптимального планирования лучевой 
терапии злокачественных новообразований как задачу оптимального размещения и 
поля действия конечного числа источников в непрерывной среде. В этой задаче 
нужно разместить заданное количество источников облучения в пораженной ткани 
таким образом, чтобы совокупный эффект действия источников был как можно бо­
лее однородным.

При внутритканевой лучевой терапии для достижения полного терапевтиче­
ского эффекта (безрецидивного излечения опухолевого заболевания) необходимо 
так разместить источники радиоактивного облучения в опухоли, чтобы дозовое поле
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было как можно более однородным. Это связано с тем, что в области низких уровней 

облучения (в области локальных минимумов поля действия) возможен рецидив за­

болевания, а в области высоких доз могут возникать лучевые некрозы, которые тя­

жело излечиваются.

Итак, рассматриваемую задачу будем интерпретировать в следующем контек­

сте: в качестве «поля обслуживания» выступает пораженный участок тела человека, 

все клетки которого являются «клиентами», а «пунктами обслуживания» выступают 

источники облучения, которые размещаются внутри пораженного участка и создают 

терапевтическое радиационное поле, подавляющее центры поражения. Причем бу­

дем считать, что поражение в разных точках рассматриваемого участка кожи может 

быть разным. Задача заключается в размещении заданного количества источников 

облучения так, чтобы дозовая поле (совокупный эффект действия источников) было 

как можно более однородным.

Некоторые модели подобных задач и подходы к их решению представлены в 

[129, 141].

Построение математических моделей

Пусть О  - ограниченное мнодество в евклидовом пространтсве Еп. Несмот­

ря на то, что представленная ниже модель задачи размещения сформулирована для 

произвольного конечного значения п , учитывая предметную интерпретацию, будем 

рассматривать случай, когда п = 2.

В отличие от [60], где множество О  считается однородным, то есть предпола­

гается, что все клетки одинаково поражены болезнью, будем предполагать, что в 

области существуют так называемые «центры поражения», то есть точки, в которых 

болезнь зарождается и наиболее ярко вьгражена. Обозначим эти центры через 

в. = { в ] ,в 2 , . . ,в п) єО , і = Ї М .

Также будем предполагать, что болезнь от каждого центра может распростра­

няться на некоторую окрестность соседних точек, и чем дальше находится клетка от 

центра, тем меньше степень ее поражения.

Путь влияние каждого центра на поражение клетки в точке % є О  описывает­

ся функцией:

р  (|| % -в ||) = Ві ехр(-Д ||% -в ||2), і = 1М  (4.10.1)

где В  - максимальная степень поражения клеток в окрестности /-го центра, Д. -

параметр функции, который показывает, насколько «широкой» является способ-
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ность /'-го центра к разрастанию и распространению на соседние клетки, ||-|| -  евкли­

дова метрика.
Тогда совокупная степень поражения Р(в ,х) в точке х є й  зависит от влия­

ния всех существующих центров болезни и выражается формулой:
м

Р ( в , х )  = £ р ( Iх - в \|) . (4.10.2)
І=1

Далее при решении задачи размещения будем учитывать степень поражения в 
каждой точке области.

На рис. 4.39, 4.40 приведены поверхности, являющиеся геометрическим пред­
ставлением функции (4.10.2), определенной в двумерной области 

й  = {-2 .5  < х < 2 .5 ;-1.5  < у  <  1.5} при следующих значениях параметров: 

N  =  2; В =  20, Д  = 0.2; В = 18 , Д  =  0.18 (рис. 4.39) и N  =  3; В =  20, Д =  0.2; 

В  =  18, Д  = 0.08; В  =  18, Д = 0.16 (рис. 4.40).

Рис. 4.39. Плотность пораженных клеток Рис. 4.40. Плотность пораженных 
в области с двумя центрами поражения клеток в области с тремя центрами

поражения

Обозначим через т  = (т\ ,т],...,т" ) є й , і  =  1, N  , источники влияния на среду 

(источники излучения). Пусть влияние источника в точке х  є й  описывается функ­
цией:

а ,  ( г ) = а  (І х - т ії), І = Ц У , (4.10.3)
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Совокупный эффект действия всех источников т , i = 1,N  в точке х e Q  об­

разует поле обслуживания D(r, х ), которое определяется по следующей формуле:

D  (т, х) = X  d  (I х “ Т 11), (4-104)
i=1

где У - евклидова метрика.

Будем предполагать, что чем большей является степень поражения болезнью 

точки рассматриваемой области, тем ближе к этой точке должны бать расположены 

источники влияния на них, то есть тем большим должно быть дозовое поле в окрес­

тности этой точки.

Действие всех источников на точку х пораженной области будем описывать 

следующим образом:

1 N

DP (т,х )=т^) X d ( iх —т  ̂ . (4104)

Задача состоит в размещении источников т , i = 1, N , в области Q (и в ее ок­

рестности) так, чтобы максимизировать минимальный уровень поля действия 

DP ( т, х) в рассматриваемой области ( в предположении недопустимости «слипа­

ния» источников), что математически может быть формализовано так:

min DP (г, х) ^  max. (4.10.5)
хеО  V '  reQ N

Заметим, что целевая функция задачи оптимизации размещения и поля дейст­

вия источников в непрерывной среде, представленная в [60], является частным слу­

чаем задачи (4.10.5) , когда P (в, х) = 1 Ух е Q  .

Также, в отличие от математической модели, предложенной в [60], где в каче­

стве функции влияния одного источника выступает степенная функция вида

d  (||х - г 11) = -- 1--  (у = 2), здесь рассматривается такая функция:
||х - г ||

d  (|х — т. 11) = Q exp(—а||х — г(||2), i = 1, N , (4.10.6)

где Q - максимальная интенсивность источника, а  - параметр функции, который 

определяет «ширину» влияния соответствующего источника. Не умаляя общности, 

будем предполагать, что все источники излучения одинаковы, то есть имеют одну и 

ту же интенсивность и «широту» влияния. На рис. 4.41, 4.42 изображены поверхно­

сти функций (4.10.4) совместного влияния заданного числа источников, размещен-
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ных в области О  = {-2.5 < х < 2.5; -1.5 < у < 1.5} при условии, что влияние каж­

дого из них описывается формулой (4.10.6).

Выбор вида функций влияния источников основан на следующих соображени-

1
ях. Степенные функции вида dj ( х - т 11) = ■ у > 0 , удовлетворяющие

условию di (+0) = да, обладают «неприятной» с вычислительной точки зрения осо­

бенностью, обуславливая необходимость «выкалывания» точек х = т при вычис­

лении значения функции (4.10.4) и ее производных при реализации тех или иных 

алгоритмов решения задачи.

Такой выбор функций влияния затрудняет или делает невозможным примене­

ние к решению данной задачи численных методов максимизации, которые хорошо 

зарекомендовали себя даже при решении задач недифференцируемой оптимизации, 

и сходимость которых теоретически обоснована. Функции вида (4.10.6) лишены 

указанного недостатка. Аналогичные соображения были приняты во внимание при 

выборе вида функций поражения (4.10.1). Предполагается, что параметры функций 

влияния источников и функций поражения могут быть определены эксперименталь­

но.

Рис. 4.41. Дозовое поле, образованное 

двумя источниками: Q = 100, а  = 5

Рис. 4.42. Дозовое поле, образо­

ванное тремя источниками:

Q = 100, а  = 5

У

х-т
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Методы решения

Для решения данной задачи были применены два метода: приближенный эв­

ристический алгоритм, предложенный в [60], и метод обобщенного градиентного 

спуска (в данном случае подъема) с растяжением пространства в направлении разно­

сти двух последовательных значений градиента (r-алгоритм Шора).

Идея приближенного алгоритма Клеппера базируется на предположении, что 

оптимальное размещение источников достигается тогда и только тогда, когда все 

локальные минимумы совокупного поля действия равны между собой, такое разме­

щение существует и является единственным (с точностью до нумерации источни­

ков). Для численного решения задачи сначала производится дискретизация области.

Следующие эвристики лежит в основе итеративного алгоритма Клеппера [60]. 

Если при некотором размещении источников г = (т , . , т ) функция (4.10.4) дос­

тигает своего глобального минимума в точке х = z , и г . является ближайшим (или 

одним из ближайших) к точке z источником, то, смещая г . в направлении точки z 

(по радиальному направлению г . z ) на некоторое достаточно малое расстояние l , 

можно заведомо увеличить значение минимума (4.10.4). На каждом шаге алгоритма 

все источники сдвигаются на определенную величину l > 0 в направлении к точ­

кам глобальных минимумов функции (4.10.4), постепенно уменьшая шаг сдвига по 

определенному правилу (l := ql,0 < q < 1). Итерационный процесс завершается, 

если или все локальные минимумы сетки с некоторой точностью s > 0 являются 

глобальными, или шаг смещения становится меньше, чем заданный минимальный 

шаг.

Далее представим алгоритм решения задачи (4.10.5), в основе которого лежит 

метод обобщенного градиентного спуска с растяжением пространства в направлении 

разности двух последовательных субградиентов.

Алгоритм
Инициализация. Задаем количество источников N и их начальные координаты 

г(0) е Q . Область покрываем регулярной сеткой. Далее сеточную область будем 

обозначать Q .

Вычисляем по заданным начальным координатам источников величину целе­

вой функции I (г(0)) = minDP(г(0), х) п формуле (4.10.4). С помощью конечно-
хеО
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разностных формул вычисляем компоненты вектора субградиента g ( т ( 0 ) )  целевой 

функции I  в точке т ( 0 ) .

Выбираем начальный пробный шаг r-алгоритма (h  > 0).

Первый шаг.

Вычисляем т (1) по формуле:

г(1) = r(0) + h g  (г<0)) .

Переходим ко второму шагу.

Предположим, что в результате работы алгоритма после m = 1,2,3,... шагов 

найдены следующие координаты источников: r (m) = (r1<m),,,, т(т) . Опишем 

(m +1) -й шаг алгоритма.

(m +1) -й шаг.

1. Для набора центров r(m) = {r(lm), , , , )  вычисляем значение 

функции I (r(m)) = min DP(Tm), x) по формуле (4.10.4).
xe Q

2. Вычисляем приближенно значения всех компонент вектора субгра­

диента g(Tm)) целевой функции I  при Т = T(m) .

3. Проводим (m +1) -й шаг r-алгоритма в H-форме, итерационная 

формула которого имеет вид:

-m +1) =  -m ) +  h  H m +1g  (Т  )

)),я (Т т)) ’

где Н +1 - матрица растяжения пространства с коэффициентом а  (его целесооб­

разно задавать равным 3) в направлении разности двух последовательных субгради­

ентов, которая пересчитывается по формуле:

' ( Н т ї т  £ л  ) ’  

где Н 0 = Е, 4т = Ш& т)) - Ш& т-1)) •

Если в результате округлений при вычислениях матрица Н т+1 перестает быть 

положительно определенной, то она заменяется единичной матрицей соответст­

вующей размерности.
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Шаг кт выбираем из условия:

(
Н т+18 (г( т))

тах ВР т(-т) + к
к>0

V

4. Если условие

\г(т +1) - т (т ^  < е ,  е >  0 , (4.10.7)

не выполняется, то совершаем переход на (т + 2) -й шаг алгоритма, иначе - переход 

на шаг 5.

точников считаем г* = г(к), где к - номер итерации, на которой выполнилось усло­

вие (4.10.7).

Конец алгоритма.

Рассмотрим результаты вычислительных экспериментов на примере области 

поражения, имеющей форму эллипса. Рассмотрим вначале случай равномерного 

«спроса» на дозу влияния в области поражения, то есть примем степень поражения 

каждой клетки одинаковой и равной единице. На рис. 4.43, 4.44 и 4.45 приведены 

примеры работы описанных выше алгоритмов для 3, 4 и 6 источников излучения 

соответственно. Звездочкой отмечены источники, составляющих оптимальное ре­

шение задачи, найденное с помощью г-алгоритма, а эллипсом - оптимальное разме­

щение источников, полученное с помощью приближенного алгоритма Клеппера. 

Отметим, что здесь и в следующих примерах начальное приближение центров, а 

также погрешность, которая допускается при нахождении координат источников, 

одни и те же для обоих алгоритмов. В указанных примерах, а также в приведенных 

ниже, предполагается, что источники излучения являются идентичными и их функ­

ции влияния задаются формулой (4.10.6), где 0  = 100 , ст( = 2, г = 1 N  . Парамет­

ры алгоритма Клеппера: I = 0.8 , д = 0.9 , = 0.015 , е = 0.01, кх = к = 0.05 . 

Параметры г-алгоритма: \ = 1, а  = 3, е = 0.001 , кх = к = 0.05 .

5. Окончание итерационного процесса. Наилучшим размещением ис-

Результаты вычислительных экспериментов
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Рис. 4.43. Оптимальное размещение Рис. 4.44. Оптимальное размещение 
трех источников в области с равноме- четырех источников в области с рав- 

рным «спросом» номерным «спросом»

Рис. 4.45. Оптимальное размещение шести источников 
в области с равномерным «спросом»
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Таблица 4.7

Результаты работы алгоритмов для области с равномерным «спросом»

Количество
источников

Оптимальное значение целевой функции, полученное 
с помощью

г-алгоритма алгоритма Клеппера
2 21.03 21.05
3 51.52 49.871
4 91.269 89.023
5 123.245 97.055
6 171.46 157.63

В таблице 4.7 для сравнения приведены лучшие значения целевых функций 
для задач с равномерным "спросом" на дозу излучения, полученные двумя алгорит­
мами. Как можно видеть на рис. 4.43 -  4.45, в силу того, что область, в которой раз­
мешаются источники, симметрична и "однородна" (в том смысле, что "спрос" на 
дозы облучения является одинаковым для всех точек области), оптимальное разме­
щение радиационных источников часто симметрично (этот факт отмечен и в [60]). 
Тем не менее, как показано на рис. 4.44, 4.45, г-алгоритм позволяет найти оптималь­
ное решение, которое не обладает свойством симметрии, но вместе с тем, обеспечи­
вает размещение источников с лучшим (в соответсвии с критерием (4.10.5)) дозовым 
полем (см таблицу 4.7).

Сравнивая результаты, приведенные в табл. 4.7, можно сделать вывод, что в 
области с равномерным "спросом" на дозовое поле оба алгоритма дают почти оди­
наковые результаты. Но при увеличении числа источников, г-алгоритм позволяет 
отыскать такое их расположение, при котором достигается более высокое значение 
целевой функции. Кроме того, г-алгоритм значительно быстрее, чем алгоритм Клеп­
пера.

На рис. 4.46, б, 4.47 и 4.48 приведены размещения 5, 4 и 5 соответственно ис­
точников излучения в невыпуклых областях с «неравномерным» спросом на дозовое 
поле, также найденные вышеописанными алгоритмами. Чем темнее цвет точки, тем 
большей является степень повреждения тканей в ней и, соответственно, выше
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"сп рос" н а д озу  облучения. Для сравнения, н а ри с. 4.46, а представлено оптимальное 

распол ож ение источников в области с  единичным "сп росом " для всего региона.

а Ь
Рис. 4.46. Оптимальное размещение 5 источников в области 

с равномерным (а) и неравномерным (Ь) «спросом»

Рис. 4.47. Оптимальное размещение 4 Рис. 4.48. Оптимальное размещение 5 
источников в области с неравномер- источников в области с неравномер­

ным спросом ным спросом

Н аилучш ие значения целевых функций, полученны е с  пом ощ ью  алгоритма 

Клеппера и  г-алгоритма, приведены  в табл. 4.8.
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Таблица 4.8

Результаты работы алгоритмов для области с неравномерным «спросом»

Номер
теста

Рисунок с 
оптимальным 
размещением 
источников

Оптимальноеначение 
целевой функции (г- 

алгоритм)

Оптимальное значение 
целевой функции (алго­

ритм Клеппера)

1 Ри с. 4.46 а 120.627 99.529

2 Ри с. 4.46 Ь 1.085 0.867

3 Р и с. 4.47 0.638 0.562

4 Р и с. 4.48 1.159 0.998

В  табл. 4 .8 приведены  минимумы  взвешенной  максимальной  обшей  дозы  из­

лучения (величины д озов ого поля в точке, разделенной  н а уровень п ораж ения ткани 

в ней), что объясняет отличие в сотни р а з  значений функции теста 1 от  остальных.

Вычислительные эксперименты  позволили сделать несколько выводов:

1) измельчение пространственной  сетки для об ои х  алгоритмов значительно 

увеличивает время, в течение к от орого м ож ет быть найдено оптимальное реш ение 

задачи разм ещ ения источников;

2) о б а  алгоритма чувствительны к  вы бору начального приближгния координат 

разм ещ аем ы х источников излучения, и  м огут привести только к  локальному реш е­

нию  задачи;

3) если область, в которой  разм ещ аю тся источники, обладает свой ством сим ­

метрии и  однородности , оптимальное расп ол ож ение источников м ож ет также быть 

симметричным.

Результаты работы  алгоритма, осн ован н ого н а субградиентном  методе, зависят 

также от разм ера ш ага для численного дифференцирования в оценке компонент 

обобщ ен н ого градиента. Для того чтобы  избавиться от  этого недостатка, м ож н о со з ­

дать версию  алгоритма с  элементами теории  непреры вны х задач оптимального р а з ­

биения м нож еств, а  им енно, в расчете компонент обобщ енного градиента целевой 

функции (4.10.4) использовать диаграммы  В орон ог о , построенны е с  использованием  

м етодов О Р М  (см . п араграф  4.1).
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Выводы к главе 4

Представлены различные приложения методов и алгоритмов оптимального 

разбиения множеств к решению различных задач теории и практики.

Продемонстрирована работа алгоритма 2.1 и его частных случаев для построе­

ния классической диаграммы Вороного и ее модификаций. Показана возможность 

генерирования новых, неизвестных ранее, обобщений диаграмм Вороного.

Из круга теоретических задач, сводящихся к непрерывным задачам ОРМ, вы­

делены и изучены задачи построения оптимальных квадратур, поиска глобального 

минимума функции, обобщенная задача Неймана-Пирсона, модельные нелинейные 

и динамические задачи оптимального разбиения множеств. Также рассмотрены не­

которые обратные задачи для параболических систем, практическими приложения­

ми которых являются задачи идентификации параметров процессов теплопроводно­

сти и диффузии. Представлены задачи идентификации многозонных динамических 

систем, которые могут описывать работу энергоемких технических систем.

Предложенная математическая модель оптимизации местоположения и поля 

действия конечного числа источников излучения в контексте лучевой терапии в 

дальнейшем может быть обобщена на случай, когда определению подлежат не толь­

ко координаты источников излучения, но и другие параметры, такие как, продолжи­

тельность, форма, интенсивность излучения и т.п. Данная модель может быть также 

обобщена на случай учета динамики процесса облучения, присоединив к ней диф­

ференциальное уравнение, описывающее изменение объема опухоли (раковых кле­

ток) во время лучевой терапии. В этом случае могут быть полезными методы реше­

ния динамических задач оптимального разбиения множеств [42, 50, 53, 54].
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ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ

В настоящей работе представлены непрерывные задачи оптимального разбие­
ния множеств. Будучи по своей природе задачами бесконечномерного математиче­
ского программирования, они в процессе решения, сводятся определенным образом, 
к вспомогательным конечномерным негладким оптимизационным задачам или к 
задачам максимина, тем самым выступая источником, порождающим задачи не­
дифференцируемой оптимизации. В этой связи ядром алгоритмического аппарата 
решения непрерывных задач оптимального разбиения множеств являются методы 
обобщенного градиентного спуска с растяжением пространства в направлении раз­
ности двух последовательных субградиентов -  г-алгоритм Шора и различные его 
модификации.

Теория непрерывных задач оптимального разбиения множеств является актив­
но развивающимся направлением современной теории оптимизации. За пределами 
данной монографии осталась, например, такая большая ее ветвь, как задачи опти­
мального разбиения множеств в условиях неопределенности [55 -  57]. Для снятия 
неопределенности в таких задачах может применяться математический аппарат сто­
хастического бесконечномерного математического программирования (если часть 
исходной информации имеет вероятностный характер) или аппараты нечётких мно­
жеств и нечёткой логики (если параметры, входящие в описание моделей, являются 
нечёткими, неточными, недостоверными и т. д.).

Центральным этапом в математическом обосновании описанных методов 
ОРМ является формулирование необходимых условий оптимальности, на которых 
основывается разработка численных алгоритмов решения задач ОРМ. В каждом из 
рассмотренных типов задач ОРМ такие условия получены с использованием своего 
теоретического аппарата, в зависимости от специфики данной конкретной задачи. В 
настоящее время ведутся исследования, направленные на создание единой теорети­
ческой базы для построения общих необходимых и достаточных условий оптималь­
ности для широкого класса задач ОРМ, на основе аппарата теории функций мно­
жеств.

Спектр практических приложений теории и методов оптимального разбиения 
множеств также широк и не ограничивается лишь теми задачами, которые рассмот­
рены в данной монографии. Актуальным направлением научных исследований, свя­
занных с развитием и приложениями моделей и методов оптимального разбиения 
множеств, является идентификация многозонных динамических систем, а также 
системный анализ и идентификация многокомпонентных распределенных систем
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[58, 65, 80, 142]. Поскольку такие задачи относятся к классу обратных задач для ди­
намических систем, при разработки алгоритмов их решения возникают вопросы, 
связанные с корректностью математической постановки, с устойчивостью вычисли­
тельных процессов и др.

В настоящее время ведутся активные исследования по вопросам применения 
методов ОРМ для решения задач распознавания образов, сегментации изображений, 
классификации и кластеризации, задач размещения объектов инфраструктуры в 
условиях неопределенности и др.

Созданная теория и алгоритмический аппарат могут быть применены для реше­
ния практических задач медицинской диагностики, территориального планирования 
сфер обслуживания; геологического прогнозирования; задач охраны окружающей 
среды. Примером последней является задача обеспечения экологической безопасно­
сти при размещении отстойников радиоактивных отходов атомных электростанций с 
учетом экологической структуры региона. К непрерывным задачам оптимального 
разбиения или покрытия множеств сводятся задачи размещения предприятий, стан­
ций скорой помощи, базовых станций сотовой связи, нефтяных скважин; бесконеч­
номерные транспортные задачи и задачи размещения предприятий; задачи проекти­
рования сетей из искусственных спутников земли для контроля диапазона круговых 
орбит; развития агропромышленного комплекса и многие другие.

Все вышесказанное является еще одним подтверждением значительности 
творческого наследия Н.З Шора и его учеников, связаного с разработкой эффектив­
ных методов недифференцируемой оптимизации и их применением к различным 
многоэкстремальным задачам.

375



СПИ СО К Л И ТЕРА ТУРЫ

1. Акимова И. Я . Взвешенные разбиения Вороного / И. Я. Акимова, А. 
П. Акимов // Изв. АН СССР. Техн. кибернетика, 1988. -  № 3. -  С. 
186 -  190.

2. Акимова И. Я . Задача оптимального размещения и обобщения одной 
теоремы Фейеша Тота // Изв. АН СССР. Техн. кибернетика, 1982. -  №
2. -  С. 224 -  228.

3. Акимова И. Я . Применение диаграмм Вороного в комбинаторных 
задачах. (Обзор) // Изв. АН СССР. Техн. кибернетика, 1984. -  № 2. -  
С. 102 -  109.

4. Алифанов О. М . Идентификация математических моделей сложного 
теплообмена / О. М. Алифанов, Е. А. Артюхин, А. В. Ненарокомов // 
М: Изд. МАИ, 1999. -  252 с.

5. Алифанов О. М . Обратные задачи как методологическая основа 
идентификации тепловых математических моделей // Тр. IV  Между- 
нар. форума по тепломассообмену. -  Минск, 22-26 мая, 2000. -  Т. 3. -  
С. 3 -  13.

6. Антош кин А.А. Математическая модель задачи покрытия выпуклой 
многоугольной области кругами с учетом погрешностей исходных 
данных / А. А. Антошкин, Т. Е. Романова // Пробл. машиностроения. -  
2002. -  5, №1. -  С.55 -  60.

7. Астраков С.Н . Построение эффективных моделей покрытия при мо­
ниторинге протяженных объектов / С. Н. Астраков, А. И. Ерзин // Вы­
числительные технологии, 2012. -  Т. 17, № 1. -  С. 26 -  34.

8. Астраков С.Н . Сенсорные сети и покрытие плоскости кругами / С. Н. 
Астраков, А. И. Ерзин, В. В. Залюбовский // Дискретный анализ и ис­
следование операций, 2009. -  Т. 16, № 3. -  С. 3 -  19.

376



9. Бабков В. Ю . Сети мобильной связи. Частотно-территориальное пла­
нирование. 2-е издание. / В. Ю. Бабков, М. А. Вознюк, П. А. Михайлов 
// ISBN  : 5-93517-263-1. -  М .: Горячая Линия -  Телеком, 2007. - 226 с.

10. Береснев А .В. Алгоритм локализации абонентской нагрузки в про­
странстве и времени в сотовых системах подвижной радиосвязи стан­
дарта GSM. // Томский государственный университет систем управле­
ния и радиоэлектроники. Журнал радиоэлектроники, 2002. -  № 11.

11. Бессонов А. Н. Методы и средства идентификации динамических 
объектов / А. Н. Бессонов, Ю. В. Загашвили, А. С. Маркелов // Л.: 
Энергоатомиздат, 1989. Гроп Д. Методы идентификации систем. -  М .: 
Мир, 1979. -  472 с.

12. Браун Р. Исследование операций. В 2 т. / Р. Браун, Р. Мюзон, Э. 
Фламгольц и др. // М .: Мир, 1981.

13. Брусов В. С. Вычислительный алгоритм оптимального покрытия об­
ластей плоскости / В. С. Брусов, С. А. Пиявский // Журн. Вычисл. ма­
тематики и мат. физики. -  1971. -  11, № 2. -  С. 304 -  312.

14. Бутковский А. Г. Методы управления системами с распределенными 
параметрами. -  М .: Наука, 1975. -  568 с.

15. Васильев Ф. П. Методы оптимизации. -  М.: Факториал Пресс, 2002.
-  824 с.

16. Васильев Ф. П. Методы решения экстремальных задач. -  М .: Наука, 
1981. -  400 с.

17. Вершик А. М . Несколько замечаний о бесконечномерных задачах 
линейного программирования // УМФ. - 1970. -  Т. 25. -  № 5. -  С. 117­
124.

18. Вишневский В. М . Теоретические основы проектирования компью­
терных сетей. -  М .: Техносфера, 2003.

19. Вороной Г. Ф. Собр.соч. Киев: Изд-во АН УССР, 1952. -  Т.2.

20. Галенко С. В. Использование гибридных алгоритмов для решения 
задач оптимального расположения базовых станций при проектирова­

377



нии беспроводных сетей передачи данных // Институт проблем пере­
дачи информации PAH:http://www.masters.donntu.edu.ua 
/2007/kita/bukiy/library/l3.htm

21. Галиев Ш . И. Оптимизация многократного покрытия ограниченного 
множества кругами / Ш. И. Галиев, М. А. Карпова // Ж. вычисл. матем. 
и матем. физ. -  2010. -  Т. 50, № 4. -  С. 757-769.

22. Галиев Ш  .И. Направления убывания для минимаксиминных задач // 
Ж. вычисл. матем. и матем. физ. -  1994. -  Т. 34. -  № 3. -  С. 323-343.

23. Гольштейн Е. Г. Задачи линейного программирования транспортного 
типа / Е. Г. Гольштейн, Д. Б. Юдин // М .: Наука, 1969. -  324 с.

24. Горячко Е. А. Математическое моделирование в задачах оптимально­
го размещения базовых станций при проектировании сетей беспро­
водной связи / Е. А. Горячко, С. А. Ус // Науковий вкник Н ГУ, 2008. -  
№ 5. -  С. 6-9.

25. Демьянов В. Ф. Недифференцируемая оптимизация / В. Ф. Демьянов, 
Л. В. Васильев. -  М.: Наука, 1981. -  384 с.

26. Денисов А. М . Введение в теорию обратных задач: Учеб. Пособие. -  
М.: Изд-во М ГУ, 1994. -  208 с.

27. Егоров А. И. Математические методы оптимизации процессов тепло­
проводности и диффузии / А. И. Егоров, Р. Р. Рафатов // Ф.: Илим. -  
1990. -  336 с.

28. Еремин И. И. Стандартные итерационные процессы для негладких 
задач выпуклого программирования // "Methods of Mathematical 
Programming". Варшава. -  1981. -  18 c.

29. Ермольев Ю . М . Методы стохастического программирования. -  М.: 
Наука, Гл. ред. физ-мат. лит, 1976. -  240 с.

30. Журбенко Н. Г. Построение семейства методов сопряженных направ­
лений на основе использования оператора растяжения пространства // 
Теория и приложения методов оптимизации. -  Киев: Ин-т кибернети­
ки им. В. М. Глушкова НАН Украины, 1998. -  С. 12-18.

378

http://www.masters.donntu.edu.ua


31. Ж илинскас А. Г. Поиск оптимума: компьютер расширяет возможно­
сти / А. Г. Жилинскас, В. Р. Шалтянис. -  М .: Наука, 1989. -  128 с.

32. Иоффе А. Д. Теория экстремальных задач / А. Д. Иоффе, В. М. Тихо­
миров. -  М .: Наука, 1974. -  480 с.

33. Кадочнікова Я . Є. Методи та алгоритми розв’зання неперервних за­
дач оптимального розбиття множин з обмеженнями: автореф. 
дис...к.ф. -  м.н.: 01.05.01. -  Д., 2010 -  19 с.

34. Канторович Л. В. Функциональный анализ / Л. В. Канторович, Г. П. 
Акилов. -  М .: Наука, 1977. -  742 с.

35. Киселева Е. М . Алгоритм решения нелинейной непрерывной много­
продуктовой задачи оптимального разбиения множеств с размещени­
ем центров подмножеств / Е. М. Киселева, В. А. Строева // Проблемы 
управления и информатики. -  2012. -  № 1. -  С. 40-53.

36. Киселева Е. М. Непрерывные задачи оптимального разбиения мно­
жеств: теория, алгоритмы, приложения: монография / Е. М. Киселева, 
Н. З. Шор. -  К.: Наукова думка, 2005. -  564 с.

37. Киселева Е. М. Решение непрерывной нелинейной задачи оптималь­
ного разбиения множеств с размещением центров подмножеств для 
случая выпуклого функционала / Е. М. Киселева, М. С. Дунайчук // 
Кибернетика и системный анализ. -  2008. -  № 2. -  С. 134-152.

38. Киселева Е. М. Конструктивные алгоритмы решения непрерывных 
задач многократного покрытия / Е. М. Киселева, Л. С. Коряшкина,
А. А. Михалева // Системные технологии, 2014. -  С. 3 -  14.

39. Киселева Е. М . Алгоритм решения задачи оптимального разбиения с 
ограничениями // Кибернетика. -  1983. -  № 1. -  С. 115 -  120.

40. Киселева Е. М . Исследование алгоритма решения одного класса не­
прерывных задач разбиения / Е. М. Киселева, Н. З. Шор // Кибернети­
ка и системный анализ. -  1994. -  №1. -  С. 84 -  96.

379



41. Киселева Е. М . Математические методы и алгоритмы решения не­
прерывных задач оптимального разбиения множеств и их приложения: 
Автореф. дис. д-ра физ.-мат. наук: 01.01.09 / Днепропетровский гос. 
ун-т. -  Дн-ск, 1991. -  33 с.

42. Киселева Е. М . Модели и методы решения непрерывных задач опти­
мального разбиения множеств: линейные, нелинейные, динамические 
задачи: монография / Е. М. Киселева, Л.С. Коряшкина. -  К.: Наукова 
думка, 2013. -  606 с.

43. Коряш кина Л. С. Применение методов оптимального разбиения 
множеств к непрерывным задачам многократного покрытия / Л. С. 
Коряшкина, А. А. Михалева, В. И. Навоенко // Питання прикладної 
математики і математичного моделювання. -  2014. -  С. 141 -  154.

44. Киселева Е. М . Непрерывная задача многократного шарового покры­
тия с ограничениями и метод ее решения / Е. М. Киселева, Л. С. Ко- 
ряшкина, А. А. Михалева // Системні технології. Дніпропетровськ. -  
2015. -  №1. -  С. 165-179.

45. Киселева Е. М . Решение непрерывной однопродуктовой задачи оп­
тимального разбиения с дополнительными ограничениями / Е. М. Ки­
селева, Я. Е. Кадочникова // Проблемы управления и информатики. -  
2009. -  №4. -  С. 47 -  61.

46. Киселева Е. М . Решение непрерывных задач оптимального покрытия 
шарами с использованием теории оптимального разбиения множеств / 
Е. М. Киселева, Л. И. Лозовская, Е. В. Тимошенко // Кибернетика и 
системный анализ. -  2009. -  № 3. -  С. 98-117.

47. Киселева Е. М . Решение обобщенной задачи Неймана-Пирсона с ис­
пользованием методов оптимального разбиения множеств // ЖВМ и 
МФ, Т. 31. -  1992. -  № 1. -  С. 26 -  32.

48. Киселева Е. М . Решение одной задачи оптимального разбиения с 
размещением центров тяжести подмножеств // Журн. вычисл. матема­
тики и мат. физики. -  1989. -  Т. 29. -  № 25. -  С. 709 -  722.

380



49. Киселева Е. М . Об оценках погрешности в алгоритмах оптимального 
разбиения / Е. М. Киселева, Л. И. Гордиенко // Решение прикладных 
задач математической физики и дискретной математики. -  Днепропет­
ровск: ДГУ, 1976. -  С. 255 -  261.

50. Киселева Е. М . О решении и свойствах простейшей динамической 
задачи оптимального разбиения множеств / Е. М. Киселева, Л. С. Ко­
ряшкина // Проблемы управления и информатики. -  2013 -  № 3 -  С. 
102 -  112.

51. Киселева Е. М . Теория непрерывных задач оптимального разбиения 
множеств как универсальный математический аппарат построения 
диаграммы Вороного и ее обобщений. Часть 1. Теоретические основы 
/ Е. М. Киселева, Л. С. Коряшкина // Кибернетика и системный анализ.
-  2015. -  Т. 51. -  № 3. -  С. 3 -  15.

52. Киселева Е. М . Теория непрерывных задач оптимального разбиения 
множеств как универсальный математический аппарат построения 
диаграммы Вороного и ее обобщений. Часть 2. Алгоритмы построения 
диаграмм Вороного на основе теории оптимального разбиения мно­
жеств / Е. М. Киселева, Л. С. Коряшкина // Кибернетика и системный 
анализ. -  2015. -  Т. 51. -  № 4. -  С. 3 -  14.

53. Киселева Е. М . О решении динамической задачи оптимального раз­
биения множеств с размещением центров подмножеств / Е. М. Кисе­
лева, Л. С. Коряшкина, Т. А. Шевченко // Кибернетика и системный 
анализ. -  2014. -  № 6. -  C. 29 -  40.

54. Киселева Е. М . О динамической задаче оптимального разбиения 
множеств с интегральными ограничениями / Е. М. Киселева, Л. С. Ко- 
ряшкина, Т. А. Шевченко // Проблемы управления и информатики. -
2013. -  №4. -  С. 33 -  44.

55. Киселева Е. М . О решении непрерывной стохастической задачи оп­
тимального разбиения множеств с восстановлением функционала / Е. 
М. Киселева, К. А. Кузнецов // Проблемы управления и информати­
ки, 1997. -  № 6. -  С. 81 -  88.

381



56. Киселева Е. М . Приближенный метод решения одной непрерывной 
задачи оптимального разбиения в условиях риска / Е. М. Киселева, Л. 
И. Лозовская // Деп. В РГАСНТИ 17.03.94. -  № 8550417.

57. Киселева Е. М . Решение задачи оптимального разбиения множеств с 
нечеткими ограничениями / Е. М. Киселева, С. А. Ус // Вопр. прикл. 
матем. и матем. моделирования. -  Дн-ск, ДГУ. -  1991. -  С. 18 -  22.

58. Кісельова О. М . Ідентифікація динамічної системи з декількома ре­
жимами функціонування / О. М. Кісельова, Л. С. Коряшкіна, О. В. 
Правдивий // Питання прикладної математики і математичного моде­
лювання. -  Д.: ДНУ, 2011. -  С. 141 -  150.

59. Кларк Ф. Оптимизация и негладкий анализ. -  М .: Мир, 1973. -  472 с.

60. Клеппер Л. Я . Оптимизация поля действия конечного числа источни­
ков в непрерывной среде // Экономика и математические методы. -  
2009. -  № 2. -  С. 113 -  119.

61. Коряш кіна Л. С. Чисельний алгоритм розв’язання неперервної 
динамічної задачі оптимального розбиття множин з квадратичним 
функціоналом / Л. С. Коряшкіна, А. П. Череватенко, О. В. Зайченко // 
Питання прикладної математики і математичного моделювання. -  Д.: 
ДНУ, 2014. -  С. 155 -  166.

62. Коряш кина Л. С. Методы оптимального разбиения множеств для 
некоторых задач управления с квадратичным функционалом // Про­
блемы управления и информатики. -  1997. -  №5. -  С. 39-49.

63. Коряш кина Л. С. Решение одной задачи управления параболической 
системой // Проблемы управления и информатики. -  1998. -  №2. -  
С.94 -  101.

64. Коряш кина Л. С. Об алгоритмах решения задачи оптимизации раз­
мещения и поля действия конечного числа источников в непрерывной 
среде / Л. С. Коряшкина, О. Б. Блюсс, Н. Гранкина // Питання 
прикладної математики і математичного моделювання. -  Д.: ДНУ,
2014. -  С. 10 -  21.

382



65. Коряш кіна Л. С. Задача параметричної ідентифікації багатозонних 
динамічних систем / Л. С. Коряшкіна, А. П. Череватенко // Системные 
технологии. -  2015. -  № 4 (99). -  С. 88 -  101.

66. Коряш кіна Л. С. Методи оптимального розбиття множин у 
керуванні розподіленими системами: автореф. дис. канд. фіз. -мат. на­
ук: 01.05.01. -  Д., 2000. -  18 с.

67. К ук Ю . В. Об одном обобщении леммы Неймана-Пирсона в теории 
распознавания сигналов // Кибернетика. -  1978. -  № 5 -  С. 79-82.

68. Леман Е. Л. Проверка статистических гипотез. -  М .: Наука, 1964. -  
498 с.

69. М атвейкин В. Г. Теоретические основы энергосберегающего управ­
ления динамическими режимами установок производственно -  техни­
ческого назначения: монография. / В. Г. Матвейкин, Д. Ю. Муромцев
-  М .: "Издательство Машиностроение -  1", 2007. -  128 с.

70. М ину М. Математическое программирование. Теория и алгоритмы: 
Пер. С фр. И предисловие А.И. Штерна. -М.: Наука. Гл. Ред. физ. - 
мат. лит., 1990. -  488 с.

71. М ихайлов В. П. Дифференциальные уравнения в частных производ­
ных. -  2-е изд. перераб. и дополн. -  М .: Наука, Главная редакция 
физико -  математической литературы, 1983. -  424 с.

72. М ихалевич В. С. Оптимизационные задачи производственно­
транспортного планирования. Модели, методы, алгоритмы / В. С. 
Михалевич, В. А. Трубин, Н. З. Шор // -  М .: Наука, -  1986. -  264 с.

73. Муромцев Ю . Л. Моделирование и оптимизация технических систем 
при изменении состояний функционирования / Ю. Л. Муромцев, Л. Н. 
Ляпин, О. В. Попова. -  Воронеж: В ГУ, 1992. -  164 с.

74. Пиявский С. А. Об оптимизации сетей. -  Изв. АН СССР. Техн. ки­
бернетика. -  1968. -  № 1. -  С. 68-80.

75. Поляк Б. Т. Один общий метод решения екстремальных задач. -  
Докл. АН СССР, 1967. -  174, №1. -  С.33-36.

383



76. Поляк Б. Т. Введение в оптимизацию. -  М .: Наука, 1983. -  384 с.

77. Препарата Ф. Вычислительная геометрия: Введение. Под редакцией 
Ю.М. Банковского / Ф.Препарата, М.Шеймос. -  М .: Мир,1989. -  478 с.

78. Савинков А. Ю . Программно-технический комплекс мониторинга и 
верификации покрытия сетей широкополосного беспроводного досту­
па / А. Ю. Савинков, Ю. Н. Прибытков, М. А. Кириченко // Связь и те­
лекоммуникации -  инновационное развитие регионов: тез. науч. - 
практ. конф. -  Воронеж, 2011. -  С. 17-18.

79. Рао С. Р. Линейные статистические методы и их применение. -  М.: 
Наука, 1968. -  548 с.

80. Сергиенко И. В. Применение методов оптимального разбиения мно­
жеств для решения геометрических обратных задач теплопроводно­
сти. / И. В. Сергиенко, В. С. Дейнека, Е. М. Киселева, Л. С. Коряшкина
-  Материалы 3 -й международной конференции Математическое моде­
лирование, оптимизация и информационные технологии. -  Кишинэу, 
19 -  23 марта 2012 г. -  С. 459-467.

81. Сергиенко И. В. О трех научных идеях Н. З.Шора / И. В. Сергиенко, 
П. И. Стецюк // Кибернетика и системный анализ. -  2012. -  № 1. -  
C.4-22.

82. Скоков В. А. Замечания к методам минимизации, использующим 
операцию растяжения пространства // Кибернетика, 1974. -  № 4. -  С. 
115 -  117

83. Стронгин Р. Г. Численные методы в многоэкстремальных задачах. -  
М.: Наука. -  1978. -  240 с..

84. Соломон Д. И. Дробное программирование и недифференцируемая 
оптимизация. -  Кишинэу, «Эврика». -  2014. -  488 с.

85. Стерлин М . Д. Управление теплофизическими процессами: новые 
модели и алгоритмы. -  СПб.: Изд-во Санкт-Петербургского гос. техн. 
ун-та, 1997. -  118 с.

384



86. Стецюк П. И. Методы эллипсоидов и г-алгоритмы. -  Кишинэу, «Эв­
рика». -  2014. -  488 с.

87. Сухарев А. Г. Минимаксные алгоритмы в задачах целочисленного 
анализа. -  М .: Наука, 1989. -  364 с.

88. Терехов С. В. Моделирование тепловых и кинетических свойств ре­
альных систем. -  Донецк: «Вебер», 2007. -  306 с.

89. Тихонов А. Н. Методы решения некорректных задач. / А. Н. Тихонов,
В. Я. Арсенин -  М .: Наука, 1979. -  288 с.

90. Трухаев Р. Н. Теория неклассических вариационных задач / Р. Н. 
Трухаев, В. В. Хоменюк. -  Л.: ЛГУ, 1971. -  168 с.

91. Трухаев Р. Н. Модели принятия решений в условиях неопределенно­
сти. -  М .: Наука, 1981. -  257 с.

92. У с С. А. Решение одного класса бесконечномерных задач оптимиза­
ции: автореф. дис. канд. физ. -  мат. наук: 01.01.09. -  Д., 1992. -  16 с.

93. У с С. А. Решение задачи оптимального размещения базовых станций 
при проектировании сетей беспроводной связи / С. А. Ус, Е. А. Горяч- 
ко // Питання прикладної математики і математичного моделювання. -  
Д.: ДНУ, 2009. -  С. 359 -  363.

94. У с С. А. Определение оптимального размещения источников света в 
производственном помещении / С. А. Ус, В. П. Яценко // Науковий 
вісник НГУ. -  2009. -  № 6. -  С. 73 -  76.

95. У с С.А. Дослідження застосування методу оптимального розбиття 
множин у задачах розпізнавання образів / С. А. Ус, І. Репич // Питання 
прикладної математики і математичного моделювання. -  Д.: ДНУ, 
2008. -  С. 280 -  286.

96. Федоренко Р. П. Приближенное решение задач оптимального управ­
ления. -  М. Наука. -  1978. -  488 с.

97. Федоров В. В. Численные методы максимина.- М .: Наука,1979.-280 с.

385



98. Филиппов А. Ф. Дифференциальные уравнения с разрывной правой 
частью. -  М .: Наука, 1985. -  225 с.

99. Фридман Р. Уравнения с частными производными параболического 
типа. - М .: Мир. - 1968. - 427 с.

100. Шор Н. З. Использование методов негладкой оптимизации в задачах 
стохастического программирования / Н. З. Шор, Т. А. Бардадым, Н. Г. 
Журбенко, А. П. Лиховид, П. И. Стецюк // Кибернетика и системный 
анализ. -  1999. -  № 5. -  С. 33-47.

101. Шор Н. З. Использование модификации r -  алгоритма для нахождения 
минимума полиномиальных функций / Н. З. Шор, П. И. Стецюк // Ки­
бернетика и системный анализ. -  1997. -  № 4. -  С. 28-49.

102. Шор Н. З. Квадратичные экстремальные задачи и недифференцируе­
мая оптимизация / Н.З. Шор, С.И. Стеценко. -  К.: Наукова думка, 
1989. -  208 с.

103. Шор Н. З. Методы минимизации недифференцируемых функций и их 
приложения. -  К.: Наук. думка, 1979. -  200 с.

104. Шор Н. З. Монотонные модификации r-алгоритмов и их приложения 
// Кибернетика и систем. анализ. -  2002. -  N 6. -  С. 74-95.

105. Шор Н. З. Развитие алгоримтов недифференцируемой оптимизации и 
их приложения / Н. З.Шор, Н. Г. Журбенко, А. П. Лиховид, П. И. Сте­
цюк // Кибернетика и системный анализ. -  2003. -  № 4. -  С. 80-94.

106. Экланд И. Выпуклый анализ и вариационные проблемы: Пер. С англ. 
/ И. Экланд, Р. Темам -  М .: Мир, 1979. -  399 с.

107. Ю дин Д. Б. Задачи и методы стохастического программирования. -  
М.: Советское радио, 1979. -  392 с.

108. Ю дин Д. Б. Информационная сложность и эффективные методы ре­
шения выпуклых экстремальных задач / Д. Б. Юдин, А. С. Немиров- 
ский // Экономика и мат. методы. -  1976. -  Вып.2. -  C. 357-359.

109. A lfred H. Thiessen. Precipitation averages for large areas. Monthly Weath­
er Review. -  1911. -  39(7). -  P. 1082-1084.

386



110. Atam turk A. A Combined Lagrangian, Linear Programming and Im plica­
tion Heuristic for Large-Scale Set Partitioning Problems / A. Atamturk, G. 
L. Nemhauser, M.W .P. Savelsbergh // Journal of Heuristics. -  V.1. -  1995.
-  P. 247-259.

111. Aurenham m er Franz. Voronoi Diagrams: A Survey of a Fundamental 
Geometric Data Structure / Aurenhammer Franz, K lein Rolf. // ACM  Com­
puting Surveys 23(3) (1991). -  P. 345 -  405.

112. Bachem A. Mathematical Programming. / A. Bachem, M. Grotschel, B. 
Korte. (eds). // The State of Art, Bonn, 1982. -  Springer-Verlag. 1983. -  
655 p.

113. Bakolas E. The Zermelo -  Voronoi Diagram: a Dynamic Partition 
Problem. / E. Bakolas, P. Tsiotras // Automatica. -2010. -  V. 46, Issue 12.
-  P .2059 -  2067

114. Balas E. Set partitioning: a survey / E. Balas, M.W. Padberg // Comb. 
Optimiz. Lect. summer Sch. Comb. Optimmiz. urbino, 1977. Chichester 
e.a. 1979. -  P. 151- 210.

115. Baldacci R. An exact algorithm for the venicle routing problem based on a 
set partitioning formulation with additional cuts. / R. Baldacci., N. 
Christofides, A. M ingozzi // Mathematical Programming. -  2008. -  Vol. 
115. -  № 2. -  P. 351 -  385.

116. Baldacci R. A new method for solving capacitated location problem based 
on a set partitioning approach. / R. Baldacci., E. Hadjiconstantinou, V. 
Maniezzo, A. M ingozzi // Computers and Operanions Research. -  2002. -  
Vol. 29. -  P. 365 -  386.

117. B alinski M . L. Nondifferentiable optimization. / M. L. Balinski, P. Wolfe 
(eds). // Math. Programming Study, 3. -  North-Holland, Amsterdam, 1975.
-  178 p.

118. Balzer M ichael. Capacity -  Constrained Voronoi Diagrams in  Continuous 
Spaces. // The International Symposium on Voronoi Diagrams in  Science 
and Engineering. -  2009. -  10 p.

387



119. Beasley J. E. An algorithm for set covering problem // Europ. J. Oper. Res.
- V. 31. - 1987. - P. 85-93.

120. Bom ford C. K . Walter and M iller’s Textbook of Radiotherapy: Radiation 
Physics, Therapy and Oncology. 6th Ed. Churchill Livingstone / C. K. 
Bomford, I. K. Kunkler // Elsevier Science Ltd., Edinburgh: 687 p.

121. Bollabas B. The optimal arrangment of producers // J. London Math. Soc. -  
1973. -  V. 6. -  № 4. -  P. 605 -  613.

122. Brim berg J. A Survey of Solution Methods for the Continuous Location­
Allocation Problem. / J. Brimberg., P. Hansen, N. Mladenovic, S. Salhi // 
International Jornal of Operation Research, 2008. -  Vol. 5 .- № 1. -  P. 1 -
12.

123. Censor Y. Mathematical Aspects of Radiation Therapy Treatment Plan­
ning: Continuous Inversion Versus Full Discretization and Optimization 
Versus Feasibility // Computational Radiology and Imaging: Therapy and 
Diagnosis, The IM A  Volumes in Mathematics and its Applications, 1999. -  
Vol. 110, Springer-Verlag, New York, NY, USA, 1999. -  P. 101 -  112.

124. Censor Y . From analytic inversion to contemporary IM RT optimization: 
Radiation therapy planning revisited from a mathematical perspective / Y. 
Censor and J. Unkelbach. // Physica Medica: European Journal of M edical 
Physics, 2012. -  Vol. 28. -  P. 109 -  118.

125. Christoph Börgers. The Radiation therapy planning problem // Computa­
tional Radiology and Imaging. The IM A  Volumes in Mathematics and its 
Applications, 1999. -  Vol 110. -  P. 1 -  16.

126. Corley H . W . A partitioning problem with applications in regional design / 
H. W. Corley, S. D. Roberts. -  Operat. Res. -  1972. -  20, N 5. -  P. 
1010-1019.

127. Danzing G. On the fundamental lemma of Neyman and Pearson / G. 
Danzing, A. Wald // Ann. Math. Stat. -  1951. -  22. -  P. 87-93.

128. Drezner Z. Facility Location: Application and Theory. / Drezner Z., 
Hamacher. H. -  Berlin: Springer. -  2001.

388



129. Farahani R. Z. Facility location. Concepts, models, algorithms and case 
studies. Springer -  Verlag. / R. Z. Farahani, M. Hekmatfar (eds.). -  Berlin, 
Heidelberg. -  2009. -  530 p.

130. Freidm an M . On the analysis and solution of certain geografical optimal 
covering problems // Comput. and Oper. Res. - 1976. - V.3. - № 4. - P. 283
-  294.

131. G arfinkel R. S. The set partioting problem: set covering with Equality 
Constaints / M. L. Fisher, P. Kedia // Oper. Res. -  1969. -  17. -  P. 
848-856.

132. Hansen E. Handbook of Evidence-Based Radiation Oncology. / E. Hansen, 
M. Roach. -  2010. -  2nd ed. Springer, New York. -  786 pp.

133. Harche F. The Column Subtraction Algorithm: An Exact Method for Solv­
ing Weighted Set Covering, Parking and Set Partitioning Problems / F. 
Harche, G. L. Thompson // Computers and Operations Research. - V. 21. - 
1994. - P. 689-705.

134. Hugo Ledoux. Gold M odelling Three -  dimensional Geoscientific Fields 
with the Voronoi Diagram and its Dual International Journal of Geograph­
ical Information Science / Hugo Ledoux, M. Christopher // vol. 22(5):547 -  
574.

135. Jandl H. A continuous Set Covering Problemas a Quasidifferentiable Op­
tim ization Problem / H. Jandl, K. Wieder. -  Optimization 19. -  (1988)6. -  
P. 781-802.

136. Jooyandeh Mohammadreza. Voronoi Diagram / Jooyandeh 
Mohammadreza, Mohades A li, Mirzakhah Maryam. // Information Pro­
cessing Letters (Elsevier) 109 (13), 2009. -  P. 709 -  712.

137. Juel H. A localization property for facility-location problems with arbitrary 
norms / H. Juel, R. Love // Nav. Res. Log. - 1988. - V.35. - №2. - P.203- 
207.

389



138. Kikuo Fujita. Voronoi diagram based cumulative approximation for 
engineering optimization / Kikuo Fujita, Noriyasu Hirokawa and Tomoya 
Tachikawa. // Department of Computer-Controlled Mechanical Systems, 
Graduate School of Engineering, Osaka University, Suita, Osaka 565-0871, 
Japan, A IA A  -  2000 -  4919, pp. 1 -  11 (2000).

139. Kiseleva E. M . On Continuous Problems of the Optimal Partitioning of 
Sets with Non -  Differentiable Functional / E.M . Kiseleva, L.S. 
Koryashkina // Abstracts of U.S. -  Ukrainian Workshop “Recent Advances 
in Non -  Differentiable optimization” -  K yiv, 2000. -  P. 20.

140. K lein R. Concrete and Abstract Voronoi Diagrams, Lect. Notes in  Comput. 
Sci. -  400. -  167 p.

141. Klepper L.Y a. Formation of Optimum Dose Fields in  Contact Radiation 
Therapy of Malignant Tumors. Biomedical Engineering. -  2003. -  Vol. 37.
-  № 2. P. 111 -  117.

142. K oriashkina L.S. One way to solve problems of multi-zone dynamics 
models identification. -  Power Engineering, Control & Information Tech­
nologies in  Geotechnical Systems -  CRC Press / L. S. Koriashkina, A. 
Pravdivy, A. P. Cherevatenko // Balkema - Taylor & Francis Group. -
2015. -  P. 153 -  160

143. Laver M . Endogenous birth and death of political parties in  dynamic party 
competition, in: Seth A., Prescott T., Bryson J. (eds). / M. Laver, E. 
Sergenti, M. Schilperoord // M odelling natural action selection. Cambridge: 
Cambridge Univ. Press. -  2010. -  584 p., Ch. 21

144. Lee D. T. Generalization of voronoi diagrams in  the plane / D. T. Lee and 
Robert L. (Scot) Drysdale // SIAM  J. Comput., 10: 73-8 7, 1981.

145. M ifflin  R. Semismooth and semiconvex functions in constrained optimiza­
tion // SIAM  J. Control and Optimization. -  1977. -  V. 15. -  N6. -  P. 959­
972.

146. M ifflin  R. An algorithm for constrained optimization with semismooth 
functions // R R -77-3, I I  ASA. -  Laxenburg, Austria. -  1977.

390



147. Neyman J. Contributions to the theory of testing statistical hypotheses 1. 
Unbiased oritical regions of type A and A-1 / J. Neyman, E. S. Pearson // 
Stat. Res. Men. -  1936. -  1. -  P. 1-37

148. Neyman J. On the problem of the most efficient tests of statistical hypothe­
ses / J. Neyman, E. S. Pearson // Philos. Trans. Roy. Soc. -  1933. -  Ser. A.
-  231. -  P. 289-337.

149. N ishida T. Stable marker -  particle method for the Voronoi diagram in  a 
flow field / T. Nishida, K . Sugihara, and M. Kim ura // Journal of 
Computational and Applied Mathematics, vol. 202, no. 2. -  2007. -  P. 377
-  391.

150. Okabe A. Spatial Tessellations: Concepts and Applications of Voronoi 
Diagrams / A. Okabe, B. Boots, K. Sugihara, and S. N. Chiu // West Sus­
sex, England: John W iley and Sons Ltd, second ed., 2000.

151. Pinter J. Set partition by globaly optimized cluster seed point / J. Pinter, G. 
Pesti // Europ. J. Oper. Res. -  V. 51. -  1991. -  P.127-135.

152. Raphael C. (1992) Mathematical modelling of objectives in  radiation ther­
apy treatment planning // Phys Med B iol., Vol. 37, no 6: 1293 -  1311.

153. Rao C. R. Advanced Statistical Methods in  Biometric Research. -  W iley: 
New York, 1952.

154. Tarnai T. Covering a square by equal circles / T. Tarnai, Zs. Gaspar // E l- 
em. Math. 1995. -  V. 50. -  P. 167-170.

155. Trubin Stanislav I. Information Space Mapping with Adaptive M ultiplica­
tively Weighted Voronoi Diagrams // Thesis (M .S.) -  Oregon State Univer­
sity. -  2007.

156. W alfish J. “A Theoretical Model of UHF Propagation in Urban Environ­
ments”, IEE E Transactions on antennas and propagation. / W alfish J., H. 
L. Bertoni. -  Vol. 36. No.12, December 1988.

157. Yoshiaki Ohsawa. A geometrical solution for quadratic bicriteria location 
models. European Journal of Operational Research 114 (1999) -  P. 380 -  
388.

391



СОДЕРЖ АНИЕ

ПРЕДИСЛОВИЕ........................................................................................ 6

ГЛАВА 1. Элементы нелинейного программирования и
недифференцируемой оптимизации...................................  11

1.1. Основная задача нелинейного программирования и 
некоторые методы ее решения................................................  11
1.1.1. Постановка задачи нелинейного программирования.... 11
1.1.2. Решение задач условной оптимизации методом 

Лагранжа....................................................................  12
1.1.3. Г радиентные методы решения задач безусловной 

оптимизации................................................................ 14
1.1.4. Оптимизационные задачи для выпуклых функций...... 17

1.2. Элементы теории двойственности в нелинейном 
программировании.................................................................  19

1.3. Специальные классы негладких функций. Источники, 
порождающие задачи негладкой оптимизации........................ 22
1.3.1. Понятие субградиента выпуклой функции.

Некоторые способы вычисления субградиента............ 22
1.3.2. Обобщенный градиентный спуск................................. 26
1.3.3. Почти дифференцируемые функции. Полугладкие и 

полувыпуклые функции..............................................  30
1.4. Субградиентные методы с растяжением пространства в 

направлении субградиента...................................................  32
1.5. Субградиентные методы с растяжением пространства в 

направлении разности двух последовательных 
субградиентов (г-алгоритмы).................................................. 38
1.5.1. Вычислительная схема г-алгоритма.............................  38
1.5.2. Применение г-алгоритма к задаче поиска седловой 

точки выпукло-вогнутой функции. Псевдоградиентное 
множество...................................................................  42

1.5.3. Модифицированные вычислительные схемы 
обобщенных градиентных методов с растяжением 
пространства................................................................ 43

1.6. Общая схема декомпозиции по ограничениям и негладкие
штрафные функции..............................................................  45
1.6.1. Схема декомпозиции по ограничениям........................ 45

392



1.6.2. Точные негладкие штрафные функции........................ 49
Выводы к главе 1.....................................................................  53

ГЛАВА 2. Непрерывные задачи оптимального разбиения множеств 
и-мерного евклидова пространства Еи на подмножества. 
г-алгоритм Шора как составная часть методов 
оптимального разбиения множеств.....................................  55

2.1. Непрерывные линейные однопродуктовые задачи 
оптимального разбиения множеств. Алгоритмы решения...... 55
2.1.1. Линейная однопродуктовая задача оптимального 

разбиения множеств при ограничениях с отысканием 
координат центров подмножеств. Алгоритм решения.. 55

2.1.2. Линейная однопродуктовая задача оптимального 
разбиения множеств без ограничений с заданными 
координатами центров подмножеств и ее решение....  63

2.1.3. Линейная однопродуктовая задача оптимального 
разбиения множеств без ограничений с отысканием 
координат центров подмножеств и ее решение........... 64

2.1.4. Линейная однопродуктовая задача оптимального 
разбиения множеств при ограничениях в форме 
равенств и неравенств с заданными координатами 
центров подмножеств и ее решение.............................  65

2.2. Непрерывные линейные многопродуктовые задачи 
оптимального разбиения множеств. Алгоритмы решения...... 67
2.2.1. Линейная многопродуктовая задача оптимального 

разбиения множеств при ограничениях с заданными 
координатами центров подмножеств. Алгоритм 
решения.......................................................................  67

2.2.2. Линейная многопродуктовая задача оптимального 
разбиения множеств при ограничениях с отысканием 
координат центров подмножеств. Алгоритм решения.. 77

2.3. Непрерывные линейные задачи оптимального разбиения 
множеств из Е„ с дополнительными ограничениями.
Алгоритмы решения............................................................... 84
2.3.1. Линейная однопродуктовая задача оптимального

разбиения множеств с дополнительными 
ограничениями............................................................  84

393



2.3.2. Линейная многопродуктовая задача оптимального 
разбиения множеств с дополнительными 
ограничениями............................................................  99

2.4. Непрерывные нелинейные задачи оптимального 
разбиения множеств «-мерного евклидова 
пространства Е„ на подмножества с отысканием
координат центров подмножеств............................................ 109
2.4.1. Нелинейная однопродуктовая задача оптимального 

разбиения множеств с отысканием координат центров 
подмножеств для случая выпуклого целевого 
функционала Алгоритм решения................................. 109

2.4.2. Нелинейная многопродуктовая задача оптимального 
разбиения множеств с отысканием координат центров 
подмножеств. Алгоритм решения...............................  122

2.5. Применение г-алгоритма Шора для решения динамических 
непрерывных задач оптимального разбиения множеств........  133
2.5.1. Динамическая задача оптимального разбиения 

множеств с интегральными ограничениями................  134
2.5.2. Динамическая задача оптимального разбиения 

множеств с размещением центров этих подмножеств.. 147
2.5.3. Нелинейная динамическая задача оптимального 

разбиения множеств...................................................  159
Выводы к главе 2.................................................................... 170

ГЛАВА 3. Непрерывные задачи оптимального шарового покрытия
и алгоритмы их решения...................................................... 171

3.1. Непрерывные задачи оптимального однократного шарового
покрытия множеств п-мерного евклидова пространства........  171
3.1.1. Математические постановки непрерывных задач 

оптимального шарового покрытия и схемы их 
решения......................................................................  172

3.1.2. Свойства непрерывной задачи об оптимальном 
шаровом покрытии. Построение субградиента
целевой функции........................................................  176

3.1.3. Алгоритм оптимального однократного шарового 
покрытия множества.................................................  179

394



3.1.4. Решение модельных задач об оптимальном шаровом 
покрытии множеств со сложной границей. О связи 
непрерывных задач оптимального шарового покрытия 
и оптимального разбиения множеств...........................  185

3.2. О некоторых практических задачах оптимального покрытия... 1 92
3.2.1. Размещение базовых станций при проектировании

сетей беспроводной связи............................................ 192
3.2.2. Описание метода решения. Построение субградиента 

целевой функции.........................................................  197
3.3. Непрерывные задачи оптимального многократного шарового 

покрытия множеств и их практические приложения...............  200
3.3.1. Математическая постановка задачи многократного 

оптимального покрытия.............................................  202
3.3.2. Описание метода решения. Построение субградиента 

целевой функции.........................................................  206
3.3.3. Конструктивные алгоритмы решения задач 

оптимального многократного шарового покрытия 
ограниченного множества........................................  . 210

3.3.4. Результаты решения модельных задач многократного 
шарового покрытия...................................................... 216

3.3.5. Непрерывная задача оптимального многократного 
шарового покрытия множеств с ограничениями........... 221

Выводы к главе 3......................................................................  228

Г ЛАВА 4. Применение методов оптимального разбиения множеств к
решению различных задач теории и практики....................  229

4.1. Теория непрерывных задач оптимального разбиения 
множеств как универсальный математический аппарат 
построения диаграммы Вороного и её обобщения................. 229
4.1.1. Диаграмма Вороного как математический 

инструментарий решения различных
практических задач...................................................... 229

4.1.2. Определение диаграммы Вороного и некоторых ее 
обобщений..................................................................  232

395



4.1.3. Построение диаграммы Вороного и её различных 
обобщений с помощью алгоритмов решения 
непрерывных задач оптимального разбиения 
множеств.................................................................  . 237

4.2. Построение оптимальных квадратур.......................................  246
4.2.1. Сведение задачи построения оптимальных квадратур 

к задаче оптимального разбиения
множества...................................................................  248

4.2.2. Алгоритм отыскания узлов оптимальной 
квадратурной формулы............................................ . 250

4.2.3. Алгоритмы отыскания коэффициентов оптимальной 
квадратурной формулы...............................................  251

4.3. Поиск глобального минимума недифференцируемой функции 
с помощью метода оптимального разбиения
множеств.................................................................................  257
4.3.1. Сведение задачи глобальной оптимизации к задаче 

оптимального разбиения множеств.........................  . 259
4.3.2. Алгоритмы решения задачи глобальной оптимизации, 

сведенной к задаче оптимального разбиения........... . 263
4.3.3. Результаты исследования эффективности алгоритмов 

глобальной оптимизации............................................  272
4.4. Решение обобщенной задачи Неймана-Пирсона с 

использованием методов оптимального разбиения множеств.. 275
4.4.1. Проблема Неймана-Пирсона. Некоторые понятия и 

определения теории статистических гипотез........... 275
4.4.2. Математическая постановка обобщенной задачи 

Неймана-Пирсона, описание метода ее решения........  280
4.4.3. Алгоритм решения обобщенной задачи Неймана- 

Пирсона с одновременным отысканием констант, 
входящих в оптимальное решение..............................  282

4.5. Модельные нелинейные задачи оптимального разбиения
множеств.................................................................................  284
4.5.1. Нелинейные однопродуктовые задачи оптимального

разбиения множеств с отысканием координат центров 
подмножеств............................................................... 284

396



4.5.2. Нелинейные многопродуктовые задачи оптимального 
разбиения множеств с отысканием координат центров 
подмножеств............................................................... 289

4.5.3. Решение модельных динамических задач 
оптимального разбиения множеств.........................  294

4.6. Обратные задачи математической физики, сводящиеся к 
непрерывным задачам оптимального разбиения множ еств.. 300
4.6.1. Постановка задачи восстановления разрывных 

начальных условий для параболического уравнения... 301
4.6.2. Сведение задачи управления к непрерывной задаче 

оптимального разбиения и исследование ее 
разрешимости............................................................  303

4.6.3. Необходимые и достаточные условия оптимальности 
редуцированной задачи оптимального разбиения 
множеств.................................................................. 305

4.6.4. Конечномерная аппроксимация задачи оптимального 
разбиения множеств и алгоритм ее решения..............  312

4.6.5. Сходимость и оценка погрешности конечномерной 
аппроксимации задачи................................................  315

4.7. Задачи идентификации разрывных правых частей 
параболического уравнения и начальных условий..................  320
4.7.1. Задача идентификации функции распределенного 

источника....................................................................  320
4.7.2. Параметрическая идентификация кусочно­

непрерывной функции начальных условий для 
параболического уравнения........................................  323

4.8. Задача управления с недифференцируемым критерием 
качества как модель задачи идентификации разрывных 
начальных условий..............................................................  . 325
4.8.1. Постановка задачи управления и схема метода ее 

решения.......................................................................  325
4.8.2. Дифференциал Г ато функционала вспомогательной 

задачи.......................................................................... 327
4.8.3. Элементы вычислительной технологии...................... 329
4.8.4. Решение тестовых и модельных задач с 

недифференцируемым функционалом........................ 330

397



4.9. Решение некоторых задач идентификации динамических
систем методами оптимального разбиения множеств........... 334

4.10. Размещение конечного числа источников в непрерывной 
среде с целью максимизации минимального совокупного
эффекта действия этих источников.......................................... 360
Выводы к главе 4....................................................................  373

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ........................................................................................  374

СПИСОК ЛИ ТЕРАТУРЫ ........................................................................  376

398



Наукове видання

МІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ І НАУКИ УКРАЇНИ 
ДНІПРОПЕТРОВСЬКИЙ УНІВЕРСИТЕТ 

імені ОЛЕСЯ ГОНЧАРА

КІСЕЛЬОВА Олена Михайлівна 

КОРЯШКІНА Лариса Сергіївна

НЕПЕРЕРВНІ ЗАДАЧІ ОПТИМАЛЬНОГО РОЗБИТТЯ 
МНОЖИН І r -АЛГОРИТМИ

( Р о с і й с ь к о ю  м о в о ю )

К и ї в ,  Н а у к о в о - в и р о б н и ч е  п і д п р и є м с т в о  
« В и д а в н и ц т в о  “ Н а у к о в а  д у м к а ”  НАН У к р а ї н и » ,  2015

О р и гін а л -м а к е т  ви го т о в л е н о  у  в и д а в н и ц т в і 
Дн іп р о п е т р о в с ь к о г о  н а ц іо н а л ьн о го  у н ів е р с и т е т у

ІМЕНІ ОЛЕСЯ ГОНЧАРА

ТЕХНІЧНИЙ р е д а к то р  В. А. Усенко 
К о м п ’ю т е р н а  в е р с т к а  Н. В. Балейко



Підписано до друку: 07.07.2015.
Формат: 60x90/16. Друк офсетний. Ум.друк.арк. 23.25. 

Тираж 300 пр. Зам. № 206

НВП «Видавництво “Н а у к о в а  д ум к а” НАН України» 

Св ід оц тво п ро вн есен н я су б ’єкта вид авни чо ї сп рави  

д о  Д ерж авного  реєст ру  ДК № 2440 від 15.03.2006 р.
01601, Київ 1, вул. Терещ енківська, 3

В и д а в н и ц т в о  і д рук а рн я  «Л іра».

Св ід оц тво п ро внесення д о  Д ерж реєстру ДК № 188 від 19.09.2000 р. 
49038, м. Д н іпропетровськ , пл. Д есантник ів , 1.



Й Елена Михайловна КИСЕЛЕВА

Член-корреспондент НАН Украи­
ны, заслуженный деятель науки и 
техники Украины, доктор 
физико-математических наук, про­
фессор, декан факультета при­
кладной математики Днепропе­
тровского национального универ­
ситета имени Олеся Гончара. Окон­
чила Днепропетровский государ­
ственный университет по специ­
альности «Математика».

Научные интересы связаны с современными проблемами 
информационных технологий, системного анализа, оптимиза­
ции, вычислительной математики и информатики. Создала и 
возглавляет научную школу по теории непрерывных задач 
оптимального разбиения множеств, которая является новым 
разделом бесконечномерного математического программиро­
вания. Под ее руководством защищено 18 диссертаций.

Автор более 330 научных работ, из которых 4 монографии, 16 
учебников и пособий.

Лариса Сергеевна КОРЯШКИНА

______________  Кандидат физико-математических
наук, доцент кафедры вычислитель- 
ной математики и математической 
кибернетики Днепропетровского 

1 « *  национального университета им.
Олеся Гончара. Окончила Днепропе- 

Д 1 тровский государственный универ-
д ь  |  ситет в 1992 году по специальности

«Прикладная математика».
Область научных и педагогических интересов: анализ и мате­

матическое моделирование сложных систем, методы оптимиза­
ции, теория управления, непрерывные задачи оптимального 
разбиения и покрытия множеств и их практические приложения, 
идентификация динамических многокомпонентных систем.

Автор более 110 научных работ, среди которых одна моно­
графия, 8 учебных и методических пособий.

Е 
М.

 К
ис

ел
ев

а 
НЕ

ПР
ЕР

Ы
ВН

Ы
Е 

ЗА
ДА

ЧИ
 

ОП
ТИ

М
АЛ

ЬН
ОГ

О 
Л.

С.
 К

ор
яш

ки
на

 
РА

ЗБ
ИЕ

НИ
Я 

М
НО

Ж
ЕС

ТВ
 

И 
Г-А

ЛГ
ОР

ИТ
М

Ы


