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Âñòóï

A� ��������� �
��� ��
��
�� ��������� ;������ ��
�
��
�����������	 ���!����, 	�� �
�	
� ����� �������� ������%�-
�
���� � �������� ���������
��� � ������. B� �!��������
��
������	� ����
�!�� ����!���
��, 
!�������	� ��������-

��� ���������, @� ����
���	%
��	 ������� ��
����������
��������, ����������	� 
�’	
��� ��' ������%��
����, ����-
����	� �������� ����
� � �����
���� 
������ 
� <��
���� ��-
��!���
��, 
���
���	� �!�	��� ���!������ ��<������� ��	 ���-
��	

	 ������ � 
. ��. :�� �� �
���=% ������ ������ ��
���������	 � ���������	 ���������, ��	 �����@���	 �<��
��-
���
� 	��� ���!����� �������
�����
� ������� ��
�������=
�����=����	 
� ���
�����
���� �����	

	 ������������� ��-
����.

����= 
 ���������, @� 
�����	
� ������ 
��
�������	 �
����
��� ��
�’	
���	 ����������� 
����, % ��������		
 ����
-
��� [6], [12], [13], [15], [17], [25].

��������		
 ����
��� — ��������
� �������� ��
����, @�

��
�����=
��	 ��	 ��
�’	
���	 ���!��� ������
��������
���������	.

��������� ��������		
 ����
��� % 
����� �����	

	 ������
��
��� �<�� ����������� ��	�����
� (���������	, ���������	,
��
������ �����
���� 
�@�), ������ 
� ��
��� ���
������ �����-

�, ��
��� ������'���	 
� ��
���
���� ��������.

(��������	 ���
������ �����
� ��% 
���� ��
����
� ��� ��-
'���� ������
� 
����� 
� 
�’	
�� ��' ����, 
��� ����������

��������		
 ����
��� !�
�%
��	 �� 
���� �������� ��������-

��, 	� �����=����	, 
��
�������	 ����������� ���� ��	 ��-

������	 ��'����� ��� 	��@�, @� ������'�%
��	. &�����'���	
�������� !�
�%
��	 �� 
��
�������� ��
���
����� �������, 	��
���
���==
� ������� ���� ������'������ ������
������� �
���-

���.

������ — �� ���%������ ���
�����
 ��
����	, 	��� 
����-
��
��	 ��' ����������� � �!’%�
��, 
� ��������= 	���� �����-
%
��	 �!’%�
. ���� �	 ���!�����
� ��
��� �����=����	 ��
����%
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�����<���� <���� 
��
�������	 �!�
������, ��������, ����
�
 
�
����� ��
������ ��
��� ��
����	.

A��!������
� 
��
�������	 ��
��� �����=����	 ��	��=%
��	

��, @� !���
� �!’%�
�� (�!� ��������, @� �� ��� ������	
��	)
!�
���������� ������'���
� ����'���� (���!�
��� �
�� �����-
����, ���!�
�� ��
��!� ��������
��), �!� ' ������'���	 ������-
�� ! ������
��� ��
��
 ��������.

�������
		
 — �� ������ ��!�����, �������	 
� 
��
���-
����	 �������.

C������= ���!�����
= �����=����	 % 
�, @� �� ��
�� �����-
����������� ��
����	 
� ��������= �!’%�
�-
��������.

�
���
���	
 ������ — �� <������
������ ���� �� ����
��
���
��� 
���
� � ��
� <������������	 ��������� �!’%�
�. ��-

���
���� <������
���	 ����������� 
����� ����'��� �������-
����	 ���	�����-�
���
���	�� ������ (���), � ������ �� ��-
!����� — �
���
���	� �������
		
.

D� �����
����� �������� ����	� ������'���	 �������� ��-

�������	 �� ����
�� 40-� ��. �������� �
���

	, � ����� ��!�
�
� ����� ����	�� ���’	
��� 
 ��’	� E. :. )��
�������, 	��� �
1939 �. ��
��!�� ��
�� ��
������� ���'�����, 
��
�������� ���-
��� ��	 ��
���
���� ��
���= ��
������� <�������� ����. (��
�
����
�� !��������� ��
��
�� ������'���	 �������� �������
��	
�� 1947 �., ���� ������������� ��
���
���� &'. &������� !��

������������� ��������-��
�� ��
�’	
���	 �������� ��
���
�-
������ 
����. ���� � ��� ��� 
’	��	=
��	 ����� ����’=
���, !�

	��� !��� ! ��������� ��
�’	
���	 
���� 
 !���
��� ��
�	��

������ � �!��'��� [9].

����� ��������		
 ����
��� % ��������� �!F���
�����	
�����	

	 ������ �� ���������= ������
���	��.

&�����'���	 �������� ��% ��������� ���	�������
� � % �����

 <�������
������ ������ ��	 ���!�
��� ���������
�� � ����
�
��
�’	
�����	 ��
������
��� ���!���.

(���!��� �����
������ �� ������ ���������� �������� ��	 ���-
��
���� !��������� 
 ����	�� «�����'���
», ��������� �������-
��
������= ������%= �����
���
�� ����
� � ����� ;������. :��
������%
��	 �
 ��
���, ���’	
� 
�� � ������ ��
���
���, 	�� ������-
���%
��	 ��	 �����
������ �����!������ �������	 ������
�.

���� 1 «������	 	� 
����� �
��������� 
�������» �����	-
���� �������= ��	��� �������� 
������� 
����� ������'���	 ���-
�����. : ���, 
������, ��
��	��
� ����� ������� �����=����	,
��������� �����<�����	 �������� 
���� �������.
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���� 2 «��	
�� 
�	���
����» ���
�
� �����<�����= ��
����
��
���
����, � 
���' ������
�� ��
���� ��������� 
� �����������
������������	.

���� 3 «������ 	� �
���� 
�	������
�
 �

�
���� ��������»
�����	���� �����
����
��� �������� 
���� 
���� ��
���
���� ��
-
������ �������� � ��
������� ��
��	�� 
����� ��� ���
������	 
�
��
�� �� ��
��������� ��
�’	
�����	, � 
���' 
����� ��
������
�����
���� � ��
��� ����������� ������������	, ��
��!������
������������� ��
���
���� *. >��������.

���� 4 «��	���
������ 
����� ���������� 
�������» ��
-
�����% ���!���� ���������	 ������� ������%��
��� � �������-
��= � ������.

: ��
���� ��
��	��
� ��	�� ������ ������, @� ��=
� ����
����

��
�������	.

���� 5 «������ ���
�
�
 
�����
�������» ����
�% ����� 
�
���� �!�����������	 ����� ����� � ����!����� ��	�����
� 
� ��-
��	�������� '�

�. (�������
����� �
��
�, 	�� ������=
� � ���-

��� �������� �!�����������	 ��������� �����, 
� ��	�� �� 
��-
�����	.

���� 6 «������ ��
���!������ 	� !

��������» ���=��% ��-
���
����
��� �������� ������ 
���� ����	�������	 � �����������,
������ ������������ ���������	 � ������
� �� ��
���������
��
�’	
�����	, � 
���' 
����� ��
���
���� �����������
� �������-
�	 ��!�
, ��
���� ������ 
� ��
���� ���<���.

���� 7 «������ 	� �
���� 
����� 
���������» ��
�����%

���
 
���� 
����� �!�������	, ���
�
� �� �����<�����=.

���!���� ����� ��������� 
����� �����
� �
��� ��
�
������	
������
�������� �������
���	 
� ��
��� �� ��
�’	
���	.

���� 8 «������ 
 ��
���� ����
�����
�	� 	� !
�"��!	�»
������� ����� ������	% ��
�������
� 
���� �
����
������ ���-
���������	 � ����
��� �����	

	 ������, ��������� �����
����-

��� ��
���� �� ��
�’	
�����	 !�
 ��
���
���� ������
���. *�
��	-
��
� 
����� 
����� ����.

���� 9 «#���	
����
�� 
����� 	� ��	
�� �$
�

�’�
������» �����	���� ���!����� ��
�’	
���	 ��
����-



9

���� 
��� 
����, @� 
������ 
��
�������	 � ����
��� �����-
����	 �� ��������� �
���. *�
��	��
� ������� ������� � ����-
�� ������������� ��
�’	
��.

&� ��'��� 
��� ������ ������, @� 
�!�
����=
� 
����%��	

��� ��������� �!’%�� 
����, 	��� ���!������ <�����= � � 
��
'� ��� 
�!�
����% ������� ������	

	 ���!���, @� ������=
�
� ����
����� ��	�����
�. #��� ����!��� � ������ ��
���	% ��-
��!�
� ���� ����� ����������� ��	�����
�, 
�!�
����
� ���
�-

�= !�
� ��	 �����!����	 
���� 
 ������� ��
��� ��������=-
����	.

"���
���	 ��	 ������������� 
���� 
� 
������	 ��	 ����-
�
������ ��
�’	
�����	 ������'�
� ��
����� ��� ��������
������� 
�� � ������
� «&�����'���	 ��������» � ������.

��
����� ����������� ����!���� ����!������ � ����� ���-
���, �����
���� �
����
�� )��������� ������������� ������-
��
�
� ����� #����� G�������, � 
���' �
����
�� ���������
��@�� ���������� 
������� A�������� 
� *����!���� )�!�. B�
��% ����
��� ���'�
�, @� ����� ����!��� ��'� !�
� ��������
��	 
��, �
� !�'�% �����!�
� ���� 
����	 � ����
� �����@���	
<������������	 ��������� ���������
�� � ������ � ���� ����-
��� �
���
��.

; ���
� �������
���=
��	 
��� ��
������	: ��'��� �������
���
�
� �������������� �����, 
�!
� ��������	 �� ���. 2.5 �
��-
��%, @� ��� 
������
��	 � 
��� 2 ��� ������� 5; ��'�� <������,
�� 	�� % ��������	, 
���' ���
�
� �������������� �����, 
�!
�
��������	, ���������, �� <������ (3.7) ���� ��
���
� 	� �����
<������ 
��� 3.
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Òåìà 1
������� �� 	���
� ��
�������� ��������

1.1. ���!"�# $!�%&&% &' "()�'*+��%.
�&'$( "(,#-+��% +/!�!0#*�(2 )'3'*

������� ������%��
��, �������-����!���� ���������, 
����-
���
�� ����
�
��, 
�!
� ��
�� 
� ���%= ��	�����
= �
���
��� ��-
��!����� 
� ������!����� �<��, % ��������� ���
����� «�=��-
�� — ������», �<��
�����
� <������������	 	��� 
���'�
� ���
������
�������� ���������	 ���� �!’%�
��� [5].

(�� <��������� �
��
������� � 
��
����� ������ �����������
�� 
��'�� ����
� ���!��
��� ������� 
� 
����, ��� ���������
�����
���
� !���
� ��
���, ������ ������������, ��������� ��	
���	�����	 �������� �����, 
��� ��� ��
�’	
������ 
���� ��
�-
��
���� ������������� ������ ������ 
������	 ��% ������'���	
��������.

����������
 ��������		
 ����
��� ��!������� �� 
���, @�

�����'���	 ��
��������� ��
�’	
�� 
��'�� !�
�%
��	 �� ����-
���� �
���
���	�� ������ � ��������
		� ��	 �� �����
� �
-
���
���	��� 
�
�
��. #��� ������� ���� ���!����, @� ��
��	-
��%
��	, ������� !�
� ����������, � 	����� �����
����
��� — ��
���%������ «<��» 
��
�������� ������. >�
������, ������ ���
<�� % ����
� ��
���������, 
��� ��������, �
������� ��
���-
���� ������	, ��'� �������
� ����, �����
�=���� ��
��
������
���������	��, ��� �� �� 
��'�� ��������.

�������
		
 	� ������ ��
����	 ������ 
��
�������
��� �
���!���� �������, ���
� �����=����	 	� ������������� ��
��
��������� ��
����	 ������	 � $$ �
. [24].

#����� «������» ��% ���'��� ��������� 
������ � 
���'���-

� ��� ������
��� �!���
�, ��	 	��� ������ ��
��!�	%
��	. (�����
�����=����	 ���=��% 
�� ������
�:

� ��!’%�
 — ���������;
� �!’%�
 ������'���	;
� ������, 	�� ������������% ���������	 ��
���������� �!’%�
�


� ��
��=���� ��!’%�
�.
����� ������� �����=����	 ����
��� �� ���. 1.1.
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�!’%�

������'���	 ������

R —

����	

���
������

(��������
� 
��
�������	


����

(�!����� ������

:������	
������

(���������	

���� 
 ������

�� ��������

J �
��

JJ �
��

JJJ �
��

JV �
��

S —

����	 ���

�!’%�
-
��������

*��. 1.1.

�
'� �����=����	 — �� ��������� ������, � 	���� ��
������
��
��� �
���. ������� �� 
���
.

%	�� &. ��=�� ��	�� 
����	 ��� �!’%�
, ��������� !���% ��-
����, @� ���=��% ������� 
���'���
� ��' ������
���� 
� ����-
������ 
�������. ������ ������ �� ���
���=% �������� ������-

=, 
�!
� ���=����	 � ������'���	 ����� �
���� ���!���%
��	 
�
������� ������� ��� ���������	 �����.

%	�� &&. A� ����� �
��� ������ % ������
�� ������'���	
��	��� ���������	 «���������» ����������
��, ��� 	��� �����-
%
��	 ��������� ������ ��� ��
��� 
���=����� �������. )�������
��
���
�
�� ����� �
��� % ����������	 ���'��� 
���� R ���
������.

%	�� &&&. ���'��� R-
���� ��� ������ ��������
��	 ��
�!’%�
-�������� 
 ��
�= ����������	 ���'��� S-
���� ��� ���-
�����.

%	�� &V. (���
���� ��������� ����'���� 
���� S 
 ��
�= ��-
!����� �
���������� 
����� ��� �!’%�
, ���� ����
������	 �!� ��-
������	 ���. B� 
����	 ��'�
� !�
� ������
�� �������� ���	���
�!’%�
�, � 
��� ������ 
��
�����%
��	 �!� ��. : ����� ������� ��-
������� 
���� �����
�%
��	 �� ��������� �!’%�
�.

�����=����	 	� ��������� ������ ��'� ���
��=��
��	 ���-
��
�� �!� ����	 !���-	���� 
 ��
����� �
����, @� �������
� ��
��!����� ��
������� � �
������� ������.

��
�� �����=����	 ��'� 
��
�������
��� ��	 ������'���	
�!’%�
�� !���-	��� �������, ��� ������� �!’%�
� �����=����	 ���-
	��	% ������� ����� �� ��
����� ��
���������� �������. :�= ���-
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'��� ������� �����	
� ����
� �� ��� ������� �����: ������ �
��-
��
��	� (������
��) � ������ ���
��	� (�!�
���
�� �!� ��������).

)��� ��������� ������� 
� �
����= «�����	� ����
��!
���
����	����» ��
���	%
��	 ��: !	
���� ������, @� �������
���=
�
������
�� <������
����� ����; ������-�
���
���	� ������, 	��
�����=
��	 ����= ��
���
��� � ������.

��
���
���� �����=����	 — �� ��
�� ������'���	, 
������-
��� �� �������� �������� �������� � 	��@, ��
��� 
� ���%= �����-
��=, �������� ��
���
������ 
���'���
	��.

��
���
���� ������ �!’%�
� ���=��% @��������� ��� �����
������
��:

� �����
����
��� �!’%�
�, 	�� ��
��!�� ��
����
� — �	����	-
	� !��		�;

� �����
����
��� 
�������� ������� — ��!���		� !��		�, � 
�-
��' ��������
� ���
������ ������
��� �!’%�
�, 	�� �� ������
�
��� ������'���	 ��
��	��=
��	 	� ��
������ 
�����.

��
���
���� ������ ��'�� ��
�����
���
� 	� �����! ����-

������	 ������� ������� X  � �������� �����
����
��� �!’%�
�
(������) Y .

" !
���	���� ��� ������� ���
��		
 �������	�#�		
 ��'
�������, ���
������� ������
���� � �������� ��
���
���� ��-
���� ���	
��	 �� ��	����	
��	� � ��������	�.

������� ��
���
� <������������� ������� — �� ��
����	
�!’%�
� !�
 �����
� ���� �
���
���. "� ������� ��'�� �����
�
������ 	@��, ���� �� ���� ����=
��	 ������ X , �� ������ ��-
%�
��%
��	 Y  !�
 
��
�������	 ��<������� ��� <������������ 
�-
��'���
� ��' X  
�Y .

(�!�����
� <������������ ������ �� �
����%: 
���
� �����-

�� D , 	��� ���’	
�% ������ 
����� X  
� ������� Y :

)(XDY � .

(�������� �����
���� <������������� ������ % ������� �������	:

niixY iii ,, ���� ��� ,

��: ��,  — �������� ������
�� ��������;
i�  — ����!��;

� — �������
� ����
���'���.
#��!� 
���
� 
��� ��, , ��� 	��� ������� ����!�� �

�

n

i
i

1

2�  ���-
���% ���������� 
������	.
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�
���
���� ������ ���
���==
� ���
����= ������
���= �!’%�
�:
���� �������� ���
���, ���
����� ������
��, �� 
�’	
�� 
 «������» �
«�������».

A��!���� ��
����=�'����� % ��� ���� �
���
����� �������:
� ��� �������� ����'�=
��	 � ����	�� <������ ��� ������
��� �

��
������� 
������: mjXAfY jj ,1),,( �� ;
� �������� ��
������	 ������� �� ������ ���
��� ���������-

���� (����	�� � ��������
��): NiYXAi 	� 0),,(
 ,
�� N — ��������
� 
���'���
��, 	�� ��
��	��=
��	.

K������������ � �
���
���� ������ ������==
� ���� ����. (��
�������� <������������� ������� ������=
� ����
�
� ��� ���
-
����= �
���
��� �!’%�
�, @� ��	��==
� �� <������������	 � 
��
����� ��������=
� ��'�����
� ��	 �
���
������ �����=����	.

�
���
���� ������ ��=
� ��'�����
� ����'�
� ������� ��<�-
�����= ��� 
�, 	� �!’%�
 �����% �� 
���� 
�������� �������.

������ ��
���%
��	 	���
���	��, 	�@� � �� �
���
��� ���-

�
��	 <�����	 (<������), 	�� � 
������ �����
���� �!���
� 
����
���������� 
������ ��	��% �� ���
������.

: �
����������� ���� �����
���� ������ ��% ����	�:

,)( extrxF �  ��	 Dx	 ,

�� D  — �!���
� �����
���� 
������ 
������.
������ ��
���%
��	 ����������	�� (�������=), 	�@� ���!-

����� 
���
� ��������� 
����� 
 ��	��� �����
���� �!���
�, ���
�
����% <������ ����, 	�� ��	��% �� ���
������.

������ ����� � ���'��� �������
����� ������� 
����=
�
����
���	� ������.

J��
������ ������ — �� ��
���
�
 �����
� ��<������� � ���-
���'���	 �� ��� ��������� ����������
��, 	�� ����!��'�=
�
�	�����	 ���������� ��� ��'���� <������������	 �!’%�
� ��-
����'���	 [20].

(���������	 ��
���
��� � ���������� ����� ���’	
��� 
 ������-

���� 
�����@���. " ������ !���, ���� ��	��==
��	 
��, @� ��
�-
��
��� ������ ��� ��
�������	 � 
�’	
�� 
 ��
��!��� <�
��� � 
������,
���
� ��	 ��������� ��
��!�� �����<����� ��
���
����� �����
.

" ������ !���, 
�����@� ��'�
� � ����� ������� �����������
��������, � �����<��� ����������� �����.

&� ��� ��'�� ������
�:
� 
��
�������	 ����������� 
������ � ���������, ��
��!�����

����������= 
����%=, 	�� ��% ������ 
������	 ��	 <��������	
����������� ����
��� � ��
�’	
���	 �������� ����������� ���!���;
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� ��������
� 
� �
�%��
���������
� ����������� �������� 
�
	��@;

� ���!�����
� ����������� ����
���'��� � �����=����;
� �����
, ���
���
�
���	, �
���������	 � ��	��=����	 <��
�-

���, @� ������=
� �� ������'����� 	��@�.
���������-��
���
���� ������ � 
���'���
� ��� �
���� �����-

��
���� ��'�� ����
� �� ������ �����.
D�@� � 	���
� �
���� ��!���� «������� ���!	
��		
», 
� ��-

���	=
�:
� 
����
���-�����
����, 	�� �������
���=
��	 ��� ������-

�� 
�������� ����
����
�� � 
�����������
�� ����������� ��������;
� ���������, 	�� 
��
�����=
��	 ��� ��
�’	
���� ������
���

����������� 
���� (������ ������������ �����
�, ������
�����	,
���������	 
������������ ��������).

D�@� � 	���
� �
���� ��!���� «���������
	�� ���	����	��
������ (��’$�� �������
		
)», 
� �����	=
�:

�������������������, ����
���, �����������, ����!����, ���'�����	,
<��������	 � ��
������ �������, 
������� ��������, <�������� � 
. ��.

D�@� � 	���
� �
���� ��!���� «%
�
���� ������
��		
 ���-
��		�-	
��������% !�’
!���», 
� �����	=
�:

� '���
�� ��
����������, ���� ��� ��������� � ������ 
���'-
���
� ���'�=
��	 ��
��������;

� �����������, ���� �� ��� �!� ��	�� 
���'���
�, @� �������=
��	
� ������, ������% ��	�� ��������� �������� (���	�� �������).

D�@� � 	���
� �
���� ��!���� «������
��		
 �
����� �
-
��», 
� ��'�� ������
�:

� �
�
���� ������, ��� 
���'���
� � 	��� ������	
��	 �� ������

������ ���� (���, ���	�� � 
. ��.);

� ���������, � 	��� ��������� �!��'���	 � (�!�) ������� <���-
��	 
���=%
��	 � 
���'���
� ��� ���� ��
��	��. " 
�������
= ��-
���� �������� ��
������ ��
���	=
�:

L ����
���
������ ������, � 	��� ������� ��
����� �� ����-
��@�% ������ ����;

L ���������
������ ������, � 	��� ������� ��
����� ��'� ��-
�	��
� �’	
� �����;

L ������
������ ������, � 	��� ������� ��
����� ��'� 
���=-
��
��� �� 10—15 �����.

D�@� � 	���
� �
���� �������
���� ��!��
� «����� �
���
-
���	��� !
����», 
� �����	=
�:

� ������� ������, � 	��� ��� 
���'���
� � ������� <�����	 �����-
�� �������� ���������� � ��
������� 
������, � �������� 
�����
��'�
� 
���=��
��� !�
��������;
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� ��������� ������, ��� �������� �!��'���	� � �������� <���-
��	� �������� 
����� 	��� ������=
� ������
�� 
������	 (��-
�������, !������ 
�����) �!� ��	�� 
���'���
� � ������� <�����	 %
�����������.

D�@� � 	���
� �
���� �������
���� ��!��
� «�������	�#�	-
	
 �	����		�% � ��!���		�% !��		�%», 
� �����	=
� 
��� 
���
�������:

� ������
�, 	�� �� �
����=
� ���������� 
������ (������
=
������
�� ������� ����%);

� 
����
�, 	�� �� ���=��=
� ��
������� 
������, ���� ����
�
���	
����, �� ��!����� ������% ������� �!�
��������	 ��� ����-
����@�.

������� ���������-��
���
���� ������ % �����'���� � �����
-
�	=
��	 
� �
������ ������
��
� (
����
��
�).

(����� ��!����� ���������-��
���
����� ������ ��	 �����-
���� ������������ �!’%�
� ������%
��	 
 ���
� �
����, �
�%��-

�’	
�� ��' 	���� ����
��� �� ���. 1.2.

(��
������
�����������

���!���� 
� ��
	������ �����


1

(�!�����
��
���
�����

������
2

��
���
�����
�����

������

3

(����
����
��<�������

4

M����
 ���������
��
���
�
�� 
�

�� 
��
�������	
6

?��������
��
�’	
��

5

*�� 1.2.

������� ��
���� �
��� � �
�%��
�’	
�� ��' ����.
1 �	��. K�����=����	 ���!����, �����@���, ��
���, �� 	��

��
��!�� ����'�
� ���������. #�
 ��	��	=
��	 ������� ���� �
����
����
� ������������� �!’%�
�, ���� �
���
���, ������� ����-

�
�, @� ��	��==
� ��������� �!’%�
�.
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2 �	��. (�!����� ������ — �
�� <������
���� �����������
���!���, ����'���	 �� � ����	�� ������
��� ��
���
����� 
���-
'���
�� � ��������� (<������, ����	��, ��������
��). "�������,
�����
�� ��
����%
��	 ������� ����
�����	 (
��) ��
���
�����
������, � ��
�� �
���==
��	 ��
��� ��%� ����
������ (�������

������ � ������
���, <���� 
�’	
��). #�
 ���!����� ���’	
�
�:

���� ��������
� � �����
����
� ������ 
�
����	% ������ �����-
�'���	. A��
������� ����@����
� ���
����
� �� �
��
� ������
-
���
� ������ �������, � 
��� ��!�
� ���� ������'���	 !�
���
���.

3 �	��. ��
���
����� �����
 ������ 
 ��
�= ��	�����	 
�����-
��� �� ����
����
��. #�
 ��'���� �!F���
���
� ��������	 ��
�’	
��.
D�@� ��
�’	
�� �� ����% ��	 ��!�������� ������, 
� ���� �������
!�
� �������
� �!� ����������� � ����������� ���
������ �!� ����-
��, 
�!
� 
�����=%
��	 ���������	 �� ������� �!� ������� �
����.

��'�����
� 
��������	 ������������ �����
� ������ ��
���	%
��
�
�� �
����
� 
����	 ��� ��������� ��
�’	
��.

D�@� �����
����� �����
 ����'�����, 
� �������	
� �� ����-
����� ��
���� ������'���	.

4 �	��. (����
���� ������� ��<������� 
 ������= ���� � ��
��

�� �� ����'���	.

5 �	��. "’	������	 ��
���	 @��� ���������� ��
�’	
���	: ��
��
��!�% ���� ��
��!�� ������
��� � ������� (��	 ����������
�������) �!� ��'���� �������
���	 �'� ����=��� ����������

���!�� (��	 �
�����
��� �������).

6 �	��. M����
 ��������� ��
���
�
�� 
� �� 
��
�������	 %, 	�
�������, 
����������� �
����, 	�@� �� ��
����� �� !���
�
����’	����� ������ @��� 
������
� �����
������	 ��<�������
�!� ������ 
���. "’	�����	 ����
����� ����� �� �������� ��<��-
����� ��'� ������
� �� �������� �� 1, 2, 4 �
����.

�
'�, ��
����� ��!����� 
� �
�����	 ������ ������%
��	 
 7
�
����:

1. M����
 ���!���� � ��
������	 
�������� ���� ������'���	.
*�
���
�
�� ����� �
��� % �������� ���
������ ���!����.

2. &������
���	 ���!���� �� �������� !���� ����
�� ���-
!���, @� ������=
� �
�%�����’	
���� ��������.

3. :�
������	 � 
���� ���� �!� �����.
4. :�
������	 �����!� ������'���	 ���!����.
5. :�
������	 ���
��� ����������, ��
������� 
������ ����-

��
���.
6. (�!����� ���������-��
���
����� ������.
7. M����
 ��!�������� ������ � ����
�� ����=������� ����-


��=����	 �� � ��
������	 �!� ����@���	.
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&���'�		
 
�����=%
��	 ��	���:
1) ����
������	 
������ � ����
��
�;
2) ����
������	 ������������ <��
���� � ��
����������;
3) ����=����	 ��	��� 
������ �!� �� �!’%�����	;
4) 
��
�������	 �����@���	 ��� �������� 
�’	
�� ��' ����-

������� 
� ��
�������� 
�������;
5) ����=����	 ����'����� <��
���� ������ �� ��
�’	
��.
*�!#���		
 ������ 
�����=%
��	 
� ������� �����������

��	���, ��� � 
����
���� �����.
������ % ��
������
�, 	�@� ���� ���������% ����, 	�� �����

��= ���
������.
������ �
���, 	�@� �� ��
���
�
� ���
������.
������ ����
��������, 	�@� �� ��
���
�
� ��=
� ������
����

��������.
������ ��
�
�����, 	�@� �<��
 ��� �� �������
���	 !������,

��' ��
��
� �� �� ��
��!�� � �����
���=.
(�!������� ���������-��
���
���� ������ ������� !�
� ��-

�������� �� ������
���
� 
� 
��� ����
����
	��, @� !��� �
	
� 
�
�����
�
����, 
�!
� ���!����� ������
� ����<�����= � ��������=
������.

"������
��
 ������ — �� ��������� ����������
� ������.
"
���
��
 ������ — �� ��������� �����������
� 
��!�
��

� ��
���
�
� �����=����	 ����� ��������� ������������
	��@�.

D�@� ������ % ������
��=, 
� ���� ������%
��	 ��	 �������-

���	. D�@� ��, 
� ������ ���!����� ���������
�, 
�!
� �����-

�=
��	 �� ������� ����� �����=����	.

�����=����	 	��	% ��!�= ��������� ������, 
�!
� 
� ��
��-
��� �
���� ��'���� ���!����� ��������
� �� ������� � �
��-
�=��
� ���
������ ���!���� 
����� 
� 
��!�
��� ��
���
�
���,
��
�� — �� ������� � 
. �.

1.2. �5#�/' $,(3'&�!�&# 0!3+6#

&�	 ������ �����
���
� ������ ��	 ������'���	 ���������
������� �������
���=
��	 
��� �������:

1. "�!	
��		
 �������$	�
 	���������	����.
A���� % ��	�� ��������
� ��
������
����� 
������ �-�� ����-


���� 
� Tt ,1�  �������� mty , *
mty  — ��������
� ��
����������


������ 
��� ' ����
���� 
� 
�� '� ������.
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� 
�
�

���
T

t
mtmtm yy

T 1

2*1  — ��������������
���� ����!�� ��
��-

����� �-�� ����
���� 
� ���� ������.

+������$	��� 	���������	���� ��
���%
��	 � 


�
�

�
T

t
mt

m
m

y
T

U

1

2

1

1
�

1). D�@�, � 
 01 �mU , 
� ������ ������
= ���
���=% �����
������
����
���, 
������	 	���� �� ��
������ ����
���'���	 ��������-
=
� �
 ����
���'���	��.

2). D�@�, � 
 11 �mU , 
� ������ �� ���
���=% �������� ������'�-
������ ����
���� � ������� !�
� ���������.

3). D�@�, � 
 11 �mU , 
� ������ ��% ����� ��
���
�
�, ��' ����
�
���
�����	��	 ����
������ 
������	 ������'������� ����
���� �
������� !�
� ��������� 
 
���� 
��� �����
������� ����
����.
�
'� �
 
���
���	� � 
1

mU  ������
���
� ������ �����%.
(���
��� �������������
� ��'� �!����=��
��� 
� <����-

��=:

� 


��
��

�

�
T

t
mt

T

t
mt

m
m

y
T

y
T

U

1

2*

1

2

2

11
� .

1). D�@�, � 
 02 �mU , 
� ������ ������
= ������
��.
2). D�@�, � 
 12 �mU , 
� ������ ��������
��.
D�@� ������ ���
�
� � ���������� 
������, 
� �!�������	

���<���%�
�� �������������
� �������
��	 
� ����� ����
������, �

������� �����
����
��� ������
���
� 
������
��	 	� ������%

������	 ���� ���<���%�
�� �������������
�, 
�!
� U = �

�

P

m
mU

P 1

1 .
?�� !��'�� U �� ���	, 
�� !���� 
����= � ��
������
������

�����
� % ������, @� �������
���%
��	 ��	 ��
��������.
2. ��������
 ��,��	���
	���� ������ !
 �
��� ����$� ���-

������	���.
D�@� � ���������� ����� �����!����� �
������ ����
� ��!��

��
���
�
� 
 
���� 
��� �������� 
������, 
� ��'�� 
��!�
� ��-
������, @� � ����!��� ��
����	� ������ ��'� �������
�����-

���, ���� �� ����% ��	��� �����
�� � 
���, @� �� 
��
����
��	 ��-

����	, ���� ������ ��	��
��	 ������
= �������
��=. B�� ������
�������
���%
��	 ��'� �!��'��� � ���� �������� ��!�� ��
���-
������ ��������.
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3. ��������
 ������ !
 �!	
��� ������� �����	�%
�
������.

B�� ������ �������
���%
��	, ���� ���!�����:
L �����	
� �����@���	, 	�� �� % ��

%���� ��	 <��������	

��������� ��
���
�
�;
L ������
� ��
�
�� �����@���	 ��	 ���������	 � ������;
L ��������
� ����
�
� � �����@���	 ��� ��������
� 
���'���-


��, 
�� 	� �� ��
����
� �������
�����
� �����
 �������� ��
���-

����. : ���
���'���� ������� ������
��	 �������
�����
�
!���� ��
�'��� �����
.

�
���
��� ��� �
	���
���
�� ��
��

1. ����� ���������� �
����: �
	�
�, ��
�
���
-����������� �
-
	�
�, 	����������� �
	�
�, �
�������� �
	�
�, �
	�
������.

2. �
 � ���	���
� 	
�
�	����� 
�������?
3. ! �
�� �

���� ��	�������� ��� ������������ �� "�����
��
�-

���� �
	�
���?
4. #
�� �
	�
������ � ���
����� ��
���?
5. ��
$��� �
�����
���� ���
�� ���
	�� 
����� ���	���
��� �
	�
�.
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Òåìà 2
������ �����������

J�
���= 
��
�������	 ��
���
����� ��
���� � ��������� ���-
��	
� ���’	
���
� 
 ��
�’	
���	� ���!���� ��
���
���� ����!��-
��� �������� ������%��
��.

:�������	 ��%� ���!���� 
�����
������ E. :. )��
��������.
; 1939 �. !��� ����������� ���� ����= «��
���
������� ��
�-
�P ������
���� � �����������	 ����
����
��» (����� ��
������
������	 ��%� ������
��� ������� ��� �������
����� ����
 ��
�����
������ ����� ������ ������ � 1959 �. ��� ��
��= «Q���������-
��� �����
 ���������� ������
�����	 ��������»). E. :. )��
���-
��� �<�����=��� ���������� ����� �� 
�� ��� ��	 ��������
�� �
��
���
���� ���� ��
���
������� 
���� ����!������ ���������	

� ��
��!�� �<��
����� ��
���
����� ��
�� �� ��
�’	
�����	,
	��� �
����� ��
�� «��
�� ��
������� ���'�����». (�	�� �����
��
��� ��
�
�� ���������� 
������� ��'�����
� ���� 
��
������-
�	 �� ����
���, � 
��� ��� ������ ��� 
�������	 
����
����=
��
��!��=. M�� 1939 �. — �� ����
�� ��
���� ��
��
�� ���������-
��
���
����� ��
���� ��
���
����.

:��������� �� 
���� ���������-��
���
����� ������� ����-
=
� ��
��� ��������, ���������� 
� �
����
����� ��
���
���� [1],
[8], [11], [15], [25].

2.1. �+&!3( 6#�#7�!8 !$&(0#)'5#8
; 
��������� ����	�� 
����� ��������� ������������	 (E()

��'�� 
�����
� 
��:

���
�

nixi ,1,0 �� , (2.1)
@� ����'�
� �!���
� G , ��
������� �������:

�
�

��
n

i
jiij mjbxa

1
,1, (2.2)

� �������
�=
� 
������	 �������� <������

�
�

�
n

i
ii xcxf

1
)( , (2.3)
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�� )...,,( 1 mbbb � , 
mj

ij ni
aA

,1
,1

�
�

� , ),,( 1 nccc ��  % 
����� ������ 
��-

����	 [19].
��
��� ��
�’	
�����	 
���� E( !�
�=
��	 �� 
���� 
������:
D�@� ������� <�����	 ������% ����������� 
������	 � ��-

	��� 
���� �����
���� ���'��� G , 
� ���� ������% �� 
������	
� ������� 
���� G .

D�@� ������� <�����	 ������% ����������� 
������	 !�����
��' � ����� ������� 
����, 
� ���� ������% �� ' 
������	 � !���-
	��� �� �������� ���!������:

>���-	��� ����	�������� ��!�� ( 00
2

0
1 ,,, nxxx � ), @� 
�������-

�	% ����� (2.1), (2.2), ��
���%
��	 �����
���� ��
�’	
��� �!�
������ 
�����.

&����
���� ��
�’	
��, 	��� ����% <������ )(xf  �����������

������	, ��
���%
��	 ��
�������� ��
�’	
��� [12], [19].

(� 
������ ��'�� 
��!�
� ��������: ��� ������ ��
�����-
���� ��
�’	
�� 
����� E( ���
�
��� ������	��
� ���� ������ 
�-
��� ���'��� G .

2.1.1. �������	-��
��

&�	 ��
�’	
���	 
����� (2.1)—(2.3) �<��
����� % ��������-
��
��, 	��� ������ !�� ��
��!����� &'. &������� � 1947 �. B��
�
��������� ��
�� ��% ��'�����
� ��� ������ �����
�����
��
�’	
�� �� ������ 
��, @� 
������	 �������� <������ 
���
�=
�
��� �
������ �� �
������.

��
�������� ��
�’	
�� 
�����	
� 
� ������� ����� ������.
M�����
� ��������-��
��� ��% ��'�����
� 
���' ��
�����
�, ��
% 
����� E( ����������=.

����
��	 ��	�����-	�����

1. "���
� ����
����� !�
�� � ���’	
��� 
 ��� �����
���
��
�’	
��.

2. �!�����
� ��������-��
���� ��	 ��'��� 
������, 	�� �� ���-
�	
� � !�
���� ��
�’	
��, 
� <������=:

�
�

���
m

i
jijij Cac

1
.
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D�@� ��� 0�� j , 
� ������ ��
�’	
�����	 
����� 
��������.
*�
��	��
�� ������� ��
�’	
�� % ��
��������, ���� ���������%
��
������� 
������	 �������� <������.

D�@� ����� jT  % ���’%���, 
� ������%
��	 ���
����� ����.
3. "’	����
�, �� % ���� ! ���� ������ 0T �j , ��	 	��� ���

),,2,1(0 mkxkj ��� .
D�@� 
��� ������ %, 
� 
����� ��
�’	
�� �� ��%, � ������� <��-

���	 
����� �� �!��'��� 
����� �� �����
���� ���'���. D�@� 
�-
��� kjx  ��	 0T �j  ����% (
�!
� ��	 !���-	��� 0T �j  ����% ���� !
���� 0�kjx ), 
� ������%
��	 ���
����� ����.

4. :�!��
� �������� 
 0�� j  (����� �� !��� sT ), �!�����
�

���������	 
ks

ko
s x

x
��  ��	 ���� k , ��	 	��� 0�ksx  � 
���
� ������-

���� 
 ��� ���������.

A���� l
ks

ko
x x

x
ks

��
�0

min .

5. "������
� ������� �� ������ �������� ��
�’	
��, !�
�� 	��-
�� ����'�=
� 
�����= lx  
�����= sx .

&�	 
����� <����� ����������� ��������-
�!���� �������
����
���� ��
������	.

"�����, 	��� ���������% �������� 0T �j , ��
����% ��������
�
������ (� ������ ������
�� �� s ).

"�����, 	�� �����	
� 
 !�
������ ��
�’	
��, ��
����% ��������
�	��� (� ������ ������
�� �� l ).

������
 ��������-
�!����, 	��� 
������
��	 �� ����
��� ��-
������� �	��� � ��������� �
�������, ��
���%
��	 �������� ���-
���
�� (� ������ ������
�� �� lsx ).

*�
������ ��
���= ���� ����	 k -�� �
������ ��
������

miaaaA k
in

k
i

k
io

k
p ,1],,,,[ )()(

1
)()( �� �

� 
������� <������ ��	 ��!����� )1( �k
pA  — ��
������� ��
����

��	 )1( �k -�� �
������:
������
� ��������� �	��� l

ni
a
a

a k
ls

k
lik

li ...,,1,0,)(

)(
)1( ��� , (2.4)
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������
� ��������� �
�������

1,,,1;0 )1()1( ���� �� k
ls

k
js asjmja , (2.5)

��� ���� ������
� ��
���� )1( �k
pA  ��
������=
��	 
� <������=:

.
,,)(

)(

)(
)()1(

li
sja

a
a

aa k
isk

ls

k
ljk

ij
k

ij

�
���� (2.6)

*����
���	 ��������-��
��� ��
��	��
� � ��
���� 3.1 �
������

����� ��
��������� ��
������ ����!����� �������� [12].

&���
� ���
� ��� ��
�’	
������ 
����� E( �!���
� ������ ��-
���
���� ��
�’	
��� G  ��% ����	�:

�
�

��
n

i
jiij mjbxa

1
,1, . (2.7)

A��!����� 
���
�

nixi ,1,0 �� , (2.8)

��� 	��� �������
�%
��	 <�����	 ����

�
�

�
n

i
ii xcxf

1
)( . (2.9)

&�	 
��
�������	 ��������-��
��� � ���
��� �!��'��� (2.7)
����	
� �
���� 
����� mjy j ,1,0 �� , 	�� ���=��=
� � �������
<�����= 
 ���<���%�
��� %, �� % — ��	�� ����
� ������ ��
�
�-
��� �����. "����� (2.7)—(2.9) ������% ����	�:

,,1,
1

�
�

���
n

i
jjiij mjbyxa ( 7.2 � )

,,1,0,,1,0 mjynix ji ���� ( 8.2 � )

� �
� �

���
n

i

m

j
jii yMxcyxF

1 1
max),( . ( 9.2 � )

*��� % ��
��
���� 
��
�����: ����
�� 
 ��
�
������ jy  ��
�-

�� 
�����=
� 
������	 �������� <������, � 
���, 	�@� 
�����
( 7.2 � )—( 9.2 � ) ��% �����
��� ��
�’	
��, � 	��� ��� jy  ������==
�
������, 
� � ��
��������� ��
�’	
�� ��� ������� % ��� jy  !���
�
������=��
� ������. M��, 	�@� � 
����� ��
�’	
�� �������
�
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�
���� 
�����, 
� ����'��� �����
���� ��
�’	
�� ����
����� 
�-
���� ( 7.2 � )—( 9.2 � ), 	��� � !��� �� ��
�������� ��
�’	
��� [19].

*����
���	 ����� ��
��� (	��� ����'�� ��
�� %-��
���, �!�
��
�� �
������ !�
���) ����
��� �� �������� ��
�’	
�� 
�����
��
������	 ��
�������� 
������������ �����!�� ����!���
�� �
��
���� 3.2.

2.1.2. ���
������ ��
���
��������� �������������

J���% ������� ���� ��������� � ����
��� 
����, 	��� �������-
��=
� ������� ��
���
������ ������, ��� ���� ������=
� ���!��-
���
	��, 	�� ��
���	=
� ����'�
� ��	 ��� !���� ����
�, ��' � 
�-
�������� ������� ������
�� ��
�’	
�����	.

&� ���, 
������, �������
��	 
�������
�� 
�����, �� ����<���-
��� � 
�� 
���� ��
�������� 
�����. ��
��� �� ��
�’	
�����	 ��
-
��	��
� ���������� � ��
����� 3.3 � 3.2.

2.2. �+&!3 ,!)"’%)9"'��% )'3'*
 3,!:!"!-6#�#7�!<! $,!<,'09"'��%

A� ����
��� ������
��	 ��
�’	
���
� 
�����, � 	��� �� ���'�-
�� �����
���� ��
�’	
���, ������%
��	 
���
� nixi ,1,0 �� , ���
	��� ������� <�����	 � ����	��

,
)(
)()( extr

xu
xfxZi �� (2.10)

�� � �
� �

���
n

i

m

i
iiii xdxUxcxf

1 1
0)(,)(

��	 ���� x , @� ����'�
� �!���
� �����
���� 
������
nidcG ii ,1,,, �  ������ 
������	.

K�����	 (2.10) ��
���%
��	 ���!���-�������=, � 
����� ��
���-

���� 
 ��������� �!��'���	�� � ���!���-�������= �������= <�-
����%= ��
���=
��	 
������� ���!���-��������� ������������	
("&E() [25].

&�	 �� ��
�’	
�����	 �������
���=
��	 ���������� ��
���
���!���-��������� ������������	.

"������� 
������� ������ "&E( � ���
����-��
������ <����:
"���
� ,0�x (2.11)
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@� ����'�
� �!���
� G , ��
������� �������:

bxA � (2.12)
� ����=
� ���
������ <������ ����

� 

� 
 (min)max��
xU
xfZ . (2.13)

&�	 ���������	 ������
�� ��
�’	
�����	 
����� ���!���-
��������� ������������	 ��
��	���� ���� �������, ����

max�Z �).
(�
������ ����
 & ���'��� �����
���� ������ 
�����

(2.11)—(2.13), ���� max�Z . A��!�����= �����= ��������	
��
�’	
�� ��������� 
����� ��
���
������ ������������	 % ����-
��'���
� ���'��� �� �����
���� ������, 
�!
�

& � �. (2.14)
U�! ��������
��	 � ��������� �!� ����������� ��%� �����,

��
��!�� ������
�
��	 ��
���� ������ �����
����� ��������
����� ���������� "E(, �������� ��%�� ����� �����������
� ��'
���'���= �����
���� ������ "&E( 
� ���'���= �����
����
������ ���������� "E(. A����� ���'�
�����, @� ���'��� & ��-
���
���� ������ "&E( ������'�	, 
�!
� ����� (2.19) ��������.

A��
����= ���!�����= �����= ��������	 ��
�’	
�� ��
���-

������� 
����� % ��
�������
� �������� <������ �� ���� ���'���
�����
���� ������. &�	 "&E( �� �
����%, @� � 
xu  �� ������=%
���= ��	 ���� Xx	 , 
�!
�

� 
 �
�

��
n

j
jj xdxU

1
0  ��	 ���� Xx 	 . (2.15)

�������
� ���'��� & 
� ��������
� <������ � 
xU  �
����=
�,
@� ����� (2.15) ��'� !�
� �������� 
��� � 
����� 
���, ���� �	
<�����	 
!�����% 
��� �� ���� ���'��� �����
���� ������, 
�!
�

� 
xU , �!� ���� ����
�	, �!� ���� ���’%��� �� ���'��� &. (����-
�
���, @� <�����	 � 
xU  ����
�	 �� ���'��� &:

� 
 0�xU  ��	 ���� Xx	 . (2.16)

                   
� :������, ���� min�Z  
����
��	 �� 
���� ��
���
����, ���� max�Z  ��	���


����� �������� <������ �� ���
���'�� 
� 
�����.
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A����� !����� ���'�
�, @� "&E( 
��������	% ����-
�� (2.16). /(�������
� ��������	 ��%� ����� ��'�� ��	-
��� �!�������	 ��
����� ��������� ������������	 ���
��-
����� �������� <������ � 
xU  �� ���'��� �����
����
������ &./

�<��
����� ������
� ��
�’	
�����	 "&E( ���	��% � ����-
���� ��� ��� �� 
���� ������'��� "E(, ��
�’	
�� 	��� ��
���	%
��
����
� ��
�’	
�� �������� "&E(. (���'���, 	� 
������
�

���� �������.

:������ ���� 
�����:

��
�

�

�

��� n

i
ii

nn

i
ii

i
i

xd
yni

xd

x
y

1

1

1

1,,1, (2.17)


� ��
��	���� ������'�� "E(, ��!������� 
� ��<������%= ���

����� (2.11)—(2.13):
��
����
� 1,1,0 ��� niyi , (2.18)
@� ����'�
� �!���
� 1G , 	�� �!��'��� �������:

�
�

� ���
n

i
njiij mjybya

1
1 ,1,0 , (2.19)

�
�

�
n

i
ii yd

1
1 (2.20)

� �������
�=
� <�����= ����

�
�

��
n

i
ii ycZ

1
max . (2.21)

���'��� �����
���� ������ ��%� 
����� ��
������ ����

Y . ��' "&E( (2.11)—(2.13) 
� ������'��= "E( (2.18)—
(2.21) ����% �
�%��
�’	
��, ��� @� ������
� ���
����

����'���	.

���������� 1. )�'���� �����
����� ����� 
0

x  "&E( �����-
����% ������ �����
���� ���� 

0
y  ������'��� "E(, ��������
�

	���� �!����==
��	 
� <�������� (2.17), 	�@� ������
� 0
ii xx �

��	 ���� ni ,1� .
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&�����, ����� 
0

x  — �����
���� ���� "&E(. �!�������

�
�

��
�
��

�
 n

i
ii xdxU

1

00
. " (2.16) ��
����� ��������
� 0

0
��
�
�

�
�
 xU , @� ��
���	%

��
����
� ���
�� � 
 ;,1,:,,...,
0

0
00

1
00

1
0

ni
xU

xyyyyy i
inn �

�
�
��

�
 

�� �
 

�
�
��

�
 

�� 0
0

1
1

xU
yn

��������, @� ���� 
0

y  �����’%����.
:��
�� 

0
y  
��������	% �!��'���	 (2.19), (2.20) ������'���


����� (2.18)—(2.21). &�����, ��
������ �!���� ���
��� ������
�

�
�

�
n

i
jiij bxa

1

0  �� ����
�� �������� �
�
��

�
 0

xU . ����'��� ������
�:

�
�

��
n

i
njii ybya

1

0
1

0
0 . B� ������'�%
��	 ��	 ���� mj ,1� , 
�!
� �!��-

'���	 (2.19) ��� ����� 
0

y  ������'�=
��	. (���'���, @� 
0

y  
�-
�������	% ����� (2.20):

� �
�

� �

� �
�
�
��

�
 

�
�
��

�
 

�
�
�
��

�
 

�
�
�
��

�
 

�
n

i

n

i

n

i
ii

i
iii

xU

xU

xU

xd

xU

xdyd
1 1 0

0

0
1

0

0

0
0 1 ,

�
'� ���
�� 
0

y  % �����
���� ������ "E( (2.18)—(2.21), @� ��-
!������� 
� ��<������%= 
����� (2.11)—(2.13).

��������� ��!��� ��������, @� 
� ���� ��������	 @���
"&E( �����@��� (2.14) � (2.16) ���'��� �����
���� ������ Y
������'��� "E( �� % ����'���=.

���������� 2. )�'���� �����
����� ����� 
0

y  
 ����
���
��������
�� 00

1��ny  ������'��� "E( ���������% ������ �����-

���� ���� 

0
x  "&E(, ��������
� 	���� �!����==
��	 ����


��������
� ����� 
0

y  
� <��������:

ni
y
y

x
n

i
i ,1,0

1

0
0 ��

�

. (2.22)

A����’%����
� ��������
�� ����� 
0

x  ��������. (���'���, @�
0

x  % �����
���� ��
�’	
��� "&E( (2.11)—(2.13).
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" ������
� �
�

��
n

i
njiij ybya

1

0
1

0 , ��
������� �� �������� �� 00
1��ny  /�	

��������
� ��������
���
��	 
��'��, 	�@� <�����	 � 
xU  �!��-
'��� 
����� �� ���'��� $/, ��
�����:

� ��
� ����

���
n

i

n

i
iij

n

i
ij

n

i
iij

n
j xa

y
y

aya
y

b
1 1

0
0

1

0

1

0
0

1

1 ,

@� ����������� ��	 ���� mj ,1� . �
'�, Xx 	
0 .

���������� 3. "������	 �������� <������ "&E( 
� ������-
'��� "E( ��� ����������� ��' ��!�= �����
���� ������ 

0
x  
�

0
y  
!���=
��	.

&�����, ��
��	���� Z  ��	 0x :

� 

� 
 � �

��

�

� �

��

� ����
n

i

n

i
iin

i
ii

i
in

i
ii

n

i
ii

yc
xd

x
c

xd

xc

xU

xfZ
1 1

0

1

0

0

1

0

1

0

0

0

.

" ���������	� ������
� �
�

�
n

i
ii yd

1

0 1  
� ��������
� 00
1��ny

��%��:

� 

� 
�

�

�

�

�

�

� �
�

� �
�

�

� ���
n

i n

i n

i
in

n

i n

i
in

n

i
ii

n

i
ii

ii
xU

xf

y
y

dy

y
y

cy

yd

yc
yc

1
0

0

1
0

1

0
0

1

1
0

1

0
0

1

1

0

1

0

0 .

A�������� ��� 
����'��� % ���
���� 
����'���	.

���������� 4. D�@� �
y  % ��
�������� ��
�’	
�� ������'���

"E(, 
� 
�

x , (��������
� 	���� �!����==
��	 ����
 ��������
�
�

y  
� <�������� (2.22), 	�@� ������
� 1,1,0 ��� � niyy ii ) % ��
�-
������� ��
�’	
��� "&E(. ��
������� 
������	 �������� <���-
��� "&E( 
!���%
��	 
 ��
�������� 
������	� �������� <������
������'��� "E(.
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����
��	 
���’����
��� �
�
��
�
�����-��������� �
��

	��
���

1-� !�
!. (�������
��	 � ��������� �����
���� ������ "&E(,
����
���
� 
� �!��'����
� �� ��� ���'��� �������� <������ � 
xU ,
@� 
������
��	 � 
��������� <������ ���� "&E(.

2-� !�
!. G�	��� �������	 ����� 
������ �����
� ����������
������'�� "E( 
� 
���
� �� ��
�’	
��.

3-� !�
!. "� ��<������%= ��� ��
�’	
�� ������'��� "E( 
�
<�������� (2.22) �!�����
� ��
�’	
�� "&E(.

"��
�������	 ����� ��
��� ������ � ��
���� 3.5 ��� �����-
�'���� ���!���� ��
���
���� ���
�!������
� ������%��
��.

2.3. 	'3'*# �+6#�#7�!<! $,!<,'09"'��%
&' 2','/&+,(�&(/' 0+&!3#" 82 ,!)"’%)9"'��%

; 
������ ��������� ������������	 ��� �!��'���	 � �������
<�����	 
����� ��������� 
���'���
	��. &�	 ����������� ���-
���������	 
��� ������ �����
��, 
�!
� ������� <�����	 � �!��-
'���	 ��'�
� !�
� �����������; ������� <�����	 �������, � �!-
��'���	, @� 
���=
� �!���
� ������ �����
���� ��
�’	
���,
���������; ������� <�����	 ���������, � �!��'���	 �������.

A��!����� ��������	 �� ����
��� 
� ���!���� ���������
(������'�����) % 
����� 
 ���������= �������= <�����%= 
� ��-
�����= ���
���= �!��'���.

2.3.1. ������ 	�������������
�������������

:������ ��
���� �
�����	
� 
����� ������!������� 
���, 	�� �

��������� ������� ��'�
� !�
� ������� ���������-��
���
��-
��= ������= 
����� ����	��:

"���
� nixi ,1,0 �� , (2.23)
	�� � �!���
� G , ��
������� ������� 
���:

mjbxg j

n

i
iij ,1,)(

1
���

�
, (2.24)

�������
�=
� ������� <�����=:

�
�

�
n

i
ii xfxF

1
)()( . (2.25)
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A�����%��, @� <�����	 � 
������ % ������!�����=, 	�@� ����
��'� !�
� �����
������ � ����	�� ���� � <������, ��'�� 
 	��� %
<�����%= ����%� 
������, 
�!
�

�
�

�
n

i
ii xfxf

1
)()( . (2.26)

:�����, @� <�����	 )(xf  ��'� !�
� ������������� 
 �������

������ �
������ 
�����
� ���!���-�������= <�����%= )(ˆ xf
[19], [25].

:������
���=�� �= ��'�����
�, 
������� ),1()( njxf jj �  ��
���!���-��������� ��������� )(ˆ

jj xf ; )( jij xg  — ���������� )(ˆ jij xg .
#��� ��	 
����� (2.23)—(2.25) �
����%�� �� ��!��'���� ������:

"���
� njx j ,1,0 �� , ( 32.2 � )
	�� � �!���
� Ĝ , ��
������� �!��'���	��:

�
�

��
n

j
ijij mibxg

1
,1,)(ˆ , ( 42.2 � )

�������
�=
� <�����=:

�
�

�
n

j
jj xfxF

1
)(ˆ)(ˆ . ( 52.2 � )

: ������ ��
���� ��
�’	
�����	 
���� ������!������� 
���
��'�
� 
����������� ���������:

1. &��!���-������� �����������	 <������ )( jij xg  � )( jj xf ;
2. (�!����� ���������=��� 
�����.
3. "��
�������	 ����
�������� ��������-��
��� ��	 ��
�’	
����-

�	 ���������=��� 
�����.
(�������, @� � 
��������� ������� ��'�� 
���
� ���������

��
���� ��!��'����, � ���������� ����
�����, 
�����. "����'���,
	�@� )( jij xg  � )( jj xf  ��=
� ����
����
�, 	�� 
�!�
����=
� ����-
����	 %������ ���
������ ����
����� 
�����, ��!��'��� 
�����
��% 
� ���� ����
����
�.

�������
 
�
����	�!��" �
�
��
� ����
����� ���
������ 	
���	�	�

A���� <������ )( jij xg , )( jj xf  ���������� � ������ �����
���
��
������ 
���� 
������ njx j ,1, � .
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*�
�!’%�� �� 
������ kjx  ��	 ��'���� j  
� �!������� 
�����-
�	 <������ � ��� 
�����, 
�!
�:

njmixgg kjij
k

ij ,1,,1),()( ���

njxff kjj
k

j ,1),()( �� .

(�!���%�� ���!���-������� �����������= ��� <������ 
� <�-
�������:

�
�

�
jr

k

k
jkjjj fxf

0

)()(ˆ ! (2.27)

migxg
jr

k

k
ijkjjij ,1,)(ˆ

0

)( �� �
�
! (2.28)

��: jr  — �������
� ��
�������, �� 	�� 
������ kjx  ��
!���%
��	 ��-

����� ],0[ j�  
���� kjjx !,  — ��	�� �����, 	�� 
��������	=
�
����� M.

;���� M:
��	 ���������� jx  �� !����� ���� ������� �������� kj!  � ����
�

�
�

�
jr

k
kjkjj xx

0
! (2.29)

��'�
� !�
� ����
����, 
�!
� ��	 ���������� ', 	�� 
������
��	
��' kx  � 1�kx , 
�!
� 1��� kk xxx  ��'���� �����
������	:

kk xxx )1(1 !! ���� � , �� ]1,0[	! .

:����
���, @� � ����
�� ��	 )(ˆ
jj xf  � )(ˆ jij xg  �������
���%
��	

���� � 
� ���� ��
!�

	 ��
������ 
���� njx j ,1, � .
:������=�� (2.27)—(2.29), 
������� ������'�� ��	 (2.23)—

(2.25) 
�����:

"���
� �
�

��
jr

k
kjkjj njxx

0
,1,! , (2.30)

	�� � �!���
� Ĝ , ��
������� �������:

� �
� �

��
n

j

jr

k
i

k
ijkj mibg

1 0

)( ,,1,! (2.31)

�
�

��
jr

k
kjkj

0
0,1 !!  ��	 ���� k  
� j , (2.32)
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�������
�=
� <�����=:

� �
� �

�
n

j

jr

k

k
jkj fxf

1 0

)()(ˆ ! . (2.33)

"����� (2.31)—(2.33) �������� kj!  ��
���%
��	 ���������=-
��= 
�����= � !  — <����. *�
�’	
�� 
����� (2.31)—(2.33) ��'�
!�
� ����'���� ��������-��
����, ����
������� ���������� ��
����
����� ����� ( �� ������� 
�����.

A���� )0(
kj!  — ��
�������� ��
�’	
�� 
����� (2.31)—(2.33), 
���

��!��'���� ��
�’	
�� ����
����� 
����� ��
����%
��	 
� <����-
��= (2.30), � 	��� )0(

kjkj !! �� .
U�! �������
� �
����� ��!��'����
� ���������� ���������

��!��'���� 
����� �� ���������� ��������� ����
����� 
�����,
�������
�%�� �����! ������	 ��
������ ������ — ��������� ��-
����	.

������� ��������� ������	.
A���� )()( , k

j
k

ij fg  — 
������	, ����'��� ��� ������� ��
������,
	���� ����'�
� 
����� ),1(, njx j �  
 ������ h , �� ���������%

����� 
��� (2.31)—(2.33), *

!x  — 
���� �� ���������� ��
�����.
���� 
���� *

!x  ��
�!’%�� ��
����� 
 ������ h /2 � 
������� ����

������	 )()( , k

j
k

ij fg  � 
����� ������	. (�!���%�� � ��
�’	'���
���� 
����� 
��� (2.31)—(2.33), 	�� ���������% ����
���� 
���-
�� (2.23)—(2.25). A���� *

1�!x  — 
���� �� ���������� ��
�����.
D�@� "!! �� �

*
1

* xx , �� "  — 
����� 
������	, 
� *
!x  — ��
�’	
��

����
����� 
�����. "��
�����, �������� ����� h  ������% �� ��
-
������
� 
����� 
��� (2.31)—(2.33), 
��� ���� �� ��'� !�
� ��-
��
� ����=. D�@� ��	�� 
����� mx  �����
� � ����� 
����� � ��-
����� <�����= )( mm xf  �������, 
� �� �� ��
��!�� �����������
�

� ��������= km! , �� ��% 
���� 
����� �����
�
� ��
������
�
��!��'���� 
�����.

*�
��	��
�� �����! ��
�’	
�����	 
����� ������!������� 
���
% ����
� ��������, �������� ��% ��'�����
� �������
�
� �����

��������� ������������	, ��� � ��% ��������:

L 
�������� ��
�’	
�� � 
��������� ������� ��
����% 
����
���������� ��
�����;

L ����% �����!� ��
�����
� �
����� !��
����
� 
�������� 
�-
��� ���������� ��
����� �� ���!������� ��
�����.
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J���% ��'����� ������� �������, ���� ��������� ���
�����
������!������ 
����� (2.23)—(2.25) ��������% 
 �� ���!������ ���-

�������. B�� <��
 ��
�����=% ���
���� 
������:

D�@� )( jj xf  — ������ ���
, ���'��� G  ��'����� ��
�’	
���
������, 
� ��
�’	
�=�� 
����� (2.31)—(2.33) 	� 
����� ���������
������������	 (!�
 ���������	 ����� (()), ����'��� ��
�����-
��� ��
�’	
�� ��!��'���� 
�����.

����� ����������� 
����, 	�� 
���	
��	 �� ������� 
���� ��-
����!������� 
���, ���!������ ��
���� �
�����
� ���!���� ��
-
������ ����
������ �������� ��' ����
	�� ��������� ���������-

�� � ������%��
���� ����
�.

2.3.2. �����
���� �	���� ��
���
����������� �������������

: ����������� ����
��� ��% ����� ���!���� ��
������ ������
������� (���������, ����
������ ��������, !=�'�
��� ���
��,

�@�) ��' !���
��� ����	�����. &�	 ��
�’	
�����	 
���� 
�����

��� ����
� �<��
����� % ��
�� ����������� ������������	 [2],
[3], [19].

: ������ ��
��� ��'�
� ���	 
��
�������	 �����
� �������
-
��� �������������. "������������� *. >�������� ��
�� ��
��-
�	% 
���
� ������ ��
���
���� <������ n 
������ �� �-���������
������� ��
���
���� <������ ����%� 
������ �� ��'���� �����.

"�����, ��	 ��
�’	
�����	 	��� ��'���� 
��
�������	 ��
���
����������� ������������	, ������� 
��������	
� 
��� ����
�-
���
�:

� ��'�����
� <��
������ �!� �������� ��
������ ����
�����

����� �� ������ ���
�����, ��'�� 
 	��� ���
�
� ����� �������
�

������ (����
� �� ����%�);

� ����
�����
� ���
����;
� ��'�����
� �����=����	 ���������� ������	�� �<��
� ���

�����	
��� ������	 � ��
���
�
� ��
�’	
�����	 ��'��� ���
�����;
� ��'�����
� �!�������	 
��������� �<��
� 	� ���� �<��
�� �

������� ���
������.
(��������
��%�� 
���
���� 
� �!����=������ �
����� ��
���

����������� ������������	 �� �������� 
����� ��
������ ��������.
�
�	��
�!� 
�����. (�����
���, @� ����% ����� �������
� ��-

	���� �������. B� ��'� !�
� 
���� ��������, ������
���� �����-
��, <��������, 
������ 
�@�. J���=
� ���
����
���� ������
� ��-
�����
���	 ����� �������.
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: ��
���
�
� �������
���	 ������� 
� 
�� �� ����� ������
��
�
����%
��	 ��	��� ���!�
��, ��
��� 	���� 
���'�
� ��� �������-

� �������, � 
���' ��� �������, �� ������
�� �������
���%
��	
������. A��!����� 
���
� 
���� ��
����� �������, @�! 
��������
���!�
�� !�� ���!������.

��
���
���� ������ 
�����. &�	 ��!����� ��
���
����� ��-
���� 
����� ������� 
��� ��
������	:

n — �������
� ��
��� 
������������ ��������;
j — ����� 
������������� �������, nj ,1� ;

jx  — �������
� �������, 	�� �����	%
��	 j-�� 
�������������
������� nj ,1� ;

)( jj xf  — ���!�
�� ��� j-�� 
������������� �������, ����'�-
��� � ��
���
�
� �������
���	 ������� � �������
� jx  �������,

nj ,1� ;
b — 
������� �������
� �������.
A��!����� 
���
� 
��� 
������	 
������ jx , nj ,1� , @�! ���-

����
���
� 
�������� ���!�
��.

�
�

�
n

j
jj xfxF

1
)()( (2.34)


� �!��'��� �� ��
��
�� �������

 
1

�
�

�
n

j
j bx (2.35)


� �����’%����
� 
������

 ,1      ,0 njx j �� . (2.36)

(����� ��
������ ������� ��' n 
������������� ���������
��'�� ��
!�
� �� n �
����, �� ��'���� 
 	��� !���
� ������
���
������	 �� �������� 
������������� ������� � 
���'���
� ���
�
��� 
����� �������. (��
������ 
����� ��% ��'�����
� �����
�

�������� ���!�
�� 	� ���� ���!�
��� ��� ��'���� 
�����������-
�� �������. :��������	 ��� ���!�����
�� ��% ��'�����
� ����-
���
���	 ��
��� ����������� ������������	 ��	 ��
�’	
�����	

����� (2.34)—(2.36).

"��
�����, @� ��
������� 
������	 
��������� ���!�
�� 
�-
��'�
� ��� �������
� ������� b, � 
���' ��� �������
� ��
��� 
��-



35

���������� ��������, ����� 	��� ��
�����	%
��	 ������. :���!��-

��� �= 
���'���
� <�����%=

�
�

�
n

j
jjn xfbg

1
)(max)(

�� ���'���, 	�� �����%
��	 ������� (2.34), (2.35).
K�����	 )(bgn  ����'�% ������������ ���!�
��, ����'���� ���

��
������ b ������� ������� ��' n 
������������� ���������.
(�!���%�� �������
�� �������������	 ��' ���������� ���-

!�
�� ��� n 
������������ �������� ng  
� ��� )1( �n -�� 
��������-
����� ������� 1�� ng . &�	 ����� ��!����� 
������	 
������ nx ,

bxn ��0 . *������, 	�� 
��������	 )( nxb � , ������� !�
� ������-
�
��� ��
�������� �����, 
�!
� ���!����� 
���
�

)(max)(
1

1
1 j

n

j
jnn xfxbg �

�

�
� �� ,


� ����

.1,1   ,0

,
1

1

���

���
�

�

njx

xbx

j

n

j
nj

�<��
�����
� ��� ���� ������ ��
����%
��	 ����= ���!�
���
��� n-�� 
������������� ������� 
� ���� �����:

)()( 1 nnnn xbgxf �� � .

:����� ������������ �<��
�����
� ��� �����
���� ��� ������
���������
�� 
�����:

))()((max)( 10 nnnnbnxn xbgxfbg ��� ���
,

������� n-�� 
������������� ������� ��'� !�
� �������� !���-
	�� �������
� �������� � ��'�� �������� b.

" ����������� ��������� ������������ ���!�
�� ��� ��
����-
�� 
������ ������� )( nxb �  ��
����%
��	 <������=:

))()((max)( 1211
101 �������� ��� nnnnynxn xygxfyg ,

��

nxby �� .
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������������ ���!�
�� ��� ��
������ ������� �� �����'��-
�� ����� k ��
����%
��	 ���
����= <������=:

 ,2    )),()((max)( 10
nkxygxfyg kkkkykxk ���� ���

, (2.37)

��

.
1

�
��

��
n

kj
jxby

:������=��, @� �� ��
������� �����
01 �� xy ,

�������� ���'�
� 0)0(0 �g .
#���� �����, ������������ ���!�
�� ��� ��
������ �������

�� n-�� ����� ������=%
 ),(max)( 11

.0
01

1

xfyg
by
yx

��
��

� (2.38)

*���	��	 
��� (2.37) ��
���%
��	 ��	��	�� ������	�	��
�������	�#�		
�, 	�� % ��
���
����� ����!��'���	� 
�� 
����-
�� ���	���� �����
��	����: 
�����
��� �
��	���� ��� ����
�
���������, )
, � ��
�� $ ����� �� ���'
	�
��� ������� � ��� $
��*���� �� ������
��� � �
����	�� �
�����, �������� ��*����
�
����� $��� 
�����
����� ��	�
��
 �����, � ��
�� 
����
���
�������.

M�����
� 
��
�������	 ��
��� ��
��	��
� � 
��� 3 ���
��
�’	
������ 
����� ��
������ �����
����.

�
���
��� ��� �
	���
���
�� ��
��

1. #� �����
��� ����	�����: «	
�������� $������� �
��’���
� �
�
���, � ���� ��
�
�� "������ ������� ��������
��� ��������?»

2. #� ����� 
����� ��
$�����
��� ��
�
�
+ "�����+ ��	��� 
�����
�

��
����������?

3. #� ����	� �
��� ����
������ ���
	 	�������
�
 ��
�����-
�����?

4. /"
���
���� ������� 
�����
��
��� 0�

����.
5. #� �
�
��
 �
��’����� ������
���� ��	��� ����
���-���
	
�?
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Òåìà 3
	���
� �� ������

���!���"��#� ��	�����$ ��
$�
�%

3.1. �','/&+,(�&(/' !��!"�(2 &($#" )'3'*

"����� �����	

	 ��
�������� ������ ������=
� ���'� ��-
�
���� � ����
����� ��	�����
� �=���� � ��������
�� [24]. )�����-
��� ��������� 
���� 
���� % ��
��@���	 ����
�� �����������	
��������� ���'������ ��� ��
������� ������ ���
�����	. ������-

���	 ��
��
 �� ���
�����	 ��
��	��%
��	 � ��������� 
 ������ 
�-
������, @� ��=
� !�
��������% ���������	 �� ���������	 ���
�-
����	�. A��������, ���!����� ��
��!�
� ����!����-
�����������
���<��� ����!���
�� ���!������ �������. &�'� ���
� ��
������-
��-���
���� �
�%���� � 
������ ��
������ ��!�� ��
����=
��	 ��-
������� �����	��, @� ��
���	% 
��
�������
� ��	 �� ��
�’	
�����	
��
��� ��������� ������������	. M�� � 
���� ��������, ���� ��-
����� �������������	 �� % ������
����, ���!����� 
��
�����
� ����
��
���. ; ����� ��
���� ��
��	��=
��	 ����
���� 
�����, @�
��
�’	
�=
��	 ��������� 
� ����������� ��
����� [19], [25].

/
�
�
 ��!	
��		
 �����
��	��� 
�������	�� ��
��	��-
%
��	 � �����@����, @� ����% � ����� �������� � �������
�

),1( mjbj � ; � ����� ������
��. A����� ��
���	 )( ijaA , �� ija  ��-

����% ��
��������
� �������
���	 j -�� ������� �� ������= �-��
������
�, ni ,1� .

�<��
�����
� �����
���� ������� �-�� ������
� ��
����%
��	
����
����� ),1( nici � . A��!����� ��
����
� ���� ����!���
��
(��
�������� ����
����
), ��� 	���� ������� �<��
�����
� ��%
���!����� 
������	 [14].

(�
������ ix  — �������
� ������� �-�� ������
�, @� ����!-
�	% ������%��
��, 
��� ���������-��
���
���� ������ ������%
����	�: 
���
� 0�ix , @� 
��������	=
� �����:

mjbxa
n

i
jiij ,1,

1
���

�
(3.1)
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� �������
�=
� <�����= ����

�
�

�
n

i
ii xcxF

1
)( (3.2)

: �= ������ ��'�
� !�
� ���=����, ���������, �!��'���	 ��
�!�	� �����
���� ���� �!� ��	��� ������
��:

nnnixx ii ��� 10 ,,1, ;
����� �������
���
�

nn kkkxxx :::::: 2121 �� � , �� ik  — 
����� �����.
������ (3.1)—(3.2) % �������=, � ������� ��
�’	
�� �������


��������	
� ����� (3.1) � �������
���
� <�����= (3.2), ���
�

��� 
������	 ),1( nixi �  �� �!��’	
���� % %������ ��'������,

�!
� ��'�
� ������
� ���
����
���� ��
������� ��
�’	
��.

&�����, �������� ������%��
�� ��'� ���
���
� ��
���	: 	�
��
����
��	 �� �<��
�����
� ����!���
�� 
!�������	 (
������-
�	) ��	��� �������� �!� 
���� � 
������������� �������? (��
��
�’	
������ !���
��� ����
����� 
���� ��
���� ��������� ���-
���������	 �� ��
���	 ��=
� ������ 
������	.

�
�
�
 �
� ����	��
#�! ���
�
��� ��	�$��

"����� ��� ������ — �� �
��������� ��
�� �������� ���� ���-
!���, 	�� 
������ 
��
�������	 � �����
������
����� �<����
�=������ ��	�����
�:

L !���
� 
������������ �������� �����!���=
� �����
�����	
������� 
 ��
�= �
������	 ����	
����� ���� ���
�����	 �����-
��� �������, � 
���' 
 ��
�= ����'���	 ���������, 	�� ���������%
������ ��
������� ����
����
	�;

L ���!���� �����
�����	 ������� % ����%= 
 �����'�������
��	 
������������ <���.

:��=����	 ��%� 
����� � ����� ��
��� 
�����= ����= ��	��=-
%
��	 
���' 
��, @� ��-�����, �� ���� 
 ��������� ����
�����

����, ���
������� � ��
�’	
����, 	� ��
���
������ 
�����. (�-
�����, �������������� ��
�’	
�� �� ����
��, 	� ��'���� �� �
���
�����=����	 ����
�
� ��
�
�� ���� ������� � ����!��
�
� �� �
������.

"����� ��� ������ ��
��	��=
��	 
�
 �
������ ������� 
��-
���������� <���� � ������%��
��, 	�� �������	% �
���. #��� ���-
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��
������ ���
���'�� �<��� 
��
�������	 ��
���	=
� �������-
��
� ��'�����
� ���������-��
���
������ �����=����	.

��
���
����� �����	� ��������	 �������, 	� �������, ��-
��=
� ��������� ����	��. :������
�����
� 
��� ������ ���� ��'�
�!���'��, �������� <�
���� 
�����������
� �������� ���
� ���	
�
���������� �����
��, @� !��� ����
��� � ������ ��������	 ���
�
��	 �������� �
���.

�
�
�
 ���
�
��� 

#���� ���������� ��

��

:����� 
����������� <���� 
�������% ��
�� ���� 
���������-
�
�� ��	 �����
�����	 ���!�������. )�'��� ��� ������
��, 	��

�������=
��	, ���
�
� ��
�� ��������
�—�������%�
�, @� ����-
�
���
�=
� �� ����
����
� 	� <��
���� ����������. &� 
��� ' ��-
'�� ��'����� ��������
 ������ ��% ����. �
'�, 
����� ���	��%
� ��
������� �������
� ������
�� ����������, 	�� 
�������=
��	
��	 
���, @�! ����'���� ���!����� 
��������	� ����� ������ �
!�� �����������. (�����
���, @� ������ ���������� ������=% 6
��	�, 
��� �������� �
���
� ��
���	 ��� 
�������= �� ���� ����-
�� ���������� [22].

&�	 ��!����� ���������-��
���
����� ������ ������� 
���
��
������	: ija  — �������%�
, 	��� �����
���
�% ������= ����
j -�� ������
� ���������� �� i -�� ����
���� 
� ���� ������ �����-

�����, jc  — ���� ������� ���� j -�� ������
� ����������, ib  — ��-
�!����� �������
� �-�� ����
���� 
� ������ ����������.

#��� ��'�� 
�����
� ������, 	�� ���������% ���
������� ���-
!����.

: �!���
� G , ��
������� ������� ����	��

nibxa
m

j
ijij ,1

1
���

�
, (3.3)


���
� mjx j ,1,0 �� (3.4)

���, 
� 	��� ������
�%
��	 ������� <�����	

�
�

�
m

j
jj xcxF

1
)( . (3.5)

#�
 jx  — �������
� j -�� ��������
� ����������, 	��� 
�����-
��%
��	 ��	 �������’	 <���� �� ���� ������ ����������.
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B	 ����@��� ������ ��
���	% ����=���� <����= ����'�
�
�	�����	 ��� ���
��
� ���������� 
�����.

����� �������� ������
�
�, @� �� ��
������ ���������� �����
��
��� �������%�
�� �� 
����� �� ���������. >����� 
���, ����-
���
� ���!�������, 	�� �������
���%
��	, �� % ���
����= ��
������ ��
������ ����������. ; 
����� ������� ������ ��
��	��
�
�= ���!���� � 
���� ���
������.

A���� )(t
ija  — �����
����
��� ������� j -�� ��������
� 
� �-�

����
����� � t -� ���� ����������, )(t
ib  — ���������� ���!�����

�������
� �-�� ����
���� � t -� ���� ����������; )(t
jc  — ���� �������

���� j -�� ��������
� ���������� � t -� ����; )(tQ  — �������
� ��-
�!������ ������ � t -� ���� ����������.

#��� ����'�%�� 
��� ������: � �!���
� G , ��
������� ���-
����:

Ttnibxa
m

j

t
i

t
j

t
ij ,1,,1,

1

)()()( ����
�

(3.6)

,
1

)()(�
�

�
m

j

tt
j Qx (3.7)


��!� 
���
� Ttmjx t
j ,1,,1,0)( ��� (3.8)


���, ��� 	��� <�����	 ���
��
� ����������

��
� �

�
m

j

T

t

t
j

t
j xcxF

1 1

)()()( (3.9)

���	��% ������������ 
������	.
A���'�� ��!���
�, @� ��������	 ����'�
� ����������� ���-

���
�����
� <���� �������
� �� ��
��	�� ����������� ������, �
	��� ����
���� �����
��	 <�����	

��
� �

��
T

t

m

j

t
j

t
j xx

1 1

)()()(K , (3.10)

	�� ������� !�
� ���	������ �� ���������.
#�
 )(t

j�  — ������
 
������, 	��� ����� � t -� ���� ��� �������
���� ������ j .

*�
�’	
�� 
����� (3.6)—(3.10) (	�@� ��� ����%) ��
���%
��	 ��-
���
��	�� !
 �
����. ��
��� ��
�’	
�����	 
���� 
���� ��
��	-
��
� � 
��� 9 [16].
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�
�
�
 ���
�
��� $�%��
��� 	��
��
������� ����
�&	���


G��
� — ��!��� �����, 
����
�'���	 � ������!�� 	��� � 
��-
���������� ��
������ ��
���	% ����'�
� ������� ��������= 
 
�-
������ ����
����
	��. ��
���
���	 ������ ���
� — ��
������
���!���� ��	 !���
��� ����
�� ����!���
��. :��� �
�����
� ��-

���� ��	 �������������� ������%��
�, �� �� !�
� ��
��� �����-
��� ��
������� ������=
��	 ������ ��	 
����
�'���	 � ���������
��� ��	 �������� �
��� [22].

G��
� � ������ ����!���
�� ������%
��	 �
 ��������� ������,
�
������� ������, ��������� !���
�, �������� 
�����
��� ����!��-
���� ����� � <����������. (�
����	=�� �� ���������� ����, ����
�������
� ��
�� 
��� � � ��
����� ��
�����	%
��	. *����� ��
�� ��-
����� ��
� ����
����
�, 	�� 
���=
��	 � ����	�� �!��'��� 
� ���-
���� ��������
��� (�������, �������, ���������, <��<��, �����).

&�	 ��!����� ������ ������� 
��� ��
������	: ),1( mixi �  —
�������
� �-�� ��������� ������, 	�� 
����
�'�%
��	; b  — �!��’	-

����� �����
�� — �������� «�������� �����» — ������ ��	
���� 
������ ������
�����
�; )5,1(, �jvu jj  — ���������� ��'�	 �
�����	 ��'� ����
� j -�� ��������
� � ��������� ������ ��
���
(� ��%� 
����� 5,1�j ), ija  — �������
� j -�� ��������
� � �������
�-�� ��������� ������.

(����� �������	��	 ���!���%
��	 
� ������� 
������
�� � ��-
������'�%
��	 �����=������-���������� ������	��, � ��
���
�-

� ���� �������
� ������= � �������= 
�����%
��	 ������	�� 

�������
= � ������, � ����
 ����� � ������= 
!�����%
��	. &�	
���������	 ��� 	��@ ������� ���<���%�
� jq , 	�� ��
����=
��	
���������� ��	���; ��	 ������
��, ��	 	��� ���!���%
��	 ������-
����	, ���� ����
��, � 	�@� ���!���%
��	 ��������	 — ����
���’%���. A����'������� ����
����� 	���
� ��������� ������
�
% ����
 ������= ( cS ) ��� 
������
��� C1152� . ����� 
���, 	�@�

cS = 4,26%, 
� ���!���%
��	 <��������	 ���@�� ����
�������
����
����
��. J, �����
�, ����=
� �!��'���	 � �������������	�
��' ��	���� �������%�
��� ������.

:������=�� �� 
����'���	, 
������� ���������-��
���
����
������.

: �!���
� G , ��
������� �������:

�
�

�
m

i
i bx

1
(3.11)
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5,1,)1()1(
1

����� �
�

jvqxauq j

m

i
jiijjj (3.12)

,)))1((26,4()1(
5

2 2

1
11

1
���
� �

�

�
����

j

m

i
iijjjii

m

i
c xaqbxaqS

(3.13)

,)1(7,1)1(
1 1

15533� �
� �

����
m

i

m

i
iiii axaqxaq (3.14)


���
� mixi ,1,0 �� (3.15)

���, ��� 	��� ������
�%
��	 ������� ���
��
� ���
�, 
�!
� <�����	

�
�

�
m

i
ii xcxF

1
)( . (3.16)

; ������ (3.11)—(3.16) )5,2( �jb j  % ���<���%�
�, 	�� ����
�=
�
����� ������������ ������
� �� �������, � ����
 � ������� ��'��
�!��'���	 (3.13) ��
����% �� �������� ����� �� 
��@���	 ����
-
���� �� ������=. :������� 1a  � (3.14) ��
����%
��	 ����������
��	��� � ���'�%
��	 ������= ��	 ��
����������� �������.

),1( mici �  — ���� ������� ���� ������������ ���� �����������
�������, 	��� �����
� � ���
�.

$����
���� ���������
� ������ (3.11)—(3.16) ��� (3.6)—(3.10)
���	��% � ���!������
� ���������
� 
����������� ����� <����-
����	 ����
����
�� �������� ��������� � ������ ������
������-

������ ��'���.

'���	��
#�� �
�
�����% �
�
�

0����
��	� �
�
	���� ������ ��!������� ��	 ���������, @�
������%
��	 
 �-����
��. ; ����@���� ���
������ ���'�=
�, @�
����% ��
���	 ���
����� 
������������ ���<���%�
��-��
��


ijaA � , �� ija  — ��
��
� ��������� �-�� ����
� �� ����
������	
������� ��������� j -�� ����
�. :���!���� ��
�'���
� �-�� ����
�
�!��'�=
� �� ������� ������ ��������= ),1( nidi � , ���
��
�
������� �������� ��������� �-�� ����
� ic .

:�
����
� ��
�������� ������� �!�	� ��������� ��'��� ����-

�, ��� 	���� �������
�%
��	 <�����	 ���� — ���� ������, @�
�
����% ������� ���������
�� ��� 
�������� ���������.
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(�
������ ),,( 1 nxxX ��  — ���
�� �������� ������
�,
),,( 1 nyyY ��  — ���
�� ��������� ������
�. ��' ���
����� X  �

Y  ����% 
�’	
��:

YXAX �� ,
�� XA  — ������
, @� �
����%
��	 �� ���'�����	.

���������-��
���
���� ������ ��% ����	�:
:�
����
� 0,)( 1 ���� � YdYAEX , @� �������
�=
� <���-

��= �
�

�
n

i
ii ycYF

1
)( .

7 — �������� ��
���	.

3.2. 	'3'*' !$&(0#)'5#8
"(,!:�(*!8 $,!<,'0( $#3$,(>0�&"'

����� ������������� ���!���, ��	 ��������	 	��� ��������

��
�������
� ������'���	 ��������, ��
���� 
���:

� ��
������	 ��������
��� ��������� 
� ����� ������, � 
���'
��
���
���	 �!�	��� ����!���
�� �� ������ �������
����� ������;

� ��
����� ��	���� ��
��������� 
� <��������� �������� 
�
������ ��	�����
�;

� ��
������	 ��
����� ���������� �� ����!���	 �!�������	 
�
���� �������
���=;

� ��
������	 ����, 	�� 
�!�
������
��� ���!������ (�!� ��-

��������) ������ ���!�
��;

� ��
������	 �!�	��� ��������'���	 ������� <��������� ��-
�
�� ��	 ��
��
�� ����!����� ��	�����
�;

� ��
������	 ����� �� 	���
� ��������� (������);
� ��
������	 ������ 
��� ���
����� ����
����� (���������,

��� �� ����!���� �������) �� ���������� �<��
�����
� ������%�-
�
�� 
�@�.

"���
���� ���
������ 
����� 
���: �����	�� 
 ���!�����
��

������������ �������� ������%��
�� 
� ��	���� ����!����� ��-
������, 
���
� 
��� ����!���� ��������, 	�� ! 
�!�
��������
�
������	 ������������� ���!�
�� ��� �����
���� ����
�������
���������.

��
�= ��
�’	
���	 ��%� 
����� % 
�����'���	 
 ���'��� ����-
�
���� ������
�� ����!����� �������� 
��� ������
�, 	��� 
���-
�����	% ����� ����!���
�� 
� ��
���
�% <�����= ���� [6], [12],
[14], [15].
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��
���
������ 
����� ��� ��
������	 ����!����� ��������
���
�
�, 	� �������, ��� ������� ��������:

� ������� <�����=, 	�� % <������
���%= ��
� ������
��
�’	
��;

� ���
��� �!��'���, 	�� ��
����% ���'��� �����
���� ����-
��
�� ����!����� ��������.

"� ������� <�����= ����!����� �������� � �������� �������-
�� ������
��� �!���%
��	 ������ �������
���� ���!�
��, �������-
���� ��� �����
���� ���%� ����
������� (
�������, ��������) ������-
���. M�� � 	���
� �������� <������ ��'�
� ���
���
� � ����
����
����: ����� (������� ��� �����
���� ���������), ��!����
��
�

� ���
�!������
� ����!���
��, � 
���' ����
����, 	�� �� ��=
�
���
������ ������: 	���
� ����
������� ���������, ���
�� ������-

� �����, 	��= ������% ����!���, 
� ����. >����� 
���, ��'�
�
��
��	��
��	 �� ����, � �������� �������� <������ ���������
(���. 
��� 9).

�!��'���	 
����� ����!��'�=
� ��'�����
� ������%��
��
(<����) @��� �������
���	 ��� <��
���� ����!���
��: �������-

���	 ����!����� ��
�'���
��, ��
��������� 
� 
������� �����-
���, � 
���' ��'� �!�	��� ����!���
�� 
����� 
 ����=��� �����-
���
�� ���� ��	�����
�, �!� ��������� ���� �� �����	
�� ���

�!��’	
���, ���!�����
� 
������������� �������, ����
 �� ���-
�����=, ���� �!��'���	, 	�� % ��
�������� ��� ��
������ 
� �!-
F���
������ ����!����� �������� ������%��
�� �� ������
���
������ ����.

"����� ��� ��
���
���= ����!����� �������� ������
��� ��-
'� !�
� ������= � ����� 
 
���� 
���� ���
������:

� 
����� ��� ��
�������� ��
����� ����!����� ��������;
� 
����� ��
������	 ��
�������� ��
��������
�� �������-


���	 
������������ �����!��;
� 
�����, � 	��� �������%
��	 ���
����% ����!���� ���'����-

�	 ���
��� ��������� ����
������� ���������.
*�
��	���� ���������� 
����� ����������.

'���	
����� 
������� ��
������% 
���
���

(�����%��
�� ��'� ����
���	
� n ��
��� ����� ���������, ��-
�����
���=�� ��	 ����� m ����� ��������. )������
� i-�� �������,
	�� ������%��
�� ��'� �������
�
� �� ����!���� ���'�����	 �
��������� �������, �� ������� ������@���
� bj �������
( mj ,1� ). :����� aij — ����� ��
��
 j-�� ������� ( mj ,1� ) �� ��-
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��!���
�� ������� i-�� ���������, � 
���' ���!�
�� Ci, �������-
��� ������%��
��� ��� �����
���� ������� i-�� ��������� ( ni ,1� ).
(�
��!�� 
���
� 
��� �������� �����
��� �!�	�� ����!���
��
��'���� 
 ����� ���������, ��� 	��� 
�������� ���������� ���!�-

�� ������%��
�� ��� �����
���� ��������� !��� ���!������. A�-
��� ix  — �!�	� ����!���
�� �-�� ��������� ( ni ,1� ). (�!���%��
7% ������, @� ���������% �<������������ ���!����.

"���
�:
0�ix , (3.17)

	�� � �!���
� G , @� ��
������ �������:

�
�

�
n

i
jiij bxa

1
, mj ,1� (3.18)

� �������
�=
� <�����=

�
�

�
n

i
ii xCZ

1
. (3.19)

������ (3.17)—(3.19) % 
�����= ��������� ������������	. :��-
��
� ' 
����'���, @� �� ��
�’	
�=
�, 	� �������, �� �� ���� ����!-
����� <��
����, � ���� �� 
�� �
 ���, 	�� % ��<���
���� � ���������
�!�	� ��'������ ����!������ ���'�����	 	��� � ��������� ����-
��� % �!��'����. U��� ����� ����!����� <��
����, 	�� ��'�� ��-
�����
�
� � ��������� ���!������ �������
�, 
� �� ��� ��
�’	
���� 
�-
���� (3.17)—(3.19) ��'�� �� ���������
�. #��� ����	 
�����'���	
��
�������� �!�	��� ����!���
�� ��������� **

2
*
1 ,...,, nxxx , ���!�����

�!�	�� �������
���	 �������� 
� �� ��
�������� ��
����� �!���-
�==
��	 
� �����
����� ��
��
 ��� �������� �� ������= ��'����

 ����� ���������. B�� ��
�� % ������= ��
������� ���������	, ��-
�� ��
��!� � ����!����� �������� ��
����=
��	 ��	��� ��!�
��
��
���� ��
���� ��
��
 �������� �� ���
�� �!�	��� ����!���
��.
"����'���, @� ��� ��!����� ������ (3.17)—(3.19) ��������%��, @�
����� % �����������, � 
��� ��	 ����
������ �� ������%��
�� ���-
�����	 
����� �����
���=. D�@� �	 ����� �� ��% ����	, 
� ���!�����
�������
� ������ (3.17)—(3.19) ����
������ �!��'���	�� @���
�����
���� ����������� ���������.

������� 3.1. ������ ��� ��
������� ������	
����
	�������.

J
 �������� ���� �����, 
����� 	��� �!��'��� 
� �
�����	
�
���������� 240 � 160 �������, ��'� !�
� ����
������ ��������	

���� �����: (1, (2 � (3.
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&�	 ����!���
�� ������� ��������� (1 ��
��!�� ��
��
�
� 5
��. �������� ������� 
��� 
� 2 ��. �������� ������� 
���; ��	
������� ��������� (2 — 3 ��. �������� ������� 
��� 
� 1 ��. ��-
������ ������� 
���; ��	 ������� ��������� (3 — 1 ��. ��������
������� 
��� 
� 2 ��. �������� ������� 
���. (��!�
�� ��� ���-
��
���� ������� ��������� ��'���� ���� �
�����
�, ���������� 20,
13 � 10 �������� �������.

A��!�����, �����	�� 
 ��	���� 
������ ��������, ��
����
�

��� �!�	�� ����!���
�� ��'���� 
 ����� ���������, ��� 	��� 
�-
������� ���!�
�� ��� �� �����
���� !��� ���!������. :������ ����

����� �������� � 
�!�. 3.1.

6�$
��� 3.1

:�
��
� �������� ��	 ����!���
�� ������� ���������
:��

��������
(1 (2 (3

"�����
��������

J 5 3 1 240

JJ 2 1 2 160

(��!�
�� 20 13 10

(�
������ ����
 '1, '2 
� '3 �������� �!�	�� ����!���
�� ���-
������ ���������� (1, (2 
� (3 � ��!���%�� ���������-
��
���
���� ������ 
�����.

: �!���
� G , @� ��
����%
��	 �������:
5'1 + 3'2 + '3 _ 240,
2'1 +'2 +2'3 _ 160,

"���
� '1 ` 0, '2 `0, '3 `0, ��� 	��� <�����	 ����
Z = 20'1 + 13'2 + 10'3 b max.

*�
�’	'��� �= 
����� ��������� ������������	 ��������-
��
���� (
�!�. 3.2). ��
�������= ����!����= ��������=, 	��
��
������ �� ��
���
��� ����� ��
�������� � 
�!�. 3.2, % 
���:

48,64,0 *
3

*
2

*
1 ��� xxx . ��
������� �������� 
�!�
����
� ������-

%��
�� ������������ ���������� ���!�
�� � ��
���� 1312* �Z
�������� �������.
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6�$
��� 3.2

20 13 10 0 0

A����
����� > �> b (1 (2 (3 (4 (5 c

(4 0 240 5 3 1 1 0 48*

(5 0 160 2 1 2 0 1 801

T 0 –20* –13 –10 0 0

(1 20 48 1 5
3

5
1

5
1 0 240

(5 0 64 0 5
1� 5

8
5

2� 1 40*2

T 960 0 –1 –6* 4 0

(1 20 40 1 8
5 0 8

2
8

1� 64*

(3 10 40 0 8
1� 1 8

2� 8
5 –3

T 1200 0 8
14� 0 8

20
8

30

(2 13 64 5
8 1 0 5

2
5

1�

(3 10 48 5
1 0 1 5

1� 5
34

T 1312 5
14 0 0 5

16
5

17

(���	 
�����'���	 ��
�’	
�� 
����� (��� ��
�������� ��
��-
��� ��������) �������� ��
����
� ����� ��'���� <��
��� ����!-
���
�� �� �
������� ��
�������� ��
�’	
��, 
�!
� �����
� ��-
<���
���
� <��
���� ����!���
��. &�	 ��������� �������
�-
��=
��	 �����
� ������.
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3.3. �"!8�&' )'3'*' &' $,'/&(*�+ "(/!,(�&'��%
3"!8�&(2 !5#�!/ " '�'6#)# +/!�!0#*�(2 $,!:6+0

&����
� 
����� ��'�� ��!�����
� 
� 
���� ������
���
(���. 3.1) [13].

�������
���	

����
��
� � ������
���
��� �!��'���

���<���%�

�������� <������

����� 
�����:

j-� �
������ 
 ���<���%�
��
��� ��������� � �!��'���	�

�-� �	��� 
 ���<���%�
��
��� ��������� � �!��'���	�

j-� �����’%��� 
�����

j-� 
����� ��
��% �!��'���	 �� 
���

�-� ��������
� ���� �

�-� �������������	
���� ������
�

������
���	

���<���%�
�
�������� <������

����
��
�
� ������ ���
��� �!��'���

j-� �	��� 
 ���<���%�
��
��� ��������� �!��'���	�

'�
��	� 
�����:

�-� �
������ 
 ���<���%�
��
��� ��������� � �!��'���	�

j-� ��������
� ���� �

j-� �������������	
% ������
�

�-� 
����� � 0

�-� 
�����
�� ��% �!��'���	 �� 
���

*��. 3.1.

(�
������ �����
� 
����� jy , mj ,1�  �, �������
���=�� ����-
����� ������
�, ��!���%�� �����
� 
����� �� 
����� (3.17)—
(3.19) (
����� (3.17)—(3.19) ��% ��
�� ��	�� 
�����).

�
�

�
m

j
ijij cya

1
, ni ,1� ; (3.20)

0�jy , mj ,1� ; (3.21)

�
�

��
m

j
jj ybyu

1
min)( . (3.22)
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"����� (3.20)—(3.22) % �����
�= �� 
����� (3.17)—(3.19).
��' ��	��= � �����
�= 
������� ����% ��'� ��'����� 
�’	-


��, 	��� <�����=%
��	 
�������� �����
��
�.
4 ������
. D�@� ��	�� � �����
� 
����� ��=
� �����
���

��
�’	
��, 
� ����% ),1(* nixi �  — ��
�������� ��
�’	
�� ��	���

�����, ),1(* mjy j �  — ��
�������� ��
�’	
�� �����
�� 
����� �

� �
� �

�
n

i

m

j
jjii ybxc

1 1

** .

44 ������
. A���� ),1(* nixi �  — ��
�’	
�� ��	��� 
�����,
),1(* mjy j �  — ��
�’	
�� ����������� �����
�� 
�����. B� ���

��
�’	
�� % ��
��������� 
��� � ���� 
���, ����

#
#
$

##
%

&

���

���

�

�

�

�

nicyax

mjbxay
m

j
ijiji

n

i
jiijj

,1,0)(

,1,0)(

1

**

1

**

. (3.23)

�
'�, 	�@� ��	�� 
����� ��% �!��'���	 ���� �
����� �����-
���
�, 
� ���������� 
����� �����
�� 
����� ��% ������� 
������	
(������=% ���=).

��
������� 
������	 
������ �����
�� 
����� ��
����=
��	 ��
��
����� ��������-
�!���� ��� ��
�’	
���� 
����� �������
���� �
��������=
� 
 ���<���%�
��� ��� ������� 
������ � T-�	���.

�
'�, 	�@� ��
������� 
������	 ��	��� 
������ �����
�� 
���-
�� ������=% ���=, 
� ����������� ������ (<��
�� ����!���
��)
��	 ��	��� 
����� �� % ��<���
���, !���� 
���, ��� �� ������
=
�������
���%
��	.

D�@� ��
������� 
������	 ��	��� 
������ �����
�� 
����� ��-
��
��, 
� ��� ������ % ��<���
��� ��	 ��	��� 
����� � 
!�������	
���� �������� �����
� ��'�����
� 
���
� ������ ��
��������
��
�’	
�� � �����@�
� 
������	 <������ ����.

&�	 
����� ��� ��
������� �������
���	 ��������, 	�� ��
-
��	��
� � ��������, ��
��������� �������� �������� % 
���:

5
17

,5
16 *

2
*
1 �� yy  (�������� �������), 
�!
� �!���� ���� ����-

���� �������
�����
���
��	 � ����!������ ������� ������
=,

��� % ��<���
����.

; ��
� 
!�������	 �� ������= ����!������ ���'�����	 ����-
���� ������� 
��� ���������� ���!�
�� ������%��
�� (
 �����-
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�����= �������%= ����!����� ��������) 
���
� �� 5
16  ��������

�������; 
!�������	 �� ������= ����!������ ���'�����	 ����-
���� ������� 
��� ��
����
� 
!�����
� ���!�
�� �� 5

17  �����-
��� �������.

" ��
����� � ������������� (3.23) ������
�, � ���= �����, @�
� �������, ���� ��
��� �������� ��
��
 �������� �� ������=
���������, �!�������� 
� ��
��������� �������� ��������

mjy j ,1,* � , ������@���
��� ���!�
�� ic  ��� �����
���� ������� �-
�� ���������, 
��� ��
�������� �!�	� ����!���
�� �

ix  ������=%
���=.

3.4. 	'3'*' $,! "()�'*+��% !$&(0'6@�(2
&+2�!6!<#*�(2 �$!�!:#" "(,!:�(5&"'

(�����
���, @� ������%��
�� ��'�:
L 
���	
� � ��
��� 
������������ �����!�� ����!���
��, � ��-

��� ��� �������
���� �������� �-�� 
������������� �����!�
),1( ni �  
 ��������= ��
��������
= (���������, ���
	��� ������

������� ��!����� ��	) !��� ���'�
� � ����� ��
��� ����!�����
�������� � �������
� ija  ������� ��'���� ���� ),1( mj � ; (	�@�

0�ija , 
� j-� ����!����� ������ � �-�� 
������������� �����!�
�� �������
���%
��	);

L ����
���	
� � ����� �������� ��������� � �������
� kib  ���-
���� ��������� ��'���� ���� pk ,1�  ��� ���������� �������-

���� �-�� �����!� (	�@� 0�kib , k-
� ��������	 
� �-� 
���������-
��� �����!�� �� ����
���	%
��	);

L ����������= ������= �������
���	 �-�� 
�������������
�����!� 
 ��������= ��
��������
= % ���!�
�� ��, ���������� ���
�����
���� ����������� �!�	��� ���%� ����
������� 
� ��� �����!��
�������� ���������, 	�� ��
�������� 	� ��
���	 ��' �������= ��-
�
��
= ��%� ��������� 
� ��
��
��� �� �� ����!���
�� (�������� ��
��'� ��
� �������� 
������	, �������� ���	� �
 ���!�
����=
��������%= ������ ������% ���!������
� � � ����
������ !�
���-
!�
����� �!� ����
� � 
!�
����� ���������) [22].

(�
��!��, �����	�� 
 �!��'��� @��� �!�	��� ����!����� ��-
������ 
� ���������� ���!������ �!�	��� ����!���
�� ���������

),1( pkbk � , 
���
� 
��� ��
��������
� '� �������
���	 ��'���� 




51


������������ �����!�� ),1( ni � , ��� 	��� �������� ���!�
�� ���
����!����� ��	�����
� !��� ������������.

"������� ���������-��
���
���� ������ 
����� ��
�����-
�	 ��
�������� ��
��������
�� �������
���	 
������������
�����!��.

"���
�

nidxd iii ,1,*0 ��� , (3.24)
	�� � �!���
� G, ��
������ �!��'���	��:

�
�

���
n

i
jiijj mjaxaa

1

*0 ,1, ; (3.25)

�
�

��
n

i
kiki pkbxb

1
,1, ; (3.26)

�������
�=
� <�����= ����

�
�

�
n

i
ii xcZ

1
. (3.27)

: ������ (3.24) — (3.27) ' (*0 , jj aa  % �����'�� ��'����� �!�	���
�������
���	 j ����!����� �������� � 
mj ,1� ; ' (*0 , ii dd  % �!��-
'���	 @��� ������
���� ��
��������
�� �������
���	 ��'����
�-�� 
������������� �����!� � 
ni ,1� .

" �������
���	� ��
���� ��
���� ��
��
 �������� 
)( mnijaA

)
�


� ��
���� ������
�����
�� � 
npkibB
)

�  ������ (3.24)—(3.27)
��'�� ����
� � ���
����-��
������ <����:

*0 dxd �� ; ( 42.3 � )

*0 axAa �� ; ( 52.3 � )

bxB � ; ( 62.3 � )

� 
 max, �� xcZ ; ( 72.3 � )

��: T
maaa ),...,( 00

1
0
� , T

maaa ),...,( **
1

*
� , T

pbbb ),...,( 1� , )1,...,( nccc � ,
T

nddd ),...,( 00
1

0
�  � T

nddd ),...,( **
1

*
�  — ���
��� (���������� �
�����-
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�� � �	���) ��
������� 
������ � 
Tnxxx ,...,1�  — ���
��-�
������
���������; (·,·) — �������	 ����	����� ��!�
�� ���� ���
���� ��-
������� ��
������
�.

������� 3.2. (�����%��
�� «���	��� ��������» ��'� ����-

���	
� ����
��� ���� 
���� )1, )2 
� 
����� 
�������������
�����!���: #1, #2, � #3. (�� �������
���� 
 ��������= ��
�����-
���
= (���
	��� ����%� ��!�) 
������������� �����!� #1 !��� ��-
��
������ 20 
��� ����
��� )1 � 15 
��� ����
��� )2. �����!��
#2 
� ���� ��!� !��� ����
������ 30 
��� ����
��� )1 
� 20 
��� —
����
��� )2; �����!�� #3 
� ��!� — 50 
��� ����
��� )1 � 25

��� ����
��� )2.

�������� <��
���� ����!���
�� % ��� — �� �������� ���	��
�� 30 ��!���� ���� (��!), ������� ��������� ��'� !�
� 
���	���
���� ���� 
 
������������ �����!��.

(��!�
�� ������%��
�� ��� �����
���� ����%� 
���� ����
���
)1 ������=% 100 ���, )2 — 150 ���. ����� ����� ������, @� ���-

	��� ���	�	 ������%��
�� !��� ���
������ ��	 ����!������
���'�����	 1200 
��� ������, ������� 
������������ �����!��
#1 
� ���� ��!� ������!�	%
��	 30 
��� ������, �����!�� #2 —
42 
����, � �����!�� #3 — 60 
���.

(�
��!�� ��
����
� ��
��������
� �������
���	 ��'���� 


������������ �����!�� 
� �!�	� ����!���
�� ����
��� ��'����

��� �� �������� ���	��, ��� 	��� 
�������� ���!�
�� ������-
%��
�� !��� ������������.

(�
������ ����
 '1, '2 
� '3 ��
��������
� �������
���	 ��-
'���� 
 
������������ �����!�� — 
�!
� �������
� ��!����
����, �������' 	��� !��� 
���	��� ����������� 
������������
�����! #1, #2 �!� #3, � ��!���%�� ���������-��
���
���� ��-
���� 
�����:

: �!���
� G, @� ��
����%
��	 �!��'���	��:
30'1 + 42'2 + 60'3 = 1200,

'1 + '2 + '3 = 30,

���
� '� ` 0, 3,1�i ,
��� 	��� <�����	

Z = 100 (20'1 + 30'2 + 50'3) + 150 (15'1 + 20'2 + 25'3) b max

(����� ��
�’	
�����	 ��%� 
����� ��������-��
���� 
 ������-
�
���	� ��
��� �
������ !�
��� ����
��� � 
�!�. 3.3.
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6�$
��� 3.3

4250 6000 8750 –� –�

> �> b '1 '2 '3 '4 '5 c

'4 –� 1200 30 42 60 1 0 20

'5 –� 30 1 1 1 0 1 30

T –1230 � –31 � –
–4250

–43 � –
 –6000

–61 �  –
–8750 0 0

'3 8750 20 2
1

60
42 1 60

1 0 40

'5 –� 10 2
1

60
18 0 60

1� 1 20

T –10� +
+17 500 2

1� � +
+ 125

60
18�  �+
+ 125

0 6
875  +

+ 60
61 �

0

'3 8750 10 0 60
24 1 30

1 –1 —

'1 4250 20 1 30
18 0 30

1� 2 —

T 172 500 0 50 0 150 + � –250 +
+ �

�
'�, ��
�������� ��
�’	
�� 
����� ��� ��
������	 ��
�����-
���
� �������
���	 
������������ �����!�� ����!���
�� ����
�-
�� 
����: 20,10 13 �� �� xx . B� �
����%, @� ���
	��� ���	�	 
����-
�������� �����! #1 ��
��!�� 
���	
� �������' 20 ��!���� ����, �
�����! #3 — �������' 10 ����;

#������������ �����! #2 
���=��
� ����������. "� ��� ����
�!�	� ����!���
�� ����
��� )1 ������=��
���: 20 · 20 + 50 · 10 =
= 900 (
���), )2: 15 · 20 + 25 · 10 = 550 (
���). (��!�
�� ������-
%��
�� «���	��� ��������» ��� �����
���� ������ ����
��������
����
��� ������%: ��z  100 · 900 + 150 · 550 = 172 500 (���).

; �������� ������ �� �!��'��� ��
��	��
�� 
����� ��� ��
��-
����	 ��
�������� ��
��������
�� �������
���	 
������������
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�����!�� ����
����, ��'����, ������
��	 
�����
� 
�� 
���� ���-
���
��� !�������� �!��'���	, @�! �������
� �����'�� ������-
��=, 	�� ����
���	%
��	 
� ������ 
������������� �����!��� 
�,
�� ������� ��� ��������, ���	����%
��	 �� ��� �����
���=, � ��
���
����% ���'�����	 — ��	 
�!�
������	 <������������	 ��-
��� 
������������ �����!��. )��� ����� �����'��� ��������� !�-
��
�, ��'�� 
��
�������
� ���������� ������, ��
�������� ���� ��

���� �������.

3.5. �$&(0#)'5#% "(,!:�(*!8 $,!<,'0(
) 9,'29"'��%0 "�9&,#-�@!<! �$!B("'��%

*'�&(�( "(<!&!"6+�!8 $,!39/5#8

>���
� ����!����� ���
�� ���
��� ����
������� ��������� ��-
�����
���=
� ��	 ���
�������� ����!������ ���'�����	. ; 
�-
��� �������� ���� �!�	� ����
������� ��������� (������� ������)
x  ��
����%
��	 �� ��� ��������: ������� ���'�����	 y  
� ���
-

����% ���'�����	 )( yx � . (; ��������� ��
������	� x  
� y  —
�� �-������� ���
��� �
�������, �� � — �������
� ��
��� �����
��������� (������), � ��'��� �-� ��������
 ��� ���
���� � 
ni ,1�
�����
���
�% �!�	�� ������
���� �-�� ���� ��������� (������� �!�
��������).

A���� ija  — �������
� j -�� ���������, 	�� ��
��!�� ��	 ����-

������	 ������� �-�� ���������, 

� 
nnijaA
)

�  — ��
���	, ��������

 ��� �����
���� (��
���	 ��	��� ��
��
). #��� �!�	�� ���
���-
����� ����!������ ���'�����	 ��������� � 
yx �  ���������
���
�
!���������� ����	��=: xAyx �� , � ������ «��
��
� — ��-
����»�, 	�� ��
����% 
�’	
�� ��' �������� 
� ��������� �!�	����
����!���
��, ��
��� ����	�:

yxAx �� .
:��'�
�����, @� ����!����� ������ ��
��!�% �������
���	

� ����� ��
��� ����!����� ��������. A����
��� ����!������
���'�����	 j-�� ������� �� ����
������	 ������� �-�� ���������
��
������ ����
 � 
nimjbij ,1,,1 �� , � ��
���= ��� �����
���� —

                   
� ������ «��
��
� — ������» ������ 
������������ :. E���
�%��� � 1920—

1923 ��. @��� 
���� ����������������� ���������	.
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����
 
� 
mnijbB

)
� , ������
� ��
���� 8 ���'�
����� ��������, ��-

��
 b  ��
������ ���
��-�
������ ��������� ��' �������
���	
����!����� ��������, � ����
 c  — ���
��-�	��� ��
���� ���!�
-
��� ��� �����
���� �������� ���������.

; ��������� ��
������	� 
����� ��
������	 ����!����� ���-
����� ��!���% � ��
������ <���� 
����� 
����� ����	��:

:�
����
�

,0,0 �� yx (3.28)
@� ����'�
� �!���
� G, ��
������� �������

yxAx �� , (3.29)

bxB � (3.30)
� �������
�=
� <�����= ����

� 
ycZ ,� . (3.31)
�!��'���	 (3.29) �������=
� ���
����% ����!���� ���'�-

����	 ���
��� ��������� ����
������� ��������� 
����� 
 �����-

����� ��	��� ��
��
 (3.30) �������=
� ��'� ����!������ ���-
'�����	 �������� 
����� 
 �����
����� ��
���� ��
��
 ��������
���!����� �������
���
� 
�������� ���!�
�� ��� �����
���� ���-
����� ���������, 
�!
� <�����= (3.31).

D�@� ��
���	 ��	��� ��
��
 ( % �� �����'���=, �������
�
��������� 
����� (3.28)—(3.31) ��'�� �����
�
� ��	��� ����-
����	 ���
��� x  �
 !���������� ����	��	 «��
��
� — ������»,
��	 ����� ������ x  � ����	�� � 
 yAEx 1��� , 
��� ������ (3.28)—
(3.31) ��!���% ����	��:

0�y ,

� 
 byAEB �� �1 ,

� 
 01 �� � yAE ,

� 
 max, �� ycZ ,
������� ��	 ������
����� ��
���� ��	��� ��
��
 ( �!��'���	
� 
 01 �� � yAE  ��	��	%
��	 ����������� ����
 �����’%����
� ����
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��������
�� ��
���� ������ ��
��
 � 
 1�� AE , @� % ��
��������=
����
����
= ������
�����
� ��
���� ��	��� ��
��
 (.

3.6. �,!:6+0' !$&(0#)'5#8
,+�&':+6@�!�&# $#3$,(>0�&"'

(��	� 
 ����
������ ������ 
� ���!�
�� ��'����= �����
���-
�
���= ����������� ��	�����
� ��!’%�
� ��������=����	 % ���
�-
!������
�. B�� ����
��� �!����=%
��	 	� ���������	 ���!�
�� ��
����!����� ��
��
, 
�!
� �� 
�������� ��!����
��
� ����!���
��.

������� 3.3. A���� ��%�� 
��� 
������-���������� ����
��-
�� ������� ����!���
�� ��������� (
�!�. 3.4).

6�$
��� 3.4

:�� ���������
(���
���

(1 (2 (3

(����
��

B��� �����
����, ��� 10 12 15

��!����
��
� ����!��-
�
�� ������� ������-
���, ���

6 7 8

1. *��
�!������
� — ��
���������	 ���!�
�� ��

�������� ��!����
��
�

(�
��� ��
��
� ����!-
����� ��������:
*1
*2

3
2

2
1

4
3

2. �!�	�� ����!������
���'�����	 ��������:
*1 — 150 ��.
*2 — 100 ��.

A��!����� ��
����
� ����!���� ��������, @� �������
�% ��-
�
�!������
� 
� ������ 
�!�. 3.4.

(�!���%�� ���������� ���������-��
���
���� ������.
:�
����
�

3,1,0 �� ixi ,

@� ����'�
� �!���
� G , 	�� ��
����%
��	 �������:

10032
,150423

321

321

���
���

xxx
xxx
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� �������
�=
� <�����= ���
�!������
�
� 
 � 
 � 
 max

876
815712610

321

321 �
��

�����
�

xxx
xxxR ,

�� ix  — �!�	� ����!���
�� 
� �����
���� i -�� ��������� � 
3,1�i .
�!��'���	 ��������� 
����� % ��������, ���
� ������� <���-

��	 % ���!���-�������= �������� 
������ 321 ,, xxx . "��
���%�� ��	
�� ��
�’	
�����	 ��
�� ���!���-��������� ������������	 (��
-
��� 2.2).

(�-�����, 
’	��%�� ��'� ��������, @� ����'�
� 
��������� ��
���'��� �����
���� ������, ��	 ����� ��
�’	'��� ��� 
�����, �
����:

#
#
$

##
%

&

�
���
���

����

.0,,
,10032

,150423
min;!)max,)a876

321

321

321

321

xxx
xxx

xxx
xxxU

�!����� !�
�� > = * +., 21 AA  ��%��: ,01
12
23det ����B

,
32
21

12
23 1

1
,-
.

/0
1

�
�

�,-
.

/0
1�

�
�B

�
'� ,-
.

�/0
1�,-

.
/0
1

,-
.

/0
1

�
�

��

110
201

0
50

312
423

100
150

32
211AB .

&�	 ��
�’	
�����	 
����� 
 �������= <�����%= !), 
�!
�
min876 321 ���� xxxU . �������� ��������-
�!���= 3.5, 	��

���������% !�
��� * +2,1 AA :

6�$
��� 3.5

6 7 8

0 �0 b (1 (2 (3 c

(1 6 50 1 0 2* 25

(2 7 0 0 1 –1 —

T 300 0 0 –3
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:�� T-������ ������
��, 
��� 300min ��U .
*�
��	���� 
����� 
 �������= <�����%=, @� ��	��% �� ���-

������,

max876 321 ���� xxxU .

"����� 
 ���������= ��������-��
��� �� ����� ���
��� (1 ���-
���� � !�
�� ���
�� (3. �
����%�� ���� ��������-
�!���= 3.6.

6�$
��� 3.6

6 7 8

> �> b (1 (2 (3 ;

(3 8 25 2
1 0 1

(2 7 25 2
1 1 0

T 375 2
3 0 0

:�� T-������ �����’%���, 
��� .375max ��U
�
'�, <�����	, @� ����'�
� 
��������� "&E(, ����
�� 
�

�!��'��� 
����� �� ���'��� �����
���� ������. (�������� ���
"&E( �� "E(. ������%�� ������'�� "E(.

"���
� 4,1,0 �� iyi , @� ����'�
� �!���
� G, @� ��
������ �!-
��'���	��:

,1876
,010032

,0150423

321

4321

4321

���
����
����

yyy
yyyy

yyyy

� �������
�=
� <�����= .321 754 yyyR ��� .
&�	 !�
��� 0 =* +4,21, AAA  ��%��:

,
,

-

.

/
/

0

1
�
�

�
076

10012
15023

B , det B = 0 – 1200 – 2100 +

+ 900 + 2100 – 0 = –300 � 0,
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,
,
,

-

.

/
/
/

0

1

,
,
,

-

.

/
/
/

0

1
�

���
��

�
�

�
��

�
��

198
0900600

501050700

300
1

1050
99001050

8600700

300
11

T

B ,

' (

.
1100

100
0110
02

501

300
1
0

6
1

0876
100312
150423

1
0
0

198
0900600
501050700

300
11

,
,
,
,

-

.

/
/
/
/

0

1

�

�
,
,
,

-

.

/
/
/

0

1
)

,
,
,

-

.

/
/
/

0

1
�

�

�
�

�
�

�
� AbB

&�	 ��
�’	
�����	 ������'��� "E( �������� ��������-
�!-
���= 3.7 
� 
��
���%�� ��������-��
��.

6�$
��� 3.7

4 5 7 0

> �: b (1 (2 (3 (4 c

(1 4 6
1 1 0 2

5 0 �15
1

(2 5 0 0 1 –1 0 —

(4 0 300
1 0 0 600

1 1 —

T 3
2 0 0 –2* 0

(3 7 15
1

5
2 0 1 0

(2 5 15
1

5
2 1 0 0

(4 0 1500
4

500
2 0 0 1

T 5
4

5
4 0 0 0
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*�
�’	
�� ������'��� "E(:

�
�
�

�
�
 �

�

1500
4,

15
1,

15
1,0y . (������������	, @� 0

375
1

1500
4

4 ���y .

*�
�’	
�� �y  ���������% .5
4��R

�
'�, ��
�’	
�� �������� "&E(:

5
4

375
300,375,300

,25,25,0 321

1500
4

15
1

�����

����

�
�
��

�
 

�
�
��

�
 

�
�
��

�
 �

�
��

�
 

�

�

���

���

xU

xf
RxUxf

xxx

.

/
��
��		
 '��� ��!�’
!��
		
 !
�
� �������-��	��	��� ���-
��
���
		
:

1) D�@� ���'��� & ���
�
� 
��� �����, � 	��� <�����	 � 
xU

����
���=%
��	 �� ����, 
��� ���!���-������� <�����	 � 

� 
xU
xfz �  ��
-

��	��%
��	 ���� �� ������'��� &0 ���'��� &, �� ������� <���-
��	 % ��
������=: &0 = � 
 +* .0�	 xUXx

(�����
���, @� <�����	 � 
xU  �� ��'� ��!���
� �� ���'��� &
���’%���� 
������, 
�!
�

� 
 0�xU  ��	 ���� .Xx	

�!����� ��� ��������� ����� 0
)()(

, Xxx 	
���

. (���	 �������� ���
"&E( �� ������'��� 
����� ��������� ������������	 ��
�����
���������=:

).()()()(
)()()()( ������

�2� yzyzxzxz

B� �
����%, @� � ��
� ��������	 ��
��������� ����� 
�

y  ����-
��'��� "E(, 	��� 
��������	% �����: 01�

�
�ny , ���� 

�
x , @� �����-

����% ����� 
�

y , �������
�% ���!���-������� <�����= �� ���'���
&0. #�!
� �<��� 
��
�������	 ������'��� "&E( ��@� ��
���=-
%
��	.
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������� 3.4. *�
�’	
�
� 
�����, 	��� ���������% ���
����
���������-��
���
���� ������.

:�
����
� ,3,1,0 �� ixi

	�� � �!���
� G , @� ��
������ �!��'���	��:

,824
,1232

321

321

���
���

xxx
xxx

�������
�=
� <�����= 
321

321

34
25

xxx
xxxz

��
��

� .

:���=���� � 
3,1�ixi , � 	��� <�����	 321 34 xxx ��  ����
���=-
%
��	 �� ���� /
� �!��'��� �����’%����
� ��'��� �
 
������ ��
���!���
���
��	 ���� � 
���� (0, 0, 0)/.

:������ ���� 
�����:

321
4

321 34
1;3,2,1,

34 xxx
yi

xxx
xy i

i ��
��

��
�


� ��
��	���� ������'�� "E(: ��
����
� 4,1,0 �� iyi , 	�� � �!-
���
� G , @� ��
����%
��	 �!��'���	��:

,134
,824
,1232

321

4321

4321

���
���
���

yyy
yyyy
yyyy

�������
�=
� <�����= 321 25 yyyz ��� .
"������� 
����� � ���������� <���� � ��!���%�� %-
�����:

,7,1,0
,134

,0824
,01232

max,25

7321

64321

5421

7321

��
����

�����
�����
�����

iy
yyyy

yyyyy
yyyyy

Myyyyz

i

�� % � 0 — ����
� ������ �����.
��������-��
���� 
������� ��
�������� ��
�’	
�� ��%� 
�����:

,12
1,0,024

1,0,12
3 *

6
*
5

*
4

*
3

*
2

*
1 ������� yyyyyy

0*
7 �y  (�
���� 
�����).



62

�������� 0*
4�y , �!����=%�� ��
�’	
�� �������� "&E(:

,0,6
24

1
12

3
*
3

*
2

*
1 ���� xxx  ���� ���������% 4

5* �z .

2) A�������� ������ 
������	 "&E( �� ������'��� "E( ��'�
�������
�����
���, 	�@� ������� <�����	 "&E( ��% ����	�:

,

1
0

1
0

�

�

�

�

�

�
� n

i
ii

n

i
ii

xdd

xcc
z (3.32)

�� �0 � d0 — 
����� �����, 
�!
� ��%�� �
��������� ���!���-
������� <�����=.

U�! �����
� �� �'� ��
��	��
��� �������, ������� �� "&E(
���� 
����� '0 
 ����
����� �!��'���	�

'0 = 1. (3.33)

#��� ������� <�����	 (3.32) ��!���% ����	��:

,

1
00

1
00

�

�

�

�

�

�
� n

i
ii

n

i
ii

xdxd

xcxc
z

����	 ���� ��'�� ��������
� ������'���	 ����� "&E( 
 (� + 1)

������� 
� ��������
� �� ����������� ������'��� "E(.

:������
���=�� <������ (2.17), ��
����%�� 
����� ������'-
��� "E(:

.1

,,1,

,

1
00

1

1
00

1
00

0
0

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�
�

�

�
�

n

i
ii

n

n

i
ii

i
i

n

i
ii

xdxd
y

ni
xdxd

xy

xdxd

xy
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���
��� �!��'��� ������'��� "E( ���
�
���:
1) ����� �!��'���, @� �������=
� 
 �!��'��� ��������

"&E(:

�
�

� ��
n

i
njiij mjybya

1
1 ;,1,

2) ����
���� �!��'���	, 	�� ���’	
��� 
 <�����%=, @� ����-
'�
� 
��������� �������� <������ "&E(:

�
�

��
n

i
ii ydyd

1
00 ;1

3) �!��'���	, @� ��
����%
��	 ������= (3.33):

10 �� nyy .

��
���% ������
� ��� 
�, @� 
����� �0 � ������'�� "E( ��'-
�� �� ������
�. �
'� ������� ��� "&E( 
 �������= <�����%=
(3.32) 
�����=%
��	 �� "E( ����:
��
����
� 1,1,0 ��� niyi , (3.34)
	�� ����'�
� �!���
� G, @� ��
����%
��	 �������:

�
�

� ��
n

i
njiij mjybya

1
1 ,,1, (3.35)

�
�

� ��
n

i
iin ydyd

1
10 ,1 (3.36)


� �������
�=
� <�����=

�
�

� ��
n

i
iin ycycz

1
10 . (3.37)

*�
�’	
�� "E( (3.34)—(3.37), 
� ��������	� ����� 01 ��
�ny ,

��
����% ��
�’	
�� �������� "&E( 
 �������= <�����%= (3.32) 
�
��������:

#
#
$

##
%

&

��

��

�
�

��
�

�

�
�

�
�

n

i
iin

n

i
i

ycycz

ni
y
yx

1
10

1

.

,,1,
(3.38)

&�	 �!�������	 z* ��'�� ������
�
��	 � <������= (3.32),
	�@� ������
� �� ii xx  ��	 ���� ni ,1� .
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������� 3.5. :�
����
� '1, @� 
��������	% �����: 3 _ '1 _ 4

� �������
�% <�����=

.
27

5

1

1

x
xz

�
�

�

;�� ���������� �������� ��� ��%� "&E( �� "E( ��������:
���'��� �����
���� ��
�’	
��� % �����
�� [3, 4], 
�!
� ������'-
�	, <�����	 7 + 2'1 ����
�� ��� ���'���. &�����'�� "E( ��% ��-
��	�:

D�@� 
.127

,43
,max5

12

212

12

��
��

���

yy
yyy

yyz

&�	 ��
�’	
�����	 ������'��� "E( 
��
�����%�� ���<�����
��
�� (���. 3.2).

2�1 + 7�2 = 1 �1

z3
25
1

7
1

2
1

�2

#���� ��
�����
�1 � 3�2

�1 � 4�2

A

8

z = 0

*��. 3.2.

���'���= �����
���� ������ ������'��� "E( % �����
�� [M,
:] ��	��� 2�1 +7�2 = 1, 	��� ���
���%
��	 ��� ��%� ��	��� ����
�-
��� �� ������	�� �1 = 3�2 (
���� M 
� �1 = 4�2 (
���� :). B����-
�� <�����	 ��% ����������� 
������	 13

8��z  � 
���� M

� 
83
1;13

3
21 �� AA yy .

�������� 02 ��y , ��
�’	
��� "&E( % 3
2

1
1 �� �

�
�

y
yx , ���� �������-

��% 
13
8

67
35

�
�
�

��z .
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3.7. �$&(0#)'5#7�# )'3'*# &,'��$!,&�!<! &($9

:�����= ��������= �<��
�����
� ����������� ��	�����
� %
����������� ������
���	 ��������, ��
�������, ��
���� ���������

�@�. (�� ��	����
� ��������� ���
���������� 
� ��������� ���-
'������ 
��'�� ����=
� ���
����
���� ����� 
���������	 ���'�-
����� 
� ���
����������� ���������. B� ����� ��
�	
��	 ��
��
�-
��, ���’	
����� �
 ������
���	� ��������� ��� ���
���������� ��
���'������. �
'�, ���
�% 
����� ��� 
�����'���	 
����� ���-
�� ������
��� ���������, 
� 	���� 
������� 
�������
�� ��
��
�
!��� ! ����������. #��� 
����� 
� �� ��
���
���� ������ ����-
�� !��� �<����������� � 1941 �. K. $������� � ���� �
�

�
«Distribution of a Produ�t From Several Sources to Numerous
Localities».

" ����� �<��� 
��
�������	 
�������
��� ������ ��
���=%
�-
�	, � ���� ������ ���������=%
��	 
� ��
����%
��	 
 ������ ��-
���	��, ��������� 
 �����	�� �<��� ����!���
��.

z��
��	, ���������, ��� !���
��
���� 
�������
�� 
�����, ����
��������	 ��� ���
���������� �� ���'������ �������
���
��	 ��-
��
 ��	�� �����'�� ����
�; ��� ����!����-
�������
�� 
�����;

����� ���������	 ��
��
�� 
� ��
��@���	 ������%��
� 
�@�.

3.7.1. ���	���� 
���	���
�� ������

�
�	��
�!� 
�����. &�	��� ���������� ������
 (���
�'),
	��� 
������'��� � � ���
����������, �� �� ������� � ��'����

),1( mi � , ��
��!��� � ���'������ � �������
� �� ���� 	� jb  ���-
���� � 
nj ,1� . :����� ���
��
� ������
���	 ������� ���
�'� ��� �-��
���
��������� �� j -�� ���'����� � 
njmicij ,1;,1 �� . (�
��!��

���
� 
���� ���� ������
��� ��������� ��� ���
���������� ��
���'������, ��� 	���� 
������� ��
��
� z �� 
�������
�����	 ��-
�
�'�� !��� ! ������������ [6], [12], [19].

(�
������ ����
 ijx  �!�	� ������
��� ��������� ��� �-�� ���
�-
�������� �� j-�� ���'����� � 
njmi ,1;,1 ��  � 
������� �������-
��-��
���
���� ������ �<������������ 
�����.

"���
�

,,1,,1,0 njmixij ��� (3.39)
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@� ����'�
� �!���
� G, ��
������� �������:

�
�

��
n

j
iij miax

1
,1, ; (3.40)

�
�

��
m

i
jij njbx

1
, ,1 (3.41)

� ������
�=
� ������� ��
��
� �� ������
���	 ���������

��
� �

�
m

i

n

j
ijij xcz

1 1
. (3.42)

;���� (3.39) �
����=
�, @� 
�������� �!�	� ���������, @� ��-
��
�
��	 ��� �-�� ���
���������, �� ������@�% ��	����
� � �����
���������; ����� (3.41) �
����=
�, @� �!�	� ���
�����	 ������-
��� ��'���� ���'������� ��
����%
��	 ���� ��
��!��� [6], [25].

������ (3.39) — (3.42) ��% ��
�� ��
���	�� ��
	�����	��
!
�
��.

(��� ������
��� 
� 
nmijxx

)
� 00  ��
���=
� �����
����, 	�@� ���


��������	% ��� �!��'���	 (3.39)—(3.41). &����
���� ��
�’	
��
% ��
��������, 	�@� ��� ������
�% <�����= (3.42).

#�������
�� 
����� ��
���=
� 
�����
�=, 	�@� ������%
��	
�����

� �
� �

�
m

i

n

j
ji ba

1 1
. (3.43)

; 
����� ������� ��� ���'����� ������
= �
����=
� ���!-
����� �������
� ���������, � ��� ���
��������� �����
�=
� ��=
��	��� � ��� ��������=.

D�@� � �
� �

�
m

i

n

j
ji ba

1 1
, 
�!
� ���
��������� ��=
� !����� ���������

��' ������� ��
��!� � ���, 
��� ���!����� ����
� � + 1 <��
����-

�� ���'�����, 	���� ��!�
� ���!����� � �
� �

� ��
m

i

n

j
jin bab

1 1
1  ���������,

��� ��
��
� �� ������
���	 �� ����� ��� ���� ���
���������� ��-
����==
� ������ ),1,0( 1, mic ni ��� , ����	 ���� ����� (3.43) ����-
��%
��	, ���
� ���
�� ��������� � ��	��� ���
���������� 
�����-
%
��	 ����	 ��������	 
�	��� �� ������
���	.

D�@� ��
��

4
n

j
ji

m

i
ba

11
, 
�!
� ���
��������� ��=
� ����� ������-

���, ��' 
��������	 �� ���, ���!����� ����
� <��
������ � + 1 ��-
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�
���������, 	��� ��!�
� ��% � �
� �

� ��
n

j

m

i
ijm aba

1 1
1  ���������, ��
��
�

�� ������
���	 	��� �� ���� ���'������ ������==
� ������
� 
njc jm ,1,0,1 ��� .

M�� ��
��!� ��	��� ���'������ � ����� ������� �� !���
�
������
= 
���������. �
'�, �������� 
�������
�� 
����� 
��'��
��% ��
�’	
��.

*�
�’	
�����	 
�������
��� 
����� 
�����=%
��	, ���������,

� ��
���� ��
��������; 	�@� ��
������� ������%
��	 �� (), 
�
��'�� �������
�
� ����
 «(���� ������	» Excel.

������� 3.6. :���!���� �!’%�����	 «M�
�C�
» ��% � ���%��
������ 
�� ������%��
��, ����!���� ��
�'���
� 	��� @��� ����-
��� ��
���!���� ������=% ���������� 4000, 3000 � 5000 �������.
A� �= ��������= % 
�	��� 
 ���� �!���
��. (�
��!� �
�����	
�,
����������, 4700 � 6500 ��
���!����.

:��
��
� 
�������
�����	 ������ ��
���!��	 ��� ��'����

 ������%��
� �� ������������ �!������� ���
�� �������� �

�!�. 3.8.

6�$
��� 3.8

�!������ ���
�
(�����%��
��

@1 @2

(1 700 400

(2 200 300

(3 100 200

(�
��!�� 
���
� 
���� ���� 
���������	 �!���
�� 
� ������-
%��
����, @�! 
������� ��
��
� �� 
�������
�����	 ���� ��
���-
!���� !��� ������������.

"������� �����
�� 
������� ����!���� ��
�'���
� �!’%����-
�	: 4000 + 3000 + 5000 = 12 000 (��
���!����). "�	����� ��
��!�
�!���
�� @��� ��%� ��������� �
�����
�: 4700 + 6500 = 11 200
(��
���!����). �
'�, 
�	��� ��'�
� !�
� �������� ������
=, ��

��� ' @� 800 ��
���!���� ����!���� �!’%�����	 
��'� ����
�-
��
� ��	 �����
���� � ����� �!���
	�, ��	 ������
� �!� �
������	

����� ���������, 	�� ��'�� !��� 
����� �����
���
�.
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(�����@���	 
�������� ����!����� ��
�'���
� �!’%�����	 ����-
��	�� 
 ��
��!�= @��� ��������� 
 !��� ���� ���'������ �
����%,
@� 
����� ��
��������� 
���������	 �!���
�� 
� ������%��
���� %
������
�=. U�! �����
� �� 
����
�� 
�����, ������� <��
������

��
���� ���'����� 
 ��
��!�= 800 ��
���!����. :��'�=�� ��
���
���
��
� 
�������
�����	 ��
���!���� �� <��
������ ���'����� 
�-
��=, @� ������=% ���=, �������� �� 
����
�� 
�������
��� 
�����.

*�
��	���� ���� ��
����=, ���� ���	� 
 ����=���� ����� 
�-
�������	�� �� ���
���� ��
���!���� ������� � 
��
% 
�������-
�	 — �� ���
���� 3500 ��
���!���� �� 
��
��� �!���
�. :�
��
� ��

�������
�����	 ������ ��
���!��	 � ����� ����	�� 
���: ���
������� ������%��
�� — 500 �������� �������, ��� ������� —
400 � ��� 
��
���� — 100 �������� �������.

; ����� ��
����� ����!����� ��
�'���
�� �!’%�����	 �'� ��
���
���%, @�! � ��
������ ������� ������
� ��� 
��������	 ��-
����
=. #���, 	�@� ������ ��� 100-������
�� 
���������	 
���-
�����	 ��'��� �!���
� � ��
������ ������� !��� �!��’	
����=, 
�

����� !��� ����
�’	
�����.

&�	 ��
�’	
�����	 
����� ���� ����
� <��
������ ���
���������,
����!���� ��
�'���
� 	���� ������=% 2700 ��
���!���� � ���������%
�������� �������
���� ��������� ����
 �� ��<���
, ���'�=�� ���-

��
� 
�������
�����	 �� ���� �!���
�� ��� <��
������ ���
�����-
���� �����= ���=, �������� �� 
����
�� 
�������
��� 
�����.

3.7.2. ����’�������� ���!�
����"

���	���
��" ������

D�@� ������
���	 ��������� ������%
��	 �� !�
���������� ���
���
��������� �� ���'�����, � ����
 ��	�� �����'�� ����
�
(���. 3.3), 
� 
��
�����%
��	 �����
���� 
�������
�� 
�����*.

(�
������ ����
 ),1,,1()1( pkmixik ��  �!�	� ������
��� ������-
��� ��� �-�� ������%��
�� ���
��������� �� k-�� �����'���� ����-

�; ),1,,1()2( pknjxkj ��  �!�	� ������
��� ��������� ��� k-�� ���-
��'���� ����
� �� j-�� ���'����� � 
������� ���������-
��
���
���� ������ 
�����.

"���
�

pknjmixx kjik ,1,,1,,10,0 )2()1( ����� , (3.44)
                   

* H���
� 8. �. ������
� ��������� ������������� ���������, ����������� ��������-
����	: A���. ����!���. — ).: J�&�, 1995. — 400 �.
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@� ����'�
� �!���
� G, ��
������� �������:

�
�

��
p

k
iik miax

1

)1( ,1, , (3.45)

�
�

��
p

k
jkj njbx

1
,

)2( ,1 , (3.46)

� �
� �

��
m

i

n

j
kjik pkxx

1 1

)2()1( ,1, , (3.47)

� ������
�=
� ������� ��
��
� �� ������
���	 ���������

�� ��
� � � �

���
m

i

p

k

p

k

n

j
kjkjikik xcxcz

1 1 1 1

)2()2()1()1( min . (3.48)

(1 �1

(� ��

(2 �2

�
�	�������!� (�
������

�) ���
��� «���
��������� — ���'�����»

((1

((2

((�(� ��

��
����� ���!	�

(2 �2

(1 �1

!) ���
��� «���
��������� — �����'�� ����
� — ���'�����»

*��. 3.3.
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; ������ (3.44) — (3.48) )1(
ikc  — 
�������
�� ��
��
� �� ����-

��
���	 ������� ��������� ��� �-�� ���
��������� �� k -�� �����-
'���� ����
�; )2(

kjc  — 
�������
�� ��
��
� �� ������
���	 �����-
�� ��������� 
 k -�� �����'���� ����
� �� j-�� ���'�����

),1,,1,,1( pknjmi ���
(�!������� ������ (3.44)—(3.48) % ������ �������� ��
���
�-

���, 
��� ��	 ������ ��
��������� ��
�’	
�� ��'�� 
��
�����
�
��������-��
��, ��� ��
������
� ����������� 
����� � ����������
<���� % ��'� ������ � ������=% pnmnpm )�)�� )()( . #��� ��	
��
�’	
�����	 �����
����� 
�������
��� 
����� ��'�� 
��
�����-

� ������� �� �����
����� 
�������
��� 
����� ��
������
�

)()( pnpm �)�  
� ���
����� ������
���.

����
��	 ��
�%��� ��� �
�
�� � �
�	����	� �����
	�
�� ������
���" �

����
���" �
�
��

1. "����
� � �������� ���
���������� ��
��	���� )( pm �  ��-
�
����������, ���'�=�� �!�	� ��	���� ��������� � ��'���� 

��
����� � ���
���������� (�� ���� ���
���������) 
����, @� ��-
����=% 
��������� ��
��� ���������:

�
�

� ��
n

j
jkm pkba

1
,1, .

2. "����
� � �������� ���'������ ��
��	���� (� + �) ���'���-
��� 
� �����, @� ��
��!� � ��������� ��'���� 
 � ��
����� ���-
'������ (�� ���� ���'�����) 
���' ������==
� 
��������� ��
�-
�� ���������:

�
�

� ��
m

i
ikn pkab

1
,1, .

3. "�!������� ������
���	 ��������� ��� ��'���� 
 � ������
���
���������� �� ��'���� 
 � ������ ���'������, � 
���' ���
��'���� 
 � ��
����� ���
���������� �� ��'���� 
 � ��
�����
���'������, ���� «������������ ������
���» ��� )( km � -�� ���
�-
�������� �� )( kn � -�� ���'����� ),1( pk � . (�
��� 
�������
��
��
��
� 
� 
�������� «�������������» ������
��� ���'�
���-
�� 
�����, @� ������==
� ���=.
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A����� ���������� 
��������	 ��������� 
������:
),1,,1( pnnjmixij ����  % �!�	�� ������
��� ��� ��'����

��������� ���
��������� �� ��'���� �����'���� ����
�;
),1;,1( njpmmixij ����  % �!�	�� ������
��� 
 ��'����

�����'���� ����
� �� ��'���� ��������� ���'�����;
),1,,( pkknjkmixij �����  % �!�	�� ������
��� ��	 ��'-

���� k -�� �����'���� ����
� ����
 ���
� �����'��� ����
��.
��
���= ��
���� 
�������
��� ��
��
 ��	 ��!�������� ��-

���
����� 
�������
��� 
����� (����
��� ��
��
� ���� 
� ��
�!�-
�������� ������
��� ���� ������
��� � �����
����� 
�����,

��!�
�� ����
������	� �������� �����
����� 
�����) ������ �

�!�. 3.9.

6�$
��� 3.9

j

�
1 2 5 � � + 1 � + 2 5 � + �

1 5 1
11c 1

12c 5 � 1
11 p

2 5 1
21c 1

22c 5 1
2 pc

5 5 5

�

5 5 5

�

5

� 5 1
1mc 1

2mc 5 1
mpc

� + 1 2
11c 2

12c 5 2
1nc 0 5

� + 2 2
21c 2

22c 5 2
2nc 0 5

5 5 5

�

5 5 5

�

5

� + � 2
1pc 2

2pc 5 2
pnc 5 0

������� 3.7. #�� ���
���������, @� ��=
� ���������� 50,
70, 100 ������� ���
�'�, 
�������
�=
� ���� ���� ���'������
� �!�	
� ���������� 140 � 80 �������. #�������
�����	 ���������

�����=%
��	 ����
 ��� �����'�� ����
�, ���
� ������ ���
���-
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����� ��% 
���� �������
� ��������= � !�
���������� �������
���'�������, �� ���=���� �� ���
���� ����
 �����'�� ����
�.
:������� ������ ���
�������� �� ��'� �������
� ���= �����-
���= ����
 ������ �����'��� ����
 — ��� ������
 ��	 �����

�!��������. ;�	 ��������	 ��� ������� � 
��
���� ���
�������-
��� ��'� �������
��� ���'������ ���� ����
 �����'�� ����
�
(
�������
�� ���
��� 
�!��'��� �� ���. 3.4). :����� ��
��� ���-

��
� ������
��� 
� ��'��� 
 ��'����� ������
�� (
�!�. 3.10).
A��!����� 
���
� ��
�������� ���� ������
���.

121
31 �c

101
11 �c 62

11 �c
82

21 �c81
21 �c

71
22 �c

42
12 �c

61
32 �c 62

22 �c

((1

((2

150
11 �c

14050

70

100 80

*��. 3.4.

6�$
��� 3.10

bj

��

140 80 220 220

50 15 10

70 8 7

100 12 6

220 6 4 0

220 8 6 0

(�
��� 
�������
�� ��
��
�
��	 ��
�!�������� ������
��
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: 
�!�. 3.10 �������� ������� ���� ��	 �����
����� 
�������
���

�����, �
������� 
 ����
����� 
����� 
 ���������	� 
�!�������� ��-
����
�� 
�������
�����	 ���
�'� (���������� ���
���� 
�<��!�����).

U�! �����
� ��� ����� 
�������
��� 
����� �� �����
�����,
��
��	���� �� 	� 
����� ��� �’	
��� ���
���������� (
���� �����-
��� � ���� ����
�����) � ��
����� ���'������ (���� �������� �
���� ����
�����). �!�	� ��������� � ��'���� 
 ����
����� ��-
�
���������� � ����
� �� ��������= 
 !��� ��'���� ����
������
���'����� ���'�
����� 
�����, @� ������==
� ��
��� ������-
��� � �������� 
�������
��� ���
���, � ����:

50 + 70 + 100 = 140 + 80 = 220 (������� ���������).
"�!������� ������
���	 
� �������� ������
���. B� 
���

������
�:
(1, 2) — ������ ���
�������� �� ������� �������
� ���=

��������= !�
���������� ������� ���'�������;
(1, 4) — ��� ����� ���
�������� �� ������� �������
� ���=

��������= !�
���������� �� ������ �����'��� ����
;
(2, 1), (2, 2), (3, 1), (3, 2) — ������ � 
��
�� ���
��������� ��

������� �������
� ���= ��������= !�
���������� ���'������:
(4, 4), (5, 3) — ������
���	 ��������� 
 ������ �����'����

����
� �� ����� 
�!�������.
;�� ������� ���� ��	 �����
����� 
�������
��� 
�����, ��!�����-

��� � ��
���
�
� ����
������	 �������� 
�����, �������� �� 
�!�. 3.10.
&�	 ��
������	 �������� ��
�’	
�� 
��
���%�� ��
�� ������-

��-
�������� ��
�, �
����%�� 
�!�. 3.11.

6�$
��� 3.11

V1 V2 V3 V4

U1

15

50

10

U2

8

70

7

U3

12

100

6

U4

6

90

4

80

0

50

U5

8 6 0

220
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(�!���%�� ���
��� ����	�� ��	 ��
������	 ��
��������
)4,1(,)5,1( �� jviu ji  
� �����=

ijji cvu ��  ��	 00 �ijx ,
��%��

;4;6;12;8;15 2414333211 ���������� vuvuvuvuvu (3.49)
0;0 4534 ���� vuvu .

)������
� ��������� ������=% 9, ���
� ���
��� ������%
��	 
 7
����	��. �
'�, 0

ijx  ��
�’	
�� % �����'����.
"� �����= ��
��� ��
�������� ��	 ��������	 �����'����
�

������
���, @� � ���
�� (5,1) % ��	�� �����. �
'� �
����%�� @�
���� ����	��	 ��	 ��
������	 ��
��������:

815 �� vu . (3.50)
" ���
��� (2.45), (2.46) 
�������: 8;6;2;0 4321 ������� vvvv ,

8;6;18;14;15 54321 ����� uuuuu .
&�	 ������ 0

ijx  �� ��
��������
� ��
������

ijjiij cvu ����  ��	 00 �ijx ,

0628;46818
;17814;110615

52

342413

���������
�������������� .

�
'�, 34�  ����
��, 
��� 0
ijx  �� % ��
�������� ��
�’	
���. &�	

�����@���	 ��
�’	
�� ��!���%�� ��������=��� ����='�� (���.

�!�. 3.12)

6�$
��� 3.12
15

50

10

8

70

7

12

100 – c

6

c*
6

90 – c

4

80

0

50 + c
8

�  + c

0

220 – c

* + 90220;100;90min ��6� .
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:��������%�� 
�!�. 3.12 
 ���������	� ��
�������� 
������	
90�6�  (
�!�. 3.13) � ��!���%�� ���
��� ��	 ��
������	 ��
��-

������.

6�$
��� 3.13

V1 V2 V3 V4

U1

15

50

10

U2

8

70

7

U3

12

10

6

90

U4

6 4

80

0

140

U5

8

90

6 0

130

u1 + v1 = 15, u2 + v3 = 8, u3 + v3 = 12, u3 + v4 = 6, u4 + v2 = 4,
u4 + v3 = 0, u5 + v1 = 8, u5 + v4 = 0.
"�����, �1 = 13; �2 = 8; �3 = 12; �4 = 0; �5 = 6; v1 = 2; v2 = 4; v3 = 0;
v4 = –6.

.4646;4620
;5768;10013

5241

2413

�����������
����������

(���	 
���� ����
����� �
������ ��
��� ��
�������� �
����%-
�� ��
�������� ��
�’	
��.

5011 ��x  (��� ���
�' !�
���������� 
�������
�%
��	 ��� ���-
���� ���
��������� ������� ���'�������);

7024 ��x  (��� ���
�' �����
�� 
�������
�%
��	 ��� ������� ��-
�
��������� �� ������ �����'��� ����
, � ��
�� ������� ���-
'������� ( 7041 ��x );

10035 ��x  (100 ������� ���
�'� ��� 
��
���� ���
���������
�����
�� 
�������
�=
��	 �� ������� �����'���� ����
�, � ��-

�� � �������
� 20 ������� �� ������� ���'����� � � �������
�
80 ������� �� ������� ���'�����). (�� ����� ������� 
�������-

�� ��
��
� z* ������==
� 2970 ������	�.
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A� ���. 3.5 �������� ����� ��
��������� ������
���	 ���
�-
'� ��� ���
���������� �� ���'������ 
 ���������	� �����'���
����
�� 
!�������	 ���
�'�.

5011 ��x

7041 ��x

2051 ��x
7024 ��x

10035 ��x 8052 ��x

J ���
��������
50

J ���'����
140

JJ ���
��������
70

JJJ ���
��������
100

JJ ���'����
 80((1

((2

*��. 3.5.

3.8. �$&(0'6@�+ $6'�9"'��%
"(,!:�(5&"' &' $+,+"+)+�@ $,!39/5#8

(&,'��$!,&�!-"(,!:�(*' )'3'*')

:����� 
������	 �� ����
��� ��% ���!���� ������ ������,
	�� ��%���=
� ��
��
� �� ����!���
�� 
� 
�������
�����	 ����-

������� ��������� �� ���'������, ���� ��%� 
����� ��
������ ��
��
�� «
�������
��-����!���� 
�����» (#:").

(�� <�����=����� ���!���� 
� ��!����� ����������� �����-
����-��
���
����� ������ �� ����� ���� �
	
� ����!���� ��
�'-
���
� ������%��
�, ���
��
� ����!���
�� ������� ��������� ��'-
��� 
 ����!�����, � 
���' 
�������
�� 
���<� �� ������
���	
��������� ��� ���
���������� (����!�����) �� ���'������.

:������ ��<������	 �� 
�����: � — �������
� ������%��
�-
����!����� (���
����������); � — ����� �������� ����!����

iNmi ;),1( �  — ����!���� ��
�'���
� �-�� ������%��
��; si —
���
��
� ����!���
�� ������� ��������� �� �-�� ������%��
��;
� — �������
� ���'������; j — ����� �������� ���'�����

),1( nj � ; bj — ����
 �� ��������= 
 !��� j-�� ���'�����; cij-

�������
�� 
���<� (��
��
� �� ������
���	 ������� ���������)

� ������
�� ),1,,1( njmiji ��� . A��!����� 
���
�:

ijx  — �!�	� ������
��� 
� ������
�� ),1,,1( njmiji ��� ;



77

�� — �!�	� ����!���
�� ��������� �� �-�� ������%��
��
),1( mi � , @� 
��������	% �����:

njmixij ,1,,1,0 ��� , (3.51)

�
�

����
n

j
iiji miNxy

1
,1,0 , (3.52)

�
�

��
m

i
jij njbx

1
,1, (3.53)

� ������
�% <�����=

� ��
� � �

���
m

i

m

i

n

j
ijijii xcysz

1 1 1
min . (3.54)

(����� ����
�� � (3.54) ��
����% 
������� ��
��
� �� ����!-
���
�� ���������, ������ — ������� ��
��
� �� 
�������
�����	
���������.

�
'�, ������� <�����	 
����� ���!���% ������ ������
���
� 
�-
������ ����!���� 
� 
�������
�� ��
��
�, ���’	
��� 
 ����
�����-
�	� ��������� �� ������%��
���-����!����� 
� �� ������
���	�
�� ���'������. �!��'���	 
����� �������=
� ������ 
�!�
��-
����	 ����
� ��'���� �
 ���'������, ����� ��� �����������
� �!-
�	��� ����!���
�� ����	� ����!����� ��
�'���
�� ��'���� 

����!����� 
� !�������� ����	��	 ��� ��
����� ����
������� ��-
'��� �
 ������%��
� ��������� ��' ���'�������.

������ (3.51)—(3.54) ����'�
� �� 
���� 
�������
���� 
���

� �����<����= �������= <�����%=

��
� �

���
m

i

n

j
ijiji xcsz

1 1
min)( ,

	�� �������% ��
��
� �� ������
���	 ���������, � 
���' ��
��
�
�� ����!���
�� ��%� ���������. �
'�, ��	 ��
�’	
�����	 
�����
(3.51)—(3.52) ��'�� 
��
�����
� ��
�� ��
��������.

3.9. 	'3'*' $,! $,()�'*+��% &' 0+&!3 88 ,!)"’%)9"'��%

������� �������� 
�������
��� 
����� % 
����� ��� ���
��-
����	: ��������
�� ������%��
�� ���!����� ���
����
� �� � ��-
��� ����!����� 
��, @�! 
�!�
����
� ��������	 ���� ��!�
 
� ��-
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�������� ���
��
�. (�� ����� ������ ����� ijC  — ����, 	�� !�'�%
�
����
� �-�� ��������� 
� ��������	 j -� ��!�
� ( ,,1 ni �

nj ,1� ). &�	 ��
�’	
�����	 ��%� 
����� !�� ��!�������� �������
������
�, 	��� ��
��	��%
��	 � ����� ��
����.

&�	 ��!����� ��
���
����� ������ 
����� ������� 
����� ,ijx

,,1 ni �  nj ,1� :

 1, 	�@� �-�� ��������� ���
����%
��	 �� j -
� ������;�ijx  0, 	�@� �-�� ��������� �� ���
����%
��	 �� j -
� ������. (3.55)

���� ���
����
�, @� � ��� 
����� �������
� ����������� 
!���-
%
��	 
 �������
= �����, 
��� ���� ���
������	 ������� �����-
����
� 
��� �����:

�
�

��
n

i
ij nix

1
,1,1 , (3.56)


�!
� ��'��� ��������� ��'� !�
� ���
������� ���� �� ����
������:

�
�

��
n

i
ij njx

1
,1,1 , (3.57)


�!
� �� ��'�� ������ ��'� ���
����
��	 ���� ���� ���������.
"������� ���
��
� ��������	 ��!�
 ��
����%
��	 <�����%=

��
� �

��
n

i

n

j
ijij xCxF

1 1
min)( . (3.58)

���!�����
� 
����� (3.55)—(3.58) ��
���	=
� ��
�’	
���
� ��

� ��������= !���� ����
�� ��
����, ��' ��
��� ��
�’	
�����	

�������
��� 
�����. ��
���
� ������ 
 ��� ���
����.

:��������� �� ���
������ 
����� ��� ���
������	 ���!����� 

��
����

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

 

�

nmMM

n

n

CCC

CCC
CCC

C

�

����

�

�

21

22221

11211

��!��
� � ������
�� �� ������ 
 ��'���� �	��� (����������) �
��'���� �
������� (������) 
��, @�! ���� ��� ������
�� (���-

��
� ��������	 ���� ��!�
) !��� ����������=.
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B= 
����� ��'�� 
���
� �� ��!��� � �������� ������
�� 
 ��-
	��� ��
���� 
 �����’%����� ������
���, 	�� ��% ���� � ��'����
�	��� � ��'���� �
�������.

)�
�������. &�� ��
���� * + njmicC ij ,1,,1, ���  
� * +,ijdD �

,,1 mi �  nj ,1�  ��
���=
��	 �����
��	�	���, 	�@� ��� iijij ucd

,,1,,1, njniv j ���  ,iu  jv  — ��	�� �����.
���������
���
� ��
���� �
����%, @� 	�@� ��� ������
�� ��'-

���� �	��� �!� ��'���� �
������� ����%� ��
���� ����	
� �!� ��-
��
� ���� � 
� ' ���� ����� (��'����, ��
�� ��	 ��
��� �	���� �
�
��������), 
� �
����%�� ���������
�� ��
���=. @�����
���
�
��’���� ��	�� � ������
������� ��������� ������	����.

&�	 ��
�’	
�����	 
����� ��� ���
������	 
��
�����=
� ����-
����� ��
��, 	��� ������ 
����������� ��������� ��
���
��
�������� � 1931 �. (��
	��� 
�������� ���� ���� ��!�
� 
�����-
���� ����������=. ; 1953 �. ��
���
�� #. )�� �������� �= ��-
!�
� ����������= ����=, 
����� ������� �� ��	 <�������, ��
��-
��� ���� �������� 
� ����������� ��
��, 	��� �� ���
� �������
��
��� !��� ��
���� ���������.

5������� ���������� ������ ������%
��	 
 �����
������ �
�-
�� � �� !����� ��' (� – 2) – ' �
������.

����
	
���� �	��:
1. ; ��'���� �	��� ��
���� / 
�������� ����������� ���-

���
 
� �������%�� ���� ��� ������
�� ������������ �	���. : ��-

���
�
� �
����%�� ��
���=, 1C , � ��'���� �	��� 	��� % ���� !
���� ����.

2. ; ��'���� �
������� ��
���� 1C  
�������� �����������
������
 
� �������%�� ���� ��� ������
�� ������������ �
�������.
: ��
���
�
� �
����%�� ��
���= D , � ��'���� �	��� � �
�����-
�� 	��� % ���� ! ���� ����.

���
���� �	��:
1. :������%�� 
����� «*» ���� � �
�������� ��
���� D  
��,

@�! � ��'���� �	��� !�� 
����� ���� 
���� 
���. D�@� �������
�
����� �
 «*» ������=% �, 
� 
������� ��
�������� ��
�’	
��: ���-
�	 ����� �
 «*» ���������=
� 1��

ijx , ��� ���� 0��
ijx .

D�@� �������
� ����� �
 «*» ����� �, 
� ��
����%�� 
�����
«+» �
������� ��
����, � 	��� % 0* � ���'�%�� �� �
������� 
�-
��	
���. ; ������� ��
�’	
�����	 
����� !���
� 
’	��	
��	 
�-
��	
� �	���. ������
� ��
����, 	�� �
�	
� �� ��������
� ��
���	-

�� �
�������� 
� �	����, !����� ��
���
� 	�!
�	
����, ���
�
������
�� ��
���� — !
�	
����.
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2. (�����	��%�� �	��� ��
���� 
���� �������: 	�@� ��
���	-

�� ����� ����%, 
� ���������� �� �. 4.

D�@� ��
���	
�� ���� %, 
� �������%�� ���� «'«. D�@� � �����
' �	��� ����% 0*, 
� ���������� �� �. 3. D�@� ' � ����� �	��� %
0*, 
� 
����%�� ��
����� «+» 
� �
������� 
 0* � ��
����%�� «+»
�	��� 
 0', ����	 ���� �����
�%���� �� ����
�� �. 2, ���� �� ����-
��	���� ��� �	��� ��
����.

3. >���%�� ����=�: ��� 0' �� �
������� �� 0*, ��� ����� �� �	-
��� �� 0' � 
. �., ���� �� ��'����. E���=� ��'� ������
��	 ����
�

 ������ 0'. "����%�� 
���� «*» � 
����%�� «'« �� «*» � ����� 
 ��-
��=��. #���� �����, �������
� 0* 
���
�% ��������� �� ����.
(����
�%���� �� �. 1, 
�	��� ��� ��
����� 
 ��
����, � 
������-
�� 
����� 0*.

4. "�������� ����������� ������
 ��
���� ����� ��
���	
��.
:������%�� ��� ������
 ��� ���� ��
���	
�� �	���� 
� ����%�� ��
���� 
���	
�� �
��������.

(�
����� ����� 
� ���� 
���	
�� �
�������� � �	���� 
�����%-
�� !�
 
���. #���� �����, �
����%�� ���� ��
���	
� ���� � �����-

�%���� �� �. 2.

D�@� � 
����� ������� <�����	 �������
�%
��	, 
� �� �������
����� �����
������ �
��� ��
��!�� ��!��
� ������������ ���-
���
 
 ��'���� �	��� ��
���� � � ����	
� ��� ����� ������
� ���-
��������� �	���, � ���� ��	
� 
� 
��� ' ������ ���������.

������� 3.8. ��
�<�
� �� ������������ ����� ������%
��	 

��
����� ���
�����, ���'��� 	��� 100 �, 20 �, 500 � 
� 800 �.
; ������� ��
��� ����
�����, ��
���
�
� ��'���� 
 	��� �� ��-
'��� ���
����� �������� � 
�!�. 3.14.

6�$
��� 3.14

*�
���
�
� ����
������ (���.)
����
�����

100 � 200 � 500 � 800 �

J����� 10 21 54 86

(�
��� 10 20 55 88

)�������� 9 22 55 87

G������� 9 21 56 89

���� ����
���� ��'� !�
� ���
������� 
����� �� ���� ���-

����= � �� ��'�� ���
����= ��% !�
� ���
������� 
����� ����
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����
����. D� ��
������
� ����
������ �� ���
����	�, @�! 
���-
����� ��
���
�
 ��
�<�
� !�� ������@��?

(�!���%�� ������ 
�����. "����� ijx  �
����=
� ��
���
�
 ���-

������	 �-�� ����
����� �� j-
� ���
����=, 
�!
�:

1�ijx , 	�@� �-�� ����
���� ���
����%
��	 �� j-
� ���
����=;
0�ijx , 	�@� �-�� ����
���� �� ���
����%
��	 �� j-
� ���-


����=.
?��, 
� 	��� ������� ���!�'�
� ��
�<�
�, !��� ��
����
��	 	�

.89562198733229       
8855201086542110)(

4443424134333231

2423222114131211

xxxxxxxx
xxxxxxxxxf

��������
���������

)�'��� ����
���� ��'� !�
� ���
������� 
����� �� ���� ��-
�
����=, @� ����'�%
��	 	�

4,1     ,14321 ����� ixxxx iiii ,

� �� ��'�� ���
����= ��% !�
� ���
������� 
����� ���� ����
-
����:

41    ,14321 , jxxxx jjjj ����� .

��
���
���� ������ 
����� ��% ����	�:
min�f(x)

� �!���
�, @� ��
����%
��	 �������:

,1
,1
,1
,1
,1
,1
,1

,1

44342414

43332313

42322212

41312111

44434241

34333231

24232221

14131211

����
����
����
����
����
����
����
����

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx
xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

.4,1,    ,
0
1

�
7
8
9� jixij

&�	 ��
�’	
�����	 ��%� 
����� 
��
���%�� ��������� ��-

��. �
��� ��
�’	
�����	 
����� ������ � ����	�� 
�!�. (3.15—
3.20).
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����
	
���� �	��. :�	���� ����������� ������
 � �	����
(
�!�. 3.15).

6�$
��� 3.15

*�
���
�
� ����
������ (���)
} ����
����

100 � 200 � 500 � 800 �
�����������
������
 �	���

1 J����� 10 21 54 86 10

2 (�
��� 10 20 55 88 10

3 )�������� 9 22 55 87 9

4 G������� 9 21 56 89 9

:������%�� ����������� ������
 ��� ������
�� ������������
�	��� 
� 
�������� ��	��
��	�� �����	� � ���	��� �������-
�� 	���� �
��. 3.16.

6�$
��� 3.16

*�
���
�
� ����
������ (���.)
} ����
�����

100 � 200 � 500 � 800 �

1 J����� 0 11 44 76
2 (�
��� 0 10 45 78
3 )�������� 0 13 46 78
4 G������� 0 12 47 80
5 ����������� ������
 �
������� 0 10 44 76

:������%�� ����������� ������
 ��� ������
�� ������������
�
������� � �
����%�� 
�!�. 3.17.

6�$
��� 3.17

*�
���
�
� ����
������ (���.)
} ����
�����

100 � 200 � 500 � 800 �

1 J����� 0 1 0* 0` +
2 (�
��� 0 0* 1 2
3 )�������� 0 3 2 2
4 G������� 0* 2 3 4
5 + + +
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���
���� �	��. "����� 
 �. 1 ��������� �
��� ������
��
����!�%�� 
��!�
� ���
������	 
 ������ 
�!�. 3.17.

A� ������ �
��� ��'��� 
��!�
� 
����� 
�� ���
������	, �
���!����� ��
���. "����� �. 1 ��
����%�� � 
�!�. 3.17 
����� «+»

���	
� �
�������. (��������� �� �. 2. ; ������� �	���

�!�. 3.17 % ���� ��
���	
�� ���� )0( 14 �c , 	��� ��
����%�� «`» �
0* *)0( 13 �c , 
��� 
����%�� ��
����� «+» 
 
��
���� �
�������
(��
�����, 	�� 
����%��, �!������ ������
��) 
� ��
����%�� ��-
���� �	��� 
�!���� 
����� «+». >���� ��
���	
�� ����� � 
�!��-
�� ����%, 
��� ���������� �� �. 4.

����� ��
���	
�� ������
�� 
�!���� 
�������� �����������
1)4,3,2,2,2,1min(),,,,,min( 444334332423 ��cccccc .

:������%�� �� ����� ��� ���� ��
���	
�� �	���� (
�!�. 3.17) 
�
����%�� �� ���� 
���	
�� �
��������, �
����%�� 
�!�. 3.18.

6�$
��� 3.18
*�
���
�
� ����
������ (���.)}


/� ����
�����
100 � 200 � 500 � 800 �

1 J����� 1 2 0+ 0� +
2 (�
��� 0 0* 0� 1 +
3 )�������� 0 3 1 1
4 G������� 0* 2 2 3
5 + +

(����
�%���	 �� �. 2. A�
���	
�� ���� ���������% ������
� 23C .
(�
������ ���� «�», ������ �	��� ��!��� 
���	
�� 
� 
����%�� ��-

����� «+» 
 ������� �
�������. A�
���	
�� ����� � 
�!�. 3.18 !�-
���� ����%. (��������� �� �. 4. 
� 
�����=%�� 
�!�. 3.19.

1)3,2,2,1,1,3min(),,,,,min( 444342343332 ��cccccc .
6�$
��� 3.19

*�
���
�
� ����
������ (���.)}

/� ����
�����

100 � 200 � 500 � 800 �

1 J����� 2 2 0* 0' +
2 (�
��� 1 0* 0' 1 +
3 )�������� 0 2 0' 0
4 G������� 0* 1 1 2
5 +
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(����
�%���	 �� �. 2. ; 
��
���� �	��� % ��� ��
���	
�� ����
(�33 
� �34). :�!�����, ���������, �33 
� ��
������ ���� «'»
(
�!�. 3.19). �������� � 
��
���� �	��� ����% 0*, 
��� ��������-
�� �� �. 3.

(�!���%�� ���� 141333 ccc �� . "������ «*» 
 �13 
� 
�������
«'» �� «*» � �14 
� �33. #���� �����, ����� ��!�� ����� 
 «*» ��%
�� ���� !�����, ��' ����������. (����
�%���	 �� �. 1 
� ����!�-
%�� 
��!�
� ���
������	. �������� �������
� 0* ������=% ��
�-
����, 
������� ��
�������� ������
 ���
������ (
�!�. 3.20).

6�$
��� 3.20

*�
���
�
� ����
������ (���.)}

/� ����
�����

100 � 200 � 500 � 800 �

1 J����� *

2 (�
��� *

3 )�������� *

4 G������� *

����������� ���, 
� 	��� ������� ��'� ���!��
� ��
�<�
�,
������=% 170 ��������. ; 
�!�. 3.20 ��
����� «*» �
����% ���-

������	 ����
����� �� ���������� ���
����=.

�<������������ ������
� ���������� ��
��� ��'� �������-

�����
��	 ��	 ���� ���������� �����
����. D�@� 
����� ��� ���-

������	 ��
�’	
�%
��	 ������, 
��� �
��� ������
�� ��'�� ��-
������
� ����
���.

����
	
���� �	�� ������%
��	 ���������� ��
��	��
��� � ��-
����
��.

���
���� �	��: "�
������, @� ��
�’	
�� 
����� ��� ���
��-
����	 % �����
����, 	�@� 
 ��'���� �	��� 
� ��'���� �
�������
��
���� / ��!���� 
����� ���� ������
. :�!���� ������� ������-

� ��
���� ���������=
� ��
��������� ��
�’	
�� 
�����.

1. "���
� �	��� ��
���� D, 	��� ���
�
� 
����� ���� ��������
������
, 
� ��
����
� ��� ������
 «*». D�@� 
��� �	��� �����
��,
� % �	��� 
 !�����= �������
= �������� ������
��, 
��� ��!��
�
!���-	��� 
 ��� � 
���' ��
����
� ���� «*». (����
� �� �. 2.

2. D�@� � ������������ �
������� 
� �	��� % ���� �������
������
�, 
��� �� 
�������
�. (���
� 1 
� 2 ���
��=��
� ��
�,
���� ������'���	 ��%� ��������� ��'����.
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D�@� �������
� ��
������� �������� ������
�� ������=% n,

��� 
������� ��
�������� ��
�’	
�� 
�����.

D�@� �������
� 
���� ������
�� ��
���� ����� 
� n, 
��� �. 3.
3. (�����
� ���������� ����� ����
��
������ 
� ���
�����-

��� ����� ����
 �	��� 
� �
������� ��
���� 
��, @�! ��� �������
������
� �
��� ������������.

4. "���
� ����������� ������
 ����� �������������.
5. :���	
� ���� ��� ���� ������������� ������
�� ��
����


� ����
� �� ���� ������
�� ��
����, 	�� ��'�
� �� ��������
�
��	���.

:�� ������
� ��
����, ����
 	�� ������	
� 
����� ���� ��	��,

�����=
��	 !�
 
���.

3.10. 	'3'*' ,!)$!3#69 #�"+�&(5#7,
'6<!,(&0 3(�'0#*�!<! $,!<,'09"'��%

$����
����= ����= ����������� ���
�� �!� �����������
�������� % �� ��
��
�� 
� <������������	 � ����. ��
�������
�
��
���	 ���������	 
����� ���
����� 
� ��������� ��'� ��
-

%�� 
���'�
� ��� 
�������
� ��������� �������. M����
 
�����

�’	
�� ��'�� �����
���
� 
� ��������= ��
���� �����������
������������	.

: ������ ��
��� ��'�
� ���	 �����
� �������
��� ���������-
����. "������������� *. >�������� ��
�� ��
���	% 
���
� ���-
��� ��
���
���� <������ n 
������ �� �-��������� ������� ��
�-
��
���� <������ ����%� 
������. [2], [3], [25].

"�����, ��	 ��
�’	
�����	 	��� ��'���� 
��
�������	 ��
���
����������� ������������	, ������� 
��������	
� 
��� ����
�-
���
�:

� ��'�����
� <��
������ �!� �������� ��
������ ����
�����

����� �� ������ ���
�����, ��'�� 
 	��� ���
�
� ����� �������
�

������ (����
� �� ����%�);

� ����
�����
� ���
����;
� ��'�����
� �����=����	 ���������� ������	�� �<��
�

��� �����	
��� ������	 � ��
���
�
� ��
�’	
�����	 ��'���
���
�����;

� ��'�����
� �!�������	 
��������� �<��
� 	� ���� �<��
�� �
������� ���
������.

(��������
��%�� 
���
���� 
� �!����=������ �
����� ��
�-
�� ����������� ������������	 �� �������� 
����� ��
������ ��-
������.



86

�
�	��
�!� 
�����. (�����
���, @� ����% ����� �������
� ��-
	���� �������. B� ��'� !�
� 
���� ��������, ������
���� �����-
��, <��������, 
������ 
�@�. J���=
� ���
����
���� ������
� ��-
�����
���	 ����� �������.

: ��
���
�
� �������
���	 ������� 
� 
�� �� ����� ������
��
�
����%
��	 ��	��� ���!�
��, ��
��� 	���� 
���'�
� ��� �������-

� �������, � 
���' ��� �������, �� ������
�� �������
���%
��	
������. A��!����� 
���
� 
���� ��
����� �������, @�! 
��������
���!�
�� !�� ���!������.

��
���
���� ������ 
�����. &�	 ��!����� ��
���
����� ��-
���� 
����� ������� 
��� ��
������	:

n — �������
� ��
��� 
������������ ��������;
j — ����� 
������������� �������, nj ,1� ;

jx  — �������
� �������, 	�� �����	%
��	 j-�� 
�������������
������� nj ,1� ;

)( jj xf  — ���!�
�� ��� j-�� 
������������� �������, ����'���� �
��
���
�
� �������
���	 ������� � �������
� jx  �������, nj ,1� ;

b — 
������� �������
� �������.
A��!����� 
���
� 
��� 
������	 
������ jx , nj ,1� , @�! ���-

����
���
� 
�������� ���!�
��.

�
�

�
n

j
jj xfxF

1
)()( (3.59)


� �!��'��� �� ��
��
�� �������

 
1

�
�

�
n

j
j bx (3.60)


� �����’%����
� 
������

 ,1      ,0 njx j �� . (3.61)

(����� ��
������ ������� ��' n 
������������� ���������
��'�� ��
!�
� �� n �
����, �� ��'���� 
 	��� !���
� ������
���
������	 �� �������� 
������������� ������� � 
���'���
� ���
�
��� 
����� �������. (��
������ 
����� ��% ��'�����
� �����
�

�������� ���!�
�� 	� ���� ���!�
��� ��� ��'���� 
�����������-
�� �������. :��������	 ��� ���!�����
�� ��% ��'�����
� ����-
���
�
� ��
��� ����������� ������������	 ��	 ��
�’	
�����	

����� (3.58)—(3.61).
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"��
�����, @� ��
������� 
������	 
��������� ���!�
�� 
�-
��'�
� ��� �������
� ������� b, � 
���' ��� �������
� ��
��� 
��-
���������� ��������, ����� 	��� ��
�����	%
��	 ������. :���!��-

��� �= 
���'���
� <�����%=

�
�

�
n

j
jjn xfbg

1
)(max)(

�� ���'���, 	�� �����%
��	 ������� (3.60), (3.61).
K�����	 )(bgn  ����'�% ������������ ���!�
��, ����'����

��� ��
������ b ������� ������� ��' n 
������������� �����-
����.

(�!���%�� �������
�� �������������	 ��' ���������� ���-
!�
�� ��� n 
������������ �������� ng  
� ��� )1( �n -�� 
��������-
����� ������� 1�� ng . &�	 ����� ��!����� 
������	 
������ nx ,

bxn ��0 . *������, 	�� 
��������	 )( nxb � , ������� !�
� ������-
�
��� ��
�������, 
�!
� ���!����� 
���
�

)(max)(
1

1
1 j

n

j
jnn xfxbg �

�

�
� �� ,


� ����

.1,1   ,0

,
1

1

���

���
�

�

njx

xbx

j

n

j
nj

�<��
�����
� ��� ���� ������ ��
����%
��	 ����= ���!�
���
��� n-�� 
������������� ������� 
� ���� �����:

)()( 1 nnnn xbgxf �� � .
:����� ������������ �<��
�����
� ��� �����
���� ��� ������

���������
�� 
�����:
))()((max)( 10 nnnnbxn xbgxfbg

n
��� �

��
,

������� n-�� 
������������� ������� ��'� !�
� �������� !���-
	�� �������
� �������� � ��'�� �������� b.

" ����������� ��������� ������������ ���!�
�� ��� ��
����-
�� 
������ ������� )( nxb �  ��
����%
��	 <������=:

))()((max)( 121101
1

����
��

� ���
�

nnnnyxn xygxfyg
n

,
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��

nxby �� .

������������ ���!�
�� ��� ��
������ ������� �� �����'��-
�� ����� k ��
����%
��	 ���
����= <������=:

 ,2    )),()((max)( 10
nkxygxfyg kkkkyxk

k

���� �
��

, (3.62)

��

.
1

�
��

��
n

kj
jxby

:������=��, @� �� ��
������� �����

01 �� xy ,

�������� ���'�
� 0)0(0 �g .
#���� �����, ������������ ���!�
�� ��� ��
������ �������

�� n-�� ����� ������=%:

 ).(max)( 11
0
01

1

xfyg
by
yx

��
��

� (3.63)

*���	��	 
��� (3.62) ��
���%
��	 ��	��	�� ������	�	��
�������	�#�		
�, 	�� % ��
���
����� ����!��'���	� 
�� 
����-
�� ���	���� �����
��	����: 
�����
��� �
��	���� ��� ����
�
���������, )
 � ��
�� $ ����� �� ���'
	�
��� ������� � ��� $
��*���� �� ������
��� � �
����	�� �
�����, �������� ��*����
�
����� $��� 
�����
����� ��	�
��
 �����, � ��
�� 
����
���
�������.

M�����
� ��
�’	
�����	 
����� (3.59)—(3.61) ��
���� ����-
������� ������������	 ������%
��	 
 ���� �
����. ���*��
�	�� — ��
�’	
�����	 �������
��� ����	�� ����	�� (3.24), 
�!
�
��
������	 ��������
� )(ygk  ��	 ' (by ,0	  
� ��
�������� *

kx  ��	
��'���� nk ,1� . '����� — <��������	 ��
��������� ��
�’	
��

�����.

*�
��	���� �!����=������ ��������� 
�����'���	 ��
�-
�������� ��
�’	
�� 
����� (3.59)—(3.61). �������� � �������
��
�’	
�����	 
����� ��
���� ����������� ������������	 ��-
�!����� ��
� ��<������= ��� �������� ���!�
��� ��� ��'����

������������� ������� ��� ��
��� ������
�� ��
������ �����-
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��, 
� ��	 ��������	 ���*
�
 �	��� 
����� �����
���
��	

�!����=:

6�$
��� 3.21

y )(1 yg 1x )(2 yg 2x � )(ygn nx

0
1
�
b

: 
�!�. (3.21) 
���
 �������� � �
�������� 
����: y  — ��	���
�������
� �������; )(ygk  — �<��
�����
� �������
���	 k  
����-
�������� �����!��, nk ,1� ; kx  — ��
��������
� �������
���	 k -
�� 
������������� �����!�, nk ,1� .

"��
�����, @� ����'���� ���
�!��=��
� ��� 
������	 <���-
��� )(ygk , nk ,1�  ��� !���-	��� 
������	� byy ��0  , . #��� ��-
������ ������
�
��	 
������	� <������ )(ygk , nk ,1� , � ������-
��� �������
� 
����, ���'���,

bly �����   ...,  ,2  ,  ,0 ,
�� �  — ���� 
!�������	 �������, l  — �������
� ������
��� ��-

�������, �� 	�� ��
!���%
��	 �����
�� ' (b,0  (� 
�!�. 3.7

bl ���   ,1 ).
:������
�%�� <������ (3.63), 
������� 
������	 <������

)(1 yg  ��� by ��0  � ���������� 
������	 
������ 1x  
����	
��	
�� 
�!�. 3.21, ����	 ���� ���������� �� �!�������	 )(2 yg  
�����

 (3.62).

&�	 
������
� �!������� ������� ������'�� <�����= )(y
 ,
�� y  — �������
� �������, by ��0 .

A���� 3�y , 
��� 2x  ��'� ������
� 
������	 02 �x ; 12 �x ;
22 �x ; 32 �x . )�'�� 
 ��� 
������ ����% )3(
  ���������� (3.62)


������	, � ����:

2
 )3(  

).0()3(3
),1()2(2
),2()1(1
),3()0(0

122

122

122

122

gfx
gfx

gfx
gfx

�2�
�2�
�2�
�2�
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; �	��� 3�y  
�����
��	 2x , 	���� ���������% ���!����� �


�������� 
������ )3()( 2122 xgxf �� , � � �
������ )3(2g  ��������-
�� 
������	 )3()( 2122 xgxf �� .

M��������� 
�����==
��	 ��� ���� �
������� 
�!�. 3.21, ����
)(ygn . ; �
������� )(ygn  
�����=%
��	 ���� ��
����� �	���,


�!
� )(bgn , � � ��
������� �
������� nx  
�����%
��	 
������	

������ nx  ���� ��� by � . "������� 
������	 )(bgn  ���������%
��
����� 
����� (3.58)—(3.61), nx  ��
����% ��
������� 
������	
����������� 
������ )( *

nx .
#���� ��������� �� ������� �
��� ��
��� ����������� ���-

���������	, 
�!
� �� ��������� <��������	 ��
���������
��
�’	
�� 
�����.

&�	 ��
������	 ���
��� ),...,,( **
2

*
1

*
nxxxx �  
��
���%�� ���
�����

������
�:
)��� 1. �!������� �������
� ��������, 	�� 
��������	 ����	

<������� 0  ,: *)(* ��� ixbyx n
i

n .
D�@� *)(

in
i xby ���  ������=% ���=, 
� ��� ���� ��������
� ���-


��� 
*

x  % ����. D�@� 0)( �iy , 
� 
������
� ���� 3.
3. ; ������� �
������� )( )(iy  
���
� �	���, @� ��% 
������	

*)(
n

i xby �� ; ��!��
� ���� ���������� 
������	 1��inx . (���	 �����
1�� ii . (����
� �� ����� 2.

D�@� ����	 ��������	 )( nmm �  ������ 
������ �������
0)( �iy , 
� ��
���
���� ���
� 
������ mnjx j �� ,1  ,*  ����=
��	

������� 
������	.

������� 3.9. *�
��	���� 
����� 
�����'���	 �����������-
�� ���!�
�� ��� ��
������ 6 ������� ������� �� ����!���
��
3 ����� ��������� M, : � �. A���� ��
��
 ������� 
� ���!�
�� 

��'��� ������� ��������� ���� ����� �������� � 
�!�. 3.22.

6�$
��� 3.22

:��� ��������� M : �

A���� ��
��
 ������� (��. ��.) 4 5 2

(��!�
�� 
 ������� ��������� ��'���� ���� (���) 9 7 4
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(��!�
�� ������%��
�� ��'�� ���������
� 
���, ���� ��
��-
���� ���� ����!���
��.

:������ ��
������	: jx  — �������
� ��������� ���� 3,1  , �jj .
(�����
���, @� �������
� ��������� ��'� �����=��
��	 ���� �
����� ������	�.

��
���
���� ������ 
�����: �������
���
� 
�������� ���!�
��

321 479)( xxxxF ���


� �!��'��� �� �������
���	 �������
6254 321 ��� xxx

� �� ��!�� 
������

0�jx , jx  — ����, 3,1�j .

*�
�’	'��� 
����� ��
���� ����������� ������������	. :��-
������� �� �������� ��
��������
� ��!���%�� �������
�� ����-
���������	 
��� (3.62) ��	 ����� 
�����. : ��
���
�
� ��
������
������� ������������ ���!�
�� ��� ����!���
�� ��������� ����
/ � �������
� 3x  ������� � ��
��������� �������
���	 
������
������� )26( 3x�  �� ����!���
�� ����� ����� ��������� ��
����-

���
��	 <������=:

))26(4(max)6( 323

2
60

3
3

xgxg
x

���
,-
.

/0
1��

. (3.64)

�������� ����� ��
��
 ������� �� ������= ��������� ���� /
������=% 2, 
� ��'���� �������
� ��������� ���� / ������%
��	

��� 0 �� ,-
.

/0
1

2
6 , �� ' (a  — ���� ���
��� ����� �.

:������� ������������� ���!�
�� ��� ��
������ 
������ ��-
����� 326 xy ��  �� ����!���
�� ��������� ����� ( � 8 ��
����-
%
��	 <������=:

))5(7(max)( 212

5
0

2
2

xygxyg
yx

���
,-
.

/0
1��

. (3.65)

������������ ���!�
�� ��� ��
������ 
������ �������
23 526 xxy ���  �� ����!���
�� ��������� ���� ( ������=%:

1

4
0

1 9max)(
1

xyg
yx ,-
.

/0
1��

� . (3.66)
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:������
�%�� (3.64)—(3.66) ��	 
�����=����	 
�!�. 3.23. >�-
���� ���'�
�, @� �������
� ������� y  — ������
�� ��������,
	�� ��!���% ���� ����� 
������ ��� 0 �� 6.

6�$
��� 3.23

y )(1 yg 1x )(2 yg 2x )(3 yg 3x

0
1
2
3
4
5
6

0
0
0
0
9
9
9

0
0
0
0
1
1
1

0
0
0
0
9
9
9

0
0
0
0
0
0
0 13 1

"�����=��
� 
�!���= ������%�� 
� �
�������� )(1 yg  
� 1x .
D�@� �������� ������� y  ������=% ���=, 
� �� ����!���
��
��������� ���� ( ������ �� ��'� !�
� ���������. :���������

0)0(1 �g  
� 01 �x . D�@� 
��������	 1 ������	 �������, 
� ���-
����=�� ����� ��
��
 �� ��������= ���� M, 	�� ������=% 4, ��-
��!���
�� ��%� ��������� ����'����. #��� 0)0(1 �g  
� 01 �x .
" ����������� ��������� 0)2(1 �g  
� 01 �x , 0)3(1 �g  
� 01 �x .
(�� 4�y , �������=�� (3.64), 9)4(1 �g  
� 11 �x , ��� 5�y ,

9)5(1 �g  
� 11 �x  � 
. �.
&�	 ��
������	 )(2 yg  ������
�%���	 <�����%= )(y
 .

0)0( �
 , �
'� 0)0(2 �g , 02 �x ,

)1(
 ,0)1(07 1 ��)� g

�
'� 02 �x  ��	 5�y . M�� ��� 4�y  02 �x , ���
� 9)4(1 �g , 
���
��� 4�y  02 �x , ��� 9)(2 �yg .

*�
��	���� ���
���� 
������	 5�y , 
���
9(5)g7.0        0 12 ��2�x ,

)5(

7(0)g7.1        1 12 ��2�x .

A��!����� 
������	 9)5( �
  � ���������% 02 �x , 
��� ���
5�y  ��%�� 9)(2 �yg ; 02 �x .
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A��
���� 
������	 6�y , 
���

02 �x  2  9)6(07 1 ��) g .
)6(


12 �x  2  7)1(17 1 ��) g .


�!
� 02 �x , 9)6(2 �g .
(������%�� )6(3g .

)6(


.12)0(3.43
.8)2(2.4 2

.1394)7(1.41
.9)6(0.4   0

23

23

23

23

��2�
���2�

����2�
��2�

gx
gx

gx
gx

������������� 
������= )(3 yg , 	�� ������=% 13, ���������%

������	 
������ 13 �x . B� ��
���
�
� ������� �� 
�!�. 3.23 �
�
������� )(3 yg  
� 3x .

�������� )6(3g  ���������% ��
��������� 
������= ��������
<������ )(* xF , 
� ������ �
�� ������
�� 
��������.

(�������� �� ������� �
��� — <��������	 ��
���������
��
�’	
�� ),,( *

3
*
2

*
1

*
xxxx � . B�� �
�� ������%
��	 
� ��������=


�!�. 3.23.
D�@� 1*

3 �x , 
� �� ����!���
�� ���
� ����� ��������� 
���-
��
��	 4 ������� �������. (�� 4�y  0*

2 �x . A� ����!���
��
��������� ( 
�����
��	 4 ������� �������. (�� 4�y  1*

1 �x .
��
�������� ��
�’	
��� 
����� % ),1,0,1(

*
�x  13)( * �xF , 
�!
�

��������� ( 
� / 
��!� ����!�	
� �� ����� �������, ������
 8 ��
����!�	%
��	, � ������������ ���!�
�� ������% 13 ���.

&�	 ���������� �����
���� ��
��� ����������� ������������	
��'���� 
����������
� ���
���� �����.

(�
������ k  — �������
� �����!��, @� �'� ��
��	��
�,
nk ,1� . ����� ������
�� !��� 
���=:

1. 1�k .
2. *�
�!’%�� ��
����� �������� ��� 0 �� b ������� �� m ��
��-

����� ���'���= � .
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3. &�	 ��'���� 
 m ��
������� ��
������ ��'���� 
������	
��
��������
� 
������������� �����!� k , 
�!
�

ml
a

lx
k

k ,1,0 �
�

�� ,

��: l  — �������
� 
���� ������ �����
�� ' (b,0  �� m  ���
��;
l�  — �����'�� 
������	 ��������, ml ,0� ;

ka  — �����
��� ��
��
 �������� �� k -� 
������������ �����!.
A���� 
����� kx  ��'� ��!���
� 
������ mlxl

k ,0, � .
4. :�
������ �������� ����
������� �������� ��	 ��'����

��
������ l :
mlxal l

kk ,0  , ��� .
5. �<��
�����
� �������
���	 l� , ml ,0�  �������� 
��������-

���� �����!�� k  
 ��
��������
= l
kx  !��� ��
����
��	 	�

)()( 1
l
kkk

l
k xalgxf ��� � .

6. A�����@�� ������
 �������
���	 ������� l� , ml ,0�  
��-
���������� �����!�� k  
 ��
��������
= l

kx  !��� ��
����
��	 	�
))()((max)( 1

l
kkk

l
kk

x
k xalgxflg

l
k

����� � .

&�	 ��'���� 
������	 l  
�<����%�� 
������	 )( lgk � , � 
���'
���������� 
������	 
������ l

kx .
7. D�@� nk � , 
��� 1�� kk  
� �������
��	 �� ����
� 3.
D�@� nk � , 
��� �����
� �� ����
� 8.
8. �������� �� n  
������������ �����!�� �����	%
��	 b  ��-

������, 
� �� ����� �
��� �������� ��
��	��
� ��
����� ���� b
������� �������, 
�!
� ml � , 
��� bl �� . (������
��	 �� ����
�
3. (���
� 3—6 ������
� 
����� ��	 ml � . A� ����� 
������
�
������ �
�� ������
��. : ��
���
�
� ��������� �!������� ��-

������ ������������ ���!�
�� ��� ��
������ ��'����� �������-

� �������, � 
���' ��
�������� �����! ���	�����	 ����� ���!�-

�� ��� <��������� �������
� 
������������ �����!��.

�
���
��� ��� �
	���
���
�� ��
��
�
 �
��
��� ��� �
	��������� 
���’����
���

1. O������ 
��
��� ���� ��	�� 
�����
��
�
 �
��
	�
� ��������.
2. O�	���� �
�����
���� ���
�� ����
���-���
	� �� ���
	�

0�

����.
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3. ����*��� �
	�
� ��	��� ���������� 
�����
��
�
 ��
��������
� ��
��' �
��
����
���.

4. ��
$��� �
�����
���� ���
�� ��	��� ��
�	���� ����
�� ��	�
	��
�
������ �� ��	��� �� ����*� 	
� ����
������
�
 ��	���������.

5. �������� 
��
��� $�
���
�� �
	�
�.
6. �������� ��	��� ��
 ����������� �� �'��� ���
	� ++ �
��’�-

�������.
7. ����*��� �
�
���� �
$�	
�� 	�
+��
+ ��	���.
8. W
$�	���� 	�
+��� ��	��� 
���������+ �
��
	�
� ���
$����' ��-

������.
9. /"
���
���� ��
���� 	�
+��
��� �� 	���� +' �
��������.
10. /"
���
���� ������
���� ��	��� �� ����*��� ++ ��
�
���
-

����������� �
	�
�.
11. ! �
�� �

���� ��	�������� 	�
' �����
+ ������
���
+ ��	���

��	 �
�����
+ ������
���
+ ��	���.
12. ����*��� ��
�
�� "������ ������
���
-���
$���
+ ��	��� ��

	���� ��
�
����� �
�������� ++ 	
	�����.
13. W
$�	���� ��
�
���
-����������� �
	�
� �� ����	��� �
��’�-

��� ��������' ��	��.

(���’��
�� �
�
��
������ 1. M�
�
�������
�� ������%��
�� 
�����=% ���
����

����� 
 
���� 
������ �� 
���� �!’%�
�� !�������
��. :���!����
��
�'���
� 
������ ������==
�: 500 
��. �
�� 
� 400 
��. �
��.
(�
��!� �!’%�
�� � ����� ������=
� 600 
��. �
��, 250 
��. �
��

� 350 
��. �
��. :��
��
� ������
���	 ����%� 
��	�� �
�� ����� 


������ �� �!’%�
�� !�������
�� �������� � 
�!�. 3.24.

6�$
��� 3.24
:��
��
� ������
���	 1 
��. �
�� �����

"�����
J JJ JJJ

M 50 30 20
: 40 60 50
� 10 20 40

:�
����
� 
���� ���� ���
���� �����, 
� 	���� 
�������
��
��
��
� !���
� ����������.

������ 2. (�����%��
�� ��
���!��� 
������� ��% ��
��� ����-

���, ��

�������� � ��
��� ������� ���
�. &��
���� ��������� �
�� ����
��� 
�����=%
��	 
 ���� 
����������� ������� M 
� :,
���@� 	��� ���@�=
� �� 40 ������� ��������� @���	.
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; ���!�
����� �����%
��	 ��
����
� ���@� ����
����, 
���
�� ��
��!� � ��������� 
 
������� ������� ���������� ������
� 50,
25, 30 
� 35 ������� �� ����.

U�! 
���������
� ��
��!� ����
����, �����%
��	 ��!�����
�

��
�� �����, ���@� 	���� ��
����
� 
!�����
� � ����� 60 ���-
���� ��������� @���	. *�
��	��=
��	 ��� ������
� ���� ��

�-
������	. ; 
�!�. 3.25 �������� ���� ��� 
�������
�� ��
��
� 
�
������= ��������� 
 ����=��� ������� M 
� : � ��� ������
� ��
-
��@���	 ������ ������.

6�$
��� 3.25

#�������
�� ��
��
� (���/��.)
#������� �����

J JJ JJJ JV

M 7 8 5 12

: 8 9 9 11

:�����
 J 7 8 9 9

:�����
 JJ 10 9 6 8

A��!����� �����	
� ������	 �������� ���@��� ������
� ��
-

�������	 ������ ������.

������ 3. �����
� �’	
� �����
�� 
 
���� 
��� �� ��'������
<����������	 ���
	��� 
���� �����, 	�@� ������� ��
����� ����-

����������� �� �����, ���������� ���!�
�� �� <�������� ��'-
�����
� (
�!�. 3.26).

6�$
��� 3.26

:�
��
� (���. ���/���)
(����


1-� ��� 2-� ��� 3-� ���
(��!�
��
(���. ���)

J 5 3 2 20

JJ 6 4 5 40

JJJ 3 2 4 30

JV 4 8 6 25

V 5 6 3 35

)���
�� (���. ���) 20 20 20
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Òåìà 4
���!��	������ 	���
� $���%����� 	���
��!

4.1. �,!:6+0( 9$,'"6#��% )'$'�'0(
&' !��!"�# "()�'*+��%

"�!�
������	 �������������������� ��
��! � ��
���������

���!�� (��������, �����<�!����
�, �������
�=�� ����!�, ���-
���
� ���'�����	 � 
. ��.) ���=��% 
�� <�
�: ���������	, ����!-
���
�� � ��
�����. *�
!����������	 ��
��! � ��
��������� �����-
��� 
 �� ��	����
= ���� �� ��������	 ��
������
� ����!���
��,
�������% ��!�'��� ������� � ��������
��. &�	 
���!�����	 ���
��!�'���� 	��@�� �
���==
��	 
����� [12], [22].

���� 
��� ��'�� ������%��
��, 	� �������, ��% ������ 
����
����!����� �������� (��������, ��
�������, 
�@� — ����!����

�����) 
� �������� ��������� (
������ 
�����). :���!���� 
� 
�-
����� 
����� 	��	=
� ��!�= ��
������
������ ����
��, 	��� 
��-
������ �� �������
���%
��	. "� ������� ����� ������%��
�� ����
����� 
!�
�� � ����	�� ���������
���� �����
������� ��'�����-

��. ����� ����� ��	 
!�������	 
������ ��
��!�� ����� ��
��
� —
�� �!��!�� ��
������� � 
�����, �
������	 �����@, ����
� �����
�� ���������, �
��������	 
������ 
�@�. (��
�% ��
���	: ��	 ��-
�� �
���==
��	 
�����? [6].

J���% �������� �!’%�
����� ������ ���!������
� �
������	 
������:
L ��
!�'���
� ��
��� ���
�����	 (����!���
��) ��
���������


������ 
 ��
���� �� ���'�����	;
L ��������� ��������	 ����
� 
� ������ ��' ���
������, �!-

�	��� ���
����, ��
������� ��' ���
������;
L 
���
�������� ����������
� ���
���������� ��� ���'������,

@� �����'����=% ���
���� ��
��!��� ��������, ��
������� �!� 
�-
����� ���� � 
�� ��� � � 
��� �!�	
�, ���� ������
��� ��
��!� � ���;

L ��
�����
� ����!�
�� �!� ����
������	 ������ ����� ����-
����, ��
������� �!� ��������� 
� �����������
� ����
� �� ���, �

���' �����������
� ����
������	 ����� ������
��, @� �
���=-
=
� 
����, ��� ��
������ ����
� �� �� ������
�;

L ��
�� ������	
����� 
���� �������� ��� �� ��������, ��-

������ �!� ������� ��������=.
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J
 
���
���	� ��
����� 
������ ��
��
� �� �� �
������	 
!���-
��=
��	. " ������ !���, ����
 ���
��� 
������ ������%��
�� ��-

��� 
!�
�� � ����	�� �����
�������� ������ ��� �����'�, �
��

��������� ����
��� �!� ����������
����� ��
��
 � ��
���
�
�

����� ��
��!��� �������� ����'����, �
��<��� ������� 
� ��-
���%����� ���
���� ��������� 
���������, 
!�������	 ��
��
 ��
���
���� ��������� 
�@�.

: 
�� '� ��� ����% �	� ��
�
��� ���������, 	�� ����	=
� 
��-
�����= 
������:

L ���
� 
� 
!�������	;
L �
������� ����������� ������ ��������� 
�’	
�����	 �!�-

����� ���
�� � 
������;
L �
��
� � 	���
� � �������
� ��
�������, @� 
�����	
��	 � 
�-

�����;
L �
�����	 (��������� 
���), @� �������
� �� 
��'���	

����
�.
"����� ��'�
� ������=��
��	 !�
�������� �!� ��������

���
�	�� ����
 ����� �����'�� ����. ; ������� !�
����������
���������	 
������ ��
��������
� ������'���	 ������
��, 	��
�
���=��
���
� 
����, ��@�, ��' ��
��������
� ���'�����	 
�-
����� ��� ������
��. #��� ����!���
�� 
���� ������
�� ��
��!��
��� ��� ���� ���
����	
� �!� �����������'���
� �� ������ ��-
��� ������
��, � ��
�� �������=��
�. B� ��������'�%
��	 ���-
���� ����
������ ��
��
���, 
���'�� ��� ���
�
� ����������	
����!���
��. ; �������, ���� 
����� ������==
��	 ��������
���
�	�� ����
 ����� �����'�� ����, @���
� ������=
� ��
��
�
�� �<�������	 
��������	, ��������'���	 ����������� ���
��,
����
� ����� ��������, ���’	
���� �
 ��������	� ��������� 
�-
�������	, 
�@�. "�
������ ��
��
�, 	� �������, �� 
���'�
� ���
��
���� ���
�� ���
����. J
 
!�������	� ��
����� ���
�� ���!���-
�� �������
� ���
���� 
�����%
��	, 
�!
� ������� ��
��
� ��
�<�������	 ���� 
�������� �������=
��	. M�� 
� 
���� ����

���
�% �������� ��
��� 
������ �, ����������, 
!�����=
��	 ��-

��
� �� �� �
������	.

#���� �����, � ���
��� ���������	 
������� ��=
� ����� 
���
���� ��
��
:

L ��
��
�, ���’	
��� 
 �
������	� 
������;
L ��
��
�, ���’	
��� �
 ������
���%= ����!���
�� ���������,

	�� �
���=��
��� 
����;
L ��
��
�, ���’	
��� �
 �<�������	� 
� ���
����= ���� 
���-

����� �� ���
���� ������� ���
�� ���������;
L ��
��
�, ���’	
��� �
 ��<���
�� ���������.
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J
 
����= ��
����� 
������ �� ��
��
� 
���==
��	 ��-��
����,
������� ���� �������=
��	, � ���� 
���
�=
�. #��� ������%
���!���� ��
������	 ��
��������� ��
���� 
������, 
� 	���� 
�-
������ ��
��
� � ���
��� ���������	 
������� ������
�=
��	.

��	��� �����
���� �������� ���	��% � ��
������� �����
��
���� � �!�	��� 
�������� �� ���������	 
������ � ��
������ ����-
������ 
�������� �� �%������ ����� ���
��� ���
�����	.

/��������� �����
, 
� 	���� ������=
��	 
��� ������	, ��
�-
��%
��	 ���
����$� ���
���		
 !
�
�
��. )�'�� �
��
���	
���������	 
������� ���’	
��� 
 ������������ <���������� ��-

��
���. 0����
��	�� ��
���%
��	 
��� �
��
���	, ��� 	��� ��-
����
�=
��	 �� ��
��
�.

@��
����� �
�������� 
����� ���������	 
������� %:
L ���
��� ���
�����	;
L ����
 �� ������
� ���
�����	;
L ��'�����
� ���������	 
������;
L <������ ��
��
;
L �!��'���	, 	�� ������=
� �� �!�	�� 
������;
L �����	
� �
��
���	 ���������	 
�������, 
�!
� 
�
������

����	 ��������� ���
���������, @� ��
����% ���� ��� � ������
���������	 
�������.

&�����
 ����
�
		
 — �� ��������
� �������, ��' 	���� �
������� �������� �� ���
�����= 
�����=%
��	 ������@���	 ��-

�������, @� 
!�����=
��	 � 
�����.

7�	���
 ����
� ������%
��	 � ������
�%
��	 ��	 ���%� ���
���
���
�����	, � �� ��	 �� �������� �����
����.

���
��� ���
�����	 �����<���=
� 
� ������
���� �
������:
L 
� �������
= ��������
�� 
!�������	: �� ����������
��� �

!���
�������
���;
L 
� �������
= ��������, �� 	�� 
�����=%
��	 ���
�����	: ��

�
�
���� (���� ������) � ��������� (!���
���������);
L 
� ����
�� �� ������
� ���
�����	: �� �
��������� � ��-

�
���������; ��
���������� � �
����
����; ���������� � ������-

��; 
���'�� ��� ����
� �� ���� ��������
���� ����� �!� ��
�-
��'��.

; ���������� ��	 ������
���
� !����� ��
��	��
� ��������-
�	 
������� �� ������%��
���.

:������ ���!����� ��
������	 ��	 ����!����� 
������.
�����	�� ��
���%
��	 
���� �� �����
 ��
��	��.
&��
%���� — 
����, 
�������	 ����	 	���� ��'� �������
�

��!�'��� ������� �� ����!���
��, @� 
��'�=
� �<��
�����
�
���� <������������	.
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8���
���	�� ��
���%
��	 
����, 	��� ��
���	% 
�!�
����
�
��
������
� ����!���
�� �� ������
���� ������� 
������� ��-

������ (���. ���. 4.1).

t

"����
(�
�����


����
A����
�����


����

�
�������

����

*��. 4.1.

:�'����� ���	

	� � 
����� ���������	 
������� % �
����
�����+ ���
�
���� �� �
�
������ �������, ��� ����� �������=
�-
�	 
��� ����
����: ���
��
� 
!���'���	 
������; ���
��
� �������-
�	 
��������	 �� ���������	 
������; ��
��������
� ���'�����	
���������, 	�� 
!�����%
��	 � 
������.

4.2. �',&#��# +6+0+�&(
" 0!3+6%2 9$,'"6#��% )'$'�'0(

"
������ !�����
		
 — %����� <��
��, 	��� �
����=% ���-
������	 �������� 
������. : ��� �������%
��	:

L ���
��
� ���������� �����@���;
L ��
��
� �� �������� � 
������ ������;
L ��
��
� �� ��������
�� ��!�
� ��� 
!�������� ���������;
L ��
��
� ��� ���������� 
�������	 ���������, @� 
!�����%
��	;
L �
��
� ��� 
��'���	 ���'����� 	���
�;
L �
��
� ��� «
�����'���	» ���
�� � 
������.
"
������ ���
�����% �����'�	� �� 
���'�
� ��� ��������

�
������� 
������ � ���=��%: ���
� 
� ������� <����, ����
�
�-
����� �����������	, ��
��
� 
� �������	 � 
. ��.

; 
������ 
!�������	 ���������� ��������� �� ������ �������
���
���
� �� ��
��
�, 
����� 
 
����%= �!’%�
���� �!���������
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������ )��
�������, ��'�
� �� ���������
���. : !���
�������-
��
������ ������ ���� �������=
��	, �������� ��'�
� ������
�
�� ��������� ��� �����������
� 
!�������	 � 
������ ��	��� �����
���������.

:��
��
� 
!�������	 �-�� ���� ��������� �!����=%
��	 
� <��-
����=:

CK

i
n

�$
� S

SC
/

)(
)( � ,

��: )(nC  — 
������� ���
��
� ������;
iS  — ���@�, 	�� 
����% ������	 ��������� �-�� ����;
CKS  — ��������� ���@�.

0��
�
 �����	
�� � ��%	��� ������ ���=��% ����
� ���� ��-
!�
 
 �!�����������	 
������ � ���'������, 
������� ��
��
� ���-
���	
��	 �� ������� ���@�, @� 
���	
� ����= ��������%=.

"��
�� ��� ������	��� !��	#�		
 !
�
��� ����==
��	 
�
���������������� 
������:

teyty :�)� 0)( ,
��: 0y  — �������� ����
������ 
�����;

)(ty  — 
���� � �����
 ���� t (!�
 ���������	 ����
�);
:  — ���<���%�
 
�������	, 
��� �
��
� �� �����
 ���� t

������=
� 20 )1( CeyC t:��� .
(�� ����� �������� t:  ������%
��	 �������������	

te
t

:
:

�; 1 , � 202 , CtyCC :�  — ���
��
� 
!�������	 ������� ���-
������ �� ���������� ��
������, 
�!
� �
��
� ��� ����������

�������	 ��	�� ����������� �������� 
�����, ���� 
!�������	 �
���
��
� 
!�������	.

:
��
� ��� 
��'���	 ���'����� 	���
�� ������=
��	 �����-
�������� ���
��
� ������� ��������� )( 0C  � 
��'���= �� ���'��-
��� 	���
�� 	� <������ ����:

)()( 10 tCtC cn :� ,
�� )(1 t:  — ���<���%�
 
��'���	 ���'����� 	���
��, 	��� ��
��-
��%
��	 
�������	� ������� ���������, ��������= ���!�������-
�	 � ������= ����, ��������� 
����� � 
. ��.

"��
�� ��� !
������		
 ��#��� � 
������ ��
����=
��	 	�
��!�
�� ���
��
� ������� 
����� �� ����� �<��
�����
� �!������
���
�� 10—15% �� ���.
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4.3. �!3+6@ �#6�!�'

������ ;������ ��
��	��%
��	 
 �����@���	�, @� ����
 ��
��������= 
!�������	 % �����������, � 
��������	 �� �����-
����	 
������ ������%
��	 ��

%��. A�
��'�=�� �� 
��� ����-
@���	, �	 ������ ��% ������ 
������	 � 
����� ���������	 
�-
������ � % �����= ������=, 	�� ���� ��'�����
� ��
����
�
�
���� !
�����		
, @� ��
���
�% ��
��
� �� 
!�������	 � �!-
�����������	 
�����.

�
�	��
�!� 
�����. (�
��!� � ��������� �� �������� ��
����-
�� # ������ � 
����� ��������= S �������; ��
��
� �� �<������-
�	 � ���
���� ������ 
��������	 �� ���������	 
����� ������=-
=
� /1; ���
��
� 
!�������	 ������� ��������� � ������= ����
������=% /2. (�
��!�� ��
����
� �������� ���
�� 
��������	 Q
�� ���������	 
�����, ��� 	��� ������
�=
��	 ������� ��
��
� ��
��
������ 6.

������� ��
��
� !���
� ������
��	 
 ��
��
 �� 
��������	 �
��
��
 �� 
!�������	 
������.

(�� �������� ���
�� 
��������	 Q ��
��
� �� 
��������	 
�
���������	 
������ �� ��
������ 6 ������==
�:

Q
SC

QC 1
1 )( � ,

�� 
Q
S  — �������
� ���
�� (�).

������� ��
��
� �� 
!�������	 
������ �� ��
������ <  ��
����-
=
��	 <������=:

<22 2
)( CQQC � ,

�� <  — ��
����� ���� ��' ����'���� ���
������.
#��� ������� ��
��
� �� �!�����������	 ���
�� 
��������	

��
����=
��	 ��������= <21 2
CQC � , � ��
��
� 
� ��� ��
����-

=
��	 	�

TCQ
Q

SC
QF 2

1

2
)( �� . (4.1)
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"����� 
���=��%
��	 � ��
������� Q, ��� 	���� F(Q) ���	��%
������������ 
������	. :������
���=�� ���!����� ����� ���
-
������, �
����%��:

0
2

)( 2
2

1 ��
�

�� TC
Q
SC

QF ,


�!
� 
���� ���
������ ��
����%
��	 �����=

2
12

2 Q
SCTC

� .

"�����

2

12
TC
SC

Q � . (4.2)

:������� 
T
S  ��
����% ����������!��� ��
��!�, ��
������ �� q .

:��������	, @� �� 
���� �������� F(Q). &�	 ����� ��
������

��� F �� (Q) � 
���� Q:

0
2

3
1 ����

Q
SC

F ,

�
'�,

2

12
C
qC

Q �� (4.3)

��
����% ��
������� ���
�= 
��������	 �� ���������	 
������,
��� 	��� ������
�=
��	 ������� ��
��
� (4.1) �� �!�����������	

������. K������ (4.3) ��
���%
��	 <������= $������.

(�������
�%�� (4.2). D�@� /1 ������, 
� ���
�	 �Q  ������� !�
�
������=, � 	�@� /2 ������, 
� ���
�	 �Q  ������� 
�������
���.

#�!
� ������ ;������ ����
�%, @� �
������ ���
�	 
�������-
�	 �� ���������	 
������ % ��
���
�
�� ��
�’	
���	 
����� !�
�-
������ ��
���
���� � ��
����% �Q , ��	 	��� ���
��
� 
!�������	
��������% 
 ��
��
��� �� �<�������	 � ���������	 
��������	.
*�
���
�
� ������ ;������ ��'�
� !�
� �
��������� ��	 ��
����-
������� !���
� ������
����� ������ ���������	 
�������.

�
�	��
�!� 
�����. A� ������ 
!�����=
��	 k  ������
��
),1( ki � . iC1  — ��
��
�, 	�� ���’	
��� 
 ��
��@���	� � �<������-

�	� ���
�� 
�������� ii CQ 2;  — ��
��
� �� 
!�������	 ������� �-
�� ��������� �� ���������� �������� ��
������.
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(�
��!�� ��
����
� ��
������� 
��������	 �� ���������	

������ ��'���� ������
�, ��� 	��� ������
�=
��	 ������� ��-

��
� �� �!�����������	 
������.

&�	 ��
���'��� ������
�� ���������� �� <������ $������
(4.3) ��
�������� ��
��� ���
�� 
��������	 ��� ���
����� ��
��-
������
� ����
� � ��

%��� ���
���� ��
����%
��	 ��������=:

ki
C

Cq
Q

i

ii
i ,1,

2

2

1 �� . (4.4)

#��� ������� ��
��
� �� �!�����������	 
������ ���� ������-

�� 
!�������	 ��
����=
��	 
� <������=:

�
�

��
k

i

ii

i

ii TQC
Q

SC
QF

1

21 )
2

()( . (4.5)

���������� �
��
� ���	��=
��	 � 
���� iQ , �� ��
��
� �� 
!���-
����	 ������==
� ��
��
�� �� �<�������	 
�������� (���. ���. 4.2).
(��������� <������ (4.5) ��	 �
������� ���
�� 
��������	:

� � �
� � �

))�
)

)
�

)
�

k

i

k

i

k

i
iii

ii

iii

i

ii SCC
Cq

CqC
Q

qC
QF

1 1 1
21

1

211 2
2

22
)( (4.6)

)(1 QC

�Q Q

)(2 QC

Fmin

)(QF
"�
��
�

*��. 4.2.

K������ (4.6) ��
����% ���������� ��
��
� �� �!�����������	

������ !���
���������
������ ������ ��� ���
������ ����
�
��	 �
�%��� ��
������� ���� 
������. A� 
!���'��� �� ������
��������= ��'�
� �������
��� �!��'���	 
���:

L ������� ���
��
� 
����� ��������� �� ������� !�
� �����,
���' �������� W1;
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L �� ������@���
� �!��'���� ���������� ���@� W2 � 
. ��.
; ����� ������� ���!����� ��
�’	
���
� 
����� ������� ��
���-

����, ��	 	��� ��'�� �������
�
� ��
�� �	��	���� E�����'�, �
��� %������ �!��'���� �<��
����� % ��
�� >�������.

4.4. �3�!$,!39/&!"' 3+&+,0#�!"'�'
�&'&(*�' 0!3+6@ !$&(0'6@�!<! 9$,'"6#��%

)'$'�'0( ) 0!B6("(0 3+K#5(&!0

:��'�
�����, @� ��
��������
� ����
� �� ��������= % �
�-
��= � ������% r ������� 
� ������= ����. D�@� � �����
 ���� t = 0

����� ��%� ��������� ����%, 
� ���
	��� ���� t1 ����������
�-
��
��	 (�
 �������
= r) ��<���
 ���������, 	��� ������� !�
� ��-
���������� � ���!�
�����. )��� ��<���
 ���	��� ��
���� h, ��
-
������%
��	 ����!���
�� ��%� ��������� 
 ��
��������
= s
������� ��������� 
� ������= ���� (s � r). �����
�� ���
	���
���� t2 
 ��
��������
= (s – r) ��<���
 �����
�
��	 �� ���	; ����
���
	��� ���� t3 
 ��%= ' ��
��������
= 
���
�
��� 
���� �����-
����. )��� 
���� ���	��� ����	 H, ����!���
�� �� ������ ������

����	%
��	, � 
���� 
 ��
��������
= r ���
	��� ���� t4 �������-
��
���
��	 �� ��������� ����	. " ����� �����
� ���� 
���� �!�	-
�� 
������ �������=%
��	 (���. 4.3).

&�<���


O

'

"����

h

t1 t2

t3 t4

t

*��. 4.3.
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A������� ������� 
���'���
� ��' ����
������ ����� 
����
�!�	�� 
������:

1) 
�������� �!�	� ����!���
�� q 
� ��� (t2 + t3) ������� ����-
��=��
� ����
� 
� ���� ��� ����� T:

q = s (t2 + t3) = rT,
��

T = t1 + t2 + t3 + t4;
2) ��% !�
� !����� ��' �
������� 
� ������������ ���� ��<�-

��
��:
h = rt1 = (s –r) t2;

3) ��% !�
� !����� ��' �
���=����� 
� ������������ 
���-
���:

H = (s – r) t3 = rt4.
&�	 ��
������	 ��
�������� ������
��� ����� 
���� �!�	��


������ ������� ���
���� ���������� ����
����:
d1 — ��
��
� ��������� ��<���
� ������� ��������� 
� �����-

�= ����;
d 2 — ��
��
� �� 
!�������	 ������� ��������� 
� ������= ����;
d3 — ��
��
�, ���’	
��� 
 ������
���%= ����!���
�� ����%�

���
�� ���������.
#��� ������� 
� ������= ���� 
������� ��
��
� ���
	��� ����-

�� ����� ������=��
���
�:

T

dttHdtthd
y

3432211 )(
2
1)(

2
1

����
� .

" �������� 
���'���
�� ��' ����
������ ����� 
���� �!�	��

������, 
������, ��%��:

)(,, 323421 tt
r
sTt

r
rstt

r
rst ��

�
�

�
� .

#��� 
����� ��
������	 ��
�������� ������
��� ����� 
����
�!�	�� 
������ 
����
��	 �� 
���� ��
���
������� 
�����:

#
#
$

##
%

&

��

�
�

����
�

.0,0

min,
)(

2
1)(

2
1

2

32

3
2
32

2
21

tt
tt

d
s
rtrsdtrsd

y (4.7)



107

A��!�����= �����= ��
��������
� % ������
� ���= ���
�����
�������� y 
� 
������� t2 � t3. #�!
� ����'��� �������������	:

#
$

#
%

&

��������

�������

0)(
2
1)()(

2
1

0)(
2
1)()(

2
1

3
2
32322

2
21

3
2
32321

2
21

d
s
rtrsdttrsdtrsd

d
s
rtrsdttrsdtrsd

(4.8)

" ���
��� (4.8) 
�������� ��
�’	
�� 
����� (4.7):

.
))((

2

,
))((

2

212

31
3

211

32
2

srsddd
drd

t

srsddd
drd

t

��
�

��
�

�

�

�
'�, ������� ����
���� ��
�������� ����������
���� ��
�-
���������� �
�
����� ������ ���������	 
������� ��
������=
�-
�	 
� <��������:
��
�������� �!�	� ����!���
�� ���
	��� ������ ����� (��
���
���
��)

21

321

)(
)(2

ddrs
dddrs

q
�

�
�� ; (4.9)

��
������� 
�������
� �����:

21

321

)(
)(2
ddrsr
ddds

T
�
�

�� ; (4.10)

��
�������� ������������ ������ 
������:

)(
)(2

212

31

ddsd
ddrsr

H
�

�
�� ; (4.11)

��
�������� ������������ ������ ��<���
�:

)(
)(2

211

32

ddsd
ddrsr

h
�

�
�� ; (4.12)

��
������� ������� 
������� ��
��
�:

)(
)(2

21

321

dds
dddrsr

y
�

�
�� . (4.13)
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������� 4.1. ��!���� <�!���� ��'� ����
���	
� �����
��
«����
�» � �������
� 3000 ������� �� ���. (���
 �� ��������=
������=% 2000 ������� �� ��� � % ����������� ���
	��� ����.
; ������� ��� ����
������	 �����
���� ��� <�!���� ����
���� ��-
��!�	% ��!���� ���!����. :��
��
� ������ �����
��� — 5 
��. ���.
D�@� 
���
 �� ���
���� �����
��� <�!���� ������% �
 
���
���-
�	�, ���� ���� 
!�
�� � ��
���� 0,1% ���
��
� 
� ��'��� ���� 
�-

�����. K�!���� ��'� 
!�����
� ���= ��
��� ��������=. A����
��
��
� �� 
!�������	 ������=
� ���!��
�� 20% ��������� ���-

��
� ��������� �� ���. :�
��
� �� �������'���	 ��
����� �����
��	 
������ ����!���
�� ���
�� �����
���� — 10 
��. ���. A��!-
����� ��
����
�: ��
�������� ��
��� ���
�� �����
����, ���� ��
����!���
��, ��
��� ������. M 
���' ��������
� �� 
���
���	: ��
% ���� �������
� ��<���
, � 	�@� %, 	��� ��'� !�
� ���������-
��� ��
��� ��<���
�?

&�	 ��������� �� �� 
���
���	 �����
�� ��
������ ��
��!��
������� ����:

� ��
��������
� ����
�: 48,5
365
2000

;�r  (������� �� ��!�);

� ��
��������
� ����!���
��: 22,8
365

3000
;�s  (������� ��

��!�);
� ��
��
�, @� ���’	
��� 
 ��<���
�� ������� ��������� ���
	-

��� ����%� ��!�: 5
100

50001,0
1 �

)
�d  (���);

� ��
��
�, @� ���’	
��� �
 
!�������	� ������� ��������� ���-

	��� ����%� ��!�: 74,2

365
1000

365100
500020

2 ;�
)

)
�d  (���);

� ��
��
�, @� ���’	
��� 
 ������
���%= ����!���
�� ����%�
���
�� �����
����: 000103 �d  ���.

:������
���=�� <������ (4.9)—(4.13), 
�������:
��
�������� ��
��� ���
��:

431576,18100
74,25)48.522,8(

00010)74,25(22,848,52
;�

))�
)�)))

��q  (�����
��);

��
������� �����������
� ������
���� ����!���
�� �����
����
(��
������� 
�������
� ����� 
���� �!�	�� 
������):

7,78619,0100
74,25)48,522,8(48,5

00010)74,25(22,82
;�

))�)
)�))

��T  (��!);
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��
��� ������ ������� ���������
� ��
��������� ���������-
���� ����=

������:

93861,0100
)74,25(74,222,8

000105)48,522,8(48,52
;�

�))
))�))

��H  (�����
���);

��
�������� ������������ ��
��� ��<���
�:

51259,0100
)74,25(522,8

0001074,2)48,522,8(48,52
;�

�))
))�))

��h  (�����
��).

"� ��� ���� ������� 
������� ��
��
�, ���’	
��� 
 �
������	�

������, �
��
��� ��������� ��<���
� 
� ������
���%= ����!���
-
�� ���
�� �����
����, ������
���
�:

25447,6100
)74,25(22,8

0001074,25)48,522,8(48,52
;�

�)
)))�))

��y  (���).

#���� �����, � ��������� ��
����� �������� ������
�����
�
����!���
�� ��!����� �����
���� 
 �����������
= ���� ��
 ��
80 ��!. (���
 
� ��� ������ ������
��� !��
��� 440 �����
����,
��	 ����
������	 	��� ��
��!�� !��
��� 54 ����. *��
� ����
(26 ����) <�!���� ����
���	
��� ��!���� ���!����. �������-
����� ��
��� 
������ ������
��� �� 95 �����
����, ������ ��<�-
��
� — �� 52 �����
����. ����������!��� ��
��
� ���
��� —
!��
��� 260 ���.

D�@� ������=��
� ����!���
�� ���
��� — ��������� ��
 ��
30 ����, ����������� �!�	�� 
������ 
� ��<���
� �����
	
��	 —
���������� �� 36 �����
���� (������������ 
����) 
� �� 20 �����-

���� (������������ ��<���
). :������� ����������!��� ��
��
�
���
��� 
���
�
� �� 382 ���, �������� �������=��
� ������ ���-

�� �����
����, @� ��'���� ��
� ������% ��
��
 � ���� 10 
��. ���,
������
��	 !����� �������
� ��
��.

W�������. ; ��������, ���� �����������
� ������
���� ����!-
���
�� 
������ (
�������
� �����) % 
�����= � ������=% 60 ���-
���� ����, ��
������� 
������	 ����� ������
��� ����� �!���-
�==
��	 
� <��������:

,
)(

,
)(

0

21

10
3

0

21

20
2 T

sdd
rd

tT
sdd

rd
t

�
�

�
�
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,)(,)(, 0
2

00
3

000 trshtrsHrTq �����

.
)(2
)(

0
30

21

21
0 T

d
T

sdd
rrsdd

y �
�
�

�

"������, 
� ���������� � �������� ������, ��� 60 = 30 ��
�-
����:

83,38133,33350,48
30
0001030

22,8)74,25(2
48,5)48,522,8(74,250 ����)

)�)
)�))

�y  (���).

D�@� ������=��
� ����!���
�� ���� ���� ��
 �� 180 ����, ��-
��������!��� ��
��
�, ���’	
��� 
 �������'���	� ��
����� �����
��	 
������ ����!���
�� ���
�� �����
����, 
����� �����
	
��	.
(��
� 
!�����
��	 ��
��� ����%� ���
�� — ���'� �� 1000 �������

� ��
��� ������������� 
����� — �� 212 �������, � 
���' ��
���
������������� ��<���
� — �� 117 �������. B� �!�����=��
���

!�������	 ����������!���� ��
��
, ���’	
���� �
 �
������	� 
�-
�����, 
� �
��
 ����
 ��<���
 ���������. (������ 
������� �����-
�����!��� ��
��
� ���
��� ������=��
���
� 345 ���.

�
'�, � ��
� ���������	 ��� ��
�������� 
�������
� �����
(6* = 80 ����) 	� � !�� ���������	 (6 = 30 ����), 
�� � � !�� 
!���-
����	 (6 = 180 ����), ����������!��� ��
��
� ���
��� 
�����

���
�=
� ������	�� 
 ��
�������� ������ — � ������� �����-
�� (6 = 30) — ���'� ����������, � ������� ������� (6 = 180) —
���'� �� 
��
���.

�
'�, ��
���
���	 �������� ������
��� ����� 
���� �!�	��

������ ��
���	% ������
���
� ��
��
�, ���’	
��� �
 ��	�����
= ��-
�
��� ���������	 
�������.

4.5. ���!"�# 0!3(K#/'5#8 3+&+,0#�!"'�!8
!3�!$,!39/&!"!8 �&'&(*�!8 0!3+6#

&�
���������� ����������
��� �
�
���� ������ ���������	

������� ��'� !�
� ����<������� 
 ���������	� ���
�����
�����@���:

1) 
�!����� ��<���
�;
2) �����
���
� ��'�����
� 
!�����
� 
���� ���������;
3) ���������	 
������ 
�����=%
��	 ��

%�� ����
 ����� ���-

��'�� ����;
4) ���������	 
������ 
�����=%
��	 ��

%��, ������� �����-

����	 ��<���
� 
�!�������.
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(���� 
� ����� �����@���	 �
���=
��	 ��
�����, ���� 
�����
������==
��	 �!� ��
����=
��	 ���������� (� ������� �������
���	

	 
����� % �������, �������� ��	 ��������	, @� ����
���	-
%
��	, ����
� ' ���	����%
��	 �� 
���������	 ����
�). #��
% 
�
��
���
� �����@���	 �����==
� ��
�����, ���� 
���� ������=-
%
��	 ���
�	�� ����
 ����� �����'�� ���� (� 
���� ��������, 	�
�������, ���
�������� % 
���
�������� ������������� ��� ���-
'�����).

��
������� 
������	 ����
����� ����� 
���� �!�	�� 
������
��	 ��'��� 
 ��������� ����<������ ��'�� �
����
� 
 ��������
<����� (4.9)—(4.13) � 
���� �����!.

; �������, ���� ��<���
 
�!�������, ���� ������
� =�1d ,


��� 1
21

1 �
� dd
d , ����	 ���� <������ (4.9)—(4.13) ��!���=
� ��-

��	��:

;
)(

2

2

3

crs
rscq
�

�� )9.4( �

;
)(

2

2

3

crsr
scT
�

�� )01.4( �

;)(2

2

3

sc
crsrH �

�� )11.4( �

;0��h )21.4( �

.
)(2 32

s
ddrsr

y
�

�� )31.4( �

�
'�, 	�@� � ���������� �������� ��!���� <�!���� �����-
��
��	 ��� �
������	 ��<���
�, ��
�������� ��
��� ����%� ���
��
�����
���� «����
�» ������
���:

34712100
74,2)48,522,8(
0001022,848,52

;�
)�

)))
��q  (�������);

����!���
�� ��!����� �����
���� ��
��!�� !��� �������=��
� 

�����������
=:

633996,0100
74,2)48,522,8(48,5

0001022,82
;�

)�)
))

��T  (����);
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������������ ��
��� 
������, 	���� ������� ���������
� ��
-
��� ������, ������=��
���:

115333,1100
74,222,8

00010)48,522,8(48,52
;�

)
)�))

��H  (�����
����).

��
������� ����������!��� ��
��
�, ���’	
��� 
 <��������-
����	� ���
��� ���������	 
������� 
� ���� �����
���
� ��<���-

�, ������
���
�:

39,3160101,10100
22,8

0001074,2)48,522,8(48,52
;�

))�))
��y  (���),


�!
� � ������	��� �
 ��
����%=, ���� ��<���
 �� !��� 
�!�����-
��, ����������!��� ��
��
� 
����� �� 63 ��� (317 – 254).

:������� ��!���� <�!���� ��� 
���
� �� ���
���� �����
���� !���
��������
� !�
 
���
����, @� �����=��
��� �� ����
���= �� �����.

��
�������� ���� 
���� �!�	�� 
������ ��!����� �����
���� �
��
�����, ���� ��<���
 
�!�������, ��������� �� ���. 4.4.

'

O*

6* 26* 36* t

O* = 115 �������
6* = 63 ���

*��. 4.4.

M��
����
����= �� ������������ ����� % ��
����	, ���� 
!�����-

� ��������= ����'����. #��� ����
 
��������	
���
��	 
 ������

���
����	�, � ���
��� �����
���
���
���
��	 ��	����
= ��<���
�
���������, 	��� ���������� 
���
�% �!� �������%
��	 (���. 4.5.).

'

h*

6* 26* 36*
t

*��. 4.5.



113

&�	 ��
������	 ��
�������� 
������ ����
����� ����� 
����
�!�	�� 
������ 
� ���� ��������� ����
������� ��������� ���'�-
����� !�
���������� ����	 �� ����
������	 � �������� <�������

(4.9)—(4.13) ���� ������
� 1,
21

2
2 �

�
=�

dd
dd , ����	 ���� �
��-

��%��:

,
)(

2

1

33

crs
cr

q
�

�� )9.4( ��

,
)(

2

1

3

crsr
sc

T
�

�� )01.4( ��

0��H )11.4( ��

,
)(2

1

3

sc
crsr

h
�

�� )21.4( ��

.
)(2 31

s
ccrsr

y
�

�� )31.4( ��

�
'�, 	�@� ��!���� <�!���� �
��
��� ��'�����
� 
!�����
�
�����
��� «����
�», �� ���� ����
���	
� �����
��� ���
�	�� ��

257��q  �������, �������==�� ����!���
�� ����
 ��'��
47��T  ����. #��� ������������ ������ ��<���
� ��������� ����-

�� 86��h  �����
����, � ����������!��� ��
��
�, ���’	
��� �
 <��-
����������	� ���
���, ������==
� 4,427��y  ���. &�!��� ����-
��� ���
� 
� 
!�������	 �����
���� � �������
� �� 100 ������� ��
������@�% 427 – 254 = 173 ���, 
��� �������� ��������
� �����-
������ ����� 
� �������
� ����
��� 
!�������	 �� ����� ���
���
����
������� <�!����= ��!����� �����
����.

)��� 
���� ������=%
��	 ��

%��, ��
������� ����
���� ��-
��� 
���� �!�	�� 
������ ��
����=
��	 
 <����� (4.9)—(4.13).
(������� 1, �

�
=�

rs
ss , �
����%��:

;)(2

21

321

dd
dddrq �

�� )9.4( ���

;)(2

21

321

drd
dddT �

�� )01.4( ���
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;
)(

2

212

31

ddd
drdH
�

�� )11.4( ���

;
)(

2

211

32

ddd
drdh
�

�� )21.4( ���

.
2

21

321

dd
ddrd

y
�

�� )31.4( ���

B��� 
���� �!�	�� 
������ � ������� ��

%��� ���
���� ����-
���� �� ���. 4.6.

x

H

h

H* ; 161 ��.
h* = 88 ��.

t

*��. 4.6.
D�@� � ����
�� �� ����� ��

%��� ���
���� �����!���%
��	


�!����� �� ���������	 ��<���
�, ��
������� 
������	 ����
��-
��� ����� 
���� �!�	�� 
������ ��
����=
��	 
 <����� (4.9)—
(4.13) � �����@���� ,=�s  1�

� rs
s  (����� ��

%���
�

���
����) 
� 1,
21

1
1 �

�
=�

dd
dd  (
�!����� �
������	 ��<���
�).

;2

2

3

d
rdq �� (4.14)

;2

2

3

rd
dT �� (4.15)

;2

2

3

d
rdH �� (4.16)
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;0��h (4.17)

.2 32drdy � (4.18)

��
�����, ���� 
����� ������==
��	 ��

%��, � ��<���
 ��
�������%
��	, !��� ������� ������ 
 ������, <������ (4.14)—
(4.18) �
������ ��
�� <����� ;������.

:����
���, @� ��
�’	
�� ����������
���� ��
����������� 
�-
���� ���������	 
������� 
� ���� 
�!����� ��<���
� 
� ��

%���
���
���� % ����
� �
����� @��� �������� ��
�������� 
������
��������� ������
���. &�����, ����������!��� ��
��
� y~ , ���’	-

��� 
 <������������	� ����������� ���
���, ��'�� ����
� � ��-
��	�� 
���'���
� ��� 
�������
� ����� 6:

T
d

rTdy 3
22

1~ �� ,

��: r — ��
��������
� ����
�; c2 — ��
��� ��
��
� �� 
!�������	
��������� ���
	��� ����%� ��!�; � d3 — ��
��
�, ���’	
��� 
 ����-
��
���%= ����%� ���
���� (�� ������
�� % ������������ 
� ���-
'�=
��	 ��������). #��� 
� <�������� ;������ ��
������� 
��-

�����
� ����� ������=%: 
2

32
rd
d

T ��  ������� ���� (��!), � ��
�-

������ ����������!��� ��
��
� ������=
�: 322 drdy ��  �����-
��� �������.

(�����
���, @� 6* �� % �����, ��������� ���� ��	 ����
����-
�� �������
���	 !��� �������
��� ����������� 
������	

)1(~
��� �TT , �� �  — ��	�� ���� ��������, �!���� ��	 
���, @�!

����
��� T~  !�� �����. #��� ����������!��� ��
��
� y~  ������
�-
��
� �������� )1( ���y , 	�� ������=��
���:

)1(
)1(

2
1~ 3

2 �
�

�
��� �

�

T
d

drTy .

#���� �����, ��%�� ������
�:

)1(
2

)1(
2

2
12)1(

2

3

3
2

2

3
32

�

��

�

����

rd
d

d
d

rd
d

rdrd
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�!�

,-
.

/0
1

�
����

�
��

1
1)1(

2
2)1( 32

32
drddrd ,


�!
�

,-
.

/0
1

�
����

�
��

1
1)1(

2
11 .

����'��� 
��� ���!���-����������� 
���'���
�:

)1(2

2

�
�

�
�

� , (4.19)

���<�� 	��� ��� 1
2
1

��� �  �������� �� ���. 4.7.

–1,5

0,6

0,5

0,25

0

–1 –0,5 0,5 1 1,50

*��. 4.7.

K������ (4.19) ����
�% 
���'���
� ���������� ������
� ����-
������!���� ��
��
 �  ��� ���������� ������
� 
�������
� �����
� . >�����, @� ���� ��
������� 
������	 
�������
� ����� 6*

�����
�
� �� 50% )5,0( ���  �!� 
!�����
� ������ )1( �� , 
�����-
�	 ����������!���� ��
��
 
���
� ���� �� 25% )25,0( �� . M ���

���� 6* � ��'�� ��� — 25% �� +50% 
������	 ����������!����
��
��
 ������	
���
��	 ��� ��
��������� ���� � ��'�� �� 5%
�!� ���� �� 2,5%.

A������� ����
����
� �
�����
� ��
�’	
�� ��
���	% �������
�-
����
� <������ ;������ � ��
��� ����
����� ��
����	�.
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4.6. �!0$6+/��' :'<'&!$,!39/&!"'
3+&+,0#�!"'�' �&'&(*�' 0!3+6@ 9$,'"6#��% )'$'�'0(
���
��� 
�!�
������	, 	� �������, 
!�����% 
����� ������
��

��
��� ��������
����� ����, �������
� 	��� ��'� ������
��	 ���
������� �� ���	
��� 
��	� �����������. ;��������	 
������� �

����� ��
� % ��'� �������= � ��'��= ���!����=, 
��� �� ����-

��� <������ ������=
��	 
�����
� �������
� ����������� 
� ��-
����� �� �!’%�����	 
� �
����= !��
���� ����
����
�� 
� 
� ��-
���� �
������. (��
� ���!���� ���������	 
������� !���
�-
������
����� ������ 
�����%
��	 ��
������=.

*�
��	���� 
����� ���������	 
������� !���
�������
����
������� 
� ����: ��<���
 
�!�������, ���
���� 
��������� ���-
���
�� �� ����� 
�����==
��	 ��

%��.

&�	 ��!����� ����������� ���������-��
���
����� ������ 
�-
���� ������� 
��� ��
������	:

n  — �������
� ����� ���������, 	�� 
!�����%
��	 �� ������;
j  — ����� �������� ���� ���������, nj ,1� ;
jr  — ��
��������
� ����
� �� j -
� ��������=;

jc2  — ��
��
� �� 
!�������	 ������� j -�� ��������� ���
	���
������� ����;

jc3  — ��
��
� �� ���
���� ����%� ���
�� j -�� ���������;
js  — ���@�, ���!����� ��	 
!�������	 ������� j -�� ���������;

( — 
������� ���@� ������.
B� �������� ���'�=
��	 ��������. A��������� � !���
����-

���
���� ��
����������� �
�
����� 
����� ���������	 
�������
���
���=
�:

jT  — �����������
� ���
���� j -�� ���������;
jq  — ��
��� ���
�� ���
���� j -�� ���������;
jy  — ����������!��� ��
��
�, ���’	
��� �
 ���
������ 
� 
!�-

������	� j -�� ���������;
z — 
������� ����������!��� ��
��
� � !���
�������
���� ���-


��� ���������	 
�������.
"� ��������� ��
������ ������ ��
���
������� !���
�������
����

��
����������� �
�
����� 
����� ���������	 
������� ��% ����	�:
��
����
� njqyT jjj ,1,0,0,0 ���� , @� ����'�
� �!���
� G,
��
������� �������:

njdT
qd

T
y jj

jj

j
j ,1,

2
1

3
2 ���

�

�
��
�

 
�� ; (4.20)
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njTrq jjj ,1, �� ; (4.21)

�
�

�
n

j
jj Aqs

1
(4.22)


� ������
�=
� <�����= ����

min
1

�� �
�

n

j
jyz . (4.23)

(���	 ��������	 
������ jy  
� njTj ,1, �  ��
����� 
��� ��-

���
������ ��������� 
�����:
��
����
� njq j ,1,0 �� , @� 
��������	=
� �����:

�
�

�
n

j
jj Aqs

1
(4.24)


� ������
�=
� <�����=

� �
� �

���
n

j

n

j j

jj
jj q

rd
qdz

1 1

3
2 min

2
1 . (4.25)

&�	 ��
�’	
�����	 ���������� ��
���
������� 
����� (4.24)—
(4.25) 
��
���%�� �
���������� ��
�� ���'����� E�����'�. "���-
���� <�����= E�����'� ��	 
����� (4.24)—(4.25)

� � �
� � �

��
�

�
��
�

 
�!���!

n

j

n

j

n

j
jj

j

jj
jjn Aqs

q
rd

qdqqL
1 1 1

3
21 2

1),,,( � , (4.26)

�� 0�!  — ���'��� E�����'�, 	��� ��'�� ��
�����
���
� 	�
�
��< � �������, ���� �!�	� 
������ ������@�% ���
���
� ������.

" 
������ )���-#������ ����� ��
��������
� ��	 
�����
(4.20)—(4.23) ��=
� ����	�:

njs
q

rd
d

q
L

j
j

jj
j

j

,1,0
2
1

2
3

2 �����
>
>

! ; (4.27)

�
�

���
>
> n

j
jj AqsL

1
0

!
; (4.28)

0
1

��
�

�
�
�

 
��

�

n

j
jj Aqs! . (4.29)
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" ����	�� (4.27) ��
�������� ��
��� ���
�� ���
���� j-�� ���-
������ ��
����%
��	 
� <������=:

nj
sd

dr
q

jj

jj
j ,1,

2
2

2

3 �
�

� �
�

!
, (4.30)


�!
� ��	 ��
������	 ��
�’	
�� 
����� (4.24)—(4.25) ����%
��	

���
� ��
������� 
������	 �!  ���'���� E�����'�. &�	 �����
�������
���=
� 
���� ������:

��������� 0��! , 
��� 
����� 
 (4.30) �
����%��:

nj
d

dr
q

j

jj
j ,1,

2

2

3 ��� , (4.31)

@� ������
= ��������% 
 ��
�’	
��� ����������
���� 
����� !�

����
����� �!��'��� �� ���
���
� ������. #���, 	�@� �!�������

� <������= (4.31) �!�	�� ���
���� 
��������	
���
� �!��'��-
�	 (4.28) �� ���
���
� ������, !���
�������
��� 
����� !���
��
�’	
���. )��� ' �� �!�	�� ���
���� ������
���
� ��	 
!���-
����	 ���@� !������, ���' (, �������� �!  ���
����� 
!�����-
=
�. #��� 
!�������	 ���
����
��� �� 
�������	 ���� �!�	���
���
���� njqj ,1, ��  (���. (4.30)), 
�!
� �� 
�������	 ���@�, ��-

��!��� ��	 
!�������	 ��%� ���������.

"!�������	 �������� �!  ���� 
�����=��
� �� 
�� ���, ����

�������� �
�

� �
n

j
jj Aqs

1
 �� ����
����
��	 �� ����, @�! ������������

������
� (4.29). �
'�, 0��!  —
��� 
������	 ���'���� ! , 	�� %
������� ����������� ����	��	:

0
2

2
1 2

3 ��
�

�
�

A
ad

dr
s

n

j jj

jj
j !

. (4.32)

A�!��'���	 
������	 �����	 ����	��	 (4.32) ��'�� 
���' ��-

����
� �
 �������
���	� ����������� «(��!�� ������
��» 
�!-
������� ��������� Excel.

������� 4.2. A���� �� ������ 
!�����=
��	 
����� ������-
��� ��
����� �����. A��!����� ��
����
� �
��
���= ��������-
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�	 
�������, �������
���=�� ��<������=, @� �������� �

�!�. 4.1.

6�$
��� 4.1

A���� ����
���������, j

J�
�����-
���
� ����-


� jr

(�
��� ��
��
�
�� 
!�������	

jd2

:�
��
� �� ���
�-
��� ����%� ���
��

jd3

(��@� ��	 
!������-
�	 ������� ���������

js

1 10 3 15 3
2 20 5 10 8
3 30 7 20 5
4 40 4 30 4

D�@� ���
���
� ������ ( = 300 ��. ���@�, ��
������� �!�	��
���
�� ���
���� ��
����
���
��	 ��
�’	
�����	� ��
����� ����-
������
���� 
���� � ������=��
���
� (������� ���������):

49,24;09,13;94,8;10 4321 ;;;� ���� qqqq .
���
���
� ������ ( = 300 !��� ���
�
���=, �������� 
�������

��
��!� � ���@� ��	 ����������� 
!�������	 ��������� � 
�
����-
��� ����������� ��'����� �!�	��� ������
���:

3 · 10 + 8 · 8,94 + 5 · 13,09 + 4 · 24,49 = 264,93 (��. ���@�).
)��� ' ���
���
� ������ ������=��
��� 100 ��. ���@�, ��	 ����-

�� ��
�������� ��
����� ���
���� ��������� ��
��!�� ������
� ����-

���� ��
�������. (����� ������ ��
�’	
�� !���
�������
���� 
�����
��	��� 
!�������	 ������
�� �!  ����
��� � 
�!�. 4.2.

6�$
��� 4.2
��
������� ��
���� ����%� ���
�� ���
���� ���������"������	

������
��
�! �

1q �
2q �

3q �
4q

(�
��!�� ���@�
������

0 10 8,944 13,093 24,495 264,99
0,5 7,071 5,547 10 17,321 184,87
1 5,774 4,364 8,402 14,142 150,81

1,5 5 3,714 7,385 12,247 130,63
2 4,472 3,288 6,667 10,954 116,87

2,5 4,082 2,981 6,124 10 106,72
3 3,78 2,747 5,695 9,258 98,82

3,5 3,536 2,561 5,345 8,66 92,46
4 3,333 2,408 5,053 8,165 87,19

4,5 3,162 2,279 4,804 7,746 82,72
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" 
�!�. 4.2 ��!��� ��������, @� ��
������� 
������	 ���'-
���� E�����'� �!  % ��@� ������ ��� 3 (
 ���!���-�������� ��-

���������� ����'���: 93,2
9,7

5,018,13 ;
)

�;�! ).

:������
���=�� �������� «(��!�� ������
��» Excel, 
����-
���� !���� 
���� ������	: ;92,2;�!  ;84,31 ;�q  ;78,22 ;�q

37,93 ;�q .
A��!����� ���@� ������ ��	 
!�������	 ���%� ��������� � 
�-


������� �������
	� ������
���:
11,52 + 22,24 + 29 + 37,48 = 100,24 (��. ���@�),

@� 
 
�����
= �� ����!�� ���������	 ���������% ��	���� ���
-
���
� ������ ( = 100 ��. ���@�.

>���
�������
��� 
����� ���������	 
������� ��
�’	
���.

4.7. �(�'0#*�' !3�!$,!39/&!"'
3+&+,0#�!"'�' 0!3+6@ 9$,'"6#��%

)'$'�'0( &' "($9�/!0 $,!39/5#8

; ��
����������� 
������ ���������	 
������� ���!�
��� ��-
��
 �� ��������= ���'�%
��	 �������, ������� ��� ��'� !�
�
��
��� � ��
�� �����'�� ���� ���
	��� ��������� �������. ���!-
���� 
����� ��������	 �
���=
��	 ��������� ������ �����������-

�, ����
 �� 	�� ��
�
�� 
���'�
� ��� ��
���.

(������ ���������	 ����!���
�� 
� 
!�������	 ��������� ��-
=
� !�
� �
���'����� ��' ��!�=. *�
��	���� ��
����=, ����
�
������	 ��<���
� % 
�!��������, � ��
���� ��
��� ��
��
�
����=
��	 ��
������� ���
	��� ��������� �������. M�� �����-
%�� ����
���� ��
��
�, ���’	
��� �
 
!�������	� �!� ���������	�
�!�	��� ����!���
�� ���������, � 
���' ��
��
� �� 
!�������	
��������� � ��������, ���� �������� �
����
� ������ 
���� ��
�-
��� ��������� ����� �����������	� �� �� ���'������.

; �����@���� ����'�����
� ��<���
� ����!���� ������%��
��
��'� 
�!�
����
� ��
����� ����
 ���'������ 
����� �����!���:

L ����
���	
� � ��'��� �����'�� ���� ���� 
� �������
�
���������, 	�� ��
��!�� � ��� ��� ���'������;

L ����
���	
� ��������= � ��������� �������
� � ��
�� ���-
��'�� ����, 
!�����=�� ��
��������
� ����!���
�� �
���=;

L ����
���	
� � ��	�� �����'�� ���� !����� ���������, ���'
�� 
�� ��� ��
��!�� ���'������; �
����
� ������ 
����; ��� 
�-
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��� �������
�����
� � �����'�� ����, ���� �!�	�� ����!���
��
!���
� �������, ���' ����
 ���'������.

������� 4.3. A���� ����
 �� ���
=��, 	�� ����
���	% ������
<�!���� ������% � ������� ����
��� — 50 
��. �������, � �����-
�� — 90 
��. �������, � 
��
���� — 30 
��. �������, � ��
���
�-
�� — 70 
��. �������. A� ���. 4.8 �������� ���<��� ������
���� ��-
��!������ ������� 
� 
����� ��@����������� �����!���. (���
���
@�����
����� �!�	�� ����!���
�� ��������� (�������� ���
=��, 
��.
�������) 
���'�� ��� �!������ ������%��
��� �����!� 
���������	
����
� ���'������.

�
!�

	�
 �

��
�!

��
�


��

�
!�

	�
 �

� �
�!

��
�


��

50

90

30

70

J JJ JJJ JV

60 60 60 60

90

60

30

����
�� ����
��J JJ JJJ JV

90

60

30

1) @�����
����� �!�	��
����!���
�� 
!���=
��	

�
 ����
�� ������������ �������

2) @�����
����� �!�	��
 ����!���
�� ��������

�
!�

	�
 �

��
�!

��
�


��

60

J JJ JJJ JV

90

60

30

����
��

80

45
55

3) @�����
����� �!�	�� ����!���
�� �����!���=
�
�
������	 ������ 
������ ��
���� ���������

*��. 4.8.
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/
 ���#�� �������� @�����
������ ������ ��������� �����-
�=% ����
� ������������ �������, 
��� ��	��� 
������ �� �
���=-
%
��	. M�� 
����� 
���� @�����
������ �!�	��� ����!���
�� ��-
����
���
� ����
����� ��
��
 �� �����������'���	 ����
�
�� 
�
�� �
������	 � ������ �����'�� ���� 
������ �!�������	 � ���-
������.

������ ������ �����!���% ����������� @�����
������ ��-
���� ���������, 
�!
� ����
����� ��
��
 �� �����������'���	
�!�������	 �!� �� �
������	 � ������ �����'�� ���� �������-

�'����� �!�������	 
� ��
���	���� ��������� �� ������
���.
M�� ��� �����! ��������'�%
��	 
����
�= ���������	 ��<���
�
(���������, � ������� ����
��� � �������
� 20 
��. ��. ���������,
	�@� @�����
����� �������
� �� 60 
��. ���
=���), �!� �
��-
����	� 
������ 
������ ��������� (���������, � ������� ����-

��� � �������
� 20 
��. ��. ���������, 	�@� @�����
����� ����-
���
� �� 70 
��. ���
=��� ��	 ��������	 ��<���
� � �������
����
���).

9����� ������ % �����'���, �������� ��� �����!���% 	� ����-
����	 �!�	��� ����!���
��, 
�� � �
������	 
������. "����� ���	-
��% � 
���, @�! ��
����
� 
��� @�����
����� �!�	�� ����!���
��
��	 
�!�
������	 ����
�, 
� 	��� 
������� ��
��
�, ���’	
��� 

��������	�� �!�	��� ������� 
� �
 �
������	� 
������, !���
����������.

&�	 ��!����� ���������-��
���
����� ������ 
����� �����-
����	 ������� 
� 
!�������	 ��������� ������� ��
������	:

T — 
�������
� ��������� ������� (���������, 6 = 4 ����
���
��� ��������� ����� �� ���� ��� 
 ������
�����= ��
���
���%=);

t  — ����� �������� �����'�� ���� � ��'�� ��������� ����-
��� � 
Tt ,1� ;

tr  — ����
 �� ��������= � t -�� �������� �����'��, Tt ,1�
(���'�%
��	 �������);

0x  — �!�	� ����!���
�� ��������� � ��
������� ��������
�����'�� ����� ��������� �������, 	��� 
���' �������.

G������� 
������� %:
tx  — �!�	� ����!���
�� ��������� � t -�� �������� �����'��,
Tt ,1� ;
ty  — �!�	�, �� 	��� 
!�������
���
��	 ����!���
�� �����-

���� � t -�� �������� �����'�� � ������	��� 
 ���������� )1( �t -
� �����'���:

* + Ttxxy ttt ,1,;0max 1 ��� � ;
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tz  — �!�	�, �� 	��� 
�������
���
��	 ����!���
�� ��������� �
t -�� �������� �����'�� � ������	��� 
 ���������� � 
1�t -� ���-
��'���:

* + Ttxxz ttt ,1,;0max 1 ��� � .
:������� ���'�=
��	 
���':

0s  — 
���� ��������� �� ������ �������������� (
�!
� �� ��-
��
�� ���������) �������;

ts  — 
���� ��������� �� ������ t -�� �������� �����'��,
Tt ,1� , ���
� �������� ts , 1,1 �� Tt  ����	��=
� ��
������=.

:����� ��������� tx  � ��'��� t -� �����'�� ����, 
 ��������-
�	� 
������ 1�ts  �� ����
�� ����� �����'��, ������� ������=��
�
����
� �� ��� ��� tr  
� 
����� ts , 	��� 
�����%
��	 �� ������
����� �����'��. #��� ����� �!��'��� 
����� ��
�����, � �����
�����, 
��� ����� ����	��:

Ttsrsx tttt ,1,1 ���� � .
A��
���� ����� ����	�� ����!��'�
��� ��
���� 
!�������	

ty  �!� 
�������	 tz  �!�	��� ����!���
�� � ���������� �����'-
�� ����:

Ttzyxx tttt ,1,1 ���� � .
����� ����� ���
��� ���
�
� ������ �����’%����
� ���� 
���-

��� � 
Ttzyx ttt ,1,, �  
� � 
1,1 �� Ttst .
*�
��	���� ����������� �����
 ������. A���� � — ��
��
�,

�� ������= ����
����� ���������, ���’	
��� �
 
!�������	� ����-
��� ��������� � ������� �������� �����'�� ������	�� �� ����-
��������; b — ��
��
�, ���’	
��� 
� ���������	� �� ������= ��-
����� ��������� � ������ �����'�� ���� ������	�� ��
������������; � — ��
��
� �� 
!�������	 ������� ��������� ���-

	��� ������ �������� �����'��. #��� 
������� ��
��
� �,
���’	
��� �
 ��������	� �!�	��� ����!���
�� 
� �
������	 
���-
���, �!����==
��	 
� <������=:

� � �
� �

�

�
���

T

t

T

t

T

t
ttt sczbyau

1 1

1

1
.

/:������� � 
tssc �02
1 , 	�� % �
���= 
� ��
���'��= ��� ������-

��� 
������, 
 �������� <������ ��������/.
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:��������	 ��
���� ��
��
: 
c
a

��  � 
c
b

��  ��!��'��� ��
��-
��=
��	 
� ��
���
�
��� ������
���� ����=����	. (���	 �����
���������� 
����� ���������	 ������� 
� 
!�������	 ���������
��!��� ����	��:


���
�

1,1,0,,1,0,0,0 ������� TtsTtzyx tttt , (4.33)

@� ����'�
� �!���
� G, ��
������� �������:

Ttrssx tttt ,1,1 ���� � ; (4.34)

Ttzyxx tttt ,1,01 ����� � ; (4.35)


� ������
�=
� <�����=:

� � �
� �

�

�
����

T

t

T

t

T

t
ttt szy

1 1

1

1
min��? . (4.36)

�� �������� 00 ,,,, xss T��  
� Ttrt ,1, �  ���'�=
��	 ��������.
������ (4.33)—(4.36) % �������= � ��	 �� ��
�’	
���	 �� ����-

��
��� ����� !��� 
��
������� ��������-��
��.
(���������� �� �������� 4.3 � ������
��� ����
����, @�:
� �!�	� ����!���
�� ��������� � ��
������� ����
��� �����-

��������� �������: '0 = 45 
��. ��. ���������;
� 
���� ��������� �� ����
�� ��������� �������: s0 = 10 
��.

��. ���������;
� �����
����� 
���� ��������� �� ������ ��������� �������:

s4 = 15 
��. ��. ���������;
� ������ �������������	 ��
���� ����
����� ��
��
,

���’	
���� �
 ��������	�� �!�	��� ����!���
��, 
� ��
��
,
���’	
���� �
 
!�������	� ���������: 5,1;5,2 �� �� .

(�!���%�� ���������-��
���
���� ������, @� ��
���
�% �!-
�	�� ����!���
�� 
� 
������ ��������� ����!���
��.

"���
�:

,0,0,0
,0,0,0,0
,0,0,0,0
,0,0,0,0

321

4321

321

4321

���
����
����
����

sss
zzzz
yyyy
xxxx
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@� ����'�
� �!���
� G, ��
������� �������:

,7015
,30
,90
,5010

34

323

212

11

���
���
���
���

sx
ssx
ssx
sx

0
,0
,0
,045

4434

3323

2212

111

����
����
����
����

zyxx
zyxx
zyxx
zyx


� ������
�=
� <�����=
� 
 � 
 min5,15,2 32143214321 ������������? ssszzzzyyyy .

*�
�’	
�� 
�����, 	��� 
������� 
 �������
���	� ����
������

�!���� Excel, �������� � 
�!�. 4.3.

6�$
��� 4.3

A����
����
���

"���� �� ����
��
 ����
���

�!�	�
����!���
��

�!�	�
�����
����

"���� �� ������
����
���

J 10 65 50 25

JJ 25 65 90 0

JJJ 0 57,5 30 27,5

IV 27,5 57,5 70 15

#���� �����, ���������-��
���
���� ������, @� ��
��	��-
%
��	, ��
���	%, 
 ��
�= ������� 
�!�
������	 ����
�, 
���
�

���� ���� ����!���
�� 
� 
!�������	 
������ ��
���� ���������,

� 	���� 
������� ��
��
�, ���’	
��� �
 ��������	�� �!�	��� ����-
!���
�� 
� 
� 
!�������	� 
������, % ������������. " 
�!�. 4.3
��'�� 
���' 
��!�
� �������� ��� ����
� ������ ��
������
�
����!���
��.

4.8. �3�!$,!39/&!"' #0!"#,�#��'
�&'&(*�' 0!3+6@ 9$,'"6#��% )'$'�'0(

J���������� ������ ���������	 
������� ��
��	���� �� ���-
����� ����������
���� �
�
����� 
����� 
 ��

%���� ���
������

� 
�!�����= ��<���
�. (���!�� 
����� ������=
� � !���-	��� <�-
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���, 	�@� ���
���� ����!����� �������� ��	 ��� 
�����==
��	 �
������
�� �����
� ���� �������� ���
�	�� (���������, 
������
��	 ������� <�!����; �������
�=�� �� 
���
������ 
�����, 
�-
����
��� �� ������ ����
��� ��
���!��� 
������� 
�@�) [22].

; ��
������������ ������� ��
��������
� ����
� �� ������-
��=, @� 
!�����%
��	, ���'�%
��	 ������=; ��
������ �� ����
 �r .
D�@� ��
��
� �� 
!�������	 ������� ��������� ���
	��� �������
���� ������==
� 2c  �������� �������, � ��
��
� �� ������
���=
���
���� ����%� ���
�� ��������� — 3c  �������� �������, 
���
��
������� 
������	 ����
����� ����� 
���� �!�	�� 
������: ��
-
��� ���
�� ���
���� �q  
� �����������
� ���
���� �T  �!����=��-

���
��	 
� <�������� ;������:

2

3

2

3 2
,

2
dr
d

T
d

dr
q �

�
�

� �� . (4.37)

��' 
�
�������� ����� ����
������ ����% �������� 
���'-
���
�:

��� � Trq , (4.38)


�!
� ��
��� ����%� ���
�� ���
���� ������� ������=��
� 
�����-
���� ����
� �� ��������= ���
	��� ���� ��' ����'���� ���
�-
�����.

C��<�� 
���� �!�	�� 
������ � ��
������������ ������� !���

����, 	� �� ����
��� �� ���. 4.9.

�!�	�

������

� 
1�� �� Trx

�q

'

0 t

T*

?��

*��. 4.9.
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��
������� ���������	 
������� � ��
������������ �������
������
= ����=��% ��<���
 ���������, 
�!
� ��
��!� � �
������
�
�������� 
����� �� ����%. (��
� � �������� ����
��� ����% ���-
������ 
�� ������� ���������	 ��<���
�, 	�@� �
������	 �
��-
������ 
����� ��������� �� �����!�����:

L ��'�����
� 
�������	 ��
���� <��
����� ���
���� q ����-
��	�� �� ��
���� 
��������	 �� � qqq :  (���. 4.10 �);

L <��
���� ��
��������
� ���!�
����� ����
� r ��'� ����-
��@���
� �� ��
���������� ������ �� � rrr :  (���. 4.10 !);

L ���
���� ���
�	 ��������� ��'� �����
� �� ������ �
 
���
-
����	�, 
�!
� <��
����� ������ ��' ��������� ���
������ 6
��'� ������@���
� ��
��������� 
�������
� 6* : 6 � 6* (���. 4.10 �).

)�'�� 
 
�
������� ������ ���
����
� �� ���������	 ��<���
�.

�) ��� �� Trqq

�!�	�

������

�q

q

0
��<���


?��

6*

*��. 4.10 �
�!�	�


������
�q

0
��<���


?��

6*

!) 
�

�
� ��

q
Trr

*��. 4.10 !
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�!�	�

������

0
��<���


?��

6*

6

�q

�) 
�

�
� ��

r
qTT

*��. 4.10 �

;�����
� ��<���
� � ����
������������ ������� ��'��
�
������	� �
�������� 
�����, 	��� ���!����� ���������� �����-
��=��
� (���. 4.11). (��
�% ��
���	 ��� ��
�������� ��
���
����� 
�����, 
�!
� ��� ��
������� ���������	 
������� � ����-
��� ��
���.

�!�	�

������

�
�������
 
����

?��

*��. 4.11.

U�! ��!�����
� ����������� ���������-��
���
���� ������,
������� ���������� ����������
��� �
�
���� ����
����������

����� ���������	 
������� ����������.

:��'�
����� ������= ������ ���!�
���� ��
��������
� ����-

� �r , ��� <��
���� ���!�
�= ��
��������
� ����
� r  ���'�
�-
���� ���������= ��������=, @� ������=% �kr  ������� ������-
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��� 
� ������= ����, �� k  — ��������� �������� 
 �����'��
' (maxmin ;kk .

(�����
���, @� ������	 ��� ��
�������� ��
��� �q  ��������
���
�� ���
���� ��������� �!���%
��	 ���� � �����
 ��%� ���
��-
��, ������� 
������ 
������ ����� ���
����= ������=% 0H  ���-
���� ���������, �� 0H  — ������ ��������. K��
����� ��
��� ��-
�
���� ���'�
����� ���������� � 
����, @� ������=% �pq
������� ���������, �� � — ��������� �������� 
 ������� ������-
�� �����'�� ' (maxmin ; pp .

(��	� 
 ��������= �q  ���!����� ��
����
� 
����� ���!��'-
��� ���!�
���� ���
���� �T . :�����, @� <��
����� 
����� ��%�
���
���� ������=��
��� �lT  ������� ����, �� l  — ��������� ��-
������ 
 �����'�� ' (maxmin ;ll . :�������� �������� k, p i l ��
���-
'�� ���� ��� �����.

:��������	 ��<���
� ��������� 
�!�������.
(�
��!�� ��
����
� ��
������� 
������	 �q  � �T , 	�@� ��-

���� ��
��
� �� 
!�������	 ������� ��������� ���
	��� �����-
�� ���� 2d  
� ��
��
� �� ������
���= ���
���� ����%� ���
��
��������� 3d .

"� ��������� ���� 
������� ��
��
� � � ���
��� ���������	 
�-
������, 
 ��
������� �� ������= ����, ������==
�:

� 
 � 

�

����

�
����

�
lT
ddlTkrpqHpqHy 3

2
00

2
. (4.39)

B� ��
��
� � ������� ��
���, @� ��
��	��%
��	, 	��	=
� ��-
!�= ��������� ��������. :������=�� �����@���	 ��� ��
���'-
���
� ���������� ������� k, p i l, 
������� ��������� 
������	

���� ��
��
:

� 
 ,-
.

/0
1���� �

���

l
M

T
ddTlrkdqpHy 1

2
1 3

220 , (4.40)

�� kp,  � l  — ��������� 
������	 ����������� ���������� ����-

���, ,-
.

/0
1
l

M 1  — ��������� 
������	 ���������� �������� 
l
1 , 	�� %

�!������= �� ���������� �������� l.
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(�!���%�� �!��'���	, 	�� 
�!����	% �
������	 ��<���
� ��-
��
� ��� ��������� 
������	� ���� ����
����������� ��������-
��� ������
��� (p, k i l):

0maxmaxmin
0 ��� ��� TlrkqpH (4.41)

� 
������� ����������� ����������
��� �
�
���� ������ �����-
����	 
�������.

:�
����
� 0;0 �� Tq , (4.42)
@� ����'�
� �!���
� G, @� 
��������	% �����

TlrkqpH maxmaxmin0 ��� (4.43)

� ������
�% <�����=

� 
 min1
2
1 3

220 �,-
.

/0
1���� �

l
M

T
cTclrkcqpHy . (4.44)

&�	 ��
������	 ��
�������� 
������ �q  � �T  ������
�%���	
�
���������� ��
���� ���'����� E�����'�. K�����	 E�����'�
��	 
����� (4.42)—(4.44) ��% ����	�:

� 
 � 

� 
TlrkqpH

MTdlrkdqpHTqL
lT

d

maxmaxmin
0

3
220

1
2
1,,

�

�

��!

!

�

����� ,-
.

/0
1

, (4.45)

�� !  — E�����'� ���'���.
�
'� 
����� ������� ��
���
���� (4.42)—(4.44) 
������ �� 
�-

���� !�
������� ��
���
���� <������ ),,( !TqL . A� ����
��� 
����-
�� )���—#������ ��� Tq ,,!  % ��
�’	
��� ���
����� ���
���:

0min
2 �!��

>
> pdp

q
L , (4.46)

0

1

2
1 maxmax

2

3

2 �!�
,-
.

/0
1

���
>
> �� lrh

T
l

Md
dlrk

T
L , (4.47)

� 
 0maxmaxmin
0 ���! � TlrkqpH . (4.48)

" ����	��	 (4.46) ��
������ �! :

02min ��! � d
p

p . (4.49)
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#��� 
 (4.48) ��%�� 
���'���
� ��' �q  
� �T :

� 
0
maxmax

min

1 HTlrk
p

q �� ��� . (4.50)

:������
���=�� ����	��	 (4.47), �
����%��:

�
�
�

�
�
�
�

 
�

,-
.

/0
1

�
�

�

lklk
p

pdr

l
Md

T

2
1

1

maxmax
min2

3

. (4.51)

�
'�, ��
�������� ��
���������� 
����� ���!��'��� ���!�-

���� ���
���� 6* �� 
���'�
� ��� 
���������� ����	 
������ O0 �
% �
����, ��� � ��@� ������ ��� ��
�������� �����������
� ��-
�
���� � ��
������������ �������. :������� ��
�������� ��
-
��� 
��������	 �q  
���'�
� ��� O0, ������� ��� O0 = 0 ��� ��@�
������@���
��� ������ 
��������	 � ��
������������ �������
(������	�
� <������ (4.50) � (4.51) 
 <�������� (4.37)).

&�	 ����
������ �������
���	 �
������� ��
���
�
�� �����-
�
�%���	 �����@���	�, @� ��������� �������� k, p i l % �������-
��� ��
���������� �� ����������� �����'���, 
��� ������ ��	
���������� 
������ ��
����
��	 � ����	��:

2
,

2
,

2

maxminmaxminmaxmin lllkkkppp �
�

�
�

�
� , (4.52)

� 
@ ��
�

�
��
�

 
�

�
�

�,-
.

/0
1

max

min
min

max

minmaxminmax 111 l

l l
ln

llllx
dx

l
M . (4.53)

������� 4.4. A���� @������� ����
 �� ���� % ���������= ��-
������=, @� ������=% �kr , �� 100��r  �������, � k  — ����������
��
�������� ��������� �������� 
 �����'�� ' (2,1;7,0 . *�
��� ���
��
���
���� ����� 
�' % ���������= ��������= � ������% 100 · � �����-

��� ��� ��
���� 
��������	, �� � — ���������� ��
�������� �����-
���� �������� 
 �����'�� ' (1;8,0 . #������� ��������	 
��������	
���
�������� 
��'�� ��
����%
��	 
���� (
�!
� l = 1 — ��
������-
���� ��������). :����� @���!��� ��
��
� �� 
!�������	 ����� � ��
�-
�� �2 = 0,1 ��� 
� ��
��
� �� �<�������	 � ���
���� ����%� ���
�� ��-
��� �3 = 50 ���. "������ 
������ ����� O0 = 10 �������. (�
��!��
��
����
� ��
�������� ��
��� ��
������ 
��������	 �q  
� ��
�-
������� 
����� ���!��'��� ���!�
���� ���
���� �T .
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(���’����
���. �����
�� 
� <�������� (4.52) �!�������
��������� 
������	 ���������� ������� k i p:

9,0
2

18,0;95,0
2

2,17,0
�

�
��

�
� pk .

&���, ���������� �������
���=�� <������ (4.51) � (4.50),
�
����%��:

39,2
95,0

2
12,1

8,0
9,01,0100

50
;

�
�

�
�
�

 
)�)))

��T  (��!�),

� 
 3461039,21002,1
8,0

1
;�))��q  (�������).

�
'�, ��
���� 
��������	 ���� 
��!�
� �� ����� 346 �������
�����. D�@� ���� !��� �������� �� 98% (
�!
� <��
���� !��� ��-
�
������ 339 ������� �����), � @������� ����
 ���
	��� ���-
!��'��� ���� ������=��
��� 105 ������� �����, 
� �� ���!��'-
��� ���!�
���� ���
���� ����
 2,39 ��!� 
���� �����
�
��	 
 10 +
+ 339 = 349 (�������) �� 349 – 105·2,39 = 98 (������� �����).
��'���� �������� 
���� �!�	�� 
������ ����� � ��
��� ���
	���
���!��'��� ���	
� ���!�
��� �������� ����
��� �� ���. 4.12.

�
'�, ��	����
� �
�������� 
����� ��
���	% ������
� ��<���-

� ���������. (������ ��
������� �
��
���	 ���������	 
�������
��
���	% ������
���
� ������� 
������� @���!��� ��
��
�, ���’	
�-
�� �
 
!�������	� ��������� 
� ������
���%= �� ���
����.

*�
��

��
 
�

��
��

�

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0

50

100

150

200

250

300

350

400

(�����
*��. 4.12.
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4.9. �$&(0#)'5#% <,'K#/' �'3�(6'��% $,!39/5#8
"#3 $!�&'*'6@�(/' 3! �$!B("'*#" ) 9,'29"'��%0

"(&,'& $!�&'*'6@�(/' �' ):+,#<'��% )'$'�#"

(�����
���, @� ��	 
�!�
������	 ����
� �� ��������= 

!��� � ��
��� ���'������ ���
�������� @������ ����
���	% �
������� ���������. U��� ��'���� �
 ���'������ �!������� ��-

������� ���
�� ���
���� jq  
� ��
������� �����������
� ��-
�
���� ),1( njT j � . )�'��� ���'���� ��'� �!���������
��� 
�
����� �
 ������
�� ���
�����	, 	�� % ��������������� ��	 �����
���'�����.

������� 4.5. A���� ��	 
���� ���'������ ��
������� ����
-
���� ���
���� 
���: 4001 �q , 7002 �q . 5503 �q  (������� ������-
���), 21 �T , 32 �T , 5,13 �T  (����). *�
��	���� �������� ������
��
���
�����	 ��	 ��'���� ���'����� (���. 
�!�. 4.4). &����� ����-
��
 ���
�����	 ������� ���'������� )( 12B  �����
�	%
��	 ���
������� ������
� ���
�����	 )( 11B  ����� ���'������� 
��, @�
���
�����	 ��
������%
��	 �� 
 �������, � 
 ������� ��	 �����-
���� �������. #�!
� ��'��� ���
����� ������
 ���
�����	 ���-
'������� �����
�	%
��	 ��� ������������ ������
� 
����� �� ����
���� ���� 
������� ����������� ���
����.

"����� ���	��% � ��!��� ���
���������� 
���� ������
�� ��-
�
�����	 ��'���� �
 ���'������, 
� 	��� 
������� ��
��
� ���
�-
�������� �� 
!�������	 ��������� !���
� ����������.

6�$
��� 4.4

�!�	�� ���
���� ��������� ���'������:

(������ &������ #��
����)����������
����

811 821 812 822 832 813 823 833

1 400 700 550 550
2 400 700 550 550
3 400 700 550 550
4 400 700 550 550
5 400 700 550 550
6 400 700 550 550
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A���� � 
��������� ������� jm  — �������
� ������
�� ���
����-
�	 j -�� ���'�������, � — ����� �������� ������
� � 
jmi ,1� , ijtb  —
�������
� ���������, 	�� ���!����� ���
���
� j -�� ���'������� � t -
� ���� ��������� ������� 
����� �-�� ������
� ���
�����	.

(�
������: tx  — �������� 
������ ��������� � ���
���������
�� ����
�� t -�� ��	 ��������� ������� Tt ,1� , 1�Tx  — ��������

���� ���������, ty  — �!�	� ���������, 	�� ���
�������� �������
� t -���� ���� ���'������. >����� 
���� �!�	�� 
������ � ���
�-
�������� �������
���
��	 ����	��	��:

Ttxyax ttt ,1,1 ���� � .
A���� � — ��
��
� ���
��������� �� 
!�������	 ������� ���-

������ ���
	��� ������ ��	, 
��� 
������� ��
��
� z  ���
�����-
���� �� 
!�������	 
������ ������=��
���
�:

�
�

�
�

1

1

T

t
txcz .

:�
������ 
�’	
�� ��' �!�	���� ��������� ty , 	�� �������
�-
��
��	 � t -� ���� ���'������, 
� ������
��� ���
�����	 ���'�-
�����, 	�� !��� �!����. &�	 ����� ������� ������� 
����� ij? , 	��
��!���=
� 
������	:

1, 	�@� j-� ���'���� !��� ���
���
��	 
� ���� �-� ������
��;
7
8
9�ij? 0 � ���
���'���� �������.

B� 
����� ��=
� 
��������	
� �����:

�
�

��
jm

i
ij nj

1
,,1,1?

	�� �
����%, @� ��	 ��'���� ���'����� ���� �!��
� ����
���� 
 �����
���� ������
�� ���
�����	.

#���� �!�	�� ���������, 	�� �������
���
��	 @���	 ���'���-
���, ��
����
���
��	 �������������	��:

��
� �

�
n

j

jm

i
ijijtt by

1 1
? , Tt ,1� .

" ���������	� 
���'���
� 
������ ty  ��� tx  
� 1�tx  ����'���

��� �������������	:

��
� �

� ���
n

j

jm

j
ijijttt bxax

1 1
1 ? , Tt ,1� .
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" ���	�� �� ��@���������� ���������-��
���
���� ������ 
���-
�� ��
���
���� ���<��� ��������� ���'������, 
 ���
���%� ������
����
��
��
 ���
��������� �� 
!�������	 ���������, ��!��� ����	��:

"���
�:

1,1,0 ��� Ttxt , (4.54)
* + njmiij ,1;,1,1;0 ��	? , (4.55)

@� ����'�
� �!���
� G , ��
������� �������:

��
� �

� ����
n

j

jm

i
ttijijt Ttaxxb

1 1
1 ,1,? , (4.56)

�
�

��
jm

i
ij nj

1
,1,1? (4.57)


� ������
�=
� <�����=

�
�

�
��

1

1
min

T

i
ixcz . (4.58)

������ (4.54)—(4.58) % 
����� 
 ���
���� ��������������

�������, ��	 ��
�’	
�����	 	��� ���!����� 
��
�������
� �����-
����� ��
��� [17].

)����
�=���� ������, ���������� � �������� 4.5 � ������-
��=��, @� � = 800 ������� ���������, � — �������� !����� ���	
�����, ��
����� ���
���� ��
���
������ 
�����.

:�
����
�:
* +

.0,,,,,,
,1;0,,,,,,,

7654321

3323133222122111

�
	

xxxxxxx
????????

@� 
��������	=
� �����

1,1,1
,800550550700400
,800550550700400
,800550550700400
,800550550700400
,800550550700400
,800550550700400

3323133222122111

7633233221

6523132111

5433131221

4333233211

3223132221

2133132111

�?�?�?�?�?�?�?�?
���?�?�?�?
���?�?�?�?
���?�?�?�?
���?�?�?�?
���?�?�?�?
���?�?�?�?

xx
xx
xx
xx
xx

xx


� ������
�=
� <�����=

�
�

��
7

1
min

i
ixz .
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4.10. 
(�&+0( ,+<96L"'��% )'$'�#"

��
���
������ 
����� ���������	 
�������, 	�� 
���������
�����=
��	 � ����� ������'���	 ��������, 
 ����� �
������

���' ��������� ��
��� ���
�����
���= �����
��� — <������
���������	 ��
���������� ��
�����: ��������, �������
�=-
���, ����� ����!����� ��������, @� ������@�=
��	 ��� ����-
!����� ������
���� �� ���'������ 
�@�. E����
��� 
������ ��-
�����
���% ��
�'��� ������� ��
���
����� ��
����, ��<��-
�������-������������� ���
�� � 
������ 
��
�������	 ��
����
���. *�
��	���� ������� ���
��� �����=����	 
������, 	��
������=
� !�
�� �������� ��
���� � <������ �����
��� 
������.
: ��������� 
��
�����=
� ��� ���� !�
����� ���
�� �����=-
����	 
������:

L ����� — ���� �!�	� 
��������	 �� ������� ���
���� 
��-
'�� % �
����, ��� ���
���� 
�����==
��	 ����
 ��
�� �����'��
����. M ���� — �������� 
���
 �� ���������	 
������ 
�����=-
%
��	 
���, ���� ��
����� 
���� ���	��� ������� ������������ ��-
��	 (���. 4.13);

L ����� — ���� ���
���� 
�����==
��	 ����
 �������� ���-
��'�� ����, ���
� �!�	� ��������� 
��������	 ��'� 
���=��
��	
(���. 4.14).

�!�	�

������
�����-

�������
������


������

����-
�������

������

������

?��

�!�	�

����-
����	

*��. 4.13.

A������� ���
��� ���������=
� ���� ��������� ��
���	� �
���������� 
�������:

� ���� ������=��
� 
����?
� 	��� ��% !�
� ��
��� 
���
� �� ���
���� ��������� ��	 ��-

�������	 
������?
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�!�	�

������

�����-
�������

������

������

?��(�����

*��. 4.14.

D�@� ��
��������
� ����
� % �
���=, �� ��� ���
��� �����=����	

������ 
!���=
��	. )��� ' ��
��������
� ����
� �
 ����� 
���=%
��	
�!� % ����
����������=, 
�
������ ���
��� ��
�	
��	 ��' ��!�=.

(���� ���
��� �����!���% ���
���
����� ���
���� 
� �!�	-
��� 
������ 
� ��
������	 ������������ ����	 
������ Omin, 
� 	��-
�� ���� ��!�
� ������� 
��������	. A������, ����� ���
��� ����-
��% <������� ������ 
������ ���� � ����� �����
� ����, � 
���'
��
������	 ������������� ����	 
������ Om��, 	���� ���� ���	�-
��
� ��� ��������� 
���������.

"� ������� ��������
��� ���������, @� 
!�����%
��	, ���
���-

����� ���
���� 
� ��'��� 
 ����� ��������� ���
� % ��������-
��� 
� �!
	'�����. ; 
���� �������� ���������=
� ��= �����-
���= ��
������
� 
� 
����� ��
�����	�� [�, �. 192]:

� ��
�����	 M — �������'�� ��������	, 	�� ������% �������-
����� �����;

� ��
�����	 : — 
������� ��������	, �
������	 �� 	��� % 
��-
������;

� ��
�����	 � — ������ ��������	, 	�� ������% ��������� �����.
����� ���
��
� ��������� ��� ��
������� ��
������ 
� 
����-

����	 
�� 
������ M:�-�����
� �������� ���������
� � �!�	��
�!��� ����������� ���������.

J���=
� � ���� ���
��� �����=����	 
������, ������� ����-
���
���	 
���� ���
�� ��
���	% 
����� �����
�
� 
������� ��-

��
�, ���’	
��� �
 
�������, @� ���
� % ���������� ���!������ �
�����������.
                   

� !

���� �. E����
���. ;��������� ����= ���
����: (��. � ����. — �.: �A�#�-
&MAM, 2003. — 503 �.
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�
���
��� ��� �
	���
���
�� ��
��
�
 �
��
��� ��� �
	��������� 
���’����
���

1. 8�������� 
��
��� ������� ��
$'�	�
��� ���
����� �������.
2. 8�������� �
����� «��������� �����
���� ��������» �� �����-

�� ����
�	� ���������.
3. O������ 
��
��� �������� �
������ � �
	�
�' �����
���� ��-

������.
4. �������� �
	�
� !�
�
�� � 
$_��������� ++ ��������.
5. �������� "
���
� !�
�
��, &������.
6. O������ 
��
��� �
��
����� ��	��� �����
���� ��������.
7. 8�������� �
����� �
�
��
�
, ����'
�
�
 �� �
�������
�


�������.
8. `�� ���
	� ����
�
������� 	
� �
��’�������� ��	��� �����
����

��������?
9. `�� �������� ��
���� H���—6������ 	
� �
��’�������� ��	��

��
��
+ 
���������+.

(���’��
�� �
�
��

������ 1. :�
���
� ��
�������� ��
��� ���
�� 
� ��
������ ���
�-
��� 
����� ��	 <����, ����� ��
��!� 	��� ������% 17 400 �������, ���-

��
� ���
���� ����%� ���
�� — 250 ���; ���
��
� 
!�������	 ������� 
�-
���� — 2 ��� �� ���	��.

������ 2. :�
���
� ��<���
 ��
������ ��	 ������%��
�� 
 ������
���'�����	� 15 
 �� 10 ����, 	�@� !��� ���
������ � 1-� ���� 5 
; � 2-
� — 5 
; 4-� — 30 
; 6-� — 20 
; 7-� — 60 
; 10-� — 30 
.

������ 3. ���	���� �!�	� ���'�����	 ���� �� <�!���� ������%
32799,8 �2, � @������� ��� 22 ��!���� ��	� � ���	�� — 1490,9 �2. ���-

���
� ���
������ V = 400 �2. :�
��
� �� ���
���� ������ ���
������
�� = 8,1 ���, ��
��
� �� 
!�������	 1 �2 ����� � ���	�� �
! = 0,21 ���.

:�
����
� ��
�������� �!�	� ���
�� ���
�����	, ��
������ ��-
�
�����	 � ���������� ������� ��
��
� �� ������=����	 
� 
!������-
�	 
�����.
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Òåìà 5
	���
� ��
�%�#� �&
�$#�%$%����

5.1. �!�%&&% $,! �(�&+0(
&' )'3'*# 0'�!"!<! !:�69<!"9"'��%

; ����
����� ��	�����
� �=���� ���
� ������=
� ��
�����,
���� 
’	��	%
��	 ���!������
� �!�����������	 
�	��� �!� ������,
	�� ���
���=
� � ���
���. D�@� ���
��� �!�����������	 ������%
�!��'����� ��'�����
	��, 
� �
���==
��	 ����� ���
�����
��
�� �!�����������	. A��������, ����� ��
����, @� ����=
� �����-
��; ����� ��!�
�����, 	�� ����'�=
� ���!����� ��	 ��!�
� ��-
�
�����
�; ����� 
� ����!���	� ���
��� 
�@�.

/
�
�
�� ������ �
������ ����������
		
 $ 
	
��! � ��������		


��', 
�� ��	��
��� � ������
% ����������
		
, 
�!
� ��
������	

���� �����
����
�� ���
���, ��� 	��� 
�!�
����%
��	 �����������
��� ���������	 �!�����������	 �!� ���������� ���'��� ����� [21], [12].

�������= ���!�����
= ���� 
���� �������� �!�����������	 %
���������� �����
�� ������'������ 	��@:

L �������
� ����� �� �!�����������	;
L ������ ��
������ ��' ������'���	�� �����;
L 
�������
� �!�����������	 � 
��� ����.
�������� �����
�� ����� ���
�� % 
����	 ���������� ��������.
���
��� �������� �!�����������	 (���) ����������� � ����-

�
���
�=
��	 �
���
���=, 	�� ��
����%
��	 ������� ������
�� �
<�������������� 
�’	
����.

0�	��	� �����	�� �������: �%��	�� ����� �����, ��������
(�
	
��) ����������
		
, ����
 �����, ��%��	�� ����� 
�����-
����� ����� (���. ���. 5.1).

������ �!�����������	

������� ��
�� ����� �������� ��
��

*��. 5.1.
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"� ������� �������
� ����������� ������� �!�����������	 ���-
���
�����
� ��� !��� ������=, � ����� 
� ��� ���������	 
���-

��� �� �!�����������	 — ������. :������� ��
��
� ����
 ���-
�
�� ������� ��� �!�����������	 ������� !���
� ����
� 
�������.
A������, ��� 
 �����
�
���= �������
= ������� �!�����������	
!���
� 
����
�'��� ���@�. M�� ����� 
� ��� ����!�����	 
���
��
� ���
�, � 
���' �������
� 
���
��, 	�� 
�����
���
� ���
��� !�

�!�����������	, !���
� ��������.

����%= 
 �������� 
���� ��� % ��
������	 
���� ����
����-

�� ���
���, 	�� 
�!�
����=
� ���!����� 	���
� <������������	.

(���
������ �<��
�����
� ��� ��'�
� ���
���
�:
� ������	 �������
� 
���
��, 	�� �!�������=
��	 ���
	��� ���-

���� ����;
� ������	 �������
� 
���
�� � ���
�;
� �������� ��� ���������	 � ���
�;
� ������	 �������
� 
���
��, 	�� 
�����=
� ���
��� !�
 �!���-

��������	, 
� ��.
$����
����= ���!�����
= ������'������ ��� % ����
��������-

���
� ��
��� 
���
�� �� �!�����������	. "���
� ������	
� �������	-
��� 
� �
���==
� ���������� ��
�� �����. #�������
� �!�������-
����	 ��'���� 
���
� 
���' ���'�%
��	 ���������= ��������=.

:��������� �����
�� ��
��� 
���
�� 
� ���� �!�����������	
���
���	
� �� 
���, @� ������ �!�����������	 ��� 
����
�'���
������������. : ���� ������� ���� ��������%
��	 ������ �������
�
����� �� �!�����������	. :��� �!� �
�=
� � �����, �!� 
�����=
�
���
��� !�
 �!�����������	. A������, � ���� ������� ���� ������
������ �!�����������	 ��'�
� !�
� ��
����
�'�����.

"���'�� ��� �����
��� <��������	 ����� ��� ��� ��
�����	-
=
��	 �� ��� �����:

1) ���
��� 
 ��������� — ���� ������ �� �!�����������	
������	
���
��	, 	�@� � �����
 �� ������'���	 ��� ������ !�-
��
� 
����
�'��� �!�����������	� ����� 
���
��;

2) ���
��� 
 ������� — ���� �������� 
���
 � ��
� 
����
�'�-
���
� ���� ������� ��
����	% �� ����� �� �!�����������	.

����� ���
�� 
 ������� ��
��
�	=
� ���
��� 
 �!��'���= �!�

 ���!��'���= ���'���= �����, � 
���' ���
��� 
 �!��'����
�!� 
 ���!��'���� ����� ���������	 �� �!�����������	 � ���
�.
&��������� �!�����������	 
���
�� ����� 
���' ��'� !�
� ��
-
��=, � ����:

L 
���
� �!�������=
��	 � ���	��� �����;
L 
���
� �!�������=
��	 � 
����
���� ���	���, 
�!
� ��
��-

�	 ������ �!�������%
��	 �����=;
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L ������ �!�������%
��	 
���
 �����, @� ��% !������ ����-
��
�
;

L 
���
� �!�������=
��	 � ����������� ���	��� 
�@�.
"� �������
= ������� �!�����������	 ��
��
�	=
� ����������-

�� 
� !���
��������� ���. ; ������� !���
���������� ��� ��-
�	��� �����=����	 ������� ������� ��'� 
�����=��
��	:

L �� ���� 
��������	;
L 
� ������
�
��;
L � ���������� �����!.
J���=
� � ���� �����<�������� �
���� ���.

5.2. �','/&+,(�&(/' "2#3�!<! $!&!/9 )'$(&#"

(�
�� 
���
�� �� �!�����������	 ���'�%
��	 ������������. #�-
���	 �������� �!�����������	 ������
��� ��
��	��% 	
�������-
#�� (��
��	�������) ����� 
���
��. B�� ��
�� ������% 
�����
��
���������� ����
����
	��:

1) ����	
�	���� — � ��'��� �����
 ���� ��'� �����
� ��
!����� ������ 
���
� �� �!�����������	. #�!
� ����=��=
��	
��
�����, ���� ��������� �� ���
��� ��'� �����
� �������� 
���-

�� �� �!�����������	;

2) ������	���� ����
��� — ��	 ��'���� �����
� ���� ����-
���
� 
���
��, 	�� �������
� � ���!�
�����, �� 
���'�
� ��� ����-
���
� 
���
��, 	�� �������� � ��������;

3) ��
���	
�	���� — ���������
� ������'���	 �� ���
���
������ �������
� 
���
�� 
� ������ �����'�� ���� 
���'�
� ����
��� ���'��� ����� �����'�� 
� �� 
���'�
� ��� �����
� ����,
���� ������%
��	 ��� �����'��.

(�
������ ����
 n (t) �������
� 
���
�� �� �!�����������	, 	��
�������
� �� ���
��� 
� �����'�� ���� [0; t). B� ������
�� ����-
����� ��������. "’	��%�� �� 
���� ��
������. &�	 ����� ���� 
���-

� ���
���� <������:

� 
 � 
* + ...,,2,1,0, ��� kktnPtpk

�� �{•} �
����% ���������
� ����� {•}, � 
tpk  — ���������
� 
���, @� 
�
�����'�� ���� t �� ���
��� �������
� k 
���
�� �� �!�����������	.

��������, @�
� 
 ...,,2,1,0,10 ��� ktpk (5.1)

� 
�
=

�
�

0
1

k
k tp . (5.2)
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*�
��	���� ��
���
���� ����
����
� �������
����� ��
���

���
�� �� �!�����������	.

0���	
�	���� ��
��� �
����%, @� ��	 �����'�� ���� [0, Tt)
����������� ����� ���'��� Tt � 0 ���������
� �����, @� �� ���
�-
�� ������� 
���� ���� 
���
, % ����������� ����= ������ ���	�-
�� �����
� 
 Tt:

� 
 � 
tottp ���!��1 , (5.3)
� ���������
� 
���, @� ������� !����� ������ 
���
�, % ����������
����= ��@��� ���	��� �����
�, ���' Tt:

� 
 � 
�
=

�
���

2k
k totp . (5.4)

" ������������� (5.2)—(5.4) �����%, @�
� 
 � 
tottp ���!��� 10 . (5.5)

"�����	���� ����
��� �
����%, @� �����, ���’	
��� �
 �����-
�'���	� �� ���
��� ������ �������
�� 
���
�� �� �����'��� ��-
��, @� �� ����
���=
��	, % ��
���'���� ����������� ����	��.

&�
���	
�	���� ������ 
���
�� ��
���	% ��
��	��
� ����
���'��� ������� �����'�� ����, �� !����� �� �����, ���� ���
�����'�� ��
������%
��	. B� ��
���	% 
�����
� �������������	:

� 
 � 
 � 
�
�

� ����
k

l
llkk tptpttp

0
. (5.6)

"������, ��� k = 0 ����'���:
� 
 � 
 � 
tptpttpo �)��� 00 .

������
�%���	 ������
= (5.5):
� 
 � 
 � 
� 
tottpttp ���!���� 100 .

" ����� ����	��	 �����%:
� 
 � 
 � 
 � 
 � 


t
totptp

t
tpttp

�
�

�!��
�

���
00

00 .

A���� � ��
������� ����	��� Tt b 0, 
��� �
����%��:
� 
 � 
tptP 00 !��� . (5.7)

"� ����
����= �����= � 
 100 �p , 	�� % ��������� (5.5), 
����-
���� ��
�’	
�� ��<������������� ����	��	 (5.7):

� 
 tetp !��0 . (5.8)
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&��� 
 ����	��	 (5.6), �������=�� �������������	 (5.4), (5.5) �
(5.3), ��� 1�k  ����'���:

� 
 � 
 � 
 � 
 � 
 � 

� 
 � 
� 
 � 
 � 
� 
 � 
 ,...2,1,1 1

110

������!����!��
���������

�

�

ktotottptottp
totptptptpttp

kk

kkk ,

*�
������ �!���� ���
��� ��'���� 
 ��� ����	�� �� Tt � 0 
�
��������� �� ������� ��� Tt b 0. �� ���
���� �� ���
��� ����-
���
��� ��<������������ ����	��:

� 
 � 
 � 
tptptp kkk 1�!�!��� , k = 1, 2,..., (5.9)


 ����
������ ������� � 
 ...,2,1,00 �� kpk , 	�� % ���������
(5.3), (5.4).

*�
�’	
�� ���
��� ��<������������ ����	�� (5.9) � 
tpk , @� �!-
����=%
��	 
�������	� ������'��� <������ � 
 t

k etq !�  � 
...,2,1�k ,
!��� 
����:

� 
 � 
 ...,2,1,
!

�
!

�
!�

k
k

ettp
tk

k (5.10)

#���� �����, ������������ ��
����� ���������� ��������
� 
tn  — �������
� 
���
��, 	�� �������
� �� ��� 
� �����'�� ����

[0; t), ��
����%
��	 <�����	�� (5.8), (5.10), �� � — ������
� �����
��
������.

"’	��%�� 
���
 ������
�� �. &�	 ����� �!������� ������= ��-
�����
� � 
tn  
���
��, 	�� �������
� �� ���
��� �!�����������	 
�
�����'�� ���� [0; t):

� 
 � 
 � 
 � 
 � 

� � � �
=

�

=

�

=

�

=

�

!!�
!�

��
�
�

�
�
�
�

 !
��

!
�

!
��

0 0 0 1 !!!k k k k

k
t

k
t

tk

k k
tkOe

k
tke

k
etktkptn

� 

� 
�

=

�

!!�
�

!� !�!�
�

!
!�

1

1

!1k

tt
k

t ttee
k

tte . (5.11)

(�� �!�������� !��� �������
��� <������ #������ ��
��-
����	 <������ te!  
� 
�����= t ��� t0 = 0:

� 

� 
�

=

�

�
!

�
!

��
!

�
!

�!��
1

1002
0

!1!!2
1

k

kkk
t

k
t

k
tetetee � .
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�
'�, ������
� { ����
�% ������= �������
� 
���
��, 	�� ��-
�����
� �� ��� 
� ������= ����:

� 
 � 
1n
t
t

t
tn

��� !
! (5.12)

� % �����
����
���= ��
��������
� ��
��� 
���
�� �� �!�������-
����	.

"������� ��������= ���������� �������
� 
���
��, 	�� �����-
�	
� �� ���
��� 
� ������= ����:

� 
' ( � 
� 
 � 
 � 


� 
 � 

� 


� 
 � 


� 
 � 
 � 


� 
 .
!

1
!1

!1!1!2

!1!1
11

!!1
2

!1

!!
2

!

!
111

12

1

2 2 1

1
2

12
2

2 1

1
2

1 0

2

1

1
2

0 0 0

212
0 0

222

!�!���
�

�
��
�

 !
�!���

�

�
��
�

 
�

!
!�!�

���
�

�
��
�

 
�

!
!�

�
!

!�
�

!
!�!�

���
�

�
��
�

 
�

!
!�

�
!��

�!�

��
�
�

�
�
�
�

 !
!���

�

�
��
�

 
�

!
!��

�
!

��

���
�

�
��
�

 !
�

!
�

!
�

�
!

!�����

!!�
=

�

!�
=

�

�
!�

=

�

=

�

=

�

���
!�

=

�

=

�

�
!�

=

�

=

�

=

�

�
!�

=

�

=

�

=

�

��
!�

=

�

=

�

!�

��

� � �

� �

� ��

� � �

� �

ee
k

e
k

e

kkk
e

kk
ke

kk
O

k
kOe

kk
k

k
ke

k
ekpnkn

k

k

k

k

k k k

kkk

k k

kk

k k

k

k

kk

k k k

kkk
k k

k

k

(5.13)

#�!
� ������
� { % ��������� � ��������%= ���������� ������-
�
� 
���
��, 	�� ������	
� �� �!�����������	 �� ���
��� 
� ���-
���= ����.

; 
����� ���������
�� ������
�� ���
����
 ������	
 �! !
��-
	�� ��!������

,,2,1,0,
!

��
!

�
!�

k
k
ep

k

k (5.14)

�����
�
 	
!�� ��
��	�������. ������% 
������	 � ��������	 ��-
����������� ���������� �������� ������=% { — ������
�� ��
��-
���� ��%� ���������� ��������. #��� 	
�������#�� ����� !
-
����� �� �!�����������	 � 
����� �������� �!�����������	 
�'
��
���=
� ��
��	�������.
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(�����
� � �������������� 
����� ��
������ ����
�%, 	� 
��-
�=��
���
��	 ���������
� kp  �
 
���
���	� k. &�����, 
 (5.14)
�
����%��:

�,2,1,0,
1

1 �
�

�� k
kp

p

k

k ! .

#���� �����, ��� 0 < { _ 1 �����������
� * +=�0kkp  ������, � ���
{ � 1 �	 �����������
� �����
�� 
���
�%, ���, ������=�� 
 ������

' (1�!�k � ���� �
�% ������= — ���. 5.2.

0
0,05
0,1

0,15
0,2

0,25
0,3

0,35
0,4

0 2 4 6 8 10 12

n

P(
n)

*��. 5.2.

5.3. �!)$!3#6 $,!0#B/#" *'�9 0#B �90#B�(0( )'$(&'0(

*�
��	���� ������������� ��
�� 
���
�� �� �!�����������	.
A���� �� ��� ���� t (���. 5.3) �������� ����
��� ��
�� 
���
��,
��������� 
�������
� <  �����'��� ���� ��' ����'���� 
���
���.

�

t

0 1 2 3 4 5

*��. 5.3.
                   

� /?���
 [•] ��
������ ���� ���
��� �����. A��������, [1,75] = 1; [6,35] = 6; [4] = 4./

� = 0,2

� = 0,5
� = 2

� = 3
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(�
�� 
���
�� �� �!�����������	 % ������������. #��� 
����-
���
� ���� | ��' ������'���	� ���� ����'��� 
���
�� % �������-
��= ��������=. B	 ��������� �������� ����������. "������� ��
<�����= ��
������:

� 
 * + ,0, �4<� ttPtF

	�� ����
�% ���������
� 
���, @� ��
����� ���� � ��' ����� �����-
���� 
���
��� �� �!�����������	 !��� ������ ��� t.

"�
������ ����	 ����������� 
���, @� 
� �����'�� ���� (0, t)
�� ���
��� ������� ��������� ���� 
���
. :��'�=�� ��
�� 
���-

�� ������������� 
 (5.8) �
����%��:

0,1)(1)( 0 ����� � tetptF t! . (5.15)
�
'�, ��������� �������� 
�������
� �����'��� ���� ��' ��-

��'���� 
���
��� �������������� ��
��� ��% ��������������
(����
�������) 
���� ��
������ — ���. 5.4.

f(t)
{

t

F(t) = 1 – e–�t

F(t)

f(t) = {e–�t

t

*��. 5.4.
)����
�=���� ��
���� ��
��������	 
� ���
�����, 
�������

�������� ��� <  ��' ��	��= � ���
��� ���� ����'��� 
���
�� ��
�!�����������	:

� 


.110
00

0

0 0 0

!
�

!
�����

�!�!��<

=�=�
!�!�=�!�

�= �= �=
!�!�

@

@ @ @

ttt

tt

edtete

dttedtetdtttf
(5.16)

�
'�, ��	 �������������� ��
��� 
���
�� �������� ��� <  ��'
��	��= ����'��� 
���
�� �� �!�����������	 % �!������= ����-
����= �� ����
���� ��
��������
� ����� ��
��� �.

��% ����� � �!������ 
����'���	: 	�@� ��� ��' ������'��-
�	� �������� 
���
�� �� �!�����������	 % ���������= ��������-
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����� ��
��������= ��������= �
 �������� 
������	� 
!
1 , 
���

��� ��
�� 
���
�� �� �!�����������	 % ������������� 
� ��% ��
�-
�������
� {. (�������
��	 � ������������
� ����� 
����'���	
��'��, 	�@� ����
�
� ������������
� ���� ���
����� �����:

(���	
{
� �����'�� ���� (0; t) �� ���
��� �� �������� '������ 
���
�}
����������� �����

{��� ��' ������'���	� ���� ����'��� 
���
�� ������@�% t}.
#��� ��%��, 
������, ������
�:

� 
 � 
 tt eetp !! ��� ���� 110 ,

@� ������ �
���'�%
��	 
 ����
����
= (5.8) �������������� ��
�-
�� 
���
�� �� �!�����������	.

5.4. �,("'6!�&# *'�9 !:�69<!"9"'��%
<
� ����������
		
 — ���� 
 ��'����� �����
����
�� � 
��-

��� �������� �!�����������	, ���� �����
���
�% ��������� ����-
��'���
� ���
���. ?�� �!�����������	 ���'�%
��	 ���������=
��������=, �� ��
����%
��	 ���
�!������
= ��!�
� ����
����,
���������
= ������
��� �����, @� ������	
� � ���.

(�����
���, @� � �����
 ���� t0 = 0 �!�������=��� ����
���
��
����� �!�����������	 ��	���� 
���
�. #�������
� c ����� �!-
�����������	 % ��������� ��������.

; !���
��� �������� 
�������
� �!�����������	 ���'�=
� ��-
��������= ���������= ��������=, 	�� ��% �������������� 
�-
��� ��
������ 
 ������
��� A . B�� ������
� �����
���
�% ���-
���
�����
� �!�������=���� ����
��=. :�� ������=% ��������
�������
� 
���
��, 	�� ��'� �!�������
� ����
��� 
� ������= ��-
��, 
� ���� !�
��������� ��!�
� ����� ����
��=.

"� ������� ���������� ������
�����
� �!�������=���� ���-
�
��= A  @������
� ���������
� ���������� ������������� ��
��-
������� �������� c 
�������
� �!�����������	 
�' % ������=:

.0,)( �� � tetf tAA (5.17)
:�������� �������� c ������
= �����
���
�%
��	 
������

��
������
* +tPtF 4� 6)( ,
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	��� ��
�������� 
 ����
��� �� ����
��� �
�
��
����� ����
��.
; ����
��� ���
��� �������
���=
� ����
�
� ��� ����
����-

��� 
���� ��
������ �!�����������	:
,0,1)( ��� � tetF tA (5.18)

	�� ����
�% ���������
� �����, @� 
�������
� �!�����������	 c ��

������@�% t ������� ����. ; (5.18) 
c
1� �  — ��
��������
� �!���-

��������	, c  — ��
���
���� ���������	 ���� �!�����������	.
C��<��� 
�
������� <������ )(tf  � )(tF  ���������� ���<����,

@� �������� �� ���. 5.4.

5.5. �3�!/'�'6@�' �(�&+0'
0'�!"!<! !:�69<!"9"'��% ) !*#/9"'��%0

���
��� ����� 
��� ���	
��	 �� ��� �����:
��!���	��
 ������
 
 ���!��'���� �'������ ��
��� �����,

���������, ������� � ����
����, ����'��� � ��
��;
!
��	��
 ������
 ��% �!��'���� ��
�� �����. A��������,

���
��� �������'���	 ����
�
�� � ����, ����
���� � ����
���� �

. ��. : 
���� ���
���� 
������� ����� ������==��� ����� ���-
���� � ���
��� ������ ���
����.

A���� ��
�� 
���
�� �� �!�����������	 % ���������� �����-
�������� ��
���� 
 ��
��������
= �.

D�@� � �����
 ������'���	 
���
� ����� �!�����������	
�������, 
���
 ��
����	% �� �!�����������	. ; �����
������
������� — ���� ����� �!�����������	 
���	
��, 
���
 �
�% ��
�����.

)������
� 
���
��, 	�� ��'�
� ��������� ����!���
� � ���-

�, �� �!��'���. "� ������� �!�����������	 ����� �!�����
�������: «*����� �������� — ������ �!�������%
��	». B�
�
����%, @� ���� ����� 
������
� �!�����������	 
� 
����-
��
��	, ��� ����� �!���������
� 
���
, 	��� ��
����� �� ���-
�� ������.

#�������
� �!�����������	 ������ 
���
� ���'�
����� ����-
�����= ��������=, 	�� ��% �������������� 
���� ��
������ 

������
��� A , 	��� �����
���
�% ��
������� ������
�����
� ��-
���� �!�����������	 � ������=% �������� �������
� 
���
��, 	��
����� ��'� �!�������
� ���
	��� ������� ���� � ������� ����
!�
��������� ��!�
�.
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(�
��!�� 
���
� ����
���� �<��
�����
� 
�
������� ������-
������� ��� 
 ���!��'���= �����=.

:�� �����
� ����
�� ��!�
� ��� ��'�� �� <������������	
!��� ���
����������, � �������, ���� ��
��������
� � �������-
�� ��
��� 
���
�� �� �!�����������	 ������@�% ��
�������
������
�����
� A  ������ �!�����������	 )( A! �� , ���
�������-
��� ��'�� 
!�����
���
��	 � ������, ������� ����� 
� ��������
��� ���������	 
���
��� �� �!�����������	 ���!��'��� 
!�-
������
���
��	. M���������� ���
���������� ��'�� 
!�����-

���
��	 � �������, ���� ��
��������
� ��������� ��
��� � ��-
����=% ������
�����
� ������ �!�����������	 � 
A!A �� . B�
��	��=%
��	 
��, @� ���������� �����
�� ��������� ��
��� 
�
��������� 
�������
� ���� �!�����������	 ���
����
���
� ��
!�
�������������� �
��
 ��'��� ������� ����
��� ������ �!-
�����������	.

; �������, ���� ��
��������
� ��������� ��
��� ����� ���
������
�����
� ������ �!�����������	 � 
A4! , ���
��� ��������
�!�����������	 ����
 ������ ��� ��� ����
�� �� ��!�
� ������ �
�
���������� ��'�� <������������	. U�! 
���
� ����
��-
�� �<��
�����
� ��%� ���, ��
��	���� ���
���� ��������� �����
(k = 0, 1, 2,...):

Sk(t) = {: �����
 ���� t � ���
��� ����!���% k 
���
��},
Sk(t + Tt) = {: �����
 ���� (t + Tt) � ���
��� ����!���% k


���
��}.
:��'�=�� �����'�� ���� Tt ����
� �����, ��	 �����
����
�-

�� �
����������� �
��� ��� ���
�
��� �����
� ���������
� ��-
�
����� 
��� �
��� ��%� ���
���:

1) Sk(t) b Sk+1(t + Tt) — 
� �����'�� ���� Tt �� ���
��� ��-
������ ���� 
���
, ������� '����� 
���
 �= ���
��� @� �� 
�-
�����;

2) Sk(t) b Sk(t + Tt) — 
� �����'�� ���� Tt �!� �� ���
��� ��
�������� '������ 
���
� 
� '����� 
���
 �= ���
��� �� 
���-
���, �!� ' �� ���
��� �������� ���� 
���
 
� ���� 
���
 ���
�-
�� 
������;

3) Sk(t) b Sk-1(t + Tt) — ���
	��� Tt ���
��� 
������ ���� �


���
��, ��� ����� 
���
�� �� ���
��� �� ��������.

"�
������ �������� ��� 
� �
��� Sk(t) 
� �����'�� ���� Tt ��-
��
��� �� ���. 5.5. ;�� ���� ��'���� �������� 
������� ��
� ���-
��=, �������� �� ���������
� ��� Tt b 0 % ����������� ������
!���� �������� ���	��� �����
�, ���' ���������
� ���������, @�
��
��	��=
��	.

"������� ���������
� 
�
������� ���������.
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Sk + 1(t + Tt)

Sk(t + Tt)

Sk – 1(t + Tt)

t >  t + TtSk(t)

*��. 5.5.

� 
 � 
* + � 

� 
 � 
* + � 
� 

� 
 � 
* + � 
 .1

,11
,1

1

1

ttttStSP
ttttttStSP

ttttStSP

kk

kk

kk

�A�!�;���
�A�!��A��!�;���

�A��!;���

�

�

"���
 !��� ��������� ���������
� �������� �����, 	�� ��'�
�
�
�
��	 � ���
��� 
� �����'�� ���� Tt; �� ���������
� �������� �

�!�. 5.1.

6�$
��� 5.1

(���	 J��������
�, ��!��'���

A� �������� '������ ������ 
���
� 1 – �Tt

A������� 
���� ���� 
���
 �Tt

A� ��!��� '������ 
���
� 1 – �Tt

:�!�� 
���� ���� 
���
 �Tt

A������� �������������	 ��
���	=
� �
����
� 
���'���
�
��' ���������
	�� �
���� Sk(t) 
� Sk(t + Tt):

� 
* + � 
* +� 
� 
' (
� 
* + � 
 � 
* +� 
 ,11

11
11 tttSPtttSP

tttttSPttSP
kk

kk

�A�!���A��!�
��A�!��A��!�;��

��

	�@� k ` 1 
�

� 
* + � 
* +� 
 � 
* +� 
 tttSPttSPttSP �A�!���!�;�� 11 100 , 	�@� k = 0.

(��������� �� 
���'���
� � 
���� �����!:
� 
* + � 
* + � 
* +� 


� 
* + � 
* + � 
 * + A�!���A�!��A!�

�A�!�;
�

���

�� )1()(12 11 ttSPttSPttSP

tSP
t

tSPttSP

kkk

k
kk

.
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	�@� k � 1 
�

� 
* + � 
* + � 
* + � 
* +� 
A�!��!�;
�

���
ttSPtSP

t
tSPttSP

110
00 , 	�@� k = 0.

; �
����������� ��'��� ���������
� �
���� Sk(t) ���
��� � ����
�� 
���==
��	, 
��� ������� ��� ���������
�� 
� 
�����= ���� t
��=
� ������=��
� ���=. #���� �����, ����	 �������� � �
��-
����� 
���'���
	� �� ������� ��� Tt b 0, ���� ���� ���
��� ����-

���	
��	 �� ����, � @��� ����� ���������
�� � 
* +tSP k , 	�� ��
��-
���� ����
 kp , ����'��� ���
��� �������� ����	��:

� 

$
%
&

��A�!�
��A�!�A�!� ��

.0,0
;,2,1,0

10

11

kpp
kppp kkk � (5.19)

:������=�� ����
���� ����	��	

110 ���� �� kppp , (5.20)

(���� �
����%, @� � !���-	��� �����
 ���� ��� 
������
��	
���� � ������ � 
����� ������ 
 �� ��'����� �
����) ��
�
����

�������� ��
�’	
�� ���
��� (5.19), (5.20):

� 
* + � 
 ,,2,1,0,1 ��""��� ktSPp k
kk (5.21)

��

1��
A
!

" , (5.22)

/ — ���
!	��, 	��� �
����� ��
�� 	
�
	�
��		
 �� ���.
K������ (5.21), (5.22) ��
���	=
� ��
����
� ��� ����
����

�<��
�����
� ������������� ��� 
 ���!��'���= �����=, ����
���
��� �������� � �
���������� ��'�� <������������	. M ��-
��:

1) ������	 �������
� 
���
�� � ���
���:

�
=

� �
��

0
;

1k
kkpM

"
" (5.23)

2) ������	 �������
� 
���
�� � ���
� (������	 ���'��� �����):

� 
 ;
1

10
1

2

0 �
=

� �
���)�

k
k� pkpM

"
" (5.24)
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3) �������� ��� ����!�����	 
���
� � ���
���:

� 
 � 
 ;
1
1

1 "A"!
"

! ��
�

�
��

Mv (5.25)

4) �������� ��� ���������	 � ���
�:

� 
 � 
 ;
11

2
�

"A
"

"!
"

!
B

�
�

�
��

M (5.26)

5) �������� ��� �!�����������	 ������ 
���
�:

� 
 � 
 ;1
11

1
A"A

"
"A

B ��
�

�
�

��� vv (5.27)

6) ������	 
����
�'����
� �!�������=���� ����
��= (�����-

�� ����, ���� ����� �!�����������	 ����=%):

;1 0 "�� p (5.28)
7) ���������
� �
������	 �����:

� 
* + 2
1011 "����� pptSP k . (5.29)

"�
������, @� <������ (5.23) ����'�%��, �������=�� �����
0 < � < 1, ��	��� ����
������:

� 
 � 
 � 


� 
 � 
 � 

� 


.
11

11
1

1'1

1101

2
1

0 0 1 1

1

"�
"

�
"�

""��
�

,
-

.
/
0

1
"�

"
""��

�

,-
.

/0
1 """��

�"""��""���""��

�

� � � �

=

�

=

�

=

�

=

�

=

�

�

pk

k

k k k k

kkk
k kkkkp

K������ (5.24) % ��
���
�
�� 
���� ����
������:

� 
 � 


� 
' ( .
11

11
1

1
1

1

2
1 1 1

0

"�
"

�"�
"�

"
�"���

"�
"

�

���
"�

"
����� � � �

=

�

=

�

=

�k k k
kkk� ppkppkM

�
'� ����� ������% �
���=��
��� ���� 
���, ���� �������
�

���
��, @� 
�����	
��	 � ������������� ���
���, !����� ��� ��-
����.

(�� �!�������� ���������� ���� ����!�����	 
���
� � ���
���
�!� � ���
� /<������ (5.25)—(5.26)/ ���������, @� ������	 ����-
���
� 
���
��, 	�� ������	
� �� ��� 
� �����= ����, % ��
�����-
���
= ��������� ��
��� �.
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K������ (5.27) @��� ���������� ���� �!�����������	 ������

���
� % ��������=, �������� ������
� � 	���
 � �����
���
�%
������
�����
� �!�������=���� ����
��=.

K������ (5.28) ����
���� ��
�����% 
���
 �-����
���� �����-

�'���	 �� ���
��� /���. 
���' ���� �
������	 (5.24)/. M ����,

������	 � 
!���%
��	 
 ���������
= �����, @� � ��� 
������
��	
��������� ���� 
���
 �� �!�����������	. )��� ' 
���� 
���
�� %
@��������� ���, �
����
��	 �����. J��������
� ��%� ����� �!���-
�=%
��	 
� <������= (5.29).

������� 5.1. &� ���� ������������ �����'� �������
��� @�-
������ � ���������� �������
� 
�� ����'���: � = 3. ������	

�������
� �!�����������	 ������� ������ ����'��� — 15 ���-

��� �
�
�

�
�
 ��A 4

15
60 . "� 
���� ���� 
����� 
 (5.22) �����
�'���	 ��

���� ������=��
���:

4
3

��
A
!

" .

B� �
����%, @� � �
����������� ��'��� ���
��� �!�������-
����	 ����'���� �����
���
�%
��	 
����� ����
������:

1) ������	 �������
� ����'����, @� ����!���=
� � ��������

���:

3
75,01

75,0
�

�
�M ;

2) ������	 �������
� ����'����, @� �
�	
� � ���
� 
� �����=
�
�� �!�����������	:

25,2
75,01
)75,0( 2

� �
�

�M ;

3) �������� ��� ����!�����	 ����'��� � �������� 
���:

1
3
3
��v  (���.);

4) � �������� ��� ���������	 � ���
�:

75.0
3
25.2

��B  (���.) = 45 (��.)

5) �������� ��� �!�����������	 ����'��� ������� — 15 ��.;
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6) ������	 
����
�'����
� ���� — 45 ��., 
�!
� � ����������
15 ��. �� 1 ���. ����� ������� ��� �!�����������	;

7) ���������
� �
������	 �����:

� 
* + � 
 .5625.075.02 2 ���tSP k

"� <������= (5.21) �!������� ���������
� �����, @� � ����-
���� 
��� ��������� 
������
��	 k ����'���� (k = 0, 1, 2,...). *�-

���
�
� �!�������	 ���������
�� ������ ���	
� �
 
�
�������
����� ���������
� kp  �����, ���’	
���� �
 ���������� ����!����-
�	� � �������� 
��� k ����'���� (k = 0, 1,..., 9), 	�@� ��
��������
���� ���� ���� �������� � 
�!�. 5.2.

6�$
��� 5.2

)������
� ����'����, k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

J��������
�, �k

0,
25

00

0,
18

75

0,
04

69

0,
03

52

0,
02

64

0,
01

98

0,
01

48

0,
01

11

0,
00

83

0,
00

63

�
'�, ���������
� ����������� ����!�����	 � �������� 
���
������� �������
� ����'���� % ����
� ����= ( 01.0�kp  ��� k ` 8),
�������� ���������
� �
������	 �����, ���� k = 8 � ��	��� ����
���� ����, % �����
��= � 
5625.01 2

010 �"��� pp .
���� 
��� ������	 
�������
� ���������	 � ���
� (45 ��.) 
�

������	 
�������
� ����!�����	 ����'��� � �������� 
��� �� 
�-
�������	 ���� �!�����������	 (1 ���.) % ��������.

5.6. �'<'&!/'�'6@�' 
��
) �+!:0+B+�!L *+,<!L

(����@�
� ����
���� �<��
�����
� <������������	 ���
���
�������� �!�����������	, 
�!
� 
�����
� ������= �������
� 
�-
��
�� � ���
� 
� ������= 
�������
� ����!�����	 ������ 
���
� ��
�!������������ � ���
���, ��'�� ��	��� �!�������	 �� �� �����,
� ���������� �������� �!�����������	. ���� 
���� ������� ��
-
��	��%
��	 � ����� �����
����.

D� � ������, �������� ��
�� 
���
�� �� �!�����������	 ���'�-

����� ���������� ������������� ��
���� 
 ��
��������
= {, �

�������
� �!�����������	 ������ 
���
� — ������������� ��
-
��������= ����������= ���������= ��������= 
 ������
��� ~.
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)������
� ��
��������� ���������� ������� �!�����������	
��
������ ����
 �. #��� ����
��� �����
�'���	 �� !���
�����-
���� ���
��� !��� ������ ��� ������������ ����
���� ������-
������� ���
��� ��� � � ��
��:

nA
!

" �� . (5.30)

���� ��� ����
���, 	� � � ������������ �������, ��
���	% �!-
�����
� ���������
� ��
��� �
���� ��� 
� ����
���� �<��
����-
�
� �� <������������	 � �
����������� ��'���. ;����=, 	�� 
�-
!�
����% ��'�����
� ���	�
� �
����������� ��'���, % 
���:

10 �� " . (5.31)

&�	 �-��������� ��� �	 ����� �
����% ��������	 
���� ����-
����
�� @��� �������� ������
��� ���
���:

A! n��0 , (5.32)


�!
� ���� �
������=% ������ (5.30) �� ������� !���
����������
���
���.

A���� kS  �
����% ��������� ����=, @� � !���
�������-
��� ��� (���
��	 ��� �
���������� ��'�� �� <�����������-
�	) ����!���% k 
���
�� (k = 0, 1, 2, …). "� �������%= 
 �����-
���, 
��!����� @��� ������������� ���, ����'���

��� <������ �!�������	 ���������
�� * +kk SPp �  �����������
�����:

� 


1

0

1

0 1!!

�

�

�

,
-

.
/
0

1
"�

"
�"� �

n

k

nn
k

k

n
n

k
np , (5.33)

0!
p

k
np k

k

k "� , 	�@� nk ��1 ; (5.34)

0!
p

n
np k

n

k "� , 	�@� nk � . (5.35)

K������ (5.33)—(5.35) �
������==
� <������ (5.21) ��	 ��-
����������� ��� �� �������, ���� ���
��� ��% �������� �������
�
� ` 1 ����������� ������� �!�����������	. ;����� �� ��
���
�
�
!��� �
������ � ������ ����
� $$ �
. �������� 
� ������.
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:����	�� 
 ���������
�� kp  ��'���� 
 ��'����� �
���� ���
(k = 0, 1, 2, …), �!������� ���� ����
���� �<��
�����
� <�����-
�������	 �-��������� ���
��� � �
����������� ��'���:

1) ������	 �������
� �������, 	�� 
����
�'��� �!�����������	�

���
��:

A
!

��N ;

2) ������	 ���'��� �����:

� 

;

1! 02

1

� p
n

nM
nn

"
"
�

�
�

(5.37)

3) ������	 �������
� 
���
�� � ���
���:


� NMM �� ; (5.38)

4) �������� ��� ����!�����	 
���
� � ���
���:

A!!
1� ���

MMv ; (5.39)

5) �������� ��� ���������	 � ���
� �� ����
�� �!�����������	:

!
B �M

� . (5.40)

������� 5.2. A���� � �������� 
��� ����=% �� ����, � ��� ��-
��. :�
������ �<��
�����
� �!�����������	 ��������'����.

;�� ������� ����, @� �
���=
��	 ��
��� !�'�=��� ����!�
�
���
�� 
� 
�������
� �!�����������	 ������ ����'��� !��	 ����,

������� 
����� ', 	� � �������� 5.1, 
�!
� � = 3 ���./���.;
� = 4 ���./���.

"� 
���� ���� ������	 �������
� ���, 	�� 
����
�'��� �!�����-
������	�, ������=%:

75,0
4
3


 ��N

�������� �������
� ��� � 
��� — 2, �����
�'���	 �� ���
���
�!�����������	 ������
���:

375,0
2
75,0

��" .
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J��������
�, @� � �������� 
��� 
 ����� ������ ����% '������
����'���, 
� <������= (5.41) ������=��
���:

"�
"�

�,
-

.
/
0

1
"�

"
�"�"��

�

1
1

1
2221

13
2

0p . (5.41)

#�!
� � ������ ������� ��%��:

4545,0
375,01
375,01

0 ;
�
�

�p .

������	 ���'��� ����� 
� <������=:

� 
 2

3

2

3

1
2

1
1

1
2

"�
"

�
"�
"�

)
"�
"

��M (5.42)

������

041,0
375,01
375,02

2

3

;
�
)

��M ,


�!
� ����� ����
���� �����
�	.
������	 �������
� ����'����, 	�� ��������� 
������
���
��	 �

�������� 
���, ������
���:
% = 0,1227 + 0,75 = 0,873.

A������� ��
���
�
� �
����=
�, @� ����'���, 	�� 
���
��� ��
�������� 
���, ����
���� ����
� 
��'�
� ����!�
� ���
��, ����-
���� ���� 
 ��� ���'� 
��'�� !��� ������=. #��� �������� ��� ����-
!�����	 ����'��� � �������� 
��� 291,0

3
873,0

��v  (���.) ; 16 (���-
���) ����
���� 
!���%
��	 
 �������� ����� ����!���	 ��� ���
-
�� � ����, @� ������=% 15 ��.

A������� ��
����� ��
���	% ��������
� ��
���	 ��� ��
��-
����	 ���������
� �������
� ������� �!�����������	, 	���� ����
�!�����
� ���. &�	 ����� �����
���	=
� ��
��
�, ���’	
��� �


������� ���������	 
���
�� � ���
�, 
� ��
��
�, ���’	
��� 
 ���-
����
���%= ��
��� �������
� ������� �!�����������	. :����� �<�-
�
�����
� 
���� ��
����� �
����=% 
��
�������	 
����� ��������
�!�����������	. &�����'���	 �����==
� ��
������
�� �������,
@� �
���=
��	 	� ���!�����
�� ��������� ��
��� 
���
�� (	�@�
��� �����
�	%
��	 ��� ��������������), 
�� � ���!�����
�� ������-

���� �!� �!�����������	 �����, � 
���' ���!�����
�� ��!�
�
(������
�����
�) �!�������=��� ����
����. &��������� 
 �����-



159

������� ��
���	�� ��'�� �
������
��� � ����������� ��
���
���

 
����� �������� �!�����������	 '12(, '21(, '22(.

������� 5.3. M
���%, @� �����
�% �����
���, ��% 5 ����
-
���. : ���������� 
� 
���� ��������	 
��% �� �����
 10 �����
��.
M����
� ���=
��	 ��
���'�� ���� ��� ������. M����
�� � ����-
����	 ���
� ��'� !���
�. ; 
���� �����@���	� ��
�� ����� ��
�!�����������	 % �������������.

(�����
���, @� ��� ����
�� ��=
� �������� �����<�����= � �
���������� ��'�� ��'� � ���� �����
���
� 2,5 �����
�. A��!-
����� �����
� ���
��� �!�����������	 � ����� �
���%.

(���’��
���.
1. )��<���%�
 �!�����������	 ������ ����
��

4
5,2

10
���

A
!

" ,

��� �����
�'���	 �� ���
��� 4/5.
2. J��������
� 
���, @� ��� ����
�� ������ ��� �!�����������	

� 


013,0

8,01!5
4

!4
4

!3
4

!2
441

1

1!!

1
5432

0

0 �

�
�����

�

�
�
�

�
�
 �

�
�

�
�

m

k

mk

m
mk

p

"
""

.

3. J��������
� 
���, @� ��� ����
�� 
���	
� �����
��

� 
 554,0
8,01!5

4013,0
1!

5
0 �

�
�

�
�
�

�
�
 "

�

"
�

m
m

pp
m

m .

4. �������� ��� �!�����������	 ��'���� �����
� ����� ����-

��� ��� ������������ 
�������
� ��!���� 
����:

8,2
5,2

7
�!� ��t  ���.

5. ������	 ���'��� �����:

%� = 1,11
1

2 ;
�
�
��

�
 "�

")"

mm

m  (�����
�).
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6. ������	 �������
� �����
��� � �
���%:

% = %� �
�

��
m

k

k

k
kp

1
0 15,15

!
"  (�����
��).

7. �������� ��� ����!�����	 �����
� � �
���%:

51,1
10

15,15
���

!
Mv  (���.).

8. �������� ��� ���������	 � ���
� �� ����
�� �!�����������	:

1,1� ��
!

B
M

 (���.).

9. ������	 �������
� ����
���, 	�� ������ ��� �!�����������	:

� 
�
�

�
���

1

0
00 95,0

!

m

k

k

k
knpN "  ����
��.

�
'�, ����
���� ���� ����
�� ���� ��� % �������, 	�@� � ��-
�������� 
� 
���� ��������	 
��% �� �����
 10 �����
��.

�
���
��� ��� �
	���
���
�� ��
��
�
 �
��
��� ��� �
	��������� 
���’����
���

1. O������ 
��
��� '������������� �� �
������� �"������
���
������� ���
�
�
 
$�
��
�������.

2. O������ 
��
��� �
�����
��� �'�	�
�
 �
�
�� ���
�.
3. O������ 
��
��� '������������� ������ ���
�
�
 
$�
��
��-

����� � ��	�
����.
4. O������ 
��
��� '������������� ������ ���
�
�
 
$�
��
��-

����� � 
$������� ���
� 
���������.
5. �
��’����� ���� ��	���:

������ 1. �����
� ���
��� �������� �!�����������	 
 
���-
�� ������
����: � = 2, � = 10, � = 6.

������ 2. &��
� ������ ��!�
� ���
��� �������� �!�������-
����	 
 
����� ������
����: � = 1, � = 12, � = 4.
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Òåìà 6
	���
� $�����'$%����

�� '����!����(

6.1. 	'<'6@�' 2','/&+,(�&(/'
)'3'* 9$!,%3/9"'��% &' /!!,3(�'5#8

; ����
����� ��	�����
� �=���� ������
��	 
��
����
��	 

���!������ ��
������	 �����������
� ��������	 ��!�
 (
�!-

� �� ����	�������	�), � 
���' ����������%= ��� � ����, 
�!-

� ��
��������	� ������� ���� (�!� �����
� ����), �� ���
	-

� 	���� (�!� �� 	����) ������� !�
� �������� ������
��
��!�
�.

; ����������� ��
���
��� ���������	 
������� ��������	 ��!�

!��� ��
���� �
��	�
�	�� ��
	��
		
� �!� !
�
�
�� ���
�
	-
	
 ��!��
��� [18], [22].

: ������ ������ ��
�������
� ���������� ���������	 � ����	-
�������	 ���
� �
�%��
������, �������� ��� ������
�� ���
���
������, � ��!�
� ������=
� ��������
��	 �����
�, 	� 
����� ��
�
�% ��'�����.

; 
�� ��������, ���� �� ���������= �� ������
��� ���
���
����% ��	�� ����
�������
�, ���������� ���������	 
����
��	 ��
��
��������	 �����������
� ��������	 ��!�
.

������= �����<������ 
���� ������������ ���������	 % �	�-
����	 ��� ����!���� �������= ��������	 ��!�
. :����� ������
��������	 ��!�
 ����!����= ��������= ������'����� ��������-
���� ����� *. :. )�����, :. E. ��������, E. :. ������ � 70-� ��.
$$ �
.

��������� ������
��� ������� ��������	 ��!�
 % �������	 �
������ (����
�
, ������
 � 
. ��.). )�'�� ��!�
� — �� ��������
��!�� ��������, 	�� ������=
��	 � ��
������� �����������
� ��
������
��� ������ 
� ��
������� 
�����, @� % �����<����� ��	
����� ��!�
� � ������.

:���!���� �������	 — �� ������, 	�� ��'�
� ��������
� 
�-
���� ���'��� ��!�
.



162

;
��������� 
����� ������������ ���������	 ���	��% � ��-

������� 
����� ���	��� ��!�
, ��� 	���� ������
�%
��	 �!� ���-
����
�%
��	 ��	�� <�����	 ����, 	�� 
���'�
� ��� ����� ���	���
��� �����, @� �������� ������=
��	 ��'��= ������= ��������-
�� �� 
������������ ����� �� ������� ��������	 ��!�
 �� �����
��������.

&�	 ��
�’	
�����	 ���
������� 
����� ������� ��������
��	,
���������, 
��� �����:

L ��'�� ������ �� ��
������ ���������	 
������
��	 � ���-
��
��
���� �
���;

L �����������
� 
������������ �������� �
���� ����	���-
����;

L ��'�� �������	 � !���-	��� �����
 ���� ������%
��	 
���-
�� �� ����� ������ �!� ����%;

L ������ ��������	 �������� �� ��	��� ������ ������-
%
��	 ����������, 
�!
� ��
����
� �������	 �� ������	%
�-
�	 �� ������� 
��������	, � ���
���� �������	 �� ��� '� ��-
���� ��'� ����
��	 ���� ����	 ������� 
��������	 ����-
�������;

L ��'�� ������ � !���-	��� �����
 ���� ��'� ��������
�
�� !����� ����%� �������� �!� ����%.

>���-	�� 
 ������������� ���� �� ����
��� ��'� ��-
������
��	, � 
��� !����� ���
��� �����
����� ��
���
�
��

����� ������������ ���������	 ����!��'�% ������
����� ��-

����=.

A� ���. 6.1 �������� ����� �����<������ 
���� ������������
���������	. D� �������% �
 �����, ��� 
����� ������������ ���-
������	 � 
���'���
� ��� �����@��� �������� �����
�� ��
����-
�
� ��!�
 �� ��������	 ��������, 
�������
� �������� �� ����-
���, �������
� ��!�
 ��'�
� !�
� ��
������ �� ��
���������� �
�
����
����. A� �������� ��'� !�
� ���� �!� �������� ����
��-
��� �����.

(�� �������
���� ��������� ����� �����	=
��	 
��� 
�����
������������ ���������	:

L ��� ��!�
� ������=
� ��������	 
����� ����%� ��������, 	��
��'� !�
� �������� �� !���-	���� 
 ��	���� ����
�
�� (����<�
-
�� ���
��� ���������� ����==��� �����);

L ��� ��!�
� ������=
��	 
 ����� � 
�� '� ��������, �������-
����
� 	��� �
���� <�������� ��	 ���� ��!�
 (!���
�<�
�� ���
���
�!� ������%�);

L ��� ���� (��!�����) ���
���.
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���� ������


 �!��'��-
�	�� �� �����-

������
�

����������
������ ��
��'��� <�
�

!�
 �!��'��-
�	 �� ����-
�������
�

��!������������� �����

���� ������
�� ��'��� <�
�

��
��
����
������

��������
������

����<�
�� !���
�<�
��

��������
������

��
��
������

��
����������
(
����	 ��
����)

�
����
����
(
����	 ��������
�!�����������	)

"����� ������������ ���������	

*��. 6.1.

*�
��!���� ���<��� ��������	 ��!�
 �� ����!����� ��������
��'�
� !�
� ������� 
� ��
�������� ����
������, � ����:

L ��� 
��������	 ��
������ �������� (
�!
� ���� ��!�
 ��
������ ��
�
�������);

L ��� ������'���	, 
�!
� 
�������� ���, �� ���
	
� 	���� ��-
!�
� 
������
��	 �� ����!����� ��������;

L ��� ���������	, 
�!
� ���
��� ���� ������'���	, �� ���
	-

� 	���� ��!�
� ����% ��������	 ��������;

L ��� 
�
�����, 
�!
� ��
���	 ��' <��
����� � �������� 
�-
������� 
��������	 ��!�
.

A��!���� ��
����=�'���= 
�����= % ������
���	 
�������
�
����!������ �����, 
�!
� 
����� ��
������	 
���� �����������
�
��������	 ��!�
, ��� 	��� ������
�%
��	 ���'��� ��
����� ���
�����
� ����
�� ��������	 �������� �� ������� �� 
��������	.

6.2. �!�&'�!"/' )'3'* !$&(0#)'5#8
$!�6#3!"�!�&# "(/!�'��% ,!:#&

&' '�'6#) 0+&!3#" 82 ,!)"’%)9"'��%

������� ���������
� ��' ��
������������ � �
����
������

������� ������������ ���������	 
���=��%
��	 � 
���, @� �
������� ������� ������
�� ���'�=
��	 ��������, � ������� —

���==
��	 ���������.
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; ������ ��
���� ��
��	��%
��	 �������� ���!���� ��'��-
��� ��
���
�
�� �����
� ��
����������� 
���� ������������
���������	.

"����� ������������ ���������	 ��	 ������ ����
�
� ��% !�
-
��������� ��
���� 
 ���� ������:

1) ���� ��% ����� �� ����
���, ���� ���!����� ��
��!�
� ��
-
��� ��������	 ��!�
 ��	 ���������� ����
�
�� (���!���� ����
�-

�� 
 ���������� ���������	�);

2) ���� �
�����
� ��
���� 
 
���� 
��� ��
��� 
�����'���	
��
�������� �����������
� ��������	 ��!�
.

(�����
���, @� �� ������
� ���!����� �!��!�
� � ��
����,

��=��, @� ��� ��������	 ��� �� �!��!�� �-�� ��
��� ),1( ni �  ��-
����� � ������=% it , ��� �����
���� ������
� �� �!��!�� �-�� ��-

��� ����	 
��������	 �!��!�� j -�� ��
��� ������=% ij< ,

.,,1, jinji ��
(�
��!�� 
���
� 
��� �����������
�, ��� 	��� ������
�%
��	

��� ������'���	 ���� ��
����:

� 

� 


� �
� 	

�<��<
n

i ji
ijittR

1 11,
min, . (6.1)

(����������
�, ��� 	��� ),( <tR  ���	��% ����������� ���'���
(
�������
�), ��
���%
��	 C  — �����������
= � ��
����%
��	 �� .

��������, @� ��
������� ���'��� ),( <tR  
���'�
� ��� �����-

�� ������� � (6.1) � ������%
��	 �� ��
����� �������� �
�

n

i
it

1
.

�������� ii<  ��	 ���� ni ,1�  �����
�%, ��
������ �����������
������
� ��
���� � 
�������
�� ����������� =, 
��� ���������
�� 
�����, 	�� ��% ��
�� «
����� ������	'���», ��	 
�����'���	
��
��������� ��
�’	
�� 	��� �������
���%
��	 ����� ����� �

��� [19], [25].

:����� ��
�� ����� 
� ��' !�� 
������������� � 1960 �. �
��!�
� E��� � &��� ��	 ��
�’	
�����	 ������������� �������� 
�-
���. *�
��	���� ���= ��
��� �� �������� 
�������� 
����� ���-
���
���� ������������	:

� 
 min�xf , (6.2)

Dx	 , (6.3)
�� D  — �������� ���'���.



165

" ��
�= 
�������	 ����� ����!���� �����
���� ������ 
�����
���'��� D  ��
!���%
��	 �� ������'��� (�����)

�
�
�

�
�
 �����

�
� �
k

i
psi kppsDDDDikiD

1
,1,,,,1, D

� ����� ��
��������� ��
�’	
�� 
����� 
�����=%
��	 
����� ��
�������
����� ������'����. &�	 ��
������ ������'�� �� ����-
���
���� 
� ���������
���� ��'��� ������'��� �
���
��	 � ���-
��������
� ��	�� ������ (��'�), 	�� % ��'���= �������= 
�����-
�	 �������� <������ �� ��� ������'���.

0��	��� �	���	 D  ��
���%
��	 
��� ����� � 
D� , @� ��	
���� � 
 � 
DxfDx ��	 .

D�@� iD  % ������'���= pD , 
��� ��������

� 
 � 
xfxf
pDxiDx 		

� minmin ,


��� � 
 � 
pi DD �� �� .
(������
����= ��	 ���������� ��
����'���	 % ���'���,

������ 	��� �������� ����� @� �� ��
����'���� ���'��.
+������� �����
��	����. A���� �

k

i
iDD

1�
�  � � ��
���
�
�

��
�’	
�����	 
�����:
� 
 min�xf ,

Dx	 ,

������� ��
�’	
�� sx , 	��� 
��������	% ����� (6.3). D�@�

� 
 � 
s
s xfD ��  �� !����� ������ @� �� ��
����'���� ������'��

D , 
� sxx �� .
:�'����= �����
���%= ��
��� ����� 
� ��' % ������
�, 	���


������������ � 1963 �. E�

�, ���
�, ����� 
� )���� ��	
��
�’	
�����	 
����� ������	'���.

; ��
���
�
� ��
�’	
�����	 
����� ���!����� 
���
� 
��������
������
, 	��� �������
� ����
 ��� ����
� �� ������ ��
� � ����-
��
�% 
������� �������� ����
���.

*�
��	���� ������
�
���= ��
��� ����� 
� ��' ��	 
����� ��-
����	'���.

:����� ���� 
����� �����
������ � ����	�� ��
���� ����
����
��' ����
��� * + njicC ij ,1,, �� , �� nicc iiij ,1,,0 �=�� , @� �����-
����% ����� �!’�
�� � ����
��. (������ �� �!��’	
����

jicc jiij �� , .
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1. ���������� 
���!� ��
���� 0D . (�
������ ������

� 
121 ,,,, iiiid n�� . #��� �������� ����
��� ������=%

� 

13221 iiiiii n

cccds ���� � . (6.4)

A���� nica ijnji ,1,min
1

��
��

. *�
��	���� ��
���= * +,ijcc ��� , nji ,1, �

�� 0���� iijij acc .
#���

� 
 � 
�
�

��������
n

i
iiiiiii n

cccads
1

13221
�

�!�

� 
 � 
�
�

���
n

i
i dsads

1
,

�� � 

13221 iiiiii n

cccds �������� � .
&��� ��!����� njcb ijnij ,1,min

1
���

��
 � ��������� �� ��
����

* + njicc ij ,1,, ������ , �� 0������ jijij bcc .
#���

� 
 � 
� �
� �

������������
n

i

n

j
iiiiiiji n

cccbads
1 1

13221
�

�!�

� 
 � 
� �
� �

�����
n

i

n

j
ji dsbads

1 1
, (6.5)

�� � 

13221 iiiiii n

cccds ������������ � .
(���
������	 ��
���� / � /E �������� �����!�� ��
���%
��	

!����		
� �
�����, � ���� ��
���	 /E ��
���%
��	 !����	��.
)���
��
� njbnia ji ,1,,,1, ��  ��
���=
��	 ��	��
	�
�� !��-
��		
.

#�� 	� � 
 ,0��� ds  
� � 
 � �
� �

��
n

i

n

j
ji bads

1 1
. #���� ����� ����

��
�

�
��
�

 
�� �

� �

n

i

n

j
ji ba

1 1
 ��% ������ 
��
� ��	 
������	 �������� <������ ��

���'��� ���� �����
���� ������
��, 
�!
� ����������
� ������-

�� E�

��, ���
�, ����� 
� )����� �������% 
� ����������
� ���-
�� ������
�� ��	 <���������� ����� ����
�� �.
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A���� 0D  — ���'��� ���� 
�������� ������
��.

� 
 �0D� � �
� �

�
n

i

n

j
ji ba

1 1
. (6.6)

&��
������� �������		
: @�����
���� ���*���, �������-
��� �� ���	��
� �������� /E, � 
�����
���� � 	
� ��	��� � ���-
����� /.

:��� �������% 
� ������������� (6.5) 
� (6.6).
2. ������$��
! 
���
!. (�!����� 
��������� ������
� ���-

!���%
��	 ���
�����. A� ��'���� ����� ������
�� ��
����%
��	

����� ���� ���� ����
��, 	�� ���=��=
��	 �� ������
�.

A� ���
����� ������ ������ ������'�� <������
�� ������-

��, 	�� �� ������� �� ������
�, ����=
��	 ���������� 
 
��
���-
����	� �������� 
������	 �� ����� ��
����, @� ��% �
������	 ��
������ ����
����� ���'��� 0D .

3. )���� "������	�� 
�	������
�
 ���*��	�. ; 
�������
��
���� /E � ��'���� �	��� 
� � ��'���� �
������� % ���� ! ��
������ ��������� ������
�. (��� ����
�� � 
ps ji , , ��	 	���

0���
pjsi

c  % ���
�����
��� ��	 ���=����	 �� ��
��������� ����-
��
�. (��� ����
�� ),( kr ji  
��!� ��!��
� 
��, @�! ������
��, ��
	��� �� !��� ���=���� �	 ����, ����������� ����� ����
���. *�
-
��	���� ��	��� 
 
���� ������
��, � 	���� ������� 
 ����
� ri
���!���%
��	 � ����
 kji j �, , � � ����
 kj  ������	'�� ������%

����� �� 
 ����
� pj . "��
�����, @� ���'��� 
����� ������
�
!��� �� �����, ��'

� 
 � 
 pij
riiijrikjjjkjri

cc ������
��

minmin
,

� .

#���

pisi
pjsickiri

��
0

max
���

� .

4. 0

��������� ��
���. ���'��� ��
!���%
��	 �� ��� ���-
���'��� 
� ���������: �����
� 
 ����
� i  �� ����
� ki  ��'�
����'�
� ��
��������� ������
� �!� �� ����'�
�

� 1210 , DDDD �  — ���'��� <������
� ������
�� ����	 �����-
	

	 ������	 ��� ���=����	 �� ��
��������� ������
� ����
����
�� � 
 2,, Dji kr  — ���'��� ������
��, �� 	��� ���� ����
��
� 
kr ji ,  �� ���=��%
��	.
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���'��� 1D  ���������% ��
���	 * + 1,1,,)1(
1 ��� njicC ij . U�!

�
����
� ��
���= /1, ���!����� 
 ��
���� /E ��������
� r-
��
�	��� (������	'�� 
 ��'���� ����
� ��% ���'�'�
� 
����� ����
��
) 
� k-
�� �
������ (� ��'��� ����
 ������	'�� �’�'�'�%

����� ���� ��
), � 
���' 
 ��
�= ��������	 ��������� 
�����
�

������	 

rk jic ��  �� =�)1(
rjki

c . A�������	 �	���� 
� �
�������� ��
��-
�� /1 ���������% ��������� ��
���� /E.

���'��� 2D  ���������% ��
���	 * + njicC ij ,1,,)2(
2 �� , � 	���

njcc ijij ,1,)2( ����  � 
����� =�)2(
rkc .

� 
 � 
 � ������
i j

ji baDD )1()1(
01 ,

� 
 � 
 � ������
i j

ji baDD )2()2(
02

�� )1()1( , ji ba  
� )2()2( , ji ba  — ����
��
� 
������	 ���������� ��
����
/1 
� /2.

5. ;��	���� 
�	������
�	�. (���	 
���, 	� !��� 
��������

�����
�� ������
 sd , ���� 
��!� ��������
� �� ��
��������
�.
�
����= 
���, @� ������
 
��������, % �
������	 ��
���� 2 F 2
(
�!
� 2 �
����� 
� 2 �
�������), 	�� ��% ����� ��� ��
������ ��-
�� ����
��. ������
 sd  % ��
��������, 	�@� ���� ������ �� ��-
����@�% ������ ����� �������� ��� ������ ��
�’	
���.

����������:
1. A� ��'���� ���
������ ����� ������
�� 
��!� ���������-


� ���� <������
 ������
� ��	 ��
�
������ ����
����� 
�!����
�� ������@���	.

2. )��� <������
 ������
� �������
� (� – 1) ����
, 
� 
���-
��%
��	 ����
����� ��������
� ��� ��������.

3. D�@� ����% � ��������, 	�� 
�����==
��	 �� ������ ������-

�, 
� ��
���	, �� ������ 	��� 
��
�����%
��	 ������
� ����� 
�
��', ��% ����	� 
�!�. 6.1,

6�$
��� 6.1

1 2 3 � � � + 1

1 = 12< 13< � n1< 11 �n<

2 21< = 23< � n2< 12 �n<
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���������� ��$
. 6.1

1 2 3 � � � + 1

3 31< 32< = � n3< 13 �n<

� � � � � � �

� n1< n2< n3< � = 1�nn<

� + 1 1,1�n< 2,1�n< 3,1�n< � nn ,�< =

��: � 
nini ,11, �< �  — 
���=���� ���, 	�@� �-
� �������	 % ��
���	 �
�����������
�;

� 
niin ,1,1 �< �  — �����
����� ���, 	�@� �-
� �������	 % ����� �
�����������
�.

; 
�� ��������, ���� ��	 ��������	 ����� �
$
�� ���!�����
���������� 
�����=��
� �������� �� 	�
' �����
������������'
��������', 
� � ����	� &'������ !��� 
������������ ������
�
��!����� ��
�������� �����������
� ��������	 ���, ��� 	��� ��-
����
�%
��	 ���'��� (
�������
�) ��
�����, @� ���������
�� ��-
����
���� 
�������
� ������� � 
�������� �����������
� ������
�.

&�	 ���������	 ������
�� ��
�’	
�����	 
����� ������� ��-

������	:

(� — 
�������
� ��������	 (���=��=�� �����������, 	�@�
���� ���!�����) ������ �������� �-�� ��!�
�.

8� — 
�������
� ��������	 (���=��=�� �����������, 	�@�
���� ���!�����) ������ �������� �-�� ��!�
�.

#���, 	�@� ��� ��!�
� ���
����� � ���
��� ���������, 
� ��-

������� �����������
�, 	�� % ��������= ��	 �!�� �����, 
���-
�����	% �����:

� 
 � 
jjjj BABA ,min,min 11 �� 4

��	 !���-	��� ���� j-�� �(j + 1)-�� ����'��� ��!�
 ����� ��������-
���
�.

B�� ������
� ��'� !�
� 
��
�������� ��	 ��!����� ��
���-
����� �����������
� ��	 
���� ����������� �
�%����
����=�����
����� 
� �����:

� 
 � 
jjjjjjj BCBACBA ��4� ��� ,min,min 111 ,
	�@�

j
nj

i
ni

BvaxA
,1,1

min
��

�
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�!�

j
nj

i
ni

BC
,1,1

maxmin
��

� ,

�� iC  — 
�������
� ��������	 �-�� ��!�
� �� 
��
�� ������.
(�����
���, @� % ����� �������
� � ��
��� ��!�
, ��'�� 


	��� ������� ����
� � ����������� �������� �� ������� 
 ����-
���� 1, 2,..., �. (��	��� ��������	 �������� ��	 ��'��� 
 ��!�

��������� (���. 6.2). *�
��
��	 ��' ��!�= ��!�
� ��'�
� ����

�������
= ��������	 ������� ��������.

…

*�!�
� 1

*�!�
� 2

*�!�
� �

������ 1 ������ 2 ������ �

*��. 6.2.

*�!�
�, 	�� ����� ��������
��	 �����=, ����	 �� �����=����	
�� ������ ������ ����
� ��
����	% �� ����� ������, � 
�� ����
!�
 
�
����� �������
� ���� ��������� 
������������ ������.
&���� 
� �����= ��!�
� ����� ��������
��	 ���� ����	 
���, 	�
������ 1 
������
��	 ��� �����=����	 ������ ��!�
�. (���	 
�-
��, 	� ����� ��!�
� !��� �����������= ������= 1, ��'� 
����-
!�
��	 ������ ��� �� ���������	, ���� ������ 2 
������
� ���-
�� ��!�
�, � 
�� ����. (�
��!�� ��
����
� 
��� �����������
�
��������	 ��!�
, 
� 	��� 
������� 
�������
� ��������	 ���� ��!�

!��� ����������=.

)������
� ��
��� �����������
�� ��������	 � ��!�
 ������=%
�!, 
��� ��	 ������� �������
� ��!�
 ������	� ���� ��'����� ��-
���������
�� % ��������������.

�
'�, 	�@� ����� ���������� ����==��� ����� !�����

����, 
� 
����� ������������ ���������	 ����
���� �� ��% 
��-
���� ��
�’	
��.

: 
����� ������� �������
���=
��	 ���� 
 ��
����� ��������:
L ���!���
����� �����
;
L ��
���
���� ������������	;
L ��������� ����!�� �� ��
��� ����� 
� ��';
L ���
������ �����=����	.
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:�� �� ��
��� ��
��	��=
��	 
 �����@���	��, @� 
!�����%
��	
�����������
� ��������	 ��!�
 �� ���� �������. M ���
���%� ���-
��� ��
����� % ������
���	 
�������
� ����!������ �����.

������� 6.1. "����� ��� ��� ������ (� = 2).
:��'�
�����, @� % 5 ��!�
, ��'�� 
 	��� ��
��!�� �����=��-


� �����
�� �� ������, � ��
�� �� ������ ������. #�������
� ��-
������	 �-�� ��!�
� �� ������ ������ ��
������ ����
 ��, � ��
������ ������ — ����
 ib  � 
5,1�i , (
�!�. 6.2).

6�$
��� 6.2

*�!�
�, � 1 2 3 4 5

#�������
� ��������	 �� ������
������, ��

10 7 5 15 14

#�������
� ��������	 �� ������ ��-
����, ib

8 6 9 11 13

A������� ���� ��
��!�� ��	 ��������	 ��!�
� 3 �� ������
������:

min53 ��a {10, 7, 5, 15, 14, 8, 6, 9, 11, 13}.

#��� ��!�
� 3 ���� ��
���
�
� � ��
�������� �����������
�
�����=.

&��� ��������= % 
�������
� ��������	 ��!�
� 2 �� ������
������:

min62 ��b {10, 7, 15, 14, 8, 6, 11, 13}.

#��� ��!�
� 2 ��
��!�� ��������
� ��
�����=.
"��������	 ��
����
� ���	��� ��������	 ��!�
 1, 4, � 5. (�-

�������� ��
����%��:
m�n {10, 15, 14, 8, 6, 11, 13} = 8 = 1b

— ��!�
� 1 ��������
����� �������
�����=;
m�n {15, 14, 11, 13} = 11 = 4b

— ��!�
� 4 ������%�� ����� ��!�
�= 1.
#���� �����, ��
�������= �����������
= ��������	 ��!�
 %

���
����: {3, 5, 4, 1, 2}. "� ��%� �����������
� 
�������� ��� ����-
����	 ��!�
 ������=��
��� 59 ���. )���������� ���<�� ��!�
 �

������ �����������
� �������� �� ���. 6.3.
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b3 = 9 b5 = 13 b4 = 11 b1 = 8 b2 = 6

�3 = 5 �5 = 14 �4 = 15 �1 = 10 �2 = 7

������ 1

������ 2

5 14 19 32 34 45 53 59

5 19 34 44 51

10 20 30 40 50 60 ?��

*��. 6.3.

A������, ���<�� ��������	 ��!�
 � �����������
� {1, 2, 3, 4, 5,},
����
���� � 
�!�. 6.2, ������
��� �� 59, � 64 ���. #���� �����,
��
���
���	 �����������
� ��������	 ��!�
 ��
���	% ������
���
�
��� 
�������� 
�������
� �� ��������	.

6.3. 	'3'*# �#&@!"!<!
$6'�9"'��% &' 9$,'"6#��%

��
����� ��
������ ���������	 
� ���������	 (�(;) ������-
�
���%
��	 �� ���������= �� �������� ����������� 
������
(�����
��, �������), � 	��� �����������
� ��������	 ������� ��-
!�
 (
����
� ����� «��!�
�» � ��
���
��� 
 ��
��� �(; ���
� 	�
������� �������
���%
��	 
����� «�������	») % 
�����������
�!��������=. >�������
�� ������������ �!’%�
�, '�
������ ��-
���� 
�@� % ���������� ���� 
���� ����������� 
������.

>�
����� ���������� ��
����� �(; % ��� ��
���, 	�� !���

������������ ����
���� ��������� (1956—1958 ��.):

� ��
�� ���
������ ��	�� (Critical Path Scheduling, CPS), 	���
�������� !��� 
������������ 
� �������
��� ��	 ���������	
���������� !�������
��;

� ��
�� ����=����	 
� ������	�� ������� (Program Evolution
and Review Technique, PERT), 	��� !��� ��
��!���� 
 ��
�=
���������	 ���������� �����
��-����
���
������� ��!�
 
�
�
������	 ����
� «(������».

(���������= ��
����= ��' ���� !��� 
�, @� CPS �������-

������ ��
���������� ������ 
�������
� ��������	 ������� ��-
!�
, � PERT — ���������, 
 ������� �
�
��
������ �����
����-

�����.
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�(; ���=��% 
�� �
���:
� �
���
���� �����=����	;
� ���������� ���������	;
� �����
���� ���������	.
A� �
��� �
���
������ �����=����	 
�����=%
��	 ��!�����

��
����� ������ �����
�. :������= ��<������%= �����% �
���
�-
��� 
�!���	, 	�� ���
�
� ������ ������� ���� ��!�
 �����
� 
� ��-
�� ��� ������� �!���������
� ��������	 ��!�
. ; �
���
�����

�!���� ��	 ��'��� ��!�
� 
�
����%
��	, 	�� 
 ����� ��!�
 ���!-
����� 
������
� !�
���������� ����� ��������	� ��%� ��!�
�.
��
���� ������ ��
���	% �������� ��������
���
� �
���
���
������� 
� 
����������� �����������
� ��������	 ���� ��!�
; �
��
� ���!������
� �� �
���
����� 
�!���� 
� ��
����� ������ ����-
�
� ����	
��	 ��
��!�� ������������	 [18].

A� �
��� ������������ ���������	 ��
���� ������ �������
�-
��%
��	 ��	 ��!����� ��
������ ���<��� ��������	 �����
�. &�	
����� � ����
�� �� ��
����� ������ 
�����%
��	 ��<������	 ���

�������
� ��������	 ��'��� 
 ��!�
. A� ������ ��
������ ���<���
��
����=
��	: 
�������
� ��������	 �����
�, ���
����� ��	�,
��'���� 
������ ����
�� 
� 
��������	 ��'��� 
 ��!�
. ; ��
� ��-
�!������
� �����=
��	 ��'�����
� ���������	 
������ ��������	
�����
� 
� ������� �����'���	 
������� ��������	 ������� ��!�
,
�
���'�=
��	 ��
���	 ���������� 
�!�
������	 ������� �������-
�	 �����
�. *�
���
�
�� ������������ ���������	 % 
�
����'����
��
����� ���<�� 
� ����������� ���� ��������	 �����
�.

A� �
��� �����
������ ���������	 ��
����� 
� �����������
���<��� �����=
� 
���!��� ���
������ ���
���= 
� �������� ��-
���
���� �����
�. ; ��
� ���!������
� ���� ������=
��	 
� ����-
���
���=
��	 ��	 ���������	 � ���������	 ��������	� 
�� ��-
!�
, @� 
��������	 �� 
��������	 �����
�.

6.4. 
#&@!"' 0!3+6@ &' �#&@!"(7 <,'K#/

&�����
 ������ ��������� ����� — �� ������ ����!��'���	
�
�%��
�’	
�� ��' �������� ��!�
��� 
� �����������
� �� ����-
����	. ��
���� ������ !���=
� � ����	�� ���$	���
	��� ��
�
.
=����	�
�� ��
�
 $ ���#�	� �
 ����. :������ ���<� �������-
��=
� ������ ����	�, ���’	
���� �
 ��������	� �����
�. &���
���<� ���������=
� ������� ��!�
��. :��'�%
��	, @� ��!�
�, 	��
��
���=
� �
 ��	��� �����, �� ��'�� ��
������
� ������, ���' !�-
�� 
�������� ��� ��!�
�, 	�� ���
���=
� �� ��%� �����. J����� ��-
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�	� 
 ��������� �� ��
����� ������ ���!����� ���=��
� ������-
	� ������. K��
���� ��!�
� �� ������
���
� ��
��
 ���� �!� ��-
������, � �������
���=
��	 ���� ��	 
���, @�! ����
�
�, @� ��-
��� ����	 (����� �����) �� ��'� �
�
��	 ������, ���' ���!���
��	
��	�� ���� ����	 (����� �����).

W�� �
$�	
�� ����
�
+ �
	�
� ���� ��
������
��	 
���� ���
�
������:

1) ��'�� ��!�
� ������� !�
� �����
������ ����%= � ���� ��-
��%= ����=;

2) �������� ��� ��!�
� ������� ��
��
�	
��	 ��������� �!� ��-
��
������, �!� ��������� ����	��;

3) ��'�� ���� ������ �� ��'�� 
’%�����
� ����� ������;
4) �� ������� !�
� ������, ���� ����%� — ����
�����, � 	�� ��

�����
� '���� ����;
5) �� ������� !�
� ������, ���� ����%� — ��������, 
 	��� ��

������
� '���� ����;
6) ���< �� ������� ���
�
� 
�������� ���
���� (
��������

���
�� — �� 
��� ���������� �����������
� ���, 	�� ������%
��	

� 
������%
��	 � ����� � 
�� ����� �������).

���	������
� ���� ���������%
��	 
���� ������� — 
��, @�!
����
���� ������� ��'��� ���� !��� ��
��@���= ������� ��� ��
�������� �������. >�'��� 
���', @�! ���� ��
����� ������ �� ��-
��
������	 ��' ��!�= (��� ��!����� �������� ��
����� �������
�� ������� % !�'����, ��� �� �!��’	
�����).

A������� ��	�� ������ @��� ��!����� ��
����� ������ [4].
��
���� �������� �����:
1. O���� 	�� �
$
�� �� �
���� $��� �	����"��
���� 
	���� �

���� � �
	����.
B� �
����%, @� �������	 ��
�� ����	�� (���. 6.4) �����������

���
���=% ��� ��������� 
���������� ��!�
�.

M :

��!�
� 2

��!�
� 1

*��. 6.4.

; 
����� ������� �������	 ��
�� ������� ��
� <��
���� ��-
!�
� � ���
����� ����	� (���. 6.5).
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i

j

k

<��
����
��!�
�

*��. 6.5.

K��
���� ��!�
� �� ������% �� ����, �� �������� � �����
��	 

��
�= ����
������
� �����, @� 
�’	
��� 
 
��������	� ��!�
. #�-
��� ������ �������
���%
��	 � ��
����	�, ���� ��!�
� 3 � 4 ��-
����� ���
���
� 
� ��!�
�= 2, ��� ��!�
� 1 �� �!��’	
���� ����-
��� ��������
� ��!�
� 4 (���. 6.6).

i k

j

��!�
� 1

��!�
� 2

��!�
� 3

��!�
� 4

*��. 6.6.

" �������� ��
�� (���. 6.6) ������
�, @� ��!�
� 3 � 4 ��'�
�
����
��	 
����� ����	 
��������	 �!�� ��!�
 1 � 2.

k

i j

��!�
� 3

��!�
� 4

��!�
� 1

��!�
� 2

*��. 6.7.

" ��
�� (���. 6.7) ������
�, @� ��!�
� 3 ��'� ����
��	 ����	
��!�
� 1, � ��!�
� 4 — ����	 ��!�
� 2.
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2. 8�	�
*���� ����$������ — �
�	������ �
����� 	
�������-
���� �� ���� �����.

*�
��	���� ��� �������� ��
�� (���. 6.8, ���. 6.9).

i

j

k

m

h
��!�
� 2

��!�
� 3
��!�
� 4

��!�
� 5

*��. 6.8.

A� ���. 6.8 ��!�
� 5 ���
���% 
� ��!�
��� 2 � 4, ��	 	��� ����-
������= % ��!�
� 3.

j

k

m

hi
��!�
� 3

��!�
� 4

��!�
� 2 ��!�
� 5

*��. 6.9.

)�'�� ��!�
� ��
����%
��	 ������� �����, 	�� ���������=
�
�� ����
�� � 
��������=, ��!�
� 2 �� ���. 6.9 ��
����%
��	 j b k,
��!�
� 3 — i b j.

+�����	��� ���'�=
��	 ������, 
�
����� ��������	 	���
�������
� �� ���������
��� 
�
����� ��������	 ������ �����
�.
G�	� ����
 ��
��, 	��� ���=��% ���
���� ��!�
�, ��
���%
��	
������	�� #�
%��.

; ��������� ��
��� ���
����� ��	� ����� ��
����%
��	, 	�@�

����� �����
� ���� ���
���	 ���� ����� � ��� ��!�
� �����
���-

�=
��	 ���!���� ������ (�����
����) �����
�� ����
��.

; ������� ���
���� ���
����� ��	� — �� ��	� 
 ��������
��
����� ����.
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*�!��� �
�� — �� �������
� ����, �� ���
	
� 	���� ��!�
� ��'� 
�-

������
��	, �� �������=�� 
!�������	 ���� 
��������	 �����
�.

"������% ��!����� ��
����� ������ ��������	 ������ ���<�,
	��� ���������% �����������
� ��������	 ��!�
. A�������	 ���-
��� ������� !�
� 
���=, @�! 
���
���	 ������� �����������
������� ��������	 �����
�. B� �
����%, @� ����	 ��������� ���-
��� ��	 ��'��� ���� i � j ������� ��������
��	 �����: i < j.

5������� 	����
��� ���#�	:
)��� 1. (������
� ����
����� ������� ����� 1.
)��� 2. (������
� �������� ����� ��������� �� 
������������

�������, ��	 	��� ��� ��������� ������� �'� 
�����������.
)��� 2 ���� ���
��=��
� �� 
�� ���, ���� ��� ������� �� !�-

��
� 
�����������. )������ ������� 
��'�� �
����% ��
�����
(���!������) �����.

������� 6.2. A���� ��%�� �������� ��!�
, �
���
���� �����
	���� ����
��� � 
�!�. 6.3 ��
��!�� ��!�����
� ��
���� ������
����� ��������� ��!�
.

6�$
��� 6.3

*�!�
� *�!�
�, 	�� !�
����������
������=
� 
������

#�������
� ��������	,
����

*-1 — 20

*-2 — 12

*-3 — 27

*-4 *-1, *-2 7

*-5 *-2, *-3 14

*-6 *-4 13

*-7 *-5, *-6 15

*-8 *-5 11

(�!���%�� ��
���� ������. A��������� ������� ����
����
�������, 	�� �
����
��� ����
�� ��������	 ��������� ��!�
.
" ��%� ������� ��'�
� ��
���
� 
�� ����, 	�� ���������=
� ��!�-

�� *-1, *-2 
� *-3, �������� ��'��� 
 ��� �� ������% '���� 
 ��-
!�
 ���������. ;������ ���� 
�� �������, 	�� �
����
���
� 
�-
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�������	 ��'��� 
 ��� ��!�
. #��� ����
����� <������
 ��
�����
������ ��
��� 
���� ����	�, 	� �� ����
��� �� ���. 6.10.

*-1

*-2

*-3

*��. 6.10.

:����%��, @� ��!�
� *-4 ��'�� ��
������
� ����	 
��������	
��!�
 *-1 
� *-2, � ��!�
� *-5 — ����	 
��������	 ��!�
 *-2 � *-3.
#��� ��	 
�!��'���	 ��!�
 *-4 
� *-5 �� ��
����� ������ ���� ��-
��
���� ����
� <��
���� ��!�
� K-1 
� K-2. ?������� <������

��
����� ������ ����
��� �� ���. 6.11.

*�!�
� *-6 ��'�� ��
������
� ����	 
��������	 ��!�
� *-4.
#��� ����
�� ����, 	�� ���������
��� *-6, ��'� ��������
� 

�������=, 	�� ���������% 
��������= *-4. *�!�
� *-7 �����%
����	 
��������	 *-5 
� *-6, � ��!�
� *-8 — ����	 
��������	
���� *-5. #��� ��	 ���!�

	 ��'�����
� ��
������
� *-7 ��-

��!�� ����
� <��
���� ��!�
� K-3. *�!�
� *-7 
� *-8 �� ����-
��=
� '����� 
 ����� ��!�
. �
'�, �� ������� ������� ��'��
�!’%���
�, @� ���������
��� ����� 
��������	 ���� ��!�
. (�-
����
= ���< �����������
� ��������	 ���� ��!�
 ��������� ��-
������ �� ������� 6.12.

*-4

*-5

*-1

*-2

*-3

K-1

K-2

*��. 6.11.
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*-1

*-2

*-3

K-1

K-2

*-4

*-5

*-6

*-7

*-8

K-3

*��. 6.12.

&�	 ���<�, ���������� �� ���. 6.12 ������
� ��������� ������
���
���� �� ��
����� ������, ����
���� �� ���. 6.13. B	 ��
����
������ ���
�
� 11 ��� 
� 8 ������.

1

6

2

4

3 5 7

8

*-1

*-2

*-3

K-1

K-2

*-4

*-5

*-6

*-7

*-8

K-3

*��. 6.13.

U�! ����
����
� ��
���� ������ �� ��
����� ���<��, ��
��!��
�� �� ����� 
�
����
� 
�������
� ��������	 ����������� ��!�

(�������� � 
�!�. 6.3), ����	 ���� ��	 �
�������� ��
������ ���-
<��� (���. 6.14) �������� ��!�����
� 
�!���= 
 �����
����
���=
���� ���� ��� (
�!�. 6.4).

1

64

3 5 7

8

20

12

27

0

0

7

14

13

15

11

0

*��. 6.14.
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6�$
��� 6.4

&���* *�!�
� #�������
� ��������	, ����

(1, 2) *-2 12

(1, 3) *-1 20

(1, 4) *-3 27

(2, 3) <��
���� 0

(2, 4) <��
���� 0

(3, 5) *-4 7

(4, 6) *-5 14

(5, 7) *-6 13

(6, 7) <��
���� 0

(6, 8) *-8 11

(7, 8) *-7 15

(���	 ��!����� ��
������ ���<��� ��������� ��!�
 �!����=-
=
� ������ �����
����
��� ���� ������ � ���, 
�!
� ������ �����-

����
��� ����� 
� ��!�
 �����
�.

6.5. 
'�!"# 2','/&+,(�&(/( $!3#7,
&,("'6#�&@ "(/!�'��% /!0$6+/�9 ,!:#&

?������� �����
����
����� ����� — ������ ��
������ ���<�-
�� — % ����� 
� ��
�� 
������ ���
���	 ����������� �����,
���’	
���� �
 ��������	� �����
�, 
� ��
���� ���� ��� �����.

*
		�� �����	 	
��
		
 ����� — �� 
���� �����
 ����, ����
!��� 
�������� ��� ��!�
�, @� �!�����==
� �= ����=. *���� 
�-
����� ���
���	 ����� �!����==
��	 �������
�� 
� <��������:

� 
 � 

� 


� 
 � 
* + njjitEjEE
Ujiî

.,3,2,,1max,01
,:

�����
	

, (6.7)

�� � — 
������� �������
� ������ ��
������ ���<���;
U  — ���'��� ���� ���;
� 
 Uji 	,  — ��
������	 
���� ����, 	�� ������
� 
 ������� � 
�

�����
� � j-
� ������� ���<�;
                   

* (����
��: ���� i � j ��
������ ���<���, 	�� ������
� 
 ������� 
 ������� i 
� 
�-
�����%
��	 � ������� 
 ������� j, 
����� ��
����
� 
���' ����
 (i, j).
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� 
jit ,  — 
�������
� ��������	 ��!�
� i � j;
7(�) — ������ 
����� ���
���	 �-�� �����, ����������;
7 (j) — ������ 
����� ���
���	 j-�� ����� (�, j = 1, 2,..., �).
#�������
� ��������	 ��������� ��!�
 6* ������=% ��������


������ ���
���	 ���� �������� �����. #���� �����,
6* = 7(�). (6.8)

��!	�� �����	 	
��
		
 ����� — �� �����
 ����, ������-
@���	 	���� ��� ���
���� ��%� ����� ���
���� �� 
�
����� 
 ����-
����	� �����
� � ������. (�
�� 
������ ���
���	 ����� �!���-
�==
��	 �������
�� 
� <��������:

� 
 � 

� 


� 
 � 
* + 1,,2,1,,min*,
,:

�������
	

nnjjitjLiLTnL
Ujij

, (6.9)

��, 	� � ������, � 
� j — ������ ������ ��
������ ���<���; � 
iL
( � 
jL ) — ��
��� 
����� ���
���	 �-� (j-��) ����� (� = 1, 2,..., �).

*�!��� �
�� R(i) ����� � ��
����%
��	 	� ��
���	 ��' �� ��
��� 
�
������ 
�������� ���
���	:

R(�)= � 
iL  – 7(�), � = 1, 2,..., �. (6.10)

�����, 	�� �� �������=
� ���	��� 
�
����� 
 �� ���
���	�, ��-

���=
��	 ������	���. &�	 ��'��� ���
����� ����� �� ��
��� ��-
�� ������=% ���=:

,0*)( �jR  	�@� *j  — ���
���� ����	. (6.11)

������� 6.3. �!������� ������� �����
����
��� ����� 
�

�������
� ��������	 �����
�, ��
����� ���<�� 	���� !��� ����-
���� �� ���. 6.14.

*���� 
������ ���
���	 ����� ��
����=
��	 
� ��
����� ���-
<���� ��
���� �!������� � ��	���� ���	��� G  ��� ����
�����
�� �������� �����:

7(1) = 0,
7(2) = 7(1) + t(1, 2) = 0 + 12,
7(3) = m��{7(1) + t(1, 3); 7(2) + t(2, 3)} = m�� {0 + 20; 12 + 0} = 20,
7(4) = m�� {7(1) + t(1, 4); 7(2) + t(2, 4)} = m�� {0 + 27; 12 + 0} = 27,
7(5) = 7(3) + t(3, 5) = 20 + 7 = 27,
7(6) = 7(4) + t(4, 6) = 27 + 14 = 41,
7(7) = m�� {7(5) + t(5, 7); 7(6) + t(6, 7)} = m�� {27 + 13; 41 + 0} = 41,
7(8) = m�� {7(6) + t(6, 8); 7(7) + t(7, 8)} = m�� {41 + 11; 41 + 15} = 56.
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#�������
� ��������	 ��������� ��!�
 ��������% 
 ������ 
�-
������ ���
���	 ��
������ — ������� — �����. �
'�,

6* = 56.

(�
�� 
������ ���
���	 ����� ��
����=
��	 
� ��
����� ���-
<���� ��
���� �!������� � 
����
���� ���	��� ��� �������� ��
����
����� �����:

L(8) = T* = 56,
L(7) = L(8) – t(7,8) = 56 – 15 = 41,
L(6) = min {L(8) – t(6,8); L(7) – t(6,7)} = min {56 – 11; 41 – 0} = 41,
L(5) = L(7) – t(5,7) = 41 – 13 = 28,
L(4) = L(6) – t(4,6) = 41 – 14 = 27,
L(3) = L(5) – t(3,5) = 28 – 7 = 21,
L(2) = min {L(4) – t(2,4); L(3) – t(2,3)} = min {27 – 0; 21 – 0} = 21,
L(1) = min {L(4) – t(1,4); L(3) – t(1,3); L(2) – t(1,2)} = min {27 – 27; 21 –

– 20; 21 – 12} = 0.
(���'��� 
������ ���
���	 ����� �� ��
������ ���<���

(���. 6.15). A� ����� ������� 
���' �������� �������, 	�� ���-
������=
� ���
����� ����	� (��	 
���� ����� ������ 
����� ��-
�
���	 7 ��������% 
 �� ��
��� 
������� ���
���	 L).

1 2

4

3 5 7

6

8

27

20 0
15

0

0

12

11

14

0
0

21
12

21
20

28
27

41
41

56
56

41
41

27
27

*��. 6.15.

A� ������� 6.15 ��	 ��'���� ��������� ��!�
 ������ ������

(7) 
� ��
�� (L) 
������ ���
���	 ����� 
E
L  (���
���� ����� 1, 4, 6,

7 
� 8 ��������).
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*���� 
� ��
�� 
������ ���
���	 �����, � 
���' ���� ��
���� ��-
�� �������� � 
�!�. 6.5.

6�$
��� 6.5

(�-
��	 �

*����� 
�����
���
���	

7 (�)

(�
��� 
�����
���
���	

L (�)

*�
��� ����
R (i) =

= L (i) – E(i)
(����
��

1 0 0 0 )��
���� ����	
2 12 21 9
3 20 21 1
4 27 27 0 )��
���� ����	
5 27 28 1
6 41 41 0 )��
���� ����	
7 41 41 0 )��
���� ����	

8 56 56 0
)��
���� ����	, �� ������

����� ���
���	 ��
����%

�������
� ��������	 ����-
�� ��������� ��!�


(���	 �!�������	 ������� �����
����
�� ����� ��
����=
�
������ �����
����
��� ��'��� 
 ��!�
 �����
�.

"� �������%= �� ����� ��� ��!�
� �����
� 
���' ��
�����	-
=
��	 �� ���
���� 
� �����
����. )��
���� ��!�
� �� ��=
� ��-

���� ���� �� �� ��������	. A������, �����
���� ��!�
� ��=
�
������ ��
��� ����, 
�!
� ��	�� 
���
����	 
 �� 
��������	� ��
���
����
��� �� 
�
����� �
 ��������	� �����
� � ������. ��-
��� ������� �����
����
�� ��!�
 ��
��
�	=
� ������, ������� 
�
��
���'��� ��
����. ;�� �� ��
���� ���� �!����==
��	 �� ������
����� ��� ����� 
� ��
�� 
������ ���
���	 ����������� �����.

���	�� ��!��� �
�� � (�, j) ��!�
� (�, j) — �� �����������
��'���� 
�
����� � ��������� ��%� ��!�
�, 	�� �� ���
���� �� 
�-

����� �
 ��������	� ������ �����
� 
� ����, @� 
�������
� ��-
��� ��!�
 �� 
���=��
���
��	:

%(�, j) = L(j) –7(�) – t(�, j), (6.12)
��: L(j) — ��
��� 
����� ���
���	 j-� �����, 	�� % �������= ��	 ��-
!�
� (�, j);

7(�) — ������ 
����� ���
���	 �-�� �����, 	�� % �������= ��	
��%� ��!�
�;

t (�, j) — �����
���� 
�������
� ��������	 ����������� ��!�
�.
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&�	 ��'��� ���
����� ��!�
� �� ������ ��
��� ���� �����-
�=% ���=:

0*)*,( �jiM  ��	 ���� **)*,( Uji 	 , (6.13)

�� *U  — ���'��� ���� ���
����� ��!�
 �����
�.
G�	� ��� ����
����� ������� �� ��������, 	��� ������%
��	

���� �
 ���
����� ��!�
, ��
���%
��	 ������	�� #�
%�� ��-
������� ��
���
. &��'��� ���
������ ��	�� 
!���%
��	 �
 
����-
���
= ��������	 ������ ��������� ��!�
 6*.

W�������. ��
����� ���<�� ��'� ��
� �������� ��
��� ���
�-
���� ��	���. &��'��� ��'���� 
 ��� 
���' ������=% 
�������
�
��������	 ������ �����
�.

"���	�� ��!��� �
�� N(i, j) ��!�
� (i, j) — �� 
��� ���������-
�� ��'���� 
�
����� �
 ��������	� ��%� ��!�
�, 	�� �� ������%
�� 
������ ��������	 ���� ���
����� ��!�
:

N(i, j) = E(j) – E(i) – t(�, j). (6.14)
8�!
���	�� ��!��� �
�� *(i, j) ��!�
� (i, j) �����
���
�% 
���

����������� ��'���� 
�
����� �
 ��������	� ��%� ��!�
�, 	��
�� ������% �� 
������ ��������	 ���� ����� ��!�
 �����
�:

�(�, j) = max {0; E(j) – L(i) – t(�, j)}. (6.15)
&�	 ��'��� 
 ��!�
 ��� 
�� ���� ��
����� ���� 
��������	=
�

��������
�:
M(�, j) ` N(�, j) ` �(�, j) ` 0. (6.16)

������� 6.4. "������ ��
�� ��� ������ �����
����
��� ��!�

(���) ��
������ ���<���, ���������� �� ���. 6.16. #����� �����
�-
���
����� ��!�
� (i, j) %:

� 
�������
� — t(�, j);
� ������ 
����� ����
�� — ������ 	���� ��
����
� ��!�
�

����'���� — 7(�);
� ��
��� 
����� 
��������	 — ������@���	 	���� ���
���� ��


�
����� �
 
��������	� �����
� � ������ — L(j);
� ��� ��
���� ���� — M(�, j), N(�, j) 
� �(�, j), 	�� ��
������=
�-

�	 
� <�������� (6.12), (6.14), (6.15).
�	 ��!�
� (3, 5) ��%��:

t (3, 5) = 7; 7 (3) = 20; L (5) = 28;
% (3, 5) = 28 – 20 – 7 = 1; N (3, 5) = 27 – 20 – 7 = 0;

� (3, 5) = m�� {0; 27 – 21 – 7} = 0.
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*�
���� ���� ���� ��� ��
������ ���<��� 
� ���
����� ��	�
1 � 4 � 6 � 7 � 8 ����
��� �� ���. 6.16. ?����� �����
����
���
���� ��!�
 �����
�, @� ��
��	��%
��	, �������� � 
�!�. 6.6.

A� ��
������ ���<��� ��������� ��!�
 
��
������� ��
�����-

�	: ������ 
� ��
��� 
������ ���
���	 ����� 
E
L ;

��
���� ���� ��!�
: % N �,
�� M — ������ ��
���; N — �������; P — ��
���'���;

��!�
� ���
������ ��	�� (1—4; 4—6; 6—7; 7—8) ��������.

1 2

4

3 5 7

6

8

27

0

20

0 11

0
0

21
12

21
20

28
27

41
41

56
56

41
41

27
27

1 0 0

9 0 0

0 0 0

9 8 8

5 5 6

1 0 0
7 13

1 1 0

0 0 0

4 4 4

*��. 6.16.
6�$
��� 6.6

*�
���� ����
*�!�
�

(�, j)
#����-
���
�
t(�, j)

*�����

�����

���
���	
7(�)

(�
��� 
�-
���� 
�-
�������	

L(j)
������
% (�, j)

�������
N (�, j)

��

���'���

� (�, j)

(����
��

(1, 2) 12 0 21 9 0 0
(1, 3) 20 0 21 1 0 0
(1, 4) 27 0 27 0 0 0 ���
����
(2, 3) 0 12 21 9 8 8 <��
����
(2, 4) 0 12 27 15 15 6 <��
����
(3, 5) 7 20 28 1 0 0
(4, 6) 14 27 41 0 0 0 ���
����
(5, 7) 13 27 41 1 1 0

(6, 7) 0 41 41 0 0 0 <��
����,
���
����

(6, 8) 11 41 56 4 4 4
(7, 8) 15 41 56 0 0 0 ���
����
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"��������� ��
����� ���<�� (���. 6.16) � 
�!���� ��� ������
�����
����
��� ����� 
� ��!�
 (
�!�. 6.5, 6.6) % 
������� ���
��-
���
��� ��� �!��������� 
� 
�
����'���� ������������ ����� �
���������� ���
���� 
� ��������	� �����
�.

6.6. 
#&@!"+ $6'�9"'��%
) 9,'29"'��%0 "',&!�&# "(/!�'��% ,!:#&

#�������
� ��������	 ������� ��!�
 ��'� !�
� ��������� 
�
������� 
�������	 ����
����� <��������� ��������. ; 
���� ��-
������ 
���'���
� ���
��
� ��������	 �����
� ��� 
������ ����
��������	 % ������=: !������ 
�������
� ��������	 �����
� ���-
������=
� ����� ��
��
�, � ������� — ������ 
�������
� ����-
����	 �����
� ���������=
� !����� ��
��
�.

M�� ��� 
�
����� �
 
��������	� �����
� ��'�
� ��
� �����
����
���� 
!�
��, ���’	
��� �
 �
��<��� 
� ��������	 ���� ���-

���
� �� ��������	 �����
�. #�!
� 
���'���
� �
��
, ���’	
����
�
 
���
����	� 
��������	 �����
�, % 
���
�=��= ��� 
�������
�
�
���� ��������	 �����
�.

(��
�% ���!���� ��
������	 
���� �
��
���� ��������	 �����-

�, ��� 	��� 
������� ��
��
�, @� ���’	
��� �
 ��������	� �����
�
� 
 �
��
��� ��������� 
�
����� �
 ���� 
��������	�, !���
� ��-
���������� (���. 6.17).

��
����
(1)

(3)(2)

:�
��
�

*�����
�����������

��������
��
��


��
��������

����� ��������	

t

*��. 6.17
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�����=%�� �����
�� ��
���	 ��� ��
���
���= ��
������ ���-
<��� 
� ����
����� ���
��
� ��������	 �����
� ��	 �������, ��-
�� 
����� �����
����� 
����� 
��������	 ������ ��������� ��-
!�
 dT .

A���� * +n,,2,1 �  — ���'��� ������ ��
������ ���<���, U  —
���'��� ���� ���. (�����
���, @� 
�������
� ijt  ��!�
� � 
Uji 	,
��'� 
���=��
��� � ������ ��'�� ��� ijd  �� ijD  ������� ����, ��

ijD  — 
�������
� ��������	 ��%� ��!�
�, ���'���, � �����
����-
�� ��'���, � ijd  — 
�������
� �� ��������	 � ����������� ���-
��������� ��'���.

A���� ijc  — ���
��
� ��������	 ��!�
� ),( ji  � �����������
��'���, � ijij cc ��  — ��
��
� �� �� ��������	 � �����������
������������ ��'���. (�����
���, @� 
���'���
� ���
��
� ijz
��� 
�������
� ��������	 ijt  % �������=:

ijijijij
ijij

ijij
ijij Dtdc

dD
tD

cz ���
�

�
�� , , (6.17)

@� ��=�
��% ������� 6.18.

#�������
�
��������	 ijt

:��
��
�
ijz

ijij cc ��

ijc

ijd ijD

*��. 6.18.

#��� 
����� ��
���
���� ��
������ ���<��� 
� ����
����� ����-
��
���� 
�������� ���
��
� z ��������	 �����
�, 
 ���������	�
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������ 
��������	 �����
� � 
������ �����
����� 
����� dT ,
��!���% ����	��:

"���
� njiTTzt jiijij ,1,,,,, � , @� ����'�
� �!���
� G , ��-

������� �������:

ijijij Dtd �� ; (6.18)

� 
 UjiTtT jiji 	�� ,, (6.19)

dn TTT �� ;01 (6.20)

� ������
�=
� <�����= ����:

� 

�

	 �
�
�

�
�
�
�

 
�

�

�
��

Uji
ij

ijij

ijij
ij c

dD
tD

cz
,

. (6.21)

"����� (6.18)—(6.21) % 
�����= ��������� ������������	 

����
�������� �!��'���	�� �� ijt . D�@� �� ��
�’	
�� ����%, 
�!-

� ���� % ��'�����
� ������
� �����
 
� �����
����� 
����� dT ,
��
���
�
�� ��
�’	
�����	 
����� !���
� 
��� 
�������
� ����-
����	 ��'��� 
 ��!�
 � 
 Ujitij 	� ,, , 
� 	��� ���
��
� ��������	 �z
������ �����
� !��� ��������=.

; 
��������� ������� 
����� ��
���
���� ��
������ ���<��� 

���������	� ���� 
� ���
��
� ��'�� ��
��	��
� 	� ����������
���!����:

$
%
&

�
�

min,
min,

z
Tn (6.22)

� 	��� ����� ������� <�����	 ���%�
�% �� ��� ������� ����-
����	 �����
� (
������ ���
���	 �������� �����), � ����� — ��
������
���= ��
��
, ���’	
���� �
 ��������	� �����
�. �!��-
'���	 (6.18)—(6.20) ��
����=
� ���'��� �����
���� ������.

#���� �����, 
����� (6.18)—(6.21) ���� ��
��	��
� ���� 	�
����@���� ������ �� ��
�’	
���	 �������� ���!���� ��
���
����
��
������ ���<���. A��
����� ������ 
��������	 �������� ��
�-
��
���� !��� ������'���	 
����� (6.18)—(6.21) 	� ������
������
�������� �����
������ 
������ ��������	 �����
� dT . B� ��
��-
��
� ��
����
� 
���'���
� ��
�������� ���
��
� �z  ��� dT
(���. 6.19), @� % �������� ��	 �
���'���	 
������� ��������	
�����
� 
� ���!������ ��	 ����� ��
��
.
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�z

0 min
nT max

nT dT

*��. 6.19.

������� 6.5. *�
��	���� �����
, ��
���� ������ 	���� ����-
���� �� ���. 6.20, � ����
���� 
�������
� 
� ���
��
� ��'��� �

��!�
 ������ � 
�!�. 6.7.

31

2

*-3*-1

*-2

*��. 6.20.

6�$
��� 6.7

#�������
�, ���	��� :��
��
�, 
��. ���
*�!�
�, ����

���������� ����������� ����������� ����������

*-1 (1, 2) 3 5 10 6

*-2 (1, 3) 5 8 15 12

*-3 (2, 3) 3 4 8 5

A��!����� ��
����
� 
�������
� 
� ���
��
� ��������	 �����-

� 
� ����:

L 
�������
� ��'��� �
 ��!�
 !��� �����������=;
L 
�������
� ��'��� ��!�
� !��� ����������=.
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(�!�����
� ���<�� 
���'���
� ��
�������� ���
��
� �������-
�	 �����
� ��� �����
����� 
�������
� ���� ��������	 dT .

(���’����
��� 1. (�!���%�� ��
����� ���<�� �����
�, �!��-
��� 
� 
�������
� ��!�
 ����������� ��'���� 
������ �� ����-
����	. �!������� 
���' ������ �����
����
��� L, E ���� ����� 
�
����� ��
���� ���� M ���� ��!�
 ����� �����
� (���. 6.21).

31

2

45

8

5
5

0
0

9
90 0

1

*��. 6.21.

#���� �����, ����������� 
�������
� ��������	 �����
�
9max

3 �T  (���	���). �������� ��'�� 
 ��!�
 ��������
���
��	 

����������= ���
��
=, ��!��� ��������, @� ��
������� ���
��
�
�����
� ��� 9�dT  ������=��
��� 6 + 12 + 5 = 23 (
��. ���).

2. (�������
�%�� 
���� �����
 
� ����, ���� 
�������
� ����-
����	 ��'��� 
 ��!�
 !��� ����������= (���. 6.22).

31

2

33

4

3
3

0
0

6
60 0

1

*��. 6.22.
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���������� 
�������
� ��������	 �����
� 6min
3 �T  ������. (��
�

��
������� ���
��
� ��������	 �����
� 
� 6 ���	��� �� ������=��-

��� ���� ������������ ���
��
�� ��������	 ��'��� �
 ��!�
 10 +
+ 15 + 8 = 33 (
��. ���). B� ��	��=%
��	 
��, @� ��!�
� (1, 3) �� %
���
����= 
� ��% ��
��� ���� % (1, 3) = 1 ���. �
'�, 	�@� �= ��-
!�
� ������
� �� 
� 5, � 
� 6 ���., 
�������
� ��������	 �����
� ��

!�����
��	. M�� 
�����
��	 ���
��
� ��������	 ��!�
� (1, 3)
�������� 13z  (5 ���.) = 15 
��. ��� /
�!�. 6.7/, � 13z  (6 ���.) =

=  � 
 141215
58
6812 ��

�
�

�  (
��. ���) /<������ (6.17) 
� ������� ���� 


�!�. 6.7./, 
�!
� ��
������� ���
��
� ��������	 �����
� 
� 6 ���.
������=��
��� 10 + 14 + + 8 = 32 (
��. ���).

3. U�! ��!�����
� ���<�� 
���'���
� ��
�������� ���
��
�
��������	 �����
� *z  ��� �����
����� 
�������
� ���� ��������	

� 
96 �� dd TT , �������� 
����� ������
������� ��������� ������-
������	, �!����� 
� ������
� dT :

"���
� 321231312 ,,,,, TTTttt , @� ����'�
� �!���
� G , ��
�������
�������:

43,85,53 231312 ������ ttt ,
323231312121 ,, TtTTtTTtT ������ ,

dTTT �� 31 ,0
� ������
�=
� <�����= ����:

231312 zzzz ��� ,

��: .3
1

4
5;3

3
8

12;4
2

5
6 23

23
13

13
12

12 )
�

��)
�

��)
�

��
t

z
t

z
t

z

*�
�’	
�� 
����� ������
������� ������������	 �������� ��
���. 6.23. >�����, 
������, @� ���� �����
���� 
�������
� ����-
�
� �!��
� 
���=, @� ������=% 8 ���. ( 8�dT ), ��
������� ���-

��
� ��������	 �����
� ������=��
��� 25 
��. ��� ( 25��z ).

20

23

26

29

32

6 7 8 9Td

z*

*��. 6.23.
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&��� ��� ���������� �����
� ������������	 ���� ��
��
�, @�
���’	
��� �
 ���������	� 
������� ��������	 ������� ��!�
. &���
�����=%�� ��
���	 ��� 
�, 	� ����
���� �������
� �
��
�,
���’	
��� �
 
�
�����= 
 ��������	� �����
�.

�
'�, ����� dT  — �����
����� 
����� 
��������	 �����
�,
s  — �
��
�, @� ���’	
��� �
 
�
�����= 
��������	 �����
� ��
������= ���� ����� �����
����� 
����� ���� ��������	.

?�� 
�
����� �
 ��������	� �����
� t  �!����=%
��	 
� <��-
����=:

7
8
9

��
�

� ,	�@�,
,	�@�,0

dndn

dn

TTTT
TTt

�� nT  — 
����� ���
���	 �������� �-�� ����� ��
������ ���<���.
#��� ����
���� ��
��
� ����
 
�
����� 
��������	 �����
�

������
� �������� st �������� �������. U�! �������
� �� ��-

��
� ��� ��
���
���� ��
������ ���<��� 
� ����
����� ������
����

�������� ���
��
�, �� ���������-��
���
����� ������ (6.18)—
(6.22) ���� ����
� 
��� �����
���:

1) 
�����
� ������� <�����= (6.22) �� <�����=:

� 

�

	
���

Uji
ij stzz

,
min ,

	�� �������% 	� ��
��
�, @� ���’	
��� �
 ��������	� �����
� (��-
���� �������), 
�� � �
��
� ��������� 
��������	 �����
� �
 
���-

����	� ����� �����
����� 
����� dT  (������ �������);

2) �!��'���	 (6.20) � 
dn TT �  
�����
� �������, 	�� ���!���-
=
� ��'�����
� 
���
����	 �
 
��������	� �����
� �� 
����� t:

.0, ��� ttTT dn

: ��
��������� ����� ������������ 
����� 
������	 t* 
������
t 
��������	
��� �����:

* +dn TTt �� �� ;0max

�!
� 	��	
��� ��!�= ��
�������� 
����� ��'����� 
�
����� �


��������	� �����
� ����� �����
����� 
����� dT , 	�@� ��

����������� ���!����� 
� ���������� ����������.

6.7. 
#&@!"+ $6'�9"'��%
)' 90!" ,()(/9 M!3! &,("'6!�&+7 !$+,'5#7

; ����
������ 
��
�������� ��
������ ���������	 ��������	
�����
� ����� 
����	=
��	 ��
�����, ���� ���� �!� �������� ��-
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!�
 ��'�
� !�
� �� ��
������������. #�!
� 
�������
� ijt  ��!�
�
ji �  % ���������= ��������= 
 �����'�� ' (ijij ba , , 	�� ��% � —

��
����� 
 ������
���� � 
� :.
K�����	 @������
� ���������
�� � — ��
��������� �� �����
��

ijij ba ,  ���������� �������� ��
����%
��	 � ����	��:

� 
 � 
 � 
 ,, ijijijij btatbatBtf ����� :�

�� :, �, : � 0; : ��
����%
��	 ����
 ������
�� ��
������ � 
� : 
�
<������=:

@ :� ��

�
ij

ij

b

a
ijij dttbat

B
)()(

1 .

C��<�� ��%� <������ �������� �� ���. 6.24.

� 
tf

� 
 � 
 � 
:� ��� tbatBtf ijij

ija ijm ijb t

*��. 6.24.

�
�
��
���� �����
����
��� � — ��
��������� ���������� ��-
������ �!����==
��	 
� <��������:

L ��������� 
������	: 
� 


;
2�:��

�:���
� ijijij

ij

bma
t

L �
�����
�� ���������	: � 
� 

3
11

2 �:��
�:��

�:��

�
�� ijij

ij

ab
,

�� ijm  — �������� (�������������) 
������	 ��%� ���������� ��-
������.
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; ��
��� PERT ������
�� � � : ������=
� 
������	:

22,22 ��:H�� .

#���� �����, ��	 
�����'���	 �
�
��
����� �����
����
��
���������� �������� ijt  
�������
� ��!�
� ji �  ��
��!�� ��
��-
��
� (	� �������, ������
��� ��
����) ���� 
�� �� ������:

L ��
����
���� (�������� 
������	) — ija ,
L �������
���� (���!����� 
������	) — ijb ,
L �������� (������������� 
������	) — ijm .
A� ������ ��������� ������ �
�
��
���� �����
����
��� ����-

������ 
�������
� ijt  ��!�
� ji �  �!����==
��	 
� <��������:
L ��������� 
������	:

6
4 ijijij

ij

bma
t

��
� , (6.23)

L �
�����
�� ���������	:

6
ijij

ij

ab �
�� . (6.24)

D�@� 
�������
� ��!�
 �� ��
����������, 
�������
� # ����-
����	 �����
� 
�' !��� �� ��
����������=, 
�!
� �� ���� ��
��	-
��
� 	� ��������� ��������. �
�
��
���� �����
����
��� ��%�
���������� �������� �!����==
��	 
� ��
���
�
��� ������'��-
�	 ��
������ ���<���. D�@� � ��
������ ���<��� 
� 
�������
� ��-
������	 ��!�
 �!��
� �� ��������� 
������	, ��������� 
�������
�
T  ��������	 �����
� 
!���
���
��	 
 ���'���= ������������
���
������ ��	��.

&�������= � 
T2�  ���������� �������� 
�������
� ��������	
�����
� 6 �!����==
� � �����@���� ��� �
�
��
���� ��
���'-
���
� ���������� 
������� ��������	 ������� ��!�
. B	 ������-
��	 % ����= ��������� 
�������
�� 
�� ��!�
, 	�� �
���==
� ���-

����� ��	� � ��
������ ���<��� 
 ����������� 
�������
	��
��������	 ��!�
:

� 

� 

�

�	
���

Uji
ijT

,

22 ,

�� �U  — ���'��� ���, 	�� �
���==
� ���
����� ��	�.
W�������. D�@� ���
����� ��	��� ��������, ���� �!��
�

��	� �
 ���!�����= ��������%= ���'���.
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�������� �� 
�������
� # ��������	 �����
� ������% ������
�������
� ��
��� ��������, �����
��	 �����@���	, @� # % �����-
���� ��
��������= ���������= ��������=. B� �����@���	 ��-

���	%, 
������, ����=��
� ���������
� ����� 
��������	 �����
�
�� ������ ����������� ��
� �!� � ������ �����'�� ����. (�� ���-
�=����� ����!��� ���������
�� ������� ���’	
�
� ��� ��
���

����, 	�� ���
������ ����������� ��
������:

L ������� ����%� �����:

� 
* + ;6827,0;�4� TTTP

L ������� ���� ����:

� 
* + ;9545,02 ;�4� TTTP

L ������� 
���� ����:

� 
* + .9973,03 ;�4� TTTP

������� 6.6. *�
��	���� �����
, 	��� ������%
��	 
 ������
��!�
. �
���
���� ����� �����
� 
� ������ 
�������
�� �������-
�	 ���� ��!�
 �������� � 
�!�. 6.8.

(�
��!�� ��
����
�:
L ��������� 
�������
� ��������	 �����
�;
L ���������
� �����, @� <��
���� 
�������
� �� ������@���-


��� ��������� !����� ��' �� 2 
�'��.
6�$
��� 6.8

#�������
� ��������	, 
�'���
*�!�
�

*�!�
�,
	�� !�
����������
������=
� 
������ ���������� ������������� �����������

*-1 — 3 5 7

*-2 — 5 8 12

*-3 — 2 6 7

*-4 *-1 7 9 14

*-5 *-2 4 6 11

*-6 *-3 9 16 20

*-7 *-4, *-5 2 3 4

*-8 *-6, *-7 6 10 18
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(���’����
���. (�!���%�� ��
���� ������ �����
� (���. 6.25)

� �!������� 
� <�������� (6.23), (6.24) �
�
��
���� �����
���-
�
��� (��������� 
������	 � �
�����
�� ���������	) �������-
��� ������� — 
�������
�� ��������	 ��'��� �
 ��!�
 (���.

�!�. 6.9).

1 3

2

4

5

6 7

*-1

*-2

*-3

*-4

*-5

*-6

*-7

*-8

*��. 6.25.

6�$
��� 6.9

*�!�
� ��������� 
�������
� �
�����
�� ���������	 
�������
�

*-1 5,0 0,67

*-2 9,5 1,83

*-3 5,5 0,83

*-4 9,5 1,17

*-5 6,5 1,17

*-6 15,5 1,83

*-7 3,0 0,33

*-8 10,5 1,83

(�!���%�� ��
����� ���<�� �����
�, �!����� ��������� 
��-
�����
� ��������	 ��!�
; �!������� ������ �����
����
��� ����
���� ����� (������) � ��
������ ���
����� ��	� (���. 6.26).
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71

2

5

4

5,0

9,5

5,5

9,5

6,5

15,5

3,0

10,5

0
0

8,5
5,0

11,5
9,5

5,5
5,5

18,0
16,0

21,0
21,0

31,5
31,5

6
3

*��. 6.26.
)��
����� ��	� �����
� �
���==
� ���� 1 � 4, 4 � 6 
� 6 �

7. #��� ��������� 
�������
� ��������	 �����
� ������=%:

5,315,105,155,5 ����T  (
�'���).

�!������� ��������= � 
T2�  ���������� �������� 6-
����-
���
� ��������	 �����
�:

� 
 4467,783,183,183,0 2222 ����� T .

�
'�, �
�����
�� ���������	 � 
T2�  ���������� �������� 6

�������
� ��������	 �����
� ������=��
���:

� 
 73,24467,7 ;�T�  (
�'��).

�!������� ���������
� �����, @� �����
 !��� 
�������� �� ��-

����, ���' 
� 31,5 + 2 = 33,5 
�'���. &�	 ����� ������
�%���	
<�����%= ��
������ ���������
�� ���������� ���������� ����-
���� 6 
 ������
���� T  = 31,5 
� � 
T�  = 2,73. ��%��:

* + � 
 768,01;73,2;5,31;5,335,33 ��� NORMRASPTP ,


�!
� ������ ���������
� % ���
�
��� ������=.
"����� ��
�’	
���.
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�
���
��� ��� �
	���
���
�� ��
��
�
 �
��
��� ��� �
	��������� 
���’����
���

1. O������ 
��
��� '������������� ��	�� ��
��	������� �� �

�-
	�����+.

2. /"
���
���� ��	��� ��
��	���
�
 �
�������� �� ������� 
��
-
��� ���
	� +' �
��’��������.

3. O������ �"��� ����
������� ����
��' ���"����.
4. O������ 
��
��� �
������ ����
�
�
 ���"��� �� ����*��� ���
-

	��� �
$�	
�� ����
�
�
 ���"���.
5. ����� ���������� �
����: ��������� *
�', ���
��� ������.
6. `�� 
��
��� �	�� ���
	� ��

� �� ���? 8 �
�� �
�
 
�
$
�-

�����?
7. `� ���
������� �
���
������?
8. `� ���������� �������� 
���
� ��� �
���
������ ��
���� 	
-

�������' �
��’����� �� ��	��
����� � ���
	� ��

� �� ���?
9. O������ 
����� 
	������� �������
�
 � 
�����
��
�
 ���*��-

��� � ��	��� �
���
�����.
10. `� ������������ ��������� *
�' ��
����?
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Òåìà 7
	���
� �� ������ 	����! �&��������

7.1. 
9&�#�&@ &' /6'�(K#/'5#%
)'3'* )'0#�( !:6'3�'��%

�!�������	, 	�� 
������
��	 � �������
���� �!� ����
�=%, 

����� �
����% ���� �������� ����
����
�, � 
��� ��	 ���
�����
���� � �
��� «�� �����, ��' ����» ���!����� 
!�������
� ��
��
�
�� �������
���=. &�	 ��
�’	
�����	 
�����, 	�� ���’	
��� 
 ���
-
����� 
� �
���� �!�������	, ��'�
� �������
�����
��	 	� ��
�-
����������, 
�� � �
����
����� ������� [1].

A� ��!�� ������� ������% ��	����
� �!� �����
���
� � <����-
����� 
����� ����
�������
�� �������� 
������� � �����������
�
�����	

	 ������. :�!�� ������ 
���'�
� 
���' ��� �������� ��-

�, 	�� ������� !�
� ���	���
�, ���������:

L ��
��!�
� �
��
���= �����
� ��
�
������	, � ��
���
�
�
	��� �������
�%
��	 ���<���%�
 ��
�����
� �!�������	 (�	 ���
�-
����� ���!���� ��
������ ��	 �!�������	 ���
���������� ����-
���
���	);

L ��
��!�
� �
��
���� �������
���	 � �������
���� �!������-
�	, ��� 	���, ������
�=
��	 ������� ��
��
� �� �
������	 �!��-
�����	 (�	 ���
������ ��
������ ��	 ��
�
������	 ������
����-
���� �������
���	).

A� ���. 7.1 ��������� ����� �����<������ 
���� 
��������� �!-
�����������	 ��
�
������	.

&�
����������

�����

�
����
����

�����

(��<����
�����
�����


��
�
������	

(��<����
�����
���	�

��
�
������	

"�����
��
�
������	

������
������ �
���
���
���'! 
���������
�!�����������	

*��. 7.1.



200

"����� ��
�
������	, 	�� ������ 
 ����, �!� ���� �������
��
��� �
����% ���������	, � �� 
����� ��
�
������	. &�
����-
������� ������ �� ��������	 ��%� 
����� �������
���%
��	, 	�-
@� ������% ���!������
� 
����� ��
���� 
� ��
���, �������
�-
����� �����
����
��� 	��� 
���==
��	 � ���� �����������
�����.

A��������, ���������	 �������
������� �����
����
�� �!�-
���������� ����'�, @� 
�’	
��� 
� 
!�������	� ��
��
 �� �� ���-
����
���=. M �������� 
��� 
!�������	 ��'� !�
� ������� ���-
������������= <�����%= � ����	�� ktbea �� , 
� � ������ �������
����% ����
�������
� �������� �������� ����!����� ��
��
 �
�����
 ���� � ����	 
��������	 
�����.

�������� �!�������	 
����� 
��� �������
���%
��	 �� �����-
�
�������� �������� ��
������, � 
����� ������	
��	 ����
� ���-

�, 
� � 	���
� �������� <������ ��
��	��=
��	 
������� ��
��
� �
������= ���� (������ 
���� 
����� � ������
� �� ��
�’	
���	 ��
-
��	��
� � �. 7.2).

M������� 
����� �!�������	 
�
����� ���’	
��� 
 !�������
������
����� ��
��
���, ��' ���<����
���� 
�����. #��� ����-
���� ��
��!�	
� �
��
���= �������� ���!������
� ���<����
�����

����� � 
������� �� ���������	. : 	���
� �������� <������ ���
��
�’	
���� 
���� 
���� % ��������� 
������� ��
��
� � ������=
���� � 
� 
ptC , 	�� �!����==
��	 
� <������=:

� 
 � 

p

pfp
p t

CCtH
tC

�
� (7.1)

��: pt  — ��
����� ���<����
����� 
����;
� 
ptH  — ��������� ����� ���������� �� ��
������ ���� � 
pt,0 ;
fC  — 
������� ��
��
� ��� 
����� � ��
���
�
� ����������;
pC  — 
������� ��
��
� ��� ���<����
����� 
�����.

��
������� 
������	 �������� pt  
������
��	 
 ���!������
����� ��������	 ���
������ <������ � 
ptC . (������ � 
ptH  �����-

���
�% @������
� ����������	.

"���� ���� ����
����� ������
�� �!� !����� 
�����=%
��	 
 ��-

�= 
�������	 ����� �������� 
�����, 
��� ���������� 
�����
����	��=
� ��� ����
���� ������
�. B	 ���!���� ���!���� ����-
����, 	�@� ���� 
����=����� ����
���� ��
����� ���� � �����-
�	��� 
 ���
��
= ����� �������� 
����� (���������, 
����� ����
��������� ����
����	). #��� 
����� 
�����=%
��	 ����
 ��
������
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������ ���'��� pt  (��� ' �� ����=��%
��	 � �������� 
�����), ���
	��� ������
�=
��	 ��
��
�:

� 
 � 

p

fp
p t

CtNHNC
tC

�
� 1 , (7.2)

��: N  — �������
� ��������� 
����=����� ������
��;
1C  — ���
��
� 
����� ������ ������
� ��� ���������� 
�����

���� ����
����� ������
��.
A�������� 
����� ����
 ����� �����'�� ���� % ��'�����
� ��-

�!������ ��������� 
����� �����
� ' ����	 ��������� ���<����
�-
���� 
�����. &�	 ����=����	 ����� ��!�'����� 	��@� ������-
%
��	 
����� �� ������=����=, 
�!
� 
����� �������
��	 
�����
����	 
���, ���� 
�������
� �������
���� ���	��% ������
��� ���-
���� ���� pt . ; 
����� ������� � 
ptM  — �������� ��� ������=-
����	 �� ������ ������
� 
 ���� �!����=%
��	 
� <������=:

� 

� 


� 
p

t

p tR

tdttf
tM

p

�
�

@

1
0 , (7.3)

��: � 
ptR�1  — ���������
� ����������	 �� ���
���	 �����
� ����

pt , � 
 � 
 � 
@��
pt

p tfdttftR
0

1  — @������
� ��
������ ���������
��

���� !�
��������� ��!�
� ��
�
������	.
#��� ��������� 
������� ��
��
� � ������= ���� ��� ���������

���<����
����� 
����� ����	 
���, 	� ������
 ����������% pt
������� ����, ��
����%
��	 
� <������=:

� 
 � 
 � 
� 

� 
 � 
 � 
� 
pppp

pfpp
p tRtMtRt

tRCtRC
tC

��

��
�

1
1

. (7.4)

" ��
�= ���%������� ��	�����	 � �������	 ����������
� 
���-
��=%
��	 ���
���� 
� �
���� �!�������	. (�� ����� ��'����

������	 ��=
� ��
������
� � ���
�
� ���
���=, � 
���' ��!��
����
�����, 	�� �����
���
�=
� �
�� ��
�
������	. (�� �����
�����	=
��	 
�����:

L ���
���� 
� �
���� �!�������	, 	�� !�
�������� 
����-
��
��	 � �������
����;

L ���
���� 
� �
���� �!�������	, 	�� �������
���%
��	 
���-
�� � ���
����� ��������;

L ���
���� 
� �
���� �!�������	, �������
������ �����
���-
�
��� 	���� ��'�
� 
���=��
��	 � ������� �������
����.
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&�	 
���� ������� 
��� � 	���
� �������� <������ ��'� ��
-
��	��
��	 �������
���	 ���!�
�� � ������= ����, 	��� �
����-
%
��	 ��� �������
���� ��
�
������	; ������
���	 ��
��
 � �����-
�= ����, 	�� ��
����=
��	 �� �������
���= �!�������	; ������-

���	 ����
��� �!�������	.

&�	 
���� ������� 
��� � 	���
� �������� <������ ��
��	��%
�-
�	 ���<���%�
 ��
�����
� �!�������	 � ��
��!��� �����
 ����.

&�	 
���� 
��
���� 
��� ��
��!�	%
��	 ���<�� ���
���= ��
�-

������	, ��� 	���� ������
�=
��	 
������� ��
��
� � ������=
����, 	�� 
�’	
��� 
 ���������	� ���
���=, �����
� � ��!�
�=
����������� ��
�
������	.

*�
��	���� �������� ������ 
����� ������� 
��� — ��� 
���-
�� ���������� �!�������	 
�������� �����
�����	. B� 
�����
��� ���������	 ������
���� �!� !���
���
���� 
����� �!�������	
�� ����
����, � 
���' 
����� ��� ��
������	 ��
��������� ���-
�� 
����� �!�������	 ��	 �����
�������� ��������� �������.

7.2. 	'3'*' )'0#�( !:6'3�'��%
3!"<!�&,!/!"!<! "(/!,(�&'��% �' !3�!&($�+

"�����, @� ��
��	��
���
��	, ���	��% � ��
������� ��������-
��� ���������
� 
����� 
��
������� ����=���� ����!������ �!��-
�����	 �� ����
���� ���� �!�������	. >���� 
���, 	�@� 
��� 
�-
���� ����%
��	 ��������=, ��
��!�� ��
����
� ��
��������

����� �� 
��������	.

"����� �����
� �
��� �!�������	 
�������� �������
���	 �
�-
����	
� !�
��������� ��
���� � 
�’	
�� 
 
��, @� 
 ����� ��
�
-
������	 �
����% ���� ����
���� ����
����
�, �� ����!��'�%
��	 ��

��'���� ���� ������
�����
� � 
!�������� ��
��
 �� �������
�-
��= � ������= ����. : 
�’	
�� 
 ��� ��
������� % ��
������	 
�-
���� 
������ 
�����, ��� 	���� ������
�=
��	 
������� �
��
�
������%��
��.

&�	 ��!����� ���������-��
���
����� ������ ������� 
���
��
������	:

kr  — ���
��
� �������
���� �!�������	 �� �����
�� k ;
kS  — 
�������� ������������ ���
��
� �!�������	 � ����� k -��

�������;
0C  — ����
���� ���
��
� �!�������	;
nF  — ������� ��
��
�, 	�� ��
��� <����, 	�@� �!�������	 !���

�������
���
��	 � �������� � � ����� �-�� ������� !��� �����������.
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A���'�� ��!���
�, @�:

��
�

����
n

i
nin nSrCF

1
0 ,2,1, (7.5)

:������=��, @� �������
������ ��
��
� ��=
� 
�������= ��

���
���	 � 
�’	
�� 
 �
�����	� ��
�
������	, 
�!
�

krrr ��� �21 , � 
�������� ���
��
� 
�������= �� �������	, 
�!-

� kSSS ��� �21 , 
� ��	 ��!��� ������� ��������� ����������
��
�
������	 <������ (7.5) �� ��'� !�
� �������
���.

:������ n
  — ������� ��
��
� 
� ������ ��	 �!�������	, 	��
�������=���� � ��������:

�,2,1,1
0

�
��

��
�
� n
n

SrC

n
F

n

i
ni

n
n
 (7.6)

D�@� �!�������	 �������
���%
��	 �� ���
�
��� �����
����-
���� �������� ��
������, 
� �������� ��������� 
�����, 	��� !�
������
���� ������� �
��
� �� ���������� ��
������, % ��� �, @�

��������	% ���
���� ��
��������
�, 
�!
� ���
��� ��������
��:

$
%
&

�
�

�

�

1

1

pp

pp








. (7.7)

&�	 ������ �,2,1, �ll
  �������
���%
��	 ���������� ����
��
�� 
�!��=����	.

D�@� �!�������	 �������
�%
��	 �!��'���� ��
����� ���� 6,
�� 
��������= 	���� �������
��	 ����� �������
���	 ����!���
-
��, 
� ��	 �����	

	 ��
��������� ������	 ���!����� ������
�
����
���� ���.

A���� l , ��
������ �� ������ (7.7), ����� 6, �!�������:

� �
�

�

�
������


l

i

lT

i
Tili SrCSrC

1 1
10

~ , (7.8)

� 
���'

T

SrC
T

i
Ti�

�
��

�
 1
0

ˆ . (7.9)

D�@� 

 ˆ~ 4 , 
� � l -
�� ������ �������� 
�����
� �!�������	
�����, ���� 	���� ������=% 1C . D�@� 

 ˆ~ � , 
� 
����� �������
�
���������� �� �����
� ������ �������
���� ����!���
��.
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(�������� ������ 
���==
��	, 	�@� ����� �� �������
���=
�!�������	 � ���
���� �����
� ���� !���
� ��@��� � �!���
.

A���� ������	 ��@���� � �!���
 ������ �� ���������� ��-
������ ��
������ ��% ��������� � %.

)��<���%�
�� ������
�����	 ��
���%
��	 !�
��
����� ��������:

!
A ˆ1

1
�

� , (7.10)

�� !! 01,0ˆ � .
" ���������	� ���<���%�
� ������
�����	 <�����	 nF  ���-

���% ����	�:

� 
 � 
�
�

� �A�A��A
n

i

n
n

i
in nSrCF

1

1
0 ,2,1, � (7.5�)

&�	 ������ 
������ ��������� 
����� �!�������	 �����
����-
���� �������
���	 ������� ����
���� 
��� ��
������	:

' — ������� ��
��
� �� ���� ������, 
���
� 
 1�A�A��A n

n xxxF �

�!�

�
�

� ���
�
� n

i

n
n

i
i

n

SrCx
1

1
01

1
AA

A
A ,


�����

� 

�,2,1,

1

1
1

1
0

�
A�

�
�
�

�
�
 A�A�A�

�
�
�

�

n
SrC

x n

n

i

n
n

i
i

(7.11)

(������� ��������� 
����� �!�������	 % 
�� ��� l , ��	 	����
������%
��	 ���
��� ��������
��:

� 
 � 

� 
 � 
$%

&
��
��

1
1

lxlx
lxlx . (7.12)

&�	 ��
�’	
���	 
����� (7.11), (7.12) �������
�%�� ��
�� 
�!�-
�=����	.

#�!��=����	 — ��!����� 
�!���� � ������������ �����
�

���� �!�������� 
������ '(�) 
� 
���� ��������:

;�
! 1. (�����	
� '(1), '(2), '(3), 	�@� ����� (7.12) ������-
=
��	, 
� ����� ��������� 
����� % 	�����. D�@� ����� (7.12) ��
������%
��	, 
� �����
� �� ����� 2.
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;�
! 2. (�����	
� '(2), '(3), '(4), 	�@� ����� (7.12) ������-
%
��	, 
� ����� 
����� % ������.

; ���
���'���� ������� �!�������	 ������'�
� �� 
�� ���,
���� �� ��	���� ����� �� ������%
��	 ����� (7.12).

&�	 
��
�������	 ��
��� 
�!��=����	 
����� ��!�����
�

�!�. 7.1.

�
������� ��
�’	
�� 
 
���� 
��� ����������� ��
��
 ��
���� ������ ��
����%
��	 
 
�����
= �� ����� ������	 ��������
��
������ �����
� �
��� �!�������	 ������
�������� �������-

���	.

A���'�� ��!���
�, @� ��	 ��
�’	
�����	 ���
���� 
����� ��-
'�� �������
�
� ��
�� ����������� ������������	.

������� 7.1. K���� �� ������= 
�������
��� ������ ��%
���� ����� ��	 ������
���	 ���
�'��. (�� �����
� �<��
��-
���
� <������������	 !��� ��
��������, @� ��
�
��� �����
�� ���!�
�� <���� ��% �
�� 
�������
��� 
���!��, 	��� ����-
��% �� ���
��
� �������
���� �!�������	 � ��
��
� �� ���� 
�-
����.

; 
�’	
�� 
 ��� ��������
�� <���� ���
����� 
�����
��� ��
��!�� ��
�������� �
��
���� 
����� 
�������
���

���!��, ��� 	��� ������
�=
��	 ������� ��
��
� �� ��
������

�����.

&�	 �����=����	 <������ ��
��
 ������� 
��� ��
������	:
inS  — ���
� ���
��
� 
����� �� �����
�� � �!�������	, 	��

��% ��� � �������� ����� ��
�
������	� ��� ����� �����'�
�
����� ��
�
������	 �� 
��� ' �����
�� ���� 
� ���� 
������-
��= ���
��
=;

nir  — ��
��
� �� �������
���= ��
�
������	 �� �����
�� �,
	�@� � — ��� ����� ��
�
������	 � ����� ����� �����
��;

� 
tFn  — �
��
���	, 	�� ������
�% ��
��
� �� �����
�� �, � + 1, ...
N – 1 ��� �����, @� �� ����
�� �����
�� � ��� ��
�
������	 ��-
����=% �. #�
 N – 1 — �������
� �����
��� � ������ ���������
�������.

D�@� ��
�������� ��
�’	
�� 
����
��	 �� 
!���'���	 �!���-
����	 � ������% �� �����
�� �, 
�

� 
 � 
111, ��� �� iFriF ninn . (7.13)

M�� 	�@� ��
�������� ��
�’	
�� 
����
��	 �� 
����� ��
�
-
������	, 
�

� 
 � 
111 ���� nninn FrSiF . (7.14)
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#���� �����, ����'�%��:
� 
 � 
 � 
* +1;1min 1111, ��� ����� nninninn FrSiFriF (7.15)

1,,2,1 �� Nn �

� 
 0�iFN . (7.16)
"���
���, @� ��� 
�����'���� 
������	 001 ),( iiF  — ��� ��
�-


������	 �� ����
�� ��������� �������.
D�@� � ��� ��� �!�������	 �����
�% �� ������%��
��, 
�

01iS  — ���� ������ �!�������	 � �
��
���	 
!�������	 �!�������	
��� � = 1 �� ��% ������.

7.3. �6'�9"'��% :'<'&!,')!"!8
)'0#�( !:6'3�'��% �' !3�!&($�+

36% !:0+B+�!<! $6'�!"!<! $+,#!39

D�@� ��
��������
� �������
���	 �!�������	 ������, � 
��-
�����
� ��������� ������� ������, �������� �����!���
� ��'��-
���
� !���
���
���� 
����� �!�������	 ������' ��������� ����-
���, 	�@� �� % 
������� ���!������ �!� ���������� ������-
�����.

A���� 6 — 
�������
� ��������� ������� (6 ` 2), t —  �����
�������� �������� �����'�� 
 ����� �������; Tt ,1� . A� ����
-
�� ��������� ������� ��
�������� ���� �!�������	, ��� 
 ��-
��� ���� �������
������ 	���
� �������=
��	, 
��� ���
�% ��-

���	 ���������
� 
����� �� ���� ����
����. ?���
 j
��
����
����� ����� �������� �����'�� �������
���� ������
�!�������	, 	�@� ������
� 
 �����
� �������	 �� ��� �����
�!�������	. A���� /0 — ���
��
� ������ �!�������	, � 
jr  —
�������
������ ��
��
� ���
	��� j -�� �������� �����'�� ��-
�����
���	 ����� �!�������	, )( jS  — ������������ ���
��
�
�!�������	 ����
 j  �����'��� ���� ���� �������
����, Tj ,1� .
A������� ���
���� ����
���� !����� ���'�
� �������� 
� ��-

������� ���
	��� ��������� �������.

"����� �!�������	 � ��������� ������� ��'�� 
�����=��
�
!���
� ��
��. M�� @���
� ��'�� 
��� 
����� ��% ���!���
��	 ����
�� ����
�� ������������ �����'�� ����. �
'�, � ��
� ���!������-

� 
����� �!�������	 ��'�� 
��!�
� �� ����
�� �������, 
��
��-
��, � 
�� ����, �����
� — �� ����
�� ��
������� 6-�� �����'��
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����, 
�!
� % ��'�����
� 
����=��
� �!�������	 ����
� (6 – 1)
��
�� �������' ��������� �������.

"����� ���������	 !���
���
���� 
����� �!�������	 �� ����
����
���	��% � 
�����'���� ���� 
���� �����'��� ����, 
����� �!�������	
� ��
��� ��������'���
���
��	 ���������� 
��������� ��
��
���,
���’	
����� 
 �������
���%= 
� 
������� �!�������	 ���
	��� ����-
�� ��������� �������. /U�! �����
�
� 
�����, ���!������
� ������-

�����	 ��
��������� ������� �!� ��
��
 �� ���������
�����/

(��������	 !���
���
���� 
����� �!�������	 
����� 
�����=-
��
� 
� ��
���� ����������� ������������	. &�	 ����� �������
<������ � 
 TttjjZt ,2,1,1, ��� , 	�� �
����
���
� ��
�������
��
��
�, ���’	
��� 
 �������
���%= 
� ���!������� 
������� �!-
�������	 � ������ 
 t -�� �� 6-�� �����'��� ���� ���=���, 
�
����, @� �� ����
�� )1( �t -�� �����'�� ���� �������
��������	
�!�������	, 	���� �� ������ )1( �t -�� �����'�� «������=%
��	»
j  ������� �����'��� �������
����.

A��������, 	�@� �j 1�t , 
� �� ������
� ��� 
�, @� � )1( �t -
�� �������� �����'�� �������
��������	 �!�������	, 	�� !���
��
�������� @� �� ����
�� ��������� �������, 
�!
� @� ���� 
�-
���� ����� �!�������	 �� ���!������	. A������, 	�@� j  = 1, 
�
�� ������
� ��� <��
 ��������	 �!�������	 �� ����
�� )1( �t -��
�����'�� ����. A����
�, � �����'���� �������, ���� 1 < j  <

)1( �t , �
���
��	 ��� �������
���= � )1( �t -�� �����'�� �����-
���� ������� 
����� �!�������	, 	�� !��� ��������� �� ����
��

)( jt � -�� �����'��. ���'���, )5(2Z  �
����%, @� ���
��	 ��� ��-

������� ��
��
� 
� ������ ���� ��� �’	
��� �� ��
������� 6-��
�����'�� ���� ���=��� 
� ����, @� � ��
���
��� �����'�� ����
�������
��������� �!�������	, 	�� !��� ������� � ��= �� ����
-
�� 
��
���� �������� �����'�� (���. 7.2).

�����
 ��
�������
��������	 �!�������	
��� ��
������� )2(5Z

)���������� ���
(� �����'���)

(�����
��	 ��
������	

)2(5Z

(������� ������

61 2 3 4 5 …

*��. 7.2.
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��
�= ��
�’	
�����	 
����� % ��
������	 �������� )1(2Z . ��-
����= ��	 ����� �����=
� <������������ �������
�� ����	��	, 
�-
������� �� �������� ��
��������
� ����������� ������������	:

� 

7
8
9

���
���

�
)1()1(

)1()(1min)( 0

jSjr
SjSrCjZT

(	�@� �� ����
�� 6-��
�����'�� ���� !�����

����=��
� �!�������	)
(	�@� �� ����
�� 6-��
�����'�� ���� �!������-
�	 �� 
����=��
�����)

(7.17)

;)1,1( �� Tj

� 

7
8
9

���
���

�
�

�

)1()1(
)1()(1min)(

1

10

jZjr
ZjSrCjZ

t

t
t

(	�@� �� ����
�� t -��
�����'�� ���� !�����

����=��
� �!�������	)
(	�@� �� ����
�� t -��
�����'�� ���� �!������-
�	 �� 
����=��
�����)

(7.18)

).1,1,,2( ��� tjTt

)�'�� 
 ����	�� (7.17), (7.18) �����=% ��� �������:
� �!� �� ����
�� ��������� t -�� �����'�� ���� ),2( Tt �  
���-

�� �!�������	 !��� ��������� (������� �	���);
� �!� � t -�� �����'�� �������
�����
���
��	 �!�������	,

	�� �������
������	 � ������������ ( t  – 1)-�� �����'��, 
�!
�
�� ����
�� t -�� �����'�� 
����� �!�������	 �� ���!���
���
��	
(��'��� �	���).

; ����	��	� (7.17) ����
 � 
 )1()(10 SjSrC ���  ���������% ��
��-

�� � ��
������� 6-�� �������� �����'�� ��������� ������� �
������� 
����� �!�������	 �� ����
�� ����� �����'�� ����. :�-
��
 )1()1( ��� jSjr  ���������% ��
��
�� ��
������� ��������
�����'��, 	�@� �� ����� 
����� �!�������	 �� ���!���
���
��	.
����������� �
 
�
������� ����
�� ��
����% ��
������� �������-
��, 	�@� !��
� �� ����� ���� ��
����� ������� �����'�� �����-
���� �������.

: ����	��	� (7.18) ����
 � 
 )1()(1 10 ���� tZjSrC  ���������%
��
��
�� ���
	��� ������� ' (Tt, , 	�@� �� ����
�� t -�� �����-
'�� ���� !��� ��������� 
����� �!�������	, ����	 ���� � ����-
�� ' (Tt ,1�  ������� ��
��
� 
� ��� ������ !���
� ��
���������.
:���
 )1()1( 1 ��� � jZjr t  ������=% ��
��
�� ���
	��� �������
' (Tt, , 	�@� �� ����
�� t -�� �����'�� ��� 
����� �!�������	
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�������
���, � ����, ������=�� 
 ( t  + 1)-�� �����'�� � �� ���-
�	 ��������� �������, ��	
� � ��
�������� �����!. �
'�, ����-
��� ���� 
�
������� ����
�� ���������% ��
��������� �����!�
��� 
� ���� ������ ���� ��� t -�� �� 6-�� ������� �����'���
���=���.

(��������� ���������=�� ����	��	 (7.17), (7.18) ��	 ���� 
��-
���� t  ��� 6 �� 2 /
�!
� 
 ����	 ��������� �������/, 
�������

������	 )1(2Z , 	�� ���������% ����������� ��
��
�� �������'
������ ��������� �������, 
�!
� ��
����% ��
�������� ����. B�
�
����%, @� 
����� !���
���
���� 
����� �!�������	 �� ����
��-
�� !��� ��
�’	
���.

W�������. "������	 )1(2Z  �� ���=��% ��
��
 ������� ������-
�� �����'��, �������� �� �������� ��
��
� �!�������� ������ ��-
�������� ������	�� (@��� �!�������	, 	�� �������
���%
��	 ��
����
�� ��������� �������) 
� �� 
���'�
� ��� ����� ���������
���, 	��� ����	��% ��
������= 
� ��
���
����.

������� 7.2. &�	 ������� 
�������
= ��� ���� 
 ������
���-
��= ��
!����= ��
����
� ��
�������� ���� 
����� �!�������	
�� ����
���� 
� ������, @� �������� � 
�!�. 7.2.

6�$
��� 7.2

)���
�� ������� �������
���� (j)
(���
���, ��
������	

1 2 3 4 5 6 7 8

�������
������ ��
��
� ���-

	��� ����
���, r(j)

5 5 6 6 7 8 9 10

E����������� ���
��
� �� ��-
���� ����
���, S(j)

95 85 80 75 70 60 50 40

:��
��
� ������ �!�������	: /0 = 1300

(����� ��
�’	
�����	 
����� ������ 
���� ��������������
(
� �������
= �����'��� ���� — ����
���� — � ��'�� ���������
������� — ���� �����) ������
���.

1-� !�
!. �!����=%�� ��
������� ��
��
� 7,1),(8 �jjZ , ��	
��
������� �������� ����
��� ��������� ������� �����
�=����
<������= (7.17):

� 

7
8
9

���
���

�
),1()1(

)1()(1min)( 0
8 jSjr

SjSrCjZ
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�!
�

7
8
9

���
�����

�
).1()1(

)(1590)(5100min)(8 jSjr
jSjSjZ

*�
���
�
� �!������� 
������� � 
�!�. 7.3. : ��� ��	 ��'����
�
 
������ j  ��� 1 �� 7 ���������� 
������	 )(8 jZ  � j -�� �
���-
���� �������� '����� ���<
��. ���'���, 45)6(8 ��Z  — �� ��-
�������� 
 ����� ���
��� �
����	; ���� ���������% ������= 
�-
����
� �� ����
�� �������� ����
��� �!�������	, 	�@� ����
«������=%
��	» 6 ����
���� �������
����, �� ����.

6�$
��� 7.3

)(8 jZ : 1 2 3 4 5 6 7 M��
��-
��
���

15 – )( jS –75 –70 –65 –60 –55 –45 –35 "���-
�=%��

)1()1( ��� jSjr –80 –74 –69 –63 –52 –41 –30 A� 
���-
�=%��

2-� !�
!. "�������� ��
������� ��
��
� 6,1),(7 �jjZ , ��	
�������, @� �����=% ������ 
� ������� ����
���, �����
�=����
<������= (7.18) ��� 7�t  
� ������ 
�!�. 7.2, 7.3:

� 

7
8
9

���
���

�
)1()1(

)1()(1min)(
8

80
7 jZjr

ZjSrCjZ ,


�!
�

7
8
9

���
������

� ).1()1(
)(25)80()(5100min)(

8
7 jZjr

jSjSjZ

*�
���
�
� <����%�� � 
�!�. 7.4.
6�$
��� 7.4

)(7 jZ : 1 2 3 4 5 6 M��
��-
��
���

25 – )( jS –65 –60 –55 –50 –45 –35 "���-
�=%��

)1()1( ��� jSjr –69 –63 –57 –48 –37 –26 A� 
���-
�=%��
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3-� !�
!. "� ������ 
�!�. 7.2 � 7.4 
�������� ��
������� ��-

��
� 5,1),(6 �jjZ , ��	 ������� 
 ���
��� �� ������� ����
���
���=��� 
� ������������ <�������� (7.18):

� 

7
8
9

���
���

�
)1()1(

)1()(1min)(
7

70
6 jZjr

ZjSrCjZ ,


�!
�

7
8
9

���
������

� )1()1(
)(36)69()(5100min)(

7
6 jZjr

jSjSjZ .

*�
���
�
� ������ � 
�!�. 7.5.
6�$
��� 7.5

)(6 jZ : 1 2 3 4 5 M��
����
���

36 – )( jS –54 –49 –44 –39 –34 "����=%��

)1()1( 7 ��� jZjr –58 –51 –44 –38 27 A� 
���-
�=%��

)��� ���������� �’	
��� ����
��� !��� �������
�����
��	 �!-
�������	, 	�� 
������
��	 � �������
����, 
� �������� ��
���-
���� �
��
���	 �����
�:

— ��'�� �� ����
�� ���
��� ����
��� 
����=��
� �� �!���-
����	;

— �� 
����=��
�.
: �!�� �������� ��
������� ��
��
� 
� ������ 
 ���
��� ��

������� ����
�� ��������.

4-� !�
!. �!����=%�� ��
������� ��
��
� ��	 ������� 

�’	
��� �� ������� ����
���, �����
�=���� <������= (7.18) 
�
������ 
�!�. 7.2 � 7.5:

� 

7
8
9

���
���

�
),1()1(

)1()(1min)(
6

60
5 jZjr

ZjSrCjZ

�!�

7
8
9

���
������

� ).1()1(
)(47)58()(5100min)(

6
5 jZjr

jSjSjZ
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(������� ��
�������� ��	 ���� 4,1�j  ������ � 
�!�. 7.6.

6�$
��� 7.6

)(5 jZ : 1 2 3 4 M��
����
���

47 – )( jS –43 –38 –33 –28 "����=%��

)1()1( 6 ��� jZjr –46 –38 –33 –27 A� 
����=%��

(�����%��, @� �� ����
�� �’	
��� ����
��� ���
����
���� ��-

������� �
��
���	 ��'� �������
� �'� ����� — ��� 2�j  
� ���

3�j .

5-� !�
!. "������� ��
������� ��
��
� ��	 ������� 
 ��
���-

��� �� ������� ����
���:

� 

7
8
9

���
���

�
),1()1(

)1()(1min)(
5

50
4 jZjr

ZjSrCjZ

�!�

7
8
9

���
������

� ),1()1(
)(59)46()(5100min)(

5
4 jZjr

jSjSjZ

�� 3,1�j .
*�
���
�=��= % 
�!�. 7.7.

6�$
��� 7.7

)(4 jZ : 1 2 3 M��
����
���

59 – )( jS –31 –26 –21 "����=%��

)1()1( 5 ��� jZjr –33 –27 –22 A� 
����=%��

#���� �����, �� ����
�� ��
���
��� ����
��� �!�������	 ��-
�	
� �� ����.

6-� !�
!. �!����=%�� ��
������� ��
��
� ��	 ������� 
 
��-

���� �� ��
����� ����
��� 
� 
������� ��
���
�
� � 
�!�. 7.8:

� 

7
8
9

���
���

�
),1()1(

)1()(1min)(
4

40
3 jZjr

ZjSrCjZ
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�!
�

7
8
9

���
������

� ),1()1(
)(72)33()(5100min)(

4
3 jZjr

jSjSjZ

�� j  ������=% 1 �!� 2.
6�$
��� 7.8

)(3 jZ : 1 2 M��
����
���

72 – )( jS –18 –13 "����=%��

)1()1( 4 ��� jZjr –22 –16 A� 
����=%��

�
'�, �� ����
�� 
��
���� ����
��� �!�������	 ���	
�
�� ����.

7-� !�
!. �!�������	 ��
�������� ��
��
 
� ������ 
 �������
�� ������� ����
���, 
�!
� �����=%�� <��
���� ���� ��������
������, �������� ��
��
� ������� ����
��� �!�������� �'� ����-
=��� �� ����
�� ��������� ������� �!�������	�.

��%��:
� 


7
8
9

�
���

�
),2()2(

)1()(1min)1(
3

30
2 Zr

ZjSrCZ


�!
�

7
8
9

����
������

�
,11)16(5

7)2(905100min)1(2Z

�!� 11)1(2 ��Z  (�� ������ �	���), @� ������
� ��� �����������
�

����� �!�������	 �� ����
�� ������� ����
���.

8-� !�
! (�����������). (�
��!�� ��������
���
� ��
���
�
�
��
�������� ���������� �� ������ 
 ������� �� ������ 
� 
�<��-
����
� ��
�������� ���� 
����� �!�������	:

� A� ����
�� ������� ����
��� 
����=��
� �!�������	 ��
��
��!��;

� A� ����
�� 
��
���� ����
��� 
����=��
� �!�������	 ��
��
��!��;

� A� ����
�� ��
���
��� ����
��� 
����=��
� �!�������	

�' �� 
��!�.
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#���� �����, �� ������ ��
���
��� ����
��� 
����� �������-

���� ����=���� �!�������	 ������
��� 4 ����
���, 
�!
� j = 4.
�
'�, ���� ���� 
�����
��	 �� Z5(4) — 
�!�. 7.6, �<�������� ��
��
���
��� �����, — 
 ���� ��!��� 
���� ��������:

� A� ����
�� �’	
��� ����
��� �!�������	 ���� 
�����
�.
:�������� ���, �!����� �� ����
�� �’	
��� ����
���, ����������

�’	
��� ����
��� 
����� �������
���� �!�������	 ������=��
���
1 ����
�� (j = 1), 
�!
� �� 
��
���� ����� � 
�!�. 7.5 ���� 
�����-

��	 �� Z6(1). B� ���
���� �� ��������:

� ��
������� �
��
���	 �� �����!���% 
����� �!�������	 ��
����
�� ���
��� ����
���.

M����������� ���������	�� 
� 
�!�. 7.4 � 7.3 ���������� ��-

����%��:

� A� ����
�� ������� ����
��� �!�������	 ���	
� �� ���� /
�
��<������%= ��� Z7(2)/;

� A� ����
�� �������� ����
��� �!�������	 
�' 
����=��
�
�� ���� /
� ��<������%= ��� Z8(3)/.

"��	����. (��
	��� ��������� �������, ���� � ����% ��'��-
���
� ���� �� @�����
������� ��������	, ���������� ������� �!-
�������	 
�����
� ���� ���� ��
 — �� ����
�� �’	
��� ����
���.

������� ��
��
� 
� ��
��������� ����� 
����� �!�������	
������=��
���
� (�������� �������):

� 
 ������������ )4()4()3()2()1()4()4()3()2(1* 0 SrrrrCSrrrrZ
= 2·(5 + 5 + 6 + 6 – 75) + 100 = –6,

@� ���������% �������� Z2(1), 	�@� �� ��� ����
� �������
�-
����� ��
��
� ������� ����
��� r (1).

&�����,
Z*= Z2 (1) + r(1) = –11 + 5= –6 (�������� �������).

(�����	%�� 
�������� ��
�������� ���� 
����� �!�������	 

����� — ����, ���������, �!�������	 
����=��
���
��	 �� ����
@�����
�����. "� 
���� �
��
���� ��
��
� ���
	��� ��������� ��-
����� ������
���
�:

' ( 7)1()1()1( 0 )����� SrCrZ  =
= 5 + (100 + 5 – 90)·7 = 120 (�������� �������),

@� 
����� ������@�% ������ ��
�������� ��
��
.
)��� 
����=��
� �!�������	 �� ����
�� 
��
���� 
� ���
�-

�� ����
����, 
������� ��
��
� 
� ��� ������ !���
� 
����� (�
������� �	��� �!������� ��
��
� ������� 
� ������� ����
�-
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���, � ������� �	��� — ��
��
� 
��
����, ��
���
��� 
�
�’	
��� ����
����, � 
��
���� �	��� — ��
��
� ���
���, ���-
���� 
� �������� ����
����):

� 
 � 
 � 
 � 
' ( � 
 � 

� 
 � 
' ( � 
 � 
 � 
' ( �������

����������
33213

321221
0

0

SrrrSC
rrrSCrrZ

= (5 + 5) + (100 – 85 + 5 + 5 + 6) +
+ (100 – 80 + 5 + 5 + 6 – 80) = –3 (�������� �������),

@� 
�' 
����� ����� Z�, ��� ������@�% ��
�������� ������ Z*.
"����� ��
�’	
���.

)�����. (�����
���, @� � ����
�� �� ���� �������� 2 !���
�!���� ������	 ������ �� �������
�����
� �!�������	 �����

�� ����
���. D��= 
� ��� ���� !��� ��
������� �
��
���	 
���-
�� �!�������	 �� ������ 
�������
= ��� ����?

8�������. : 
�!�. 7.2 ��	 ������� 
 ��
���
��� �� ������� ���-
�
��� ������
� @�����
����� �������
������ ��
��
� 
�����, @�
������==
� ����
� �������� 
������=

(���������, r(4) = r(5) = r(6) = r(7) = r(8) = 1000),

����	 ���� ��	 ��
������	 ��
�������� �
��
���� 
����� �!���-
����	 
���� ������
�
��	 ��
���� ����������� ������������	.

7.4. �()�'*+��% !$&(0'6@�!<! 5(/69
)'0#�( !:6'3�'��% �' !3�!&($�+

36% 3!"<!&,("'6!<! $6'�!"!<! $+,#!39

)��� 
�������
� ��������� ������� ����
� ������ � ������	�-
�� 
 
������� �������
���� ������ �!�������	, 
�!
� ���� ���
	-
��� ��������� ������� �!�������	 ���� ������=��
� !���
� ��-

��, 
����� ��
������	 ��
��������� ����� 
����� �!�������	
��'�� �<�����=��
� 	� 
����� ��
������	 ��
��������� �����

����� �!�������	.

>��� !
��	� — �����'�� ����, �� ����
�� 	���� ��
�����=-
%
��	 ���� �!�������	, 	�� ����	��% ��������= �� 
���������
�����'�� ����. #�!
� 
����� �!�������	 ������%
��	 ����������
����� �����'�� ����. ��
�������� % 
���� ���� 
����� �!���-
����	, 
� 	���� 
������� ��
��
�, ���’	
��� 
 ����!���	�, ������-
�
���%= 
� ���������%= �!�������	, 
 ��
������� �� ������= ��-
��, % ������������.
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&�	 ��
�’	
�����	 
����� ��
������	 ��
��������� ����� 
�-
���� �!�������	 ������
�%���	 
����� ��
������	��:

C0 — ���
��
� ������ �!�������	;
R — 
�������
� �����
������ ����������� ��'������ 
����-

�� �������
���� ������ �!�������	;
j — ����� �������� �����'�� ���� � ��'�� �����
������ ��-

��������� ��'������ 
������ �������
���� ������ �!�������	,
Rj ,1� ;

r(j) — �������
������ ��
��
� ���
	��� j-�� �����'�� ����,
	�@� ������
� 
 �����
� �������	 � ��= �!�������	;

S(j) — ������������ ���
��
� �!�������	 ����
 j �����'��� ��-
�� ���� �������
����;

T — 
�������
� ������ ����� 
����� �!�������	 (6 _ R);
W(T) — 
������� ��
��
�, ���’	
��� 
 ����!���	�, �������
�-

��%= 
� ���������%= �!�������	 ���
	��� ����� 6:

�
�

���
T

j
jSjrCTW

1
0 )()()( ; (7.19)

)(TW  — 
������� ������� ��
��
� �� ����!���	, �������
���= �
���������= �!�������	 ���
	��� ����� 6:

)(1)( TW
T

TW � . (7.20)

U�! ��
����
� ��
�������� ���� 
����� �!�������	 6*, ��-

��!�� 
� <�������� (7.19)—(7.20) ��!�����
� �������� �����
* +STTW ,1)( � , ����	 ���� 
���
� ��������� ������
 ����� ����-
��, �������� ���� ��� ���������% �������� ��
��������� �����:

* +RTTWTWT ,1)(min)(: ���� .

������� 7.3. "���
� ��
�������� ���� 
����� �!�������	
�� ����
���� 
� ������ 
�!�. 7.9.

6�$
��� 7.9

���	�� �������
�������� �������, j(���
���,
������	 ������

(�
��-
����	 1 2 3 4 5 6 7 8

U����	��� �������
�-
����� ��
��
�, 
��. ���

r(j) 4 5 6 7 8 9 11 13

E����������� ���
��
� ��
������ ���	�	, 
��. ���

S(j) 20 13 10 7 5 3 2 1
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#����� �������
����: S = 8 ���	���.
:��
��
� ������ �!�������	: 0C = 30 
��. ���.
*�
�’	
�� 
����� ��
����%�� 
� 
�!�. 7.10, � 	��� 
���'�� ���


�������
� ����� ),1( RTT �  ���������� �!�������:

� 
������� �������
������ ��
��
�: �
�

T

j
jr

1
)( ;

� ����
�
������ ��
��
�, 	� ��
���	 ��' ����
����= 
� �����-
�������= ���
��
= �!�������	: )(0 TSC � ;

� 
������� ��
��
�: �
�

���
T

j
TSCjrTW

1
0 )()()( ;

� �����������	��� ��
��
�: )(1)( TW
T

TW � .
6�$
��� 7.10

#�������
� �����, ���	���
(���
���

1 2 3 4 5 6 7 8

"������� �������
������ ��-

��
�

4 9 15 22 30 39 50 63

M���
�
������ ��
��
� 10 17 20 23 25 27 28 29

"������� ��
��
� 14 26 35 45 55 66 78 92

�����������	��� ��
��
� 14 13 11,67 11,25 11 11 11,14 11,5

�
'�, ���������� �����������	��� ��
��
� ���������=
� �����

�������
= 5 �!� 6 ���	���:

6* = 5 ���	��� �!� 6* = 6 ���	���.

����� ����� ������%��, @� ���� 
�������
� ����� 
����� �!��-
�����	 
���=��
���
��	 � ��'�� ��� 4 �� 7 ���	��� ���=���, ��
�-

��� 
��� � �����������	���� 
�������� ��
��
�� �� ����!���	,
�������
���= 
� ���������= �!�������	 �� ���!���
���
��	.
B� �
����%, @� �� ����
��� 
�������
� ����� 
����� �!�������	
��'�� �!���
� ��������= �
 
�
�������� �����
��� 4—7 ���.

A������� �������� 
!�����=
� ���� ���� 
� ����, @� ������
�
������ � ���� �� 
���=%
��	. (��
� ��	 �����
�������� �������
���������	 ��� ����� �����@���	 
��!� �������
��	.

A���� � — �����
���� �
���� ������
� ��	 ����'��� �������
�����'���, 

!
A

�
�

1
1  — ���<���%�
 ������
�����	 �������� ��-



219


��
 �!� ������� ��
������ �����'�� ���� �� ����
�� ����� ���-
��'��. :��'�
�����, @� ��
��
� �� ����!���	 ������ �!���-
����	 
� ���� �������
���= 
�����==
��	 �� ����
�� ����� ���-
��'��, � ���������	 �!�������	 
� ����� � ���� ���� �������������
���
��
� — � ����� �������� �����'��. #��� 
������� ��
��
�,
���’	
��� 
 ����!���	�, �������
���%= 
� ���������%= �!������-
�	 ���
	��� ����� 6, 
������ �� ����
�� ����� ����� — 0Z  —
������=��
���
�:

�
�

� ���
T

j

Tj TSjrCZ
1

1
00 )()( AA . (7.21)

B� ��
��
� ���������
�� ��
��
�� ��� � ��
���� ' ��������
������� �� ����
�� ��'���� �������� �����'�� ���
	��� ������
����� 6, �� �������� ' ��
����%
��	 ����	��	�:

A
A

AA
�
�

����� �

1
)1(11

0

T
T xxxxZ � . (7.22)

#���� �����, ���������
�� @���
��� ��
��
� ' ������=��
�-
��
�:

�
�

�
�
�

 
��

�
�

�
�
�

� �
�

�
T

j

Tj
TT TSjrCZx

1

1
00 )()(

1
1

1
1

AA
A
A

A
A . (7.23)

��
�������� ���� 
����� �!�������	 6* ���������% ��������-
��� ���������
��� @���
���� ��
��
�� ':

� 
 � 
* +RTTxTxT ,1min: ���� (7.24)

#���� �����, ��	 ��
������	 ��
��������� ����� 
����� �!-
�������	 ��
��!�� ��!�����
� 
�!���= ���������
��� @���
�-
��� ��
��
 '(6), ST ,1�  
� �������
� ����� 
�������� �������
��������.

������� 7.4. "� ������ �������� 7.3 
���
� ��
��������
���� 
����� �!�������	 
 ���������	� ���	���� �
���� ������
�
��	 ��������� ������� 02,0�A .

*�
�’	
���	. �������� ��
��������� 
�!���= (
�!�. 7.11) 
� <��-

������ (7.21)—(7.23), ���<���%�
 ������
�����	 98,0
02,01

1
;

�
�A .

:������ ���� ��
����� 
 
�!�. 7.9.
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6�$
��� 7.11

#�������
� �����, ���	���
(���
���

1 2 3 4 5 6 7 8

"������ @����	��� ���-
����
������ ��
��
�

4 4,9 5,762 6,588 7,379 8,135 9,744 11,286

"������� 
������
�������
������ ��-

��
�

4 8,9 14,662 21,251 28,63 36,765 46,509 57,795

"������ ������������
���
��
� �!�������	

19,6 12,485 9,412 6,457 4,52 2,658 1,736 0,851

"������� 
������ ��-

��
�

14,4 26,415 35,25 44,794 54,11 64,107 74,773 86,944

���������
�� @���-
�	��� ��
��
�

14,4 13,341 11,988 11,54 11,264 11,231 11,34 11,652

" 
�!�. 7.11 
��������, @� ���� !��
� �� ����� 
���� ������
�
������ � ����, ��
�������� ���� 
����� �!�������	 6* ������-

��� 6 ���. :�� ���������% ����������� ���������
��� @����	�-
��� ��
��
�� � ��
���� '* = '(6*)= 11,231 
��. ���. #�������
�
����� � 5 ���. �!� � 7 ���. 
�' % �����	
��=, �������� ��� ����-
���� �� 
���� 
�������
� ��� ��
�������� ������
 ���������
-
��� @����	���� ��
��
 �� % ������� (����������, 33 ��� �!�
109 ���).

"����� ��
�’	
���.

�
���
��� ��� �
	���
���
�� ��
��
�
 �
�
�� ��� �
	��������� 
���’����
���

1. O������ �������, )
 ��
����
� 	
�
�	������ ��	��� ���
��� �����

$
�	����� 	
��
���
�
�
�
 ���
��������.

2. /"
���
���� ��
�
�� "�����+, )
 ����
�
������� 	
� ������ 
$-

�	�����.

3. W
�������� ��
�
�� "�����+ ������ 	
� 
$
�	�����, ��� ���
���-
�
������� � ��������
���' ����	��', �� 
$
�	�����, )
 ���'
	�����
$���
����	��
 � ����
������+.
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(���’��
�� �
�
��

A� ������ ��
��� 
�!��=����	 ��
���
� ��
�������� �
���

����� �!�������	 ������
�������� �������
���	, 	�@� ���
��
�
������ �!�������	 ������% 50 
��. ���, � ��
��
� �� �������
�-
��= �� ����
�� ���� 
� 
�������� ���
��
� �� ������ ���� ����-
���� � 
�!�. 7.12.

6�$
��� 7.12

*�� 1 2 3 4 5

�������
������ ��
��
� 80 78 70 65 60

"�������� ���
��
� 100 95 90 80 70

:�
���
�, �� ������ �� �
��� 
����� �!�������	, @� ����� ��
���
���� ���� 
�����	
��	 � !���� ��� 12% ������.
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Òåìà 8
	���
� 	 $��%��!

��%!	��
���
�� �� '��)��'�$

8.1. 	'<'6@�' 2','/&+,(�&(/' )'3'*
) 90!"'0( �+"()�'*+�!�&# &' /!�K6#/&9

: ����������� ��	�����
� 
��'�� ��=
� ����� ����
�������
�

� ��
�� @��� ���!�
��� ��
���
�
��, ���!���� @��� ���!�
���-
�� ������, ��
��
 �!� ���!�
��, 	�� ��'�
� !�
� �
������ ���-
������ �������� �������-�����'� ��������, ��������� 
� ������.

(�����
���, @� ��
��!�� ��!��
� ������@� 
 � ���
����
��
� �������, ���� ��
�
����� ��
���
�
 (������
�) ��'��� �-� ���
�-
���
��� � 
mi ,1�  !��� ��
����
��	 j -� ������
��� �
���� �
�-
��=���� ��������@� («�������») — j  — �
 ��	��� ���������
���'��� ��'����� �
���� � 
nj ,1� . #���� �����, � �����
 ���-
��	

	 ������	 ��'�� �-
� ���
����
��� �����
���
�%
��	 �-
�������� ���
����:

� 
iniji
i uuuu ,,,,1 ��� ,

�� iju  — ������
� ��%� ���
����
���, 	�@� ������� �����
��	 �

���%�� j -�� �
��� [7]. (���������� % 
�, @� � �����
 �����	
-

	 ������	 @��� ��!��� ���
����
��� ������
��� �
��, � 	����
!��� 
������
��	 ���������% ��������@�, ���������, 
��� ��-

��!�� !��
� �� ����� ��= ��������
� ���� ��'����� �
���� [11],
[13], [23].

(���!�� 
����� �����
���	=
��	 �� ��� �����. B�, ��-�����,

����� �����	

	 ������ 
� ���� ����
�������
�, ���� ����% ��-
	��� ��<������� ��� ���������
� ���������	 ��'���� 
 ��'�����
�
���� �������. (�-�����, �� 
����� �����	

	 ������ 
� ���� ��-

���, ���� ��'�� ��
� ����� (�!’%�
���� �!� ��!’%�
����) ������
������������� ��
������ �
���� �������, 
�!
� ���� ���������
�
���������	 ��'���� 
 ��'����� ���!�
��� �
���� �
���=����
��������@� ��'�� ���'�
� ��������.
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#����	 �����	

	 ������ ��% ��!�� ��������� (���
�����), @�
��'�
� !�
� �������
��� ��	 ��
�’	
�����	 ����!��� 
����. (�-
��� �
���������	� �
 ���� ���������	 ��<������= ��� 
�����
������
� � 
������� ��	 ������'���	 ����	�� — 
� ��������=
��
���� ������
�� ���
����
�� (
�!�. 8.1).

6�$
��� 8.1

A���� ��'������ �
��� �������A���� ���
�-
���
��� 1 � j � n

1 u11 u1j u1n

� � � � � �

i ui1 � uij � uin

� � � � � �

m um1 � umj � umn

)�'��� �-� �	��� ��%� ��
���� �����
���
�% ������
� ��������-
��� �-� ���
����
��� 
 ���	�� �� ���'��� ���� ��'����� ���!�
-
��� �
���� �
���=���� ��������@�. " ������ !���, ��'��� j -�
�
������ ��
���� ������
�� ����
�% ������
� ���� ���
����
��,
	�@� ������� �����
��	 ���� � ���%�� j -�� �
���.

)��� ��
���	 ������
�� ���
����
�� ��!�������, ��'�� ��-
����
� ������	��	 ���
����
�� 
 ���	�� �� ����
�������
� �/�!�
��
�� @��� ��'����� ���!�
��� �
���� �
���=���� ��������@�.

D�@� �
	
� ������ �-
� ���
����
��� * +),,1( mi �	 , 
� � �����-
����� ��	 ��� ������� �� ������
� — 0

iu  — !��� ������=��
�
���������� 
 ����� ini uu ,,1 � :

,min
,1

0
ijnji uu

�
� (8.1)

0
iu  — ����������	
 ���	�
 �-� 
�����	
����.

A������, � ���!���� ����	
������ ��	 �-�� ���
����
��� ��-
����� �� ������
� !��� ������
� ��
��� �

iu , 	��� ������=% ���!�-
������ 
 ����� ini uu ,,1 � :

,max
,1

ij
nj

i uu
�

� � (8.2)


�!
� ����������	
 ���	�
 �-�� 
�����	
����.
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*�
��	���� �������� �������������� ���
����� ��
������	
���
����
�� [12].

1) �
�����		�� �������� (�������� "
���
, ����������-
	��). :��������� �� ����� ���
���= ���������%
��	 �!���
� 
���

 ���
����
�� �*, �������
���� ������ 	��� % ������@�=:

ij
njmi

i
mi

i uuu
,1,1

0

,1

0
* minmaxmax

���
�� . (8.3)

#���� ������ �����
�%, @� ����
� � ���������� �
 �
���� ���-
���� ��
���
�=�� ������
� �!������ ������
� ��� !��� �� ���-
��=, ���' 0

*iu .
2) �
����
��	�� («����������	��») ��������. (�� 
��
�-

������� ����� ���
���= ��!���%
��	 ���
����
��� 
 ���!�����=
��
����
����= ������=. B�� ������� ����
���� ����'���� 
�-
���
�
� ��� ���
���, �������� ���������	 ���� �������	
����-
��� �
���� �
���=���� ��������@�, 	� �������, �� ����������-
=
��	.

3) +������� ?�����
 (�������� ������!��-������!��). B��
������� 	��	% ��!�= ���!�����= ��
���� ��������� ������
�� �
��������� ��
���
��.

(�
������ ����
 ' (1;0	�  �����, @� �����
���
�% �
����� ��-

���
��, 
�!
� �
����� ���������	 ������@��� 
� �
���� �������,

��� ���������%
��	 �!���
� 
��� ���
����
���, 	��� ���������%
���!����� 
��'��� �������
����-��
����
���� ������:

� 
 ������ iii uuu 01~ . (8.4)
D�@� 0�� , ������� C������ ����
���=%
��	 � �������
��-

���, ��� 1��  — � ��
����
����� ���
����. �������� �(*, 	�
�������, �������	%
��	 ��� ��
���� ��������� ������
�� �!�
��������� ��
���
��, 
� 
������	 �  ���!����� �!���
� �������-
�� �����'�� ' (1;0 . ; !���
��� �������� 
������	 ������
�� �
�������� !��
� 
 �����'�� ' (7.0;2.0 . ���!�����
= ��@����������
���
����� % 
�, @� ��	 ��'��� ���
����
��� ���� �������=
� �!�
�� �������
����, �!� ��
����
����, �!� 
����� �������
���� � ��-

����
���� ������. #�!
� ����� ������	%
��	 ���� ���� �������,
� 
�� ��� ���� ��'����� �
���� ������� �, ����������, ��
��� 
�

������	� ������ ��'�� ���
����
��� ��'� ��
� !���
�. (���-
����, @� !��� �������� ����, �������=
� ��� ��'���� �
��� ���-
����.

4) +������� @
��
�
. D�@� ����% ����
�� ���'�
�, @� ��'-
��� ������� �
�� ������� !���� ��������� � ������	��� 
 ����-
��, �������
���=
� �����@���	 ��� 
�, @� ���������
� �����-
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����	 ��'���� 
 ��'����� �
���� �
���=���� ��������@� ����-
����. 6
	� 
����� ����	��
+ ����
��� �
��
+ �
���������� �
�-
�� 
$���
��� �� "
���

� ����	��
�
 ���"������
�
 �
�
�-
��' 
���
� � ��
��� �
���� �������:

�
�

�
n

j
iji u

n
u

1

1 , (8.5)

����	 ���� �!���
� 
� 
 ���
����
��, 	�� ��% ���!����� ������=
������.

5) +������� A
�$�
—@
��
�
. D�@� % ��'�����
� ������
����� �����
� ���������
� ���������	 ��'���� 
 ��'����� �
�-
��� �
���=���� ��������@�, 
� 
����
� ����	��
+ 
����� ����
���
�
��
+ ���
����
��� ���������� ��
��	��
� ������� ����	��
���"������� 
����� (������ >��%��—E������):

�
�

�
n

j
ijji upu

1
, (8.6)

�� jp  — ���������
� 
���, @� ������� �����
��	 ���� � �� j -��
�
��� � 
nj ,1� .

(������ >��%��—E������ ���������% �!���
� 
� 
 ���
����-

��, ������ 
��'���� ��������� ���<��
����� ������
� ��
���
���!�����.

6) +������� B�����
—@��
	
 $ �����	
��$� �
�����		���
�������� � �������� A
�$�
—@
��
�
. :�� �������
���% ����-
��
� ' (1;0	� , @� �����
���
�% �
����� ������ �(* �� ���������-
���� ��
������ ���������	 ��'����� �
���� �������. :�������-
�� �� ���
���= $��'���—E����� ���� ���%�
���
��	 �� 
� 

���
����
��, @� ��% ���!����� ������ $��'���—E�����:

� 
 iii uuu �����
; 01 , (8.7)

�� 0
iu  — �������
���� ������ �-�� ���
����
���, � iu  — �� ������


� >��%���—E�������.
(�� 1��  (������ ������ �(* �� ������������� ��
������ ��'-

����� �
���� �
���=���� ��������@�) ����'�%�� ������� >��%-
��—E������; ��� 0��  (����� ����������	 ������������ ���-
���) — �����
�%���	 �� �������
������ ���
���=. ��������

������	 ������
�� � , 	�� ������==
� 1 �!� 0, % ���	
������,
��'�� ������
�
�, @� �(* ���
��� !��� �����'���
��	 
 ��!�-
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��� ������
�� �  �
 �������� �����'�� ' (1;0 . G����� 
��
���-
����	 � ����� ���������� 
������ �����'�� ' (8.0;3.0 .

)��
����� (���������) ��!��� ���
����
�� 
� ���� ����
����-
���
� �/�!� ��
���, ����!��� �� ��
��	��
��, ������ !���
�. (��-

�, �������� ��'��� �
 ���
����� ��% ����� �������� � ������ ��!�,
���'�%�� 
� �������� ��
� �
��������� �����
����
��� 
�����
�����	

	 ������ 
� ���� ����
�������
� �/�!� ��
���, � 
���'
�!������
� ������������ @��� �������
���	 ����������� ����-
����� (���
�����) � ����
����� ��������.

������� 8.1. A���� ������ ��
���	 ������
�� ���
����
��
(J ���
��� 
�!�. 8.2), 	�� ��
����% ���!�
�� ������ ��������
�������. A��!����� �����
� ��'�� ���
����
��� 
� ������������
���
���	�� (JJ ���
��� 
�!�. 8.2)�.

6�$
��� 8.2

J ���
��� JJ ���
���

A���� �
��� ������� ������ ���
����
�� 
� ��
���� ���
���	��
A����
���
��-
��
��� 1 2 3 4 0

iu �
iu iu~ iu iu

;

iu

1 100 0 20 0 0 100 40 30 44 22

2 0 50 60 70 0 70 28 45 34 17

3 30 40 30 60 30 60 42 40 36 33

(������
����� ���
���� :�����

«��
����
�����» ���
����

)��
���� ������
��-��
���
�� C������ ( 4,0�� )

)��
���� E������

)��
���� >��%��—E������ � 
1.0,2.0,3.0,4.0 4321 ���� pppp

)��
���� $��'���—E����� )5.0( ��

(�������
�%�� JJ ���
��� 
�!�. 8.2:
— ����������� ���
���� :����� ���
����
� �� 
��
��� ���-


����
���, ����������� — «��
����
�����» — �� ������;
— )��
���� C������ — �� 
��
���;

                   
� ; ���������� � 
�!���	� 8.3, 8.4 ��
��	��%
��	 ���!�
�� ������ ������ ��� ���-

��� ���
����
���� 
� ��'������ �
��� �������.
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— )��
���� E������ — �� ������;
— )��
���� $��'���—E����� — �� 
��
���.
�
'�, ����
������ ������������ ��	 ����!��� ��
����� �� ��-

��%. M��, �������� ��
�
����� ��!�� 
�����=% �(*, 
� !��� ! ��-
������ �
������
� �� 
 �����
���	��, @� ���������=
� ��
���
���
���	�. :������� 
��
�����%�� ���
� �������
���	 
�����
��������, 
� 	��� �������� ����������	 ! 
�� ���
����
���, �� 	��
���
�% !������
� ���
�����.

>�

��������� % ���� ������� ��� 
�, @� ���� ���� ���
����-

��� 
�����%
��	 �����= ��� ��	��� ����� ���
����
��� � ������-
���� 
 ��'����� �
���� �
���=���� ��������@�, 
� ����� ���-

����
��� ��
��!�� �������
�, �������� ���� ������%
��	 �����=
���
����
���=. *�
������� �����
� 
 
���� 
��� �(* ��
��!�=
�
���� 
� ���
����
���, @� �� ������=
��	 ������.

; !���
��� �������� ��'� ��	��
��	 �������� �����������
���
����, �������� ��� �����
�% ���	�����	 ������@��� ��
���
�-

� � ���������� 
 ��������. M�� ��� ���
���� �� ��������� ��
�-
��=
� �������
����� �!� �������� 
����
� �!���'��� �(*. A�-
�������, 	�@� 
�!���	 ������
�� ���
����
�� !��� ��
� ����	�,
����
���� � 
�!�. 8.3, 
� ��!�� ������ ���
����
��� !���
���
��'� ����
��	 ��������������.

6�$
��� 8.3

A���� �
��� �������A����
���
����
��� 1 2 3 4 5

1 10 2 2 2 2

2 1 10 10 10 10

����������� ������ ���%�
�% ��� �� ��!�� ������ ���
����
�-
��. J 	�@� ����% ���������
� � ����
����� ����'�����
� �������
�
��� �������, 
� �� ����%
��	 ����������. M��, 
 ������ !���,
	�@� ����% ����
�� ���'�
�, @� ���������
� ���������	 �������
�
��� ������� ��
�
�� ������@�% ���������
� ����� �������
� ��-
���� 
 ��
����� ����� �
���� �������, 
� ���� �� ������� �����-
�	
� ����� ���
����
���? M�'� � ��
����� �
 �’	
� ��'����� �
�-
��� ������� ����� ���
����
��� % ���@�=, ���' �����.

(���������	 �� ������� ���������	 ���
����
��, @� ������-
=
��	 ������ ���
����
�����. (�����
���, @� ���� ���
����-

��� (�����) �� ����� ��� ��	��� ����� (������) � ��'���� 
 ��'-



228

����� �
���� �������, ������� ��������� � ������ �
 �
����
������� ����� ���
����
��� ���@�, ��' �����. ; ����!��� ��
��-
��� 
���' ��'�� �
����'���
�, @� ����� ���
����
��� ������-
%
��	 �����=, 
�!
� ����� ���
����
��� 
 ��
��	�� ��'�� ��-
��=��
�. M�� ���� �
	
� ������
��� ����
�� ������� 
 �����
���
����
����� � 
����� ��'������ �
����� �������, � 	����
���
���� ������ ������
�� ���
����
�� 
���: � 
8;10;11 �u  �

)5;10;1(2 �u , 
� ��!�����, @� ����� ���
����
��� ������% �����,
��� ��� ���
���� :�����, ��� ���
���� C������ ��
�� ��
��
��
�
�= ��
����= �� ��'�
�. �
'�, ���
���� E������, >��%��—E����-
�� � $��'���—E����� ��=
� ����� ��������.

U��� ���
���= E������, 	��� F���
�%
��	 �� �������� ����-
�
�
���� ����
���, 
� 
�
 
���' ���� ��	
� �!���'��. ������ � 
�-
��, @� ������� �����
�
���� ����
��� �� ��'�� 
��
�������
� �
��������, ���� 
����� ������ �� ������ ��� 
�, �
 	��= ���������-

= ��'� �������
� 
�� �� ����� �
�� �
���=���� ��������@�.
M�'� � ������� ������� ��
����	 ���������
�� ��'�� ���'�
�,
@� 
����� 1 � 2, ��<������	 ��� 	�� �������� ��'�� � 
�!�. 8.4,
�����=
� ���� � 
� ���� ��
����=.

6�$
��� 8.4

������ 1 ������ 2

��'���� �
��� ������� ��'����
�
��� �������A����

���
��-
��
��� ���-

��� ������ 
��
�� ��
��-
�
��

A����
���
����-


��� ���-
���

���������,
����� �������

1 6 0 0 0 1 6 0

2 0 4 4 4 2 0 4

D�@� ������
� 
 �������� �����
�
���� ����
���, 
� � 
�����
1 
� ���
���%� E������ �������� ���� �����
� ������ ���
����
���:

� 
 � 
 34440
4
1;5,10006

4
1

21 ���������� uu ,

� 
�� ��� 	� � 
����� 2 
� ��� '� ���
���%� ���@�= ���
���% ��-
��� ���
����
���:

� 
 � 
 240
2
1;306

2
1

21 ������ uu .
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M�� 	�@� ����% ��<������� ��� ���������
� ���������	 ��'-
����� �
���� �������, 
� ���� ������� 
����� 1 �� ��'�� 
�����-

� 
�����= 2? " ������ !���, 	�@� �(* ���'�%, @� 
����� 
�����
1 
�����= 2 �� % 
�
�'��=, 
� �� ������
� ��� 
�, @� �(* ���-

��� ��% ����� �	�����	 ��� ���������
� ���������	 ��
��� �
�-
��� �������.

A� ���
� ���'�
�, @� ����
� �!’%�
���� ��<������	 ���
���������
� ��'����� ���!�
��� �
���� �
���=���� ��������-
@� 
����� ����@�% ���!���� ��!���. A��������, � ��
�����,
���� �����
���� � $ 20 
��. ��'�
� 
 ���������� ���������
	��
(�� 2

1 ) �!� ��
� �������� ������� ���!�
��, �!� ������� ���-
!�
�� � ��
���� $ 100 
��., 
��� ���������� ���
�� ���!�
��
!��� ������
�: 3020100

2
10

2
1

��)�)  ($,
��.). B� ��!�
� ������
�
��� ���������
� �����
�����	 $ 20 
��. M�� ���� ���� �
 ���-
���%���� ���'�%, @� �
��
� ��� $ 20 
��. ���
���� ���� �� !�-
����
�
��, � ������ ������%���� ��% ��
���	��� ����
�� �� ��-
��, @� 
����� ������@�% $ 20 
��., ���	 ������	 �� �=
��
������� �����
���= !��� ��
��=.

��������� 
 ����
����� ����������� ���!�
�� ���
� ��-
�����
���=
� ����
��� ��������� (��������) ��'������ ���-
!�
��.

8.2. �','/&+,(�&(/' )'3'* �&!2'�&(*�!<!
$,!<,'09"'��% &' 0+&!3#" 82 ,!)"’%)9"'��%

*�
��	��
� � ���������� 
���� ��
���
������ 
����� �����!�-
���� ��	����
� ������
= ��
����������� ���� �������� �����.
���� 
�� ��� ��!����� �������� ������� (
��� 2, 3, 5) ���'�����,
@� ��
���� ���!�
��, ���'����� ����
, ����� 
������ � 
. ��. %
����������, @� ��
����=
��	 ����
�����.

(�� ��
��	�� 
���� ������������ ���������	, 
���� ��
�
��-
����	 ������
�������� �������
���	, ���������	 
������� ���
������� 
������	 ���'����� 
������� � �� ���	'��� 
 	��= ! 
�
�� !��� ����
�������
=.

M�� � ����
����� ��	�����
� �� �� 
����� 
��: ��������� ��	��

 ��
����� ��@� ������� ������ ���� ��!��'���, � 
��� ������-
�� ��
��	��
� @� ���� ���� ���!���: 
����� � ������ ����
����-
���
� 
� ���<���
� (���� ��
���������� ��
���
������ ������ ��-
=
� ������ ����
���� 
��
�������	).
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(�� ��!����� �
����
����� ������ ��������� �!’%�
� ������-
��� ������� 
’	����
�:

1) 
 	���� ������ ����
�������
�� ���� ������
��	 
�
���-

��	 � 	��� ����� �� ��'� ������
� �� ��!�� ��
��������� ��-
����	;

2) �� ��'���� � ��'�� �����	
�� ������ ������
�� �������-
��
� ����
����������� �����
�� ������'������ ��
�����.

A���
�������
� � �����	� ������
�������� ���������	 ��'�
!�
� 
�����:

L 
� ��������= �����
� �� ��
�����
� ������	, 	�� ��
���-
���� ��	 ��
����������� ������;

L ��	��� ��!����� ������, 	�� ���
�
� <��
�� ����
������-
�
� � 	����� ����	��.

�
����
���� ������ 
������ ������ 
��
�������	:
L � 
������ ���������	 
������� � ������, ���� ����
 ��

��������= 
�
�������� ���������;
L � 
������ �������� �!�����������	, ���� �
������	 ����

�������
� � ������ ���������� �����
��� ��
��� 
�	���;
L � 
������ ��������
���� ���������������������� ����!���
-

�� � ���
�!������ �������-��������� ������ [11].
*�
��	���� ���
������ 
����� <����.
K����, @� �������% ������
� ���������	, �
���%
��	 
 ��-

������	� ���!����: 
!�����
� ����!���� ��
�'���
� �'� ��-
=���� 
����� �!� ��!�����
� @� ���� ������%��
�� 
����� '
���<��=.

A� ����� ���
����
� <����, ������	 ���!���� ��
�
�� 
���-
'�
� ��� 
���, 	�� ���
�� ����� !��� ����'�
� <���� �� ���
	
�
���
����� ���	
� �����.

(�����
���, @� �������� ������ ��% ��� ���!����� ���� ��	
�����	

	 ������	, � ������
������-
����������� �
���
��� ��-
��!���
�� � 
!�
� ��
���� ��������� ��'� !�
� ������ � ����	��
�������� ������, 	�� ���������� ��
��	��
�� � 
��� 2. ��
�= ���
���	������ ������	 % ��
������	 ���������� ������������� ��
-
��@���	 ����
������ ����!���
��.

&�	 ��
�’	
�����	 ���
������� 
����� ��'�� ��
� 
���� ��	-
���. "� ��������= ��
����������� ������ 
���
� ������@��
������
 ��
������	 ����!���
�� ��	 �	�� �����!�������� 
��-
���� 
��������� �!�	�� 
!�
� ���������, @� �������% �� ���=
<����.

D�@� � ��
���
�
� 
’	��%
��	, @� ��
�������� ��
�’	
�� ��-
��
����� �� ����� ������
��, 
� ���������� ������� ������ ����-
��
�� �������% ������
 ����
�������
�.
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D�@� ��
�’	
�� ��'� ��
����� �� �������� ����� ������
��, 
�
���!����� ������
� ����
����� �����
 
�����. M ���� — �������-

� ������� ����
�������
� �������� ���’=��
��� � ����� ��%� ��-
��
�������
� �� <��������	 ������	.

A� ����
��� 
��
����=
��	 ��
�� 
��� �
����
����� 
����.
1. ����������� �
����
���� 
����� 
 ����������
	��, @�


’	��	=
��	 
����� � ����
�.
2. ����������� �
����
���� 
����� 
 ����������
	�� � 
����-

�������� ���<���%�
��.
3. >���
�������� �
����
���� ������, 	�� �����
�	=
��	 ��� ��-

���������� 
��, @� � !���
��������� 
������ ��
�’	
�� ��	 k-��
������� �� !��� 
��!���� ������, ��� �
���
� �������� ���� �!�
!����� ���������� ������
��� ���
���.

D� �������, ��� ��
�’	
���� !���
��������� �
����
����� 
�-
��� ������	
��	 ���� ����
����� ��
�’	
���. B� ��	��=%
��	

��, @� ���� �������
� ��� ������
� ������	 ��	 ������� ���-
��, 
� ��
����	 ��'� 
����
��	 ���
�����, @� �
�% ���!������
������	��
� �������
��� � 
����� ���� � ��
�’	
�
� �� ���
����.
B� !��� �������
� ��'���� ��
�, ���� ������=
� ������	.

&�	 ��
�’	
���	 
���� ���������	 � ���������	 � ������ ����-

�������
� ��
��!����, ���������� ��
���, 	�� ����'��� ��
��
�
����
���� ������������	 � ������ ��
���	=
��	 �� ��� 
���:
��	�� � ����	�� ��
���.

A���	�� ��
��� �������� �� 
������� �
����
����� 
����� ��
����	��, ���� ��'�� �<��
���� 
��
�����
� ��
��� ��
�’	
���	
��
����������� 
����. A�������� 
����� ������� % ������ ��
��-
����
� 
���� 
���� � ���’	
��� 
 ��� ��
��
� ��	 <��������	 ��-

��������� ��
�’	
��.

(�	�� ��
��� �������� �� �������
���� ���
����� ��<����-
��� ��� <�����= ���� 
� ���
��� �!��'��� � ��!����� �
������-
��� ��������� � �!F���
�����	 �� ��!��'���	 �� ��
���������
��
�’	
��.

8.3. 	'<'6@�' 2','/&+,(�&(/' )'3'* &+!,#8 <,(

: ������ �������� ��������� ��' ��!’%�
��� ��������=����	
���
� ������=
� ���<���
�, ���������:

L ��������� ��% !�'���	 �����
� ���� 
���� 
� !�����= ��-
��=, � ���'���� ���� ����
� ��� 
���� �������;

L <����, @� �����
�=
� �������� 
� 	���
	�� ��������=,
�������=
� ��' ��!�= 
� ����� 
!�
�.
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: 
�� '� ��� ��!’%�
� ����������� ��	�����
� ���
� �������-
=
��	, �
���'�=�� ��' ��!�= �� ���!�
�% ���� ���. (���������
���������� �����=
� ����������� ��=
, ��'����
��� ���������	,
��������	 ����!����� ������� 
����� 
�@�.

��
���
���� 
����	, 	�� 
����%
��	 ������'���	� ���<���
���
��
�����, ��% ��
�� 
����� ��� (
����� ����) � ���'�%
��	 ����� �

��
����� ������'���	 ��������. "� ��������= 
����� ���� ��'��
������'���
� ���
��� ����������� ��!’%�
�� ��	 �!F���
�����	
������������ ��������� �������� ������� ���������	 <���, ����
��,
�������� ������%��
� 
�@� � ������
��� �������� ��
����	� («��-
���»), �� ��'��� �������, �� ������=�� ��'��	�� �������
���
������ �� ��
����=, ��'� ������ ����� ������
� �� ���, @�! ��-
�	�
� ��	 ��!� ������@�� ��
���
�
�� [10].

"������	 ���'��
� ��������� ��!��� ��������� ��������� ����
�����'��� ������= ��	 
���, @�! ����
��!��
	� ������ ��	�-
����	�% ����
��� 	
!�
�� ���
��, 
 �
���
���	� ������ �%

	
��!� — �����$� ����.

J��� ����
��	 
� ��
�������� ���������, � ��
���
�
� ��� ��-
'��� ������� ����'�% ��	��� ������ (������� — ������ 

���’%���= ��������=).

C�� ��% ����� �������, � 	��� ��
������ �������
� ���������
(�������), �� ��'���� ���, ������� 
� �� ��
����� ��' ����������

���'�� ��� ��������� �������. ������	�
 ��
��
 	
!��
$���

���� ���
����$�. )�'��� ������� ������% �!� ��������=, �!�
����������= �������
= ������� �
��
����. :����� ��'���� ����-
�	 ��
����%
��	 �
��
���	��, 	�� �!���� ��� �������� ���, �����-
�� � �����
 �����	

	 ������� ����� ������	 ��!�� ����� ����-
��� ���� ��'� !�
� ���������. :������� � ����������� «���», 	�
�������, % ����� �!� ���!�
�� �����	. (������ ��
������	 ��-
������ ��'���� 
 ������� 
����� 
 �!������ ����� ���������� ���
�
��
���	�� ��
���%
��	 ��	���$� ����
#��.

?�
 ���% ��
����, ��
����� 	��� ��	�� ���
���'��, 	
!��
-
$���
 ���� ! 	������� ����� (������ ������ ������=% ������-
�� �������). )��� �������
� ������� �� ����� 
����, ������ ��-

���	%
��	 �
���=��
� �������� (	�@� �� ������� ������
��������) — ���� ����� 
 ���� �!� !����� ������� ��% ������� ��-

� 
� ��������% � ��'�� ����� �
��
���� ����� ������.

)����<�����	 ����:
M. "� �������
= �������:
� 
 ����� ����������;
� �
 ��������= �������
= �������, !�����= ����;
� �
 ����������= �������
= �������.
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>. "� �������
= �
��
����:
� ��������, ���� �������
� �
��
���� � ��'���� �����	 % ����-

����=;
� ����������, ���� ��������� ���� 
 ������� ������% ��������-

��= �������
= �
��
����.
:. "� ����
����
	�� <������ ��������:
� ��� 
 �������= ����= (� ��������� ��
����� ���� ��������

���� ������� ������=% ���=);
� ��� 
 ���������= ����=.
/: ��
������� ������� ��	 ��� 
 ����� ���������� ��
��
�	-

=
� ��� 
 �
���= ����=, 	�� <��
���� 
����
��	 �� ��� 
 �����-
��= ����=, 
�, ���������, !���
����� ����, ���� <������ (��
��-
��) �������� ������� ��
���'�� ��' ��!�=/;

C. "� ��'�����
= �
������	 �������� �� ����
�� ���:
� �������
����;
� ���������
����.
J���=
� ���� �
���� �����<������ ����.
)�'�� ��� ������%
��	 
 ������, 	�� ������	��� ��!�	
� ��

���
�, 
��� ���� 	
!��
����
 ����������. &�	�� ���� ���’	
���

 �
������	� ���������� ��� (�����), ��'���� ����������� ��-
�� ��� ��!����� ������ ��� �������%
��	 ��
����� ���������-

�� ��'����� ���������. :�������� ���� ��
���	=
� �������-
��� ����� �����
���
� ���� 
 ��'����� ��
����. ; 
�����
������� ��� ��'� !�
� �����
������ � ����	�� ���������	���
�����
, � 	���� �������� ���
����
 ���#�	
 51, ������	� ��-
�#�	� (��
����) 
� ���'��� ��	����% ���#�	, 	�� ���������=
�
��
�
����� ��
���	� ���.

A� ��������� �
��� ��
��
�� 
����� ��� ��
��!���� ��
���, 	��
��
���	=
� �����	� �!���
� ������@� ������ ������	 � ��
����-
��
��� ������� ��
����	�.

8.4. �'&,(*�' <,' 3"!2 <,'"5#" ) �96@!"!L �90!L

*�
��	���� ��
���	 ��� ��
������	 ��
�������� �
��
����
������� ��	 ������� ��������� ��� 
 �������= ����=, � 	���
!���
� ����
� ��� ��������. ; ��� ��� � ��'��� �
 ������� ��
�-
���� ������ ������ �����	 ������=% �������� ������. #���

��� ��� ��
���%
��	 
���' ��
������
����=. J�
����� �������
� ��� ��	�� ���
���'��. �
'� ��	��� ���� ��� �
������	 ���-
�����, ��� ��� �����������	 �����	�� ���%� �
��
���� �����
��-
���� �� ��'� !�
�.
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C��, @� ��
��	��%
��	, ��'� ������
= ��
����
��	 ��
����=:

,
,
,
,
,
,

-

.

/
/
/
/
/
/

0

1

�

mnmjm

iniji

nj

aaa

aaa

aaa

A

		

�����

		

�����

		

1

1

1111

,

�� �
��
���� ������� �����	 ��
������ �������� ����������� �	-
����: 1, 2,..., �; �
��
���� ������� �����	 — �������� �
��������
1, 2,..., �. `�)
 �
���� � ������� ��$���� � ��
�������� 1 	����
���������, 
� �����	
�, @� ��� �
���������� ����
� ��������-
��. ?���
 ija  ��
������ ������ ������� �����	, 	�@� ��� �!���
���= ���
� �-
� �
��
���=, � ���� �����
����� — ���= ���
� j -

� �
��
���=. :����� ������� �����	 
� ��%� ����� ������ ����-
����, 	�� ���
���'�� �� ������� ������� �����	, 
�!
� ������
������� �����	 ������=��
��� � ��� ��
����� � 
ija� .

)�'��� ������� ������%
��	 ��	
� 
���� �����, @�! ����
������� ������ !�� ���!������. (�
��!�� 
���
� ��
��������
�����! ��
������	 ��'��� 
 ������� ����� �
��
����.

*�
��	���� �����
�� ��
����� ��� 
 ��
���� ������� �����	.
(�����
���, @� 	�� ! ���
� �
��
���= ��� �� �!���, ������ ���-
���� 
��'� ��	
� 
���� �����, @�! ������ ������� �����	 !��
���������. #��� ������������ �����! ��� ������� �����	 ���	-
��% � ��!��� 
���� �
��
���� �*, 
� 	��� ���� ��������� ��'�����
������ !�� !� ������������:

* +i
mi

i ���
� ,1

* max ,

��

* + .,1,min
,1

miaij
nj

i ���
�

"������	 *i��� ��
���%
��	 	��	��� ��	�� ���:

* +ijji
aminmax�� ,

� �
��
���	 �* — �
�����		�� ���
����$� ���#��� ��
��
.
8��	
 ��	
 ��� — �
�
	���
	�� ����
# ���#��� ��
��
 ���
!���-	��� �
��
���� �������.
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D�@� ������
� ���������� ���������	 
 ��
���� ������� ����-
�	, ������� �� ���%	��� ��	� ��� � :

* +,maxmin ijij
a��

� 
���' �� ��	��
��	�� ���
����� j* ������� ��
��
, 	�� ���-
������% ������:

* +j
nj

j �����
� ,1

* min ,

��

* + njaij
mi

j ,1,max
,1

���
�

.

"��%	
 ��	
 ��� — �
�
	���
	�� �����
# ������� ��
��

��� !���-	��� �
��
���� �������.

; �������, ���� ��'�	 ���� ��� 
!���%
��	 
 �������=:
��� ,

���������� ���
� �
��
���� �* 
� j* ���'�=
��	 �����
��	���
���
����
�� �������, � ��� ��� ��'�
�, @� ���� ��% ������� ��-
���, �������� ������
 ** jia  ��
���� ( 
��������	% �����:

* + * +**** maxmin ijijijij
aaa �� .

; �������, ���� ��'�	 ���� ��� ����� ��� �������� ����
���:

��� ,

��� ������ 
��
�����=
� 
������ �
��
���=.

D�@� ������ ������� ��!���% ���� 
 �
��
���� * + miiA ,1�  �����-
����� �� ��
������ ���������
�� * +ipP � , �� �� — ���������
� ��-
!��� �
��
���� (� 
� �����	
�, @� ��� 
��
�����% !��#
	� ���
��-
���. M��������� jg  — ���������
� 
���, @� ������ �������
��!���% �
��
���= jB . * +ipP �  � * +jgQ �  ��
���=
��	 !��#
	���
���
����
�� 4 � 44 ��
����, � ���������� ������ ������� �����	
��
����%
��	 �������������	�:

� 
 ��
� �

�
m

i

n

j
jiij gpaQPM

1 1
, .

� 
QPM ,  ��
���%
��	 ��
���	�� ��	���$�.
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�<�����=%�� ��	��	� ������� ������ �
����	�% ����.
)�'�� ��
����� ��� 
 �������= ����= ��% ��
�’	
�� � ���
��

�!� 
������� �
��
���	�, 
�!
� ����=
� 
��� 0P , 0Q , @�
� 
 � 
 � 
QPMQPMQPM ,,, 0000 �� , 
�!
� � 
00 ,QP  % �������= 
����=

���
�'��� <������ � 
QPM , .
:�
������	 ��
�������� �
��
���� ���� ������� ��'� !�
�

�
������ 	� ��
�’	
�� ��
���
������� 
�����.
���*��� ��������� ���*
�
 ������ �
������
 ����
�
�

),,( 1 mxxx �� , �
��
����� ��
�
 
�������� ��
����
���, � �����
���*�� ������� ����������� ��
� ����� ���������. "� �������-
%= ���*��� ��������� 	���
�
 ������ �
������
 ����
�
�

),,( 1 nyyy ��  = (�1,..., ��), �
��
����� ��
�
 
�������� ��
����
-
��� ��$
�� ��� ��
�+ ����
+ ��������+.

��
������� �
��
���	 ������� �����	 '* ��
����%
��	
��
�’	
�����	� 
����� ��������� ������������	 ����:

#
#
$

#
#
%

&

��

���
����

�

.,1,0
,1

,,1,
max,

1

11

mix
xx

njvxaxa
v

i

m

mmjj

	

	

��
���
������ 
����� ��	 ��
������	 ��
�������� �
��
���� �*
������� �����	 ��% ����	�:

#
#
$

#
#
%

&

��

���
����

�

.,1,0
,1

,,1,
min,

1

11

njy
yy

miwyaya
w

j

n

nini

	

	

B	 
����� % �����
�= �� 
����� ������� �����	. #��� ��
���-
���� 
������	 �������� <������ ��'��� 
 
���� 
!���=
��	:

** wv � ,
� �� �����	� !	
��		
 ��
���%
��	 ��	�� ���.

#���� �����, ��
������� �
��
���	 ��	 ������� ��
������
��� ���� ������� 
 �������= ����= ��
����%
��	 	� ��
�’	
�� 
�-
���� ��������� ������������	.

������� 8.2. ��
���	 ��� ���� ���! 
����� 
�!�. 8.5. :�
��-
��
� ��
������� �
��
���= ��� 
� �� ����.
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6�$
��� 8.5

Bj

Ai

B1 B2 B3 B4 ai

A1 1 2 3 4 1

A2 5 3 7 3 3

A3 4 2 3 1 1

aj 5 3 7 4 ai
aj

�� 3max
3,1

�
�

i
i

a 3min
4,1

�
�

j
j

a .3maxmin
3,14,1

��
�� i

ij
j

aa

��
������� �
��
���	 22 BA � , ������� 
���� 22a , ���� ��� ��-
����=% 3.

(�����
���, @� ������ ������� �� ��!��� �
��
���= (2, � ��-
!��� (3, 	�� �!��	% ���� ������ 4, ��� 
��� ������ ��'� ��!��
�
�
��
���= 84, � ������ ����'�
� ������, ������ 1. M���������
������
���, @� ������ �� ��!���% �
��
���= 82, ��� 	��� ���
������% 3, � ����% �������� �
��
���� 81, ��� 	��� ���� �������
��'� !�
� ������ 1. M�� � 
����� ������� ������ ��'� ��!��
�
�
��
���= (2, ��� 	��� ������ ������% 5. #���� �����, �������
��� �
��
���� �������� 
���� 
����� 
�����% ������ ������� ���-
��	 � 
!�����% ������� ������� �����	.

�
���
��� ��� �
	���
���
�� ��
��
�
 �
�
�� ��� �
	��������� 
���’����
���

1. ����� 
�������� �������
+ ��� 	�
' ������� � ��
�
�
� ���
�.
#
�� ���� ��� ������� �����
�������
�?

2. O���	��� ����
�	� �������� ����
�
+ ��
�
����, ��� $ 
������-

��� �������
� ��
� 	�
' ������� � ��
�
�
� ���
�.

3. �
��	���, )
 ����� ���� ��� ���

� �� �
�� ������)����� ���-
'�� ���� ���.

4. W
������, �
�� �� ��	����
��� ��	

�
+ �
��� 	
��
��
 ������-
���� 	
 ���*���' ��������� �������.

5. �
��	���, )
 ���� ��� ����	� ���'
	����� ��� �����
� ��
���'��
� ������ ���.

6. #
�� ��������� ������, ��� 	
��������� 	���
� ��*
� �
�

����������, ���

� �� �
��
�	��������� �� �
�������� 	
� ��$
��?
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7. ����	��� �
��’��
� �������
+ ��� 	�
' ������� � ��
�
�
� ���
�
�� ��	
�
+ ������� �����*�� ���*
�
 ������:

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

 �

��
�

�
�

�

1
7
6
1

4432
2954
1293
5263

A .

8. /"
���
���� 
��
��� ��
���� ��
��+ ��������' ��
�.
9. �
	����� �
��� �� '
�$ � ��
��� �
�� ��
�	��� 600, 800 �$


1000 '
�$��. ������
� ��
��� )
���
�� �
$��� ���
�
���� �� ������-
��� 	��� �� 
	�
�� �� ��)��������' ������. `�)
 ��� ���
���� $�
�*�
��
������ '
�$�, ���� ��
�� ��
	���, �
 ��
�*
� ��� �
������ �� '
�-
$
�
�$���� �� ���
� 30 �
�. �� '
�$���. `�� ��
������ '
�$� ����
 ��-
�
�
���, ��)
 ��������
��� ���� 
	���+ '
�$��� 	
������ 50 �
�., � �
�-
	��$�� ���� — 60 �
�.?

"����'���, @� 	�@� ��
��� 
��������	 ������, ���������,
800 ���!��, � ����
 ��	��
��	 �� ��'��� ��� ����� ����	, 
� 
���
���
�� ���!�
�� ��� �����
���� !��� ������=��
�:

800 · (60 – 50) = 8000 ���. = 80 ���.
D�@� ' ��
��� 
��������	 ������=% 1000 ���!�� 
� ��	��
��	

!������, ��' ������ ����
�, — ���'���, 600 ���!��, 
� � �����
������� ���
�� ���!�
�� ������:

600 · (60 – 50) – (1000 – 600) · (50 – 30) = –2000 ���. = –20 ���,

�!
� � ����� ������� �����
�� ������ 
!�
�� � ���� 20 ���.

"������
� �� ����	 ��
���= ������
�� ���
����
����� ������-

�� ��
���� @���!����� 
��������	 �� ���! (
�!�. 8.6).

6�$
��� 8.6

��'����� ������ ����
� �� ���! (���!��):�����
 ��
����

��������	,

���!�� 600 800 1000

600
800 80 ��� 80 ���
1000 –20 ���

(�����	�
� ���
����
���� ������
� ��
���� @���!����� 
���-
�����	 �� ���! 
� ���
���	��:

� :�����;
� «��
����
�����»;
� C������, ��� �
����� ��
���
�� 6,0�� ;
� E������.
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(���'�
� ���<���� �������������	 ��' 
��'����� �������
�-
���-��
����
������ �������� ��'��� 
 ���
����
�� ��� ��
����
����� �
����	 ��
���
�� � 
10 ���� ;

D�� 
 ���
����
�� :� ������������� !, !�
�=���� ���� ��
��	���� ��<������� ��� 
�����? M������
��
� :��� ���������	.

D�� ����
���� ��<������= !��� ! �������� ����'�
�, @�! ����-
!���
� �������
� 	���
� ������	 ��� ��
��� 
��������	 �� ���!?

10. H���������
 ��	��������� �������� ��������� �
������ ��
���$����. (��
�� ����
�
+ �������+ 	
��

�� �������, )
 ��
����
���
���
�
�
, ����	��
�
 � �����
�
 ������ �
���� �� ��
	����� ��	������-
��� 	
�������� ��	�
��	�
, 2

1,3
1  � 6

1 . ������� ��	��������
 $��
��
��	���� �
	��������+ 	
��

�� ��� ���
�
�� ����� �
���� 
	������
������ ���	���� ���$��
� � �
����� 36 �
�., ��� ����	��
�� ����� �
-
���� — 24 �
�., � ��� �����
�� ����� �
���� — 17 �
�. `�)
 � �� ��	-
��������� �����
���� �
�� 
$
�	�����, �
 ��� ���
�
�� �
���� 
��-
������� ������ ���	���� ���$��
� ��
�	� 32 �
�., ��� ����	��
��
�
���� — 28 �
�., ��� �����
�� �
���� — 23 �
�. O���*��, ��)
 ��	-
��������
 ������
��
 �
�*����� � ����
$
�	����, �
 
��������� ��-
���� ���$��
� ��� ���
�
�� ����� �
���� ��
�	� 48 �
�., ��� ����	-
��
�� ����� — 34 �
�., � ��� �����
�� ����� �
���� — 14 �
�.

������
� � ��������
��
� 
� ���
���	�� :����� � C������ ��
-
���= ������
�� ���
����
����� �
��
����.

(�����	�
� ���
����
���� ������
� �
��
���� ��
��
�� ������-
%��
�� 
� ���
���	��:

� >��%��—E������,
� $��'���—E�����, ��� ����� ������ �� ������������� ��
��-

���� ��'������ ����	 ����
� 5,0�� ;
(���'�
� ���<���� �������������	 ��' �������� $��'�-

��—E����� ��'��� 
 ���
����
����� �
��
���� ��
��
�� ���-
���%��
�� ��� ��
���� �
����� ������ �� �����	
��� ��	 ��
-
�������� ������������� ��
������ ��'������ ����	 ����
�
� 
10 ���� .

D���� 
 ���
����
����� �
��
���� ��
��
�� ������%��
�� :�
�����%
� ��������? �!F���
��
� :��� ������������.

11. W
������, �
�� ������� ��	
������
+ ��	����� �� �
��� ��-
��
�
������ �
 ��	�
*���� 	
 ��
$
�� ��$
�� ��*��� �� ��
� ����-
������
���.
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Òåìà 9
&�#������"�%� 	���
�

�� �����! (* ��	%’�	$%����

9.1. �!�&'�!"/' )'3'*# &' 88 "6'�&("!�&#

*�
��	��=�� 
����� �����	

	 ������ � ���������� 
����,
�����������	 ��	����
� ������ ����
����, 
 ��������= 	����
��!�����	 
�� �� ����� ��
�’	
��. :�
��=�� 
���� ����
���
������=��� ��� ������ <������������	 ������'������� ���-
���� �!� 	��@�, ��� ���� ����
���� ���'����� ���� ��'�����
�!� �
����� ����

%����. M��, 	� ����
��� ����
��� ��������-
�	 � ���������	, �������� ���������	 ��!��� %������ ����
��-
�� % ���� �<��
������. #���, ������=�� 
 60-� ��. ��������
�
���

	, ������ ����� ������	%
��	 ������'���= � ��
��!��
��
���� ��
�’	
�����	 
� �����
� !���
��������� ������� [16],
[22], [25].

: 	���
� �������� ���������	 !���
��������� ������� ��
-
��	���� 
����� �!’%����� ���������	 ��	 ������%��
��, @� ��-
�����% �������
�� ��������=. ���� 
����'�
�, @� ������ ���-
����
�� ��������� ��	 ������ ��	�����
� ������%��
�� �������%
��
�
�� ����.

>����� ���'�
� 
������� ��������� � �
���
��� �����
����, 	��
������=
�, @�! �� ik  ������� ��������� i -�� ���� ���
���	����

pk  ������� ��������� p -�� ����, pi � , npi ,1, � .
#��� ������ % ��������= ��	 ������%��
�, @� �������=
�

�����<�!����
� � �������
�=�� ����!� ��	 ������%��
� �� ����-

������= ��������� ��������� ���'�����	. #��� ���!���� % ��-
���
����=, 
������, ��	 ������%��
� !���������� �����
���.

��
���
���� ������ �������
���
� ������� ����!��'�% <��-
���	:

i

i

ni k
xxF

,1
1 max)(

�
� , (9.1)

�� ix  — �������
� ����!�� i -�� �����������	.
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M�� ��	 ������ 	���
� <������������	 ������%��
�� ��'����

������	 ��% <�����	 ���!�
��, 	�� ��% ���
���� ������:

,max)(
1

2 �
�

��
n

i
ii xcxF (9.2)

�� ic  — ���!�
�� ��� �����
���� ������� ��!��� i -�� �������-
����	, ni ,1� ; ix  — �������
� ����!�� i -�� �����������	, @� 
�-
�������	=
� �!��'���	:

0�ix , ni ,1� ; (9.3)

�
�

�
n

i
jiij bxa

1
  ,1 mj � , (9.4)

�� ija  — ��
��������
� ���'�����	 j -
�� <��
���� ����!���
��
�� ������= ������� i -
�� ����!��;

jb  — ��	����
� j -
�� <��
���� ����!���
�� �� ��
������ ���-
������	, mj ,1� .

���!�����
= !���
��������� ������� % ����������
� �����, 	��
�������=
��	 ��� ���
������ � <������
���� 
�����. &�����,
��
�’	
��, ��� 	���� ���	��%
��	 �������� �� ������ 
 ����
��-
���, 	� �������, �� ���������% ���
��������� 
������	� �����
����
�����.

�
'�, <�����=����	 «�������
���
� �<��
 ��� �����������
��
��
��» �� ���������% �������
�.

(���������� — �<�����=��
� ������ �� ��
�’	
�� !���
���-
������ ������� � ����	��:

L «���	�����	 ������������� �<��
� ��� �
��
��, 	�� �� ��-
����@�=
� 
������ ��������»;

L «���	�����	 �<��
� �� ����� 
������� ��� �����������
��
��
��».

; 
��������� ������� �� ����% ��
�’	
��, ��� 	���� �������-
�� ���	����	 ! �������� �!� ������� �����
� �� ��������� ����-

�����, � ����=
� 
����� �
���
����� �
��’����.

(��	

	 ��
��������� ��
�’	
�� 
����=%
��	 ���	

	� �<��-

������ �!� ������������� ��
�’	
��.

)�
�������. 0x  % �<��
����� ��
�’	
��� !���
������-
��� 
�����, 	�@� �� ����% ������ ��
�’	
��, 	��� !� �� ���
�-
����	 0x  �� ���� ����
����� � ������'�� ���� ���� ! �� ����-
�� 
 ���.
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���'��� �<��
����� ��
�’	
��� * +0x  ��
���%
��	 �������-
	�� �	���	��, � �!���
� 
������ ����
����� )(xFi , mi ,1� , @�
���������=
� �<��
����� ���'���, — �	���	�� �
����.

(�!����� ���'��� (���
� ����
� ���
� �������% 
�����@�, �

��� ����
� ����� ��!��'����� ���� ������
�.

C����
����� ������������ ��
�’	
�� �����
���	%
��	 
����=
�� ��������@���, 	�� �������
��	 �� 
� ������� �������������
�!��'���, @� ���������=
� ��
��� ��
�’	
��� !���
��������� 
�-
����. B	 
���� � 
��������� ������� ��'�
� ��������� ������-
������� � ���
��� ����
� ������ ��� ���� ������. �
'� ����
�
��� ���� �������� �!��'���	� � �������� <�����	� ���� !���
���-
����� 
����� �� % 
�����= ��������� ������������	, � 
��� ����-
��% �����<����� ��
���� ��
�’	
�����	.

9.2. �+&!3( ,!)"’%)9"'��% )'3'*
) :'<'&@0' 5#6@!"(0( K9�/5#%0(

J���% ������ �������
� ��
��� �������� ������ ������������
��
�’	
���, 	�� ��'�� ��
����
� �� ��� �����.

W��*� ����� — '���
�� <������
����� ������� �
���'���	
�������� <������ �� ������ �������	 �
���������� «���������»,

�!
� ��
��� 
������	 !���
��������� 
����� �� ������������, 
�-
�
�������	 ��	 ��� ��
���� ��
�’	
�����	 ������������ �������

� �����
� ����'����� ��
�’	
�� 
 
���� 
��� �������� <������
����
����� 
�����.

����� ����� — �
���
���� �������, � 	��� ��
�’	
�� ����'�-
%
��	 �� ������ ������ � ���'��� �<��
����� ������ (�!� ���
�-
�� �����) 
� ����
= <�����	, 	��� ��
���%
��	 ���!�= �� �����-
	

= ������ (�(*) � ��'� �
����
��	 � ������ <��������	
��
�’	
�� �� ��'��� �
������.

:������
���=
��	 � ������� 
�������� 
���, � 	��� ��
����-
=
��	 ������ ����� �!���� �������.

&�	 !���� ��
������� ���������	 ��� ��
���� 
������� 
���-
���� ������ 
����� 
 ���������� ��������� <�����	��.

: �!���
� G, @� ��
����%
��	 �!��'���	��

�
�

�
n

i
jiij bxa

1
 mi ,1� , (9.5)


���
�
0�ix , ni ,1� , (9.6)
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��� 	���

�
�

��
n

i
ii xcxF

1
1 max)( (9.7)

�
�

��
n

i
ii xpxF

1
2 max)( (9.8)

�
�

��
n

i
ii xdxF

1
3 min)( . (9.9)

9.2.1. #�
��� «	����
���»

; ������ ������ ����� ��
���� ��
�’	
�����	 !���
���������

���� ���������� 
��� �����<�����	.

%��
	�, )
 
��
���� �� ��	�
���� 
	���+ �


��
+ ��
�, �����-
����, )(1 xF , � �� ����� � 
��
= �������=
��	 ����� 
���:

,)( *
22 FxF � (9.10)

,)( *
33 FxF � (9.11)


�!
� 
����� (9.5)—(9.9) 
����=%
��	 �����������= 
�����=
(9.5)—(9.7), (9.10), (9.11).

J��= ���
�
		
 ��������� ��'�� ����
�
� 
��:

max)(),(
1

���� �
�

xFxu i

m

i
i ,

�� i�  — ���� i -�� <������, 0�� i , 	�@� max)( �xFi ; 0��i , 	�@�
min)( �xFi  � ����
����� 
�����.

��������� ��'�� ����
�
� � ����	��

max
)()...(

)()...()(
1

1 ��
� xFxF

xFxFxu
mk

k ,

�� max)( �xFi , ki ,1� , min)( �xFi , mki ,1��  � ����
����� 
�����.
A�
��'�=�� �� 
����� <����, �������� ������� <������ ��=
�

��
�
�� ��������.
(�-�����, �����
���
� �����
�����
� � ��!��� ��� ��
��!�%

!���
���
���� ������
��� ������.
(�-�����, �����
�
�� �<��
�����
� �� ������ ����
���� 
��-

'�� ��'�� ����������
� 
� ������� ������.
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J���% 
�� 
����� � -��
��, � 	���� % ������
� �
������	 ���-
���
��� ������. (� � -��
��� ���'��� 
������ <����������� ��
�<��
����� ������ % �������� � �������%
��	 ���
����� ����-
��
� ��!����� ���������.

*�
�’	
�
� m  
���� ��
���
���� <����������� max)( �xFi ,
ki ,1� ; min)( �xFi , mki ,1��  � �!���
� Gx	 . A���� ��� �����

ijf  — 
������	 j -�� <���������� ��� ��
�’	
���� �-�� 
 
����.
�!�����
� ���<���%�
� ),1( mjj �:  
 ���
��� ����	��

,
11

cff
m

kj
ijj

k

j
ijj �:�: ��

���
 ,,1 mi �

�� constc � , @� �� ������=% ���=.
(������
� �����’%����
� 
������ j: . �
����
� ��������� <�-

�������� � ��
�’	
�
� ����������� 
�����:

max)()(
11

�:�:�I ��
���

m

kj
jj

k

j
jj xFxF ,

� �!���
� G , @� ��
����%
��	 ������� (9.5), (9.6).

9.2.2. #�
��� ��	�������! ��	
����

(�����
���, @� ������� <������ ������'����� 
��, @� )(1 xF
��'������, ��' )(2 xF ; )(2 xF  ��'������, ��' )(3 xF  � 
�� ����. A�-
��� max)( �xFi  ��	. (�!����� ������������� ��
�’	
�� 
�����=-
%
��	 �� 
����� ������
��.

1 !�
!. "������
��	 ��
�������� ��
�’	
�� ������������ 
�-
����:

�
�

�
n

i
jiij bxa

1
, mi ,1� ; (9.12)

0�ix , ni ,1� ; (9.13)

max)(
1

1 �� �
�

n

i
ii xcxF . (9.14)

A���� *
1x  — �� ��
�������� ��
�’	
��, ���� ���������%

*
1

*
11 )( FxF � .
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2 !�
!. " ����
����� ��������� ���
����%
��	 ��	�� «���
��-
��» 0*

1 ��F  � 
�����=%
��	 ��
�’	
���	 
����� (9.12), (9.13) ���
����
����� �����

�
�

���
n

i
ii FFxc

1

*
1

*
1 (9.15)

� �������� <������

�
�

��
n

i
ii xpxF

1
2 max)( . (9.16)

#�!
� �� ������� ����� ���!����� ��
�’	
���
� �����������

�����, ��� ��� ����
������ �!��'����, @� ����!��'�% �
�����-
�	 �(* @��� ��'������ 
������	 �'� ��
���
������ <������

)(1 xF . (���	 ����� ���
����%
��	 ��
���� 0*
2 ��F  � 
�����=%
��	

��
�’	
�����	 
����� 
��� (9.12), (9.13), (9.15), ��� 
 ����
�����
�!��'���	�:

�
�

���
n

i
ii FFxp

1

*
2

*
2

� �������= <�����%=

min)(
1

3 �� �
�

n

i
ii xdxF .

�
'� 
��
�������	 ��
��� ����������� ���
���� % ������
��
�’	
�����	 m  ������������ 
���� �� ���'��� �!��'���, @�
�� ��'���� ������������ �
��� ������=%
��	 ����
����� �!��-
'���	�, @� �������% �'� ��
��	��
� ������� <�����=.

)����� � ����
���
���	
���
�����-��
���% 	������

>���
�������� 
����� ������'�=
��	 � ������ 
����� ���� N
���!. ;��������	 ��
�����	%
��	 �� ������� �������� <�����	�, �
���<���
, ���’	
���� 
 ���������= ��
���
���%= !���
��� �����,
��
��	��%
��	 	� ��� 
 ������ ���������, ������ ����� ��������
<������ 
�����.
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9.3. �,(/6'3(

������� 9.1. *�
��	���� 
����� ��� ��
�������� ��
�����
��������, 	��� ���������% 
��� ������:

,,1  min,)(
,,1    ,)(

,
,

*

mixF
miFxF

cxB
bxA

i

ii

��
��

�
�

��: b  — ���
�� <��
���� ����!���
��;
c  — ���
�� �������� 
������;
x  — ���
�� �������� ���������,

)(xFi  — ������� �������;
*

iF  — ��	��� 
����� ��� ��������.
(�������%��, @� )(xFi  — ������� <������. *�
��	���� ��� 
���

�����
��� �����, � 	��� �������
� 
��������� �������� 
����-
�	
��	 � 
�� ����� �������������	�, @� � 
���������� ��	 ����-
���
���	.

����� ������ ��!����� 
��, ��� 	���� �������
���%
��	 ����-
������ �� �������
�.

(�� �<������������ ������ ��%��:

<�
�

��
�

�
�

m

mm

F
FF

F
FF

F
FF *

2

2
*

2

1

1
*

1 ... .

(�
������ *
ii tFF � , �� 

�1
1
�

�t  � 
������� 
�����:

.min 
,10  ,,1  ,)( *

�
����

�
�

t
tmitFxF

cxB
bxA

ii

&����� 
��
�������	 ��%� ������ ����
�%, @� ���� ��
���	%
����'�
� ��
�
���� ��
���
�
�. B� ��'�� ��	���
� 
��, @� �
��
���
�
� !���
������� ����
��� �������� *

iF  ��	������ ���
�
-
��� 
!������������.

������� 9.2. K�!���� ����
���	% ����!� 
���� �������-
����: ������, ��������� ������� 
� ��������, �������
���=��
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��	 ����� �����, �������� ���=, �������� !������, ����� (��-
����� �����, ���
���
), �����
�
�
��� 
� ����.

J�
��������
� ���'�����	 ��'���� �������%�
� �� 
���� ����-
!� ������������ �����������	 
� ���!�
�� ��� �����
���� �������
���� 
����� � 
�!�. 9.1, ���� ��'���� �������%�
� ������ �

�!�. 9.2. A��!����� ��
����
� �������
� ����
������	 ���������
��'���� �����������	 (�� <�!���� % 20 
 �����, 24 
 ���������
����, 30 
 !������), ��� 	���� �������
�%
��	 ���!�
�� � ������-

�=
��	 ��
��
� �� ����!���	 �����
��� �������%�
��: ������ �
�����
�
�
����.

�
'� ������� ��%�� ����������� 
�����.
6�$
��� 9.1

:���! J������%�
 B���� *�������
���	 >������ )���� M����
�-


�
���
(��!�
��

(
. ���)

(����� 0,15 0,2 0,6 0,03 0,02 1

G��������
������� 0,3 0,4 0,15 0,1 0,05 1,2

)������� 0,6 0,2 0,1 0,06 0,04 0,8

6�$
��� 9.2

J������%�
 B���� *�������
���	 >������ )���� M����
�
�
���

B��� (
��. ���) 3,2 2,5 2 7 8

(�
������ 0�ix , 3,1�i  �������
� ����!�� i -�� �����������	 �

������� ���������-��
���
���� ������:

206,03,02,0 321 ��� xxx (9.17)

242,04,02,0 321 ��� xxx (9.18)
301,015,05,0 321 ��� xxx (9.20)
max8,02,1)( 3211 ���� xxxxF (9.21)

min804,0706,0
05,081,0702,0803,07)(

33

22112

�)�)�
�)�)�)�)�

xx
xxxxxF .

"����� )(2 xF  � ���������
���� ����	��:

min74,01,137,0)( 3212 ���� xxxxF . (9.22)
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&�	 ��
�’	
�����	 ������ (9.17)—(9.22) 
��
���%�� ��
�� ��-
�������; �� ��'���� 
���, @� )(1 xF , )(2 xF  ��
������ � ����� �

�� '� ����������� ����
�����.

A���� 2,01 �! , 3,02 ��! , ��!���%�� ���������� <�����=

���
��:

max)74,01,137,0(3,0)8,02,1(2,0),,( 32132121 �������!!I xxxxxxx .

"� ����������� ����
������	�� <�����	 ),,( 21 !!I x  ��!���%
����	��:

max062,009,0085,0),,( 32121 ����!!I xxxx . (9.23)
�
'� �
������ ����������� 
����� (9.17)—(9.20), (9.23), ��	

��
�’	
�����	 	��� 
��
���%�� ��������-��
��.

6�$
��� 9.3

}

/� >�
�� !�
C 0A 1A 2A 3A 4A 5A 6A

1 4A 0 200 2 3 6 1 0 0

2 5A 0 240 2 4 2 0 1 0

3 6A 0 300 5 1,5 1 0 0 1

� 0 –0,085 0,09 0,062 0 0 0

1 4A 0 80 0

2 5A 0 120 0

3 1A 0,085 60 1 0,3 1/5 0 0 1/5

� 5,1 0 0,1155 0,075 0 0 0,017

" 
�!�. 9.3 �����%: 	�@� ����
���	
� 60 
 ��������, 
� ���-
���%��
�� �
����% ��
�������� ��
�’	
�� ��� 2,01 �!  �

3,02 ��! . (�� ����� !��� ��
� 60)(1 �xF  �������� �������
���!�
�� � 2,22)(2 �xF  ������� ��
��
 �� ����!���	 �����
���
�������%�
��.
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D�@� �� 
������	 �� 
��������	=
� �(*, 
��� ���!����� 
��-
��
� 1!  �� 2!  �!� �!����, ��!�����
� ���� ��������� � ������-
'�
� ������ ��
�’	
�����	 
����� (9.17)—(9.20) ��	 ��!��������
���������.

�
���
��� ��� �
	���
���
�� ��
��
�
 �
�
�� ��� �
	��������� 
���’����
���

1. ����� ���������� �
����� «�
���
������ �
��’��
�».
2. ! �
�� �

���� 
�
$������� �
��’������ $����
��
�
��' ��	��.
3. O���	��� ����
�	 ��
$
���, )
 ��
����� �
$�	
�� 	�
-

��
�
�
+ �
	�
�.
4. `�� 8�� ��	
�� ��	'
	� )
	
 �
��’������ $����
��
�
��' ��	��.
5. /"
���
���� �
�
�����, )
 $�������� �� �
$�	
�� �������
�

�� ����
������� �
����
�. ��
$��� +' �
�����
���� ���
��.
6. �� 	
�
�
�
� ���
	�� �������
� �� �
�
�	
���' �
����
� ������

�
���
����� ��*���� �������
+ ��	���:

3,1,0
15943
18564

735

321

321

321

��

���
���

���

ix
xxx
xxx

xxx

i

.min)(
max32)(

max5,22)(

3213

3212

3211

����

����

����

xxxxF
xxxxF

xxxxF

7. W
������� 
������� �
��’����.
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