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ÓÄÊ 519.1

Ìîíîãðàôèÿ ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé ÷àñòè èçëàãàåòñÿ íîâûé ïîäõîä
ê ïðåäñòàâëåíèþ ãðàôîâ â âèäå ïàðû ìíîæåñòâ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è ïîðîæ-
äàþùåé ôóíêöèè. Ïðåèìóùåñòâî òàêîãî ïîäõîäà ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöèîííûì
ïðåäñòàâëåíèåì ãðàôîâ âûðàæàåòñÿ â çíà÷èòåëüíîé ýêîíîìèè ïàìÿòè ïðè ðàç-
ìåùåíèè äàííûõ â êîìïüþòåðå. Ýòî ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì äëÿ ñîçäàíèÿ óñîâåð-
øåíñòâîâàííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ íà ãðàôàõ. Âî
âòîðîé ÷àñòè ïðèâåäåíû ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíûõ îáðàçîâ èç ýëåìåíòîâ,
êîòîðûå íàçûâàþòñÿ øàáëîíàìè. Ýòî íàáîðû ÷èñåë, àäåêâàòíûå íàáîðó êðàñîê,
êîòîðûìè îêðàøåíû äàííûå øàáëîíû. Ïðîáëåìà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â êëàññå âû÷åòîâ ïî êîíå÷íîìó ìîäóëþ, ðàâíîìó ÷èñëó
çàäàííûõ êðàñîê.

Äëÿ ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè òåîðèè ãðàôîâ è êîìáèíàòîðèêè, à òàêæå äëÿ
ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ, êîòîðûå èíòåðåñóþòñÿ ïðîáëåìàìè äèñêðåòíîé ìàòåìà-
òèêè è åå ïðèëîæåíèÿìè.

Ìîíîãðàô³ÿ ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí. Ó ïåðø³é ÷àñòèí³ âèêëàäåíî íîâèé
ï³äõ³ä äî ïðåäñòàâëåííÿ ãðàô³â, à ñàìå ó âèãëÿä³ äâîõ ìíîæèí ä³éñíèõ ÷èñåë òà
ïîðîäæóâàëüíî¿ ôóíêö³¿. Ïåðåâàãà òàêîãî ï³äõîäó ïîð³âíÿíî ç òðàäèö³éíèì ïðåä-
ñòàâëåííÿì ãðàô³â ïîëÿãàº â çíà÷í³é åêîíîì³¿ ïàì’ÿò³ ïðè ðîçì³ùåíí³ äàíèõ ó
êîìï’þòåð³. Öå º áàçîþ äëÿ ñòâîðåííÿ óäîñêîíàëåíèõ àëãîðèòì³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ
áàãàòüîõ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ íà ãðàôàõ. Ó äðóã³é ÷àñòèí³ âèêëàäåíî ìåòîäè ïîáóäî-
âè äèñêðåòíèõ îáðàç³â ç åëåìåíò³â, ùî íàçèâàþòüñÿ øàáëîíàìè. Öå íàáîðè ÷è-
ñåë, àäåêâàòí³ íàáîðó ôàðá, ÿêèìè çàôàðáîâàí³ äàí³ øàáëîíè. Ïðîáëåìà çâîäèòü-
ñÿ äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñèñòåìè ë³í³éíèõ ð³âíÿíü ó êëàñ³ ëèøê³â çà ñê³í÷åííèì ìî-
äóëåì, ð³âíèì ê³ëüêîñò³ çàäàíèõ ôàðá.

Äëÿ ñïåö³àë³ñò³â ó ãàëóç³ òåîð³¿ ãðàô³â òà êîìá³íàòîðèêè, à òàêîæ äëÿ ñòóäåí-
ò³â, àñï³ðàíò³â, ÿê³ ö³êàâëÿòüñÿ ïðîáëåìàìè äèñêðåòíî¿ ìàòåìàòèêè òà ¿¿ çàñòîñó-
âàííÿìè.
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Ч А С Т Ь  I

ЧИСЛОВЫЕ ГРАФЫ

ВВЕДЕНИЕ

Èäåÿ íàïèñàíèÿ ìîíîãðàôèè âîçíèêëà èç ñåðèè ñòàòåé, îïóá-
ëèêîâàííûõ â ïîñëåäíèå 35 ëåò ñíà÷àëà àðìÿíñêèìè àâòîðàìè
(Þ.Ã. Ãðèãîðÿí, Ë.Ì. Àäîíö), à çàòåì ñîòðóäíèêàìè Èíñòèòóòà
êèáåðíåòèêè èì. Â.Ì. Ãëóøêîâà ÍÀÍ Óêðàèíû (Ã.À. Äîíåö,
È.Ý. Øóëèíîê, Ã.À. Øóëèíîê, È.Ì. Àñåëüäåðîâà). Íàçâàíèå
«×èñëîâûå ãðàôû» óñòîÿëîñü, è îíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîä-
÷èíÿåòñÿ áîëåå îáùåìó ïîíÿòèþ òåîðèè ãðàôîâ.

Íà÷àëî òåîðèè ãðàôîâ êàê ìàòåìàòè÷åñêîé äèñöèïëèíû áûëî
çàëîæåíî Ë.Ýéëåðîì â åãî çíàìåíèòîé ñòàòüå î Êåíèãñáåðãñêèõ
ìîñòàõ (1876). Îäíàêî ñòàòüÿ îêàçàëàñü åäèíñòâåííîé ïî äàííîé
òåìàòèêå íà ïðîòÿæåíèè ïî÷òè ñòà ëåò.

Èíòåðåñ ê ïðîáëåìàì òåîðèè ãðàôîâ âîçðîäèëñÿ îêîëî ñðå-
äèíû XIX ñòîëåòèÿ ãëàâíûì îáðàçîì â Àíãëèè, ãäå â òî âðåìÿ
ïðîâîäèëèñü èññëåäîâàíèÿ ïî ýëåêòðè÷åñêèì ñåòÿì, ìîäåëÿì
êðèñòàëëîâ è õèìè÷åñêèì ñòðóêòóðàì ìîëåêóë. Îäíàêî âîçíèêíîâå-
íèå òåîðèè ãðàôîâ êàê îòäåëüíîé, ïîëíîñòüþ ñôîðìèðîâàâøåéñÿ
ìàòåìàòè÷åñêîé äèñöèïëèíû ïðèíÿòî äàòèðîâàòü 1936 ãîäîì,
êîãäà âûøëà â ñâåò ìîíîãðàôèÿ Ä. Êåíèãà «Òåîðèÿ êîíå÷íûõ è
áåñêîíå÷íûõ ãðàôîâ». Â êíèãå Ä. Êåíèãà áûëà èçëîæåíà îáùàÿ
è ïîëíàÿ äëÿ ñâîåãî âðåìåíè ñèñòåìàòèçàöèÿ ôàêòîâ, ïðèâåäåíî
ïðåâîñõîäíîå ââåäåíèå â ïðåäìåò. Îíà ñîäåðæàëà íîâûå ðåçóëü-
òàòû, à òàêæå èäåè, ïîëó÷èâøèå äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â ðàáîòàõ
ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ. Âûçûâàåò óäèâëåíèå òîò ôàêò, ÷òî êíèã,
êàñàþùèõñÿ äàííîé òåîðèè, íà àíãëèéñêîì ÿçûêå äî òåõ ïîð íå
áûëî èçäàíî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìíîãèå âàæíåéøèå ðåçóëüòàòû
áûëè ïîëó÷åíû àíãëèéñêèìè è àìåðèêàíñêèìè ó÷åíûìè.

Ïîñëå âûõîäà óïîìÿíóòîé êíèãè áûñòðî óâåëè÷èâàåòñÿ êîëè-
÷åñòâî èññëåäîâàíèé ïî òåîðèè ãðàôîâ, ïîÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûå
îáùèå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ ýòîé òåîðèè.
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Ïîñòåïåííî áûëî äîêàçàíî, ÷òî íåêîòîðûå ïîñòàíîâêè çàäà÷
àëãåáðû, òåîðèè ÷èñåë, ãåîìåòðèè, òåîðèè ìíîæåñòâ, òîïîëîãèè
è äàæå òðàäèöèîííûõ çàäà÷ êëàññè÷åñêèõ íàóê ìîæíî ïåðåôîð-
ìóëèðîâàòü íà ÿçûêå ÷èñòîé òåîðèè ãðàôîâ, ïðè÷åì â îòäåëüíûõ
ñëó÷àÿõ ýòî ïîçâîëÿåò áûñòðåå (èëè âïåðâûå) ïîëó÷èòü èõ ðåøåíèå.

Â ñâÿçè ñ áóðíûì ðàçâèòèåì ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè, òåîðèè èãð,
âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè, àâòîìàòèêè, èíôîðìàòèêè, ìàòåìàòè-
÷åñêîé ýêîíîìèêè, èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé, ìàòåìàòè÷åñêîé ëèíã-
âèñòèêè è äðóãèõ îáëàñòåé, ãäå â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî àíà-
ëèçà íåïðåðûâíûõ âåëè÷èí íà ïåðâûé ïëàí âûäâèãàþòñÿ ðàññó-
æäåíèÿ è ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíîãî õàðàêòåðà, òåîðèÿ ãðàôîâ ñòà-
íîâèëàñü âñå áîëåå âîñòðåáîâàííîé íàóêîé. Ìíîãèå ïðàêòè÷åñêèå
çàäà÷è, êîòîðûå ôîðìóëèðîâàëèñü ïðè ïîìîùè òåîðèè ãðàôîâ,
èìåþò òàêîå ïðîñòîå ñâîéñòâî, ÷òî èõ ìîæíî ïðèíöèïèàëüíî
ðåøàòü áåç âñÿêîé òåîðèè ïîëíûì ïåðåáîðîì âñåõ èìåþùèõñÿ
âàðèàíòîâ. Îäíàêî î÷åíü ñêîðî ïðèøëîñü ðàññòàòüñÿ ñ ýòîé èë-
ëþçèåé è ñîãëàñèòüñÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïîñòðîåíèÿ äëÿ ãðàôîâ
îáùåé òåîðèè è îáùèõ ìåòîäîâ.

Ýòè òåíäåíöèè îò÷àñòè íàøëè ñâîå âûðàæåíèå â ìîíîãðàôè-
ÿõ Ê. Áåðæà «Òåîðèÿ ãðàôîâ è åå ïðèìåíåíèå» (1958, ðóññêèé
ïåðåâîä 1962) è Î.Îðå «Òåîðèÿ ãðàôîâ» (1962, ðóññêèé ïåðåâîä
1968). Ñ èõ âûõîäîì íàñòóïèë ïåðèîä áóðíîãî ðàçâèòèÿ äèñêðåò-
íîé ìàòåìàòèêè, ïåðèîä åå äàëüíåéøåãî ïðîíèêíîâåíèÿ â ñàìûå
ðàçíîîáðàçíûå îòðàñëè çíàíèÿ, õàðàêòåðèçóåìûé ìîùíûì, âñå
âîçðàñòàþùèì ïîòîêîì èíôîðìàöèè, ðàçëè÷íûå ñòîðîíû êîòî-
ðîãî îñîáåííî ÿðêî ïðîÿâèëèñü â òåîðèè ãðàôîâ – îäíîì èç ðàç-
äåëîâ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè. Îäíàêî ìíîãîîáðàçèå íàïðàâëå-
íèé è îáèëèå íîâûõ ðàáîò ïðèâåëè ê òðóäíîñòÿì, ìåøàþùèì
ìàòåìàòèêàì è ñïåöèàëèñòàì â ñìåæíûõ îáëàñòÿõ çíàíèÿ ïîñòî-
ÿííî ñëåäèòü çà ðàçâèòèåì ýòîé òåîðèè. Äàæå ñïåöèàëèñòó, çàíè-
ìàþùåìóñÿ äðóãèì ðàçäåëîì äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, íî ïðîÿâ-
ëÿþùåìó èíòåðåñ ê òåîðèè ãðàôîâ, áûâàåò íåîáû÷àéíî ñëîæíî
ñèñòåìàòè÷åñêè ñëåäèòü çà ëèòåðàòóðîé â ýòîé îáëàñòè â îñíîâ-
íîì èç-çà òðóäíîñòåé òåõíè÷åñêîãî õàðàêòåðà: ñòàòüè ïî òåîðèè
ãðàôîâ è åå ïðèëîæåíèÿì ìîæíî áûëî íàéòè â ðàçíûõ èçäàíèÿõ,
êîòîðûå, îäíàêî, íå âñåãäà áûëè äîñòóïíûìè. Êðîìå òîãî, îò-
ñóòñòâîâàëà ÷åòêàÿ ðóáðèêàöèÿ òåîðèè ãðàôîâ, â åå îïðåäåëåíèÿõ
è îáîçíà÷åíèÿõ áûë òàêîé ðàçíîáîé, ÷òî àâòîðû áîëüøèíñòâà
ðàáîò âûíóæäåíû íà÷èíàòü èçëîæåíèå ñ ðàçúÿñíåíèé, ïîä êàêèìè
èìåííî íàçâàíèÿìè è ñèìâîëàìè â äàííîé ðàáîòå óêàçûâàþòñÿ
äàâíî èçâåñòíûå ïîíÿòèÿ.
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Â 1968 ã. À.À. Çûêîâ ïîäãîòîâèë ê èçäàíèþ äâóõòîìíóþ ìî-
íîãðàôèþ «Òåîðèÿ êîíå÷íûõ ãðàôîâ», â êîòîðîé ñäåëàë ïîïûòêó
èçëîæèòü âñå èíòåðåñíûå íà òî âðåìÿ ðåçóëüòàòû, ìåòîäû è ïðîáëå-
ìû òåîðèè ãðàôîâ íà îñíîâå åäèíîé òåðìèíîëîãèè è ñèìâîëèêè.
Ê êîíöó 1969 ã. ïåðâûé òîì óâèäåë ñâåò. Â êíèãå «Îñíîâû òåî-
ðèè ãðàôîâ» (1987 ã.) À.À. Çûêîâ ïèñàë: «… Äàëüíåéøèé õîä ñî-
áûòèé ïðèâåë ê âûâîäó î íåöåëåñîîáðàçíîñòè èçäàíèÿ âòîðîãî
òîìà è ïåðåèçäàíèè ïåðâîãî â ïðåæíåì îáúåìå ââèäó èõ ïåðå-
ãðóæåííîñòè âòîðîñòåïåííûìè ìàòåðèàëàìè è îòÿãîùåííîñòè
èçëèøíèì ñòðåìëåíèåì ê äåòàëèçàöèè äàæå â çàâåäîìî î÷åâèä-
íûõ ñëó÷àÿõ». Ïîñëåäíÿÿ êíèãà âêëþ÷àëà â ïåðåðàáîòàííîì âèäå
âàæíåéøèé ìàòåðèàë îáîèõ òîìîâ è ðÿä äàëüíåéøèõ ðåçóëüòà-
òîâ, îäíàêî è åé áûëè ïðèñóùè íåêîòîðûå íåäîñòàòêè, â ÷àñòíî-
ñòè, èçëèøíÿÿ ïåðåãðóæåííîñòü îáîçíà÷åíèé è ñèìâîëîâ. Ïî-
ýòîìó êíèãà îñòàëàñü ïî÷òè íåçàìå÷åííîé øèðîêèìè êðóãàìè
÷èòàòåëåé, äà ïîæàëóé, è ìíîãèìè ñïåöèàëèñòàìè.

Òåîðèÿ ãðàôîâ, õîòÿ è íå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ñîäåðæàíèåì,
íî â òîé èëè èíîé ìåðå èçëàãàåòñÿ â òàêèõ êíèãàõ: Ï.Ñ. Ñîëòàí,
Ä.Ê. Çàìáèöêèé, Ê.Ô. Ïðèñàêàðó. Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è íà ãðàôàõ
è àëãîðèòìû èõ ðåøåíèÿ. – Êèøèíåâ: Øòèèíöà, 1973; Ð.Äæ. Áà-
ñàêåð, Ò.Ä. Ñààòè. Êîíå÷íûå ãðàôû è ñåòè. – Ì.: Ìèð, 1974;
Ï. Êðèñòîôèäåñ. Òåîðèÿ ãðàôîâ. Àëãîðèòìè÷åñêèé ïîäõîä. –
Ì.: Ìèð, 1978; Ì. Ñâàìè, Ê. Òõóëàñèðàìàí. Ãðàôû, ñåòè è àëãî-
ðèòìû. – Ì.: Ìèð, 1984.

Ñëåäóåò îòìåòèòü ïåðåâîäíóþ ìîíîãðàôèþ «Òåîðèÿ ãðàôîâ»
(Ì.: Ìèð, 1973). Åå àâòîð Ô. Õàðàðè – àìåðèêàíñêèé ìàòåìà-
òèê, èçâåñòíûé ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå. Îí íàïèñàë îãðîìíîå
÷èñëî ñòàòåé òîïîëîãè÷åñêîãî, àëãåáðàè÷åñêîãî è òåîðåòèêî-
ãðàôîâîãî õàðàêòåðà, íåñêîëüêî ìîíîãðàôèé ïî êîìáèíàòîðíîé
ìàòåìàòèêå è åå ïðèìåíåíèÿì â ôèçèêå, ñîöèîëîãèè è ýêîíî-
ìèêå. Ô. Õàðàðè àêòèâíî ó÷àñòâóåò âî ìíîãèõ êîíôåðåíöèÿõ ïî
òåîðèè ãðàôîâ è ñìåæíûì ñ íåé íàóêàì è íåèçìåííî ÿâëÿåòñÿ
ðåäàêòîðîì òðóäîâ ýòèõ êîíôåðåíöèé. Îäíà èç öåëåé (è ïðèòîì
âåñüìà íåëåãêàÿ), ïîñòàâëåííàÿ â ýòîé êíèãå àâòîðîì, òàêàÿ æå,
êàê è ó À.À. Çûêîâà, – óíèôèöèðîâàòü îáîçíà÷åíèÿ è óïîðÿäî-
÷èòü òåðìèíîëîãèþ òåîðèè ãðàôîâ. Â çíà÷èòåëüíîé ìåðå ýòî åìó
óäàëîñü, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ îãðîìíîé ïîïóëÿðíîñòüþ êíèãè
ñðåäè çàðóáåæíûõ (îñîáåííî àìåðèêàíñêèõ) ñïåöèàëèñòîâ, ñâÿçàí-
íûõ ïî ðàáîòå ñ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêîé, à òàêæå òåì, ÷òî áîëü-
øèíñòâî ññûëîê â ñòàòüÿõ è êðàòêèõ ñîîáùåíèÿõ ïî òåîðèè
ãðàôîâ ïðèõîäèòñÿ íà äîëþ ýòîãî èçäàíèÿ. Òàêîé æå ïîïóëÿðíî-
ñòüþ êíèãà ïîëüçóåòñÿ è íà òåððèòîðèè áûâøåãî ÑÑÑÐ.
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×èñëîâûå ãðàôû âîçíèêëè êàê àëüòåðíàòèâà îáû÷íûì ãðà-
ôàì, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ òðàäèöèîííûì ñïîñîáîì â âèäå
ñïèñêîâ ñìåæíîñòåé. Îñíîâíàÿ îïåðàöèÿ ïðè ðàáîòå ñ ÷èñëîâûìè
ãðàôàìè – ïîèñê íåîáõîäèìîé èíôîðìàöèè ñðåäè òàêèõ ñïèñ-
êîâ. Âîçíèêëà èäåÿ: ìîæíî ëè çàìåíèòü îïåðàöèè ïîèñêà áîëåå
áûñòðûìè îïåðàöèÿìè, êàêèìè ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûå àðèôìåòè÷å-
ñêèå îïåðàöèè? Ýòî ïðèâåëî ê òîìó, ÷òî âîïðîñ î ñìåæíîñòè
äâóõ âåðøèí, ïðåäñòàâëåííûõ ÷èñëàìè, áûë ñâåäåí ê îïðåäåëåí-
íûì âû÷èñëåíèÿì íàä ýòèìè ÷èñëàìè. Â çàâèñèìîñòè îò ðåçóëü-
òàòîâ âû÷èñëåíèé ðåøàåòñÿ âîïðîñ î ñìåæíîñòè óêàçàííûõ âåðøèí.
Çäåñü äîáàâëÿåòñÿ åùå îäíà áûñòðàÿ îïåðàöèÿ – ñðàâíåíèå. Äëÿ
ñðàâíåíèÿ íàäî õðàíèòü íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ñïåöèàëüíûõ âå-
ëè÷èí, ïðè÷åì ýòî ìíîæåñòâî âî ìíîãî ðàç ìåíüøå ñïèñêà ñìåæ-
íîñòåé. Äàííîå ìíîæåñòâî è ìíîæåñòâî âåðøèí îïðåäåëÿþò
ñòðóêòóðó ãðàôà. Â öåëîì ïîëó÷àåòñÿ äâîéíàÿ âûãîäà – çà ñ÷åò
óâåëè÷åíèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ âû÷èñëåíèé è ýêîíîìèè ïàìÿòè. Â
çàâèñèìîñòè îò âèäà àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ïîëó÷àþò ðàçëè÷-
íûå òèïû ÷èñëîâûõ ãðàôîâ.
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Г Л А В А  1

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ
ТЕОРИИ ЧИСЛОВЫХ ГРАФОВ

1.1. НУМЕРАЦИЯ ГРАФОВ

Îäíî èç ïåðâûõ îïðåäåëåíèé ãðàôà ïðèâåäåíî â ðàáîòå Ê. Áåðæà
[11]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ íèì ãðàô, îáîçíà÷àåìûé ñèìâîëîì

G = (X,Ã),                              (1.1)

åñòü ïàðà, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà X è îòîáðàæåíèÿ Ã
ìíîæåñòâà X íà ñåáÿ. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X, èçîáðàæàåìûå íà
ïëîñêîñòè òî÷êàìè, íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ãðàôà G, à ïàðà ýëå-
ìåíòîâ (x,y), ãäå y ∈  Ãx, è ñîåäèíåííàÿ ëèíèåé ñî ñòðåëêîé â
íàïðàâëåíèè îò x ê y – äóãîé ãðàôà.

Ýòî îïðåäåëåíèå èìåëî òîò íåäîñòàòîê, ÷òî ìîë÷àëèâî ïðåä-
ïîëàãàëî âñå ãðàôû îðèåíòèðîâàííûìè, ò. å. òàêèìè, ó êîòîðûõ
ëèíèè, ñîåäèíÿþùèå ïðîèçâîëüíûå ïàðû âåðøèí, èìåëè îðèåí-
òàöèþ èëè íàïðàâëåíèå. Êðîìå òîãî, åñëè ïîëîæèòü x = y, òî â
âåðøèíå âîçíèêàëà ïåòëÿ, ÷òî òàêæå âûçûâàëî íåóäîáñòâà. Íî
íà ïðàêòèêå äëÿ òåõ îáúåêòîâ, êîòîðûå èçîáðàæàëèñü â âèäå
ãðàôîâ, âàæíåéøåé èíôîðìàöèåé áûë ôàêò, â ïåðâóþ î÷åðåäü, î
ñóùåñòâîâàíèè ñâÿçè ìåæäó äâóìÿ ýëåìåíòàìè è, âî âòîðóþ î÷å-
ðåäü, èõ óïîðÿäî÷åííîñòü. Ýòîìó òðåáîâàíèþ â áîëüøåé ñòåïåíè
ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèå ãðàôà Î. Îðå [68].

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî V, ñîñòîÿùåå èç ñîåäèíåííûõ
íåêîòîðûì îáðàçîì òî÷åê, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè. Ãðàô
G = G (V) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V åñòü íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ñî-
÷åòàíèé èëè ïàð âèäà E = (a,b), a,b ∈  V, óêàçûâàþùåå, êàêèå âåð-
øèíû ñ÷èòàþòñÿ ñîåäèíåííûìè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ãåîìåòðè÷åñ-
êèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ãðàôà êàæäàÿ ïàðà E íàçûâàåòñÿ ðåáðîì
ãðàôà, à âåðøèíû a è b – êîíöàìè ðåáðà E. Ìîæíî òàêæå óòî÷-
íèòü ïîíÿòèå ãðàôà G êàê íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî äåêàðòîâîãî
ïðîèçâåäåíèÿ V × V. Â ýòî îïðåäåëåíèå íåîáõîäèìî âíåñòè äî-
ïîëíåíèå â îäíîì âàæíîì îòíîøåíèè. Â îïðåäåëåíèè ðåáðà
ìîæíî ïðèíèìàòü èëè íå ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ïîðÿäîê ðàñ-
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ïîëîæåíèÿ äâóõ åãî êîíöîâ. Åñëè ïîðÿäîê íå èìååò çíà÷åíèÿ,
ò. å. ïàðà E = (a,b) = (b, a), òî E åñòü íåîðèåíòèðîâàííîå ðåáðî,
åñëè æå ïîðÿäîê ó÷èòûâàåòñÿ, òî E íàçûâàþò îðèåíòèðîâàííûì
ðåáðîì èëè äóãîé.

Åñëè â îïðåäåëåíèè Ê. Áåðæà ãðàô âñåãäà îðèåíòèðîâàí, òî ó
Î. Îðå ãðàô ìîæåò èìåòü îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà (äóãè), ò. å.
ïîëó÷àåòñÿ ñìåøàííûé ãðàô. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äâèãàòüñÿ ïî
äóãå ìîæíî òîëüêî â îäíîì íàïðàâëåíèè (êóäà ïîêàçûâàåò ñòðåë-
êà), à ïî íåîðèåíòèðîâàííîìó ðåáðó – â îáà íàïðàâëåíèÿ. ×òî-
áû ïîçâîëèòü ñåáå ýòî â ãðàôå Ê. Áåðæà, ñòàëè ñîåäèíÿòü âåð-
øèíû äâóìÿ äóãàìè ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèé. Ïîëó÷àëèñü
ïàðàëëåëüíûå ðåáðà, êðîìå òîãî, åñëè a = b, òî ïîÿâëÿþòñÿ íî-
âûå îáúåêòû, íàçûâàåìûå ïåòëåé. Âñå ýòî ïðèâîäèëî ê íîâûì
íåóäîáñòâàì, îñîáåííî ïðè èñïîëüçîâàíèè âû÷èñëèòåëüíîé òåõ-
íèêè. Ô. Õàðàðè ââåë ïîíÿòèå îáûêíîâåííîãî ãðàôà, êîòîðûé ñî-
îòâåòñòâîâàë îïðåäåëåíèþ Î. Îðå, íî áûë íåîðèåíòèðîâàííûì,
áåç ïàðàëëåëüíûõ ðåáåð è ïåòåëü. Õîòÿ ïðè æåëàíèè ìîæíî áû-
ëî ïåðåõîäèòü ê îðèåíòèðîâàííîìó ãðàôó. Êàê óïîìèíàëîñü ðà-
íåå, À.À. Çûêîâ ïûòàëñÿ óíèôèöèðîâàòü âñþ òåðìèíîëîãèþ î
ãðàôàõ. Â ñâîåé ïåðâîé êíèãå [59] îí ïðåäëîæèë ñëåäóþùåå âñå-
îáúåìëþùåå îïðåäåëåíèå ãðàôà.

Òî÷íîå îïðåäåëåíèå ãðàôà ñîñòîèò â òîì, ÷òî çàäàþòñÿ äâà
ìíîæåñòâà (ïåðâîå èç íèõ îáÿçàòåëüíî íåïóñòîå) è ïðåäèêàò,
óêàçûâàþùèé, êàêóþ ïàðó ýëåìåíòîâ ïåðâîãî ìíîæåñòâà ñîåäèíÿåò
òîò èëè èíîé ýëåìåíò âòîðîãî ìíîæåñòâà. Èìåííî, äàí ãðàô L =
= (X, U, P), åñëè çàäàíû äâà ìíîæåñòâà X ≠ ∅, U (X ∩ U ≠ ∅) è
òðåõìåñòíûé ïðåäèêàò P, óäîâëåòâîðÿþùèé äâóì óñëîâèÿì:

À) P îïðåäåëåí íà âñåõ òàêèõ óïîðÿäî÷åííûõ òðîéêàõ ýëåìåí-
òîâ x, u, y, äëÿ êîòîðûõ x, y ∈  X, u ∈  U;

Á) äëÿ âñÿêîãî u ñóùåñòâóþò x, y òàêèå, ÷òî P(x, u, y), à åñëè ñó-
ùåñòâóþò òàêèå x*, y*, ÷òî P(x*, u, y*), òî (x = x* & y = y*) èëè (x =
= y* & y = x*).

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè, ýëåìåíòû U –
ðåáðàìè, à ïðåäèêàò P – èíöèäåíòîðîì ãðàôà L; âûðàæåíèå P(x,
u, y) èìååò òàêîé ñìûñë: ðåáðî u ñîåäèíÿåò âåðøèíó x ñ âåðøè-
íîé y èëè u ñîåäèíÿåò ïàðó xy

JJG
(óïîðÿäî÷åííóþ) âåðøèí. Óñëîâèå

Á ïîêàçûâàåò, ÷òî êàæäîå ðåáðî ãðàôà ñîåäèíÿåò êàêóþ-òî ïàðó
xy
JJG

 åãî âåðøèí, íî êðîìå ýòîé ïàðû ìîæåò (õîòÿ è íå îáÿçàíî)

ñîåäèíÿòü åùå òîëüêî îáðàòíóþ ïàðó yx
JJG

.



Г Л А В А  1.  Основные  понятия теории числовых графов

9

Òåîðèÿ ãðàôîâ – ñðàâíèòåëüíî ìîëîäàÿ íàóêà, íî çà ãîäû
ïî÷òè ñåìèäåñÿòèëåòíåãî ñóùåñòâîâàíèÿ îíà ïðîíèêëà â ðàçëè÷-
íûå îáëàñòè òåîðèè è ïðàêòèêè, ãäå â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî
àíàëèçà íåïðåðûâíûõ âåëè÷èí íà ïåðâûé ïëàí âûäâèãàþòñÿ ðàñ-
ñóæäåíèÿ è ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíî-êîìáèíàòîðíîãî õàðàêòåðà.

 Â íàñòîÿùåå âðåìÿ êîëè÷åñòâî âàæíûõ ïðàêòè÷åñêèõ è òåî-
ðåòè÷åñêèõ çàäà÷ ñàìîãî ðàçíîîáðàçíîãî êîíêðåòíîãî ñîäåðæàíèÿ è
ñàìîé ðàçëè÷íîé ñòåïåíè ñëîæíîñòè, ñâîäÿùèõñÿ ê çàäà÷àì è
ïðîáëåìàì ÷èñòîé òåîðèè ãðàôîâ, óâåëè÷èâàåòñÿ òàê áûñòðî, ÷òî
äëÿ èõ ðåøåíèÿ óæå íå õâàòàåò ñòàðûõ òðàäèöèîííûõ ìåòîäîâ.
Åäèíñòâåííûé âûõîä – íàó÷èòüñÿ ðåøàòü ýòè çàäà÷è, èñïîëüçóÿ,
ñ îäíîé ñòîðîíû, íîâåéøèå äîñòèæåíèÿ è èäåè òåîðåòè÷åñêîé
ìàòåìàòèêè, à ñ äðóãîé ñòîðîíû – ìîùíóþ ñîâðåìåííóþ âû÷è-
ñëèòåëüíóþ òåõíèêó.

Ïîïûòêè öåëèêîì îòíåñòè òåîðèþ ãðàôîâ ê êàêîìó-ëèáî ðàç-
äåëó óæå ñëîæèâøèõñÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí (àëãåáðå, êîì-
áèíàòîðíîé òîïîëîãèè, ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå) îêàçàëèñü íåñîñ-
òîÿòåëüíûìè. Ïðàâäà, àïïàðàò àëãåáðû íåðåäêî óäàåòñÿ èñïîëü-
çîâàòü â òåîðèè ãðàôîâ íå òîëüêî êàê âû÷èñëèòåëüíîå ñðåäñòâî,
íî è êàê îðóäèå èññëåäîâàíèÿ, îäíàêî â èçó÷åíèè ãðàôîâ ñëèøêîì
áîëüøóþ ðîëü èãðàåò ÷èñòî êîìáèíàòîðíîå èñêóññòâî, íåäîñòà-
òî÷íî îõâà÷åííîå àëãåáðàè÷åñêîé íàóêîé.

Ñàìîé áëèçêîé ïî ïðèðîäå ê òåîðèè ãðàôîâ îêàçàëàñü òåîðèÿ
÷èñåë. Îäíàêî ñíà÷àëà ïðèìåíåíèå òåîðèè ÷èñåë äëÿ èññëåäîâà-
íèÿ ãðàôîâ íîñèëî ÷èñòî ñëó÷àéíûé õàðàêòåð. Èçâåñòíà îäíà
êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà, ñâÿçûâàþùàÿ òåîðèþ ãðàôîâ è òîðèþ ÷è-
ñåë, â êîòîðîé äîêàçûâàåòñÿ ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî â êëàññàõ âû-
÷åòîâ ïî ìîäóëþ 2.

Òåîðåìà 1.1. [6] Åñëè ãðàô G èìååò ìàòðèöó èíöèäåíöèé B è
ìàòðèöó öèêëîâ C, òî

 CB = 0(mod 2).

Ýòî ñîîòíîøåíèå èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ â òåîðèè
ðåëåéíûõ ñõåì. Â ñâîå âðåìÿ, ðåøàÿ ïðîáëåìó 4-õ êðàñîê, Õèâóä
äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.2. [60] Äëÿ òîãî ÷òîáû âåðøèíû ïëîñêîé òðèàíãó-
ëÿöèè L äîïóñêàëè ðàñêðàñêó ÷åòûðüìÿ öâåòàìè, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ê êàæäîé ãðàíè ìîæíî áûëî îòíåñòè îäíî èç
÷èñåë 1, 2 ñ ñîáëþäåíèåì óñëîâèÿ: äëÿ êàæäîé âåðøèíû L ñóììà
÷èñåë, îòíåñåííûõ ê ïðèìûêàþùèì ê íåé ãðàíÿì, ðàâíà 0 ïî
ìîäóëþ 3.
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×àùå âñåãî òåîðèÿ ÷èñåë ïðèìåíÿåòñÿ â òåîðèè ãðàôîâ äëÿ
ðàçëè÷íîãî ðîäà êîäèðîâàíèÿ (íóìåðàöèè) ãðàôîâ.

Ðåøåíèå øèðîêîãî êðóãà ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ñâÿçàíî ñ ðàçìå-
ùåíèåì îáúåêòîâ òîé èëè èíîé ïðèðîäû â ýëåìåíòàõ îïðåäå-
ëåííîé ñòðóêòóðû. Íåîáõîäèìîñòü â ïîäîáíûõ äåéñòâèÿõ âîçíè-
êàåò, íàïðèìåð, ïðè ðàññòàíîâêå îáîðóäîâàíèÿ â öåõàõ, ðàçìå-
ùåíèè ýëåìåíòîâ ðàäèîýëåêòðîííîé àïïàðàòóðû, ðàñïîëîæåíèè
ïðîãðàìì è èñõîäíûõ äàííûõ â ïàìÿòè êîìïüþòåðîâ è ò.ï.

Ìíîãèå èç ýòèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ìîäåëèðóþòñÿ çàäà÷àìè
îïòèìèçàöèè íà ïåðåñòàíîâêàõ. Â òàêèõ çàäà÷àõ íåîáõîäèìî
îòûñêàòü ïåðåñòàíîâêó, äîñòàâëÿþùóþ ýêñòðåìóì çàäàííîé ôóí-
êöèè, îïðåäåëåííûé íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå ïåðåñòàíîâîê ýëå-
ìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà.

Çàäà÷è îïòèìèçàöèè íà ïåðåñòàíîâêàõ îòíîñÿòñÿ ê äèñêðåò-
íûì çàäà÷àì îïòèìèçàöèè. Äëÿ èõ ðåøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ òàêèå
óíèâåðñàëüíûå ìåòîäû, êàê ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî àíàëèçà
âàðèàíòîâ, ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö, ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ, êîòîðûå ïî îöåíêå òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé
íå ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûìè.

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè íà ïåðåñòàíîâêàõ ðàçìåùàå-
ìûå îáúåêòû îáëàäàþò îïðåäåëåííîé ñîâîêóïíîñòüþ âçàèìîñâÿ-
çåé, êîòîðóþ ÷àñòî ìîæíî çàäàòü ñ ïîìîùüþ ãðàôà èëè ãèïåð-
ãðàôà. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ñîñòîèò â ïîèñêå òàêîé íóìåðàöèè
âåðøèí ãðàôà èëè ãèïåðãðàôà, êîòîðàÿ äîñòàâèëà áû ýêñòðå-
ìàëüíîå çíà÷åíèå íåêîòîðîìó ôóíêöèîíàëó, îïðåäåëåííîìó íà
ìíîæåñòâå íóìåðàöèé. Ýòà çàäà÷à èìååò è ìàòðè÷íóþ ýêâèâàëåíò-
íóþ ôîðìóëèðîâêó. Òîãäà íåîáõîäèìî íàéòè ëèáî ñèììåòðè÷-
íóþ ïåðåñòàíîâêó ñòðîê è ñòîëáöîâ, ëèáî íåçàâèñèìûå ïåðåñòà-
íîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ, äàþùèå ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëó.

Çà ïîñëåäíèå òðè äåñÿòèëåòèÿ ïîÿâèëîñü íåìàëî ðàáîò, ïî-
ñâÿùåííûõ ðåøåíèþ çàäà÷ íóìåðàöèè ãðàôîâ, ãèïåðãðàôîâ è
óïîðÿäî÷åíèþ ìàòðèö. Â íèõ â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíîé îá-
ëàñòè èññëåäîâàíèé ðàññìàòðèâàëèñü ðàçëè÷íûå êëàññû ãðàôîâ è
ðàçíîîáðàçíûå êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè.

Â îáùåì ñëó÷àå áîëüøèíñòâî çàäà÷ îïòèìàëüíîé íóìåðàöèè
äëÿ ãðàôîâ è ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíûìè è ïîýòîìó äëÿ íèõ
íå ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Â
ýòîé ñèòóàöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì èññëåäîâàíèå ÷àñòíûõ
ñëó÷àåâ çàäà÷ íóìåðàöèè, ïîñòàâëåííûõ íà îãðàíè÷åííûõ êëàñ-
ñàõ ãðàôîâ. Ïðè÷åì âàæíî êàê íàõîæäåíèå ïîëèíîìèàëüíî ðàç-
ðåøèìûõ ñëó÷àåâ çàäà÷è, òàê è âûÿñíåíèå ïðåäåëîâ òåõ óïðîùå-
íèé èëè îãðàíè÷åíèé, ïðè êîòîðûõ îíà îñòàåòñÿ NP-ïîëíîé.
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Íóìåðàöèåé (óïîðÿäî÷åíèåì) n-âåðøèííîãî ãðàôà ( , )G X Y

íàçûâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f: X I⇒ , ãäå

{ }1 2, ,..., nI i i i=  – ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, à f â îáùåì ñëó÷àå

ïðèíàäëåæèò êàêîìó-òî êëàññó ôóíêöèé K.
Îáùàÿ çàäà÷à î íóìåðàöèè ñòàâèòñÿ òàê: äëÿ çàäàííîãî ãðàôà

G íàéòè òàêóþ íóìåðàöèþ f K∈ , ÷òîáû ôóíêöèîíàë ( , )B G f
ïðèíèìàë íàèìåíüøåå çíà÷åíèå.

Ñðåäè çàäà÷ íóìåðàöèè ìîæíî âûäåëèòü íàèáîëåå èçâåñòíûå.

1. Задача о ширине графа

Øèðèíîé ãðàôà G ïðè íóìåðàöèè f íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

( ){ }( , ) max ( ) ( ) : ,i j i jB G f f x f x x x Y= − ∈ ,

à øèðèíîé ãðàôà G – ÷èñëî ( ) min ( , ).
f K

B G B G f
∈

=

Çàäà÷à î ïîñòðîåíèè ìèíèìàëüíîé ïî øèðèíå íóìåðàöèè
íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé î øèðèíå ãðàôà.

Âïåðâûå çàäà÷à î øèðèíå ãðàôà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà â
1954 ã. â ðàáîòå [72]. Â íåé ïîñòàâëåíà çàäà÷à î øèðèíå n-êóáà,
êîòîðàÿ áûëà ðåøåíà ïîçæå. Â 1976 ã. óñòàíîâëåíà NP-ïîëíîòà
çàäà÷è î øèðèíå ãðàôà, à â 1978 ã. äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à îñòàåòñÿ
NP-ïîëíîé äëÿ äåðåâüåâ ñ ìàêñèìàëüíîé âåðøèííîé ñòåïåíüþ
òðè [76]. È, íàêîíåö, â 1986 ã. áûëî ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à îñòàåò-
ñÿ NP-ïîëíîé äàæå äëÿ ñëåäóþùèõ êëàññîâ äåðåâüåâ: 3-ãóñåíèö
è n-ãóñåíèö ñ ìàêñèìàëüíîé âåðøèííîé ñòåïåíüþ òðè [75].

2. Задача о профиле графа

Ïðîôèëåì ãðàôà G ïðè íóìåðàöèè f íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

( , ) ( ) min ( ) :i j j iP G f f x f x x x= − ≅∑ ,

à ïðîôèëåì ãðàôà G – ÷èñëî ( ) min ( , ).
f K

P G P G f
∈

=

Çäåñü çíàê ≅  îçíà÷àåò ñìåæíîñòü èëè ñîâïàäåíèå. Çàäà÷à î
ïðîôèëå âîçíèêàåò â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå ïðè îáðàáîòêå
ðàçðåæåííûõ ìàòðèö. Îíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé [76].
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3. Задача о длине гиперграфа

Ïî îïðåäåëåíèþ ãèïåðãðàô ( , )H X= ε  – íåêîòîðûé ìàòåìà-

òè÷åñêèé îáúåêò ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí { }1 2, ,..., nX x x x=  è ìíî-

æåñòâîì ðåáåð { }1 2, ,..., me e eε = , ãäå ie (1 i m≤ ≤ ) – íåïóñòûå ïîä-

ìíîæåñòâà X (íî íå îáÿçàòåëüíî èç äâóõ ýëåìåíòîâ, êàê â îáû÷-
íûõ ãðàôàõ).

Íóìåðàöèåé (óïîðÿäî÷èâàíèåì) n-âåðøèííîãî ãèïåðãðàôà
( , )H X= ε  íàçûâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f:

X I⇒ , ãäå { }1 2, ,..., mI i i i=  – íóìåðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äëèíîé ãèïåðãðàôà ( , )H X= ε  ïðè íóìåðàöèè f íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

( , ) max ( ) min ( )
i j

i jx e x ef K

d H f f x f x
∈ ∈∈

 = −  
∑ ,

à äëèíîé ãèïåðãðàôà ( , )H X= ε  – ÷èñëî ( ) min ( , ).
f K

d H d H f
∈

=

Çàäà÷à î äëèíå ãèïåðãðàôà âîçíèêàåò â ðÿäå ïðàêòè÷åñêèõ
çàäà÷ ïðè àâòîìàòèçàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ èíòåãðàëüíûõ ñõåì è
êîìïîíåíò êîìïüþòåðîâ, â áèîëîãèè ïðè ðåøåíèè çàäà÷ î íà-
ñëåäñòâåííîñòè, à òàêæå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ òåîðèè èíôîðìà-
öèè. Åñëè èñïîëüçîâàòü ìàòðèöó èíöèäåíöèé ãèïåðãðàôà A(H)
ðàçìåðîì n × n, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ (0,1)-ìàòðèöåé, òî çàäà÷à ñâî-
äèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ïóòåì ïåðåñòàíîâîê ñòîëáöîâ èñõîäíîé ìàò-
ðèöû òàêîé ìàòðèöû A′ (H), ó êîòîðîé â êàæäîé ñòðîêå åäèíèöû
áóäóò ðàçìåùåíû ïîäðÿä, çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðûõ ïðîáåëîâ
èç íóëåé, ÷èñëî êîòîðûõ íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü. Åñëè òà-
êèõ ïðîáåëîâ íåò, òî ñ÷èòàþò, ÷òî ìàòðèöà îáëàäàåò ñâîéñòâîì
ñâÿçíîñòè. Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé. Ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ çàäà÷à ïðèâåäåíà â [36] è íàçûâàåòñÿ «Äîïîëíåíèå äî
ìàòðèöû ñî ñâîéñòâîì ñâÿçíîñòè».

Îïèñàííûå çäåñü çàäà÷è íóìåðàöèè ãðàôîâ ñâîäèëèñü ê
îïðåäåëåíèþ ýêñòðåìóìà ôóíêöèîíàëà, êîòîðûé áûë íåçàâèñè-
ìûì îò ñòðóêòóðû ãðàôà, ò.å. ñïîñîá çàäàíèÿ ãðàôà ìîã áûòü
ïðîèçâîëüíûì.

Ñóùåñòâóåò îòäåëüíîå íàïðàâëåíèå â òåîðèè íóìåðàöèè ãðà-
ôîâ, â êîòîðîì ñàìà íóìåðàöèÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïòèìèçàöèè
ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôîâ.

Â îáû÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ ãðàôîâ îáÿçàòåëüíî ïåðå÷èñëÿþò-
ñÿ ìíîæåñòâà åãî âåðøèí è ðåáåð. Ñóùåñòâóåò ðÿä çàäà÷, êîãäà
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òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðîâ ãðàôà âûçûâàåò
ñåðüåçíûå òðóäíîñòè è òðåáóåò áîëåå êîìïàêòíîãî (èëè áîëåå
óäîáíîãî) ñïåöèôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Äëÿ íåêîòîðûõ äèñêðåòíûõ îáúåêòîâ âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ çà-
äà÷è ïîñòðîåíèÿ ïîëíîé ñîâîêóïíîñòè ñèììåòðèé îáúåêòà èëè
çàäà÷è ðåàëèçóåìîñòè â åñòåñòâåííûõ ýâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò, åñëè â êà÷åñòâå èññëåäóåìûõ îáúåêòîâ
ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðàôû õèìè÷åñêèõ ñîåäèíåíèé, ôîðìóëû èëè
ñõåìû, ðåàëèçóþùèå áóëåâñêèå ôóíêöèè, öèôðîâûå àâòîìàòû,
ìíîãîãðàííèêè è äð.

Ïðîáëåìà óñòàíîâëåíèÿ ñèììåòðèé, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ
îñíîâîé ðåøåíèÿ çàäà÷ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè èíôîðìàòèâíîñòè
äèñêðåòíûõ îáúåêòîâ, èñïîëüçóåìûõ â íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ,
ñâÿçàííûõ ñ ðàçðàáîòêîé ðàçëè÷íûõ ñèñòåì àâòîìàòèçàöèè ïðîåê-
òèðîâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, îöåíêà ñëîæíîñòè îáúåêòîâ èìååò ìíîãî
ïðèìåíåíèé â îáëàñòè àâòîìàòèçàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì,
ïðè ìèíèìèçàöèè îïèñàíèÿ èñõîäíûõ îáúåêòîâ, âûäåëåíèè èí-
ôîðìàòèâíûõ ïðèçíàêîâ â îáëàñòè ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ.

Ïðè îáû÷íîì êîäèðîâàíèè ãðàôîâ ðåøåíèå ïåðå÷èñëåííûõ
âûøå çàäà÷ çàòðóäíåíî, ïîýòîìó àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà
ïîñòðîåíèÿ ñïåöèàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ ãðàôîâ, îáëàäàþùåãî òà-
êèìè ñâîéñòâàìè: à) ïåðåõîä ê ñïåöèàëüíîìó êîäèðîâàíèþ îò
åñòåñòâåííîãî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî íåòðóäîåìêèì; á) òðóäîåì-
êîñòü àëãîðèòìîâ íà ãðàôàõ ïðè òàêîì êîäèðîâàíèè äîëæíà
áûòü ìåíüøåé, ÷åì ïðè ñòàíäàðòíîì êîäèðîâàíèè.

Ñ ó÷åòîì ýòèõ òðåáîâàíèé çàêîäèðîâàííûé ãðàô äîëæåí ïðåä-
ñòàâëÿòü ñîáîé òðîéêó ( , , )G X U F= , ãäå { }1 2, ,..., nX x x x=  –

ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîîòâåòñò-
âóåò îäíîé âåðøèíå; { }1 2, ,..., mU u u u=  – ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëü-

íûõ ÷èñåë, íàçûâàåìûõ îáðàçóþùèìè, à F – ôóíêöèÿ äâóõ ïå-
ðåìåííûõ òàêàÿ, ÷òî ( , )i jF x x U∈  òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïàðà

âåðøèí ( ),i jx x  îáðàçóåò ðåáðî èñõîäíîãî ãðàôà.

Íàêëàäûâàÿ ðàçëè÷íûå îãðàíè÷åíèÿ íà ìíîæåñòâà X, U è íà
ôóíêöèþ F, ìîæíî ïîëó÷àòü êîäèðîâàíèå ãðàôà, êîòîðîå îòðà-
æàåò òå èëè èíûå ñâîéñòâà ýòîãî ãðàôà. Ïðè ýòîì, â îòëè÷èå îò
îáû÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôîâ, ãäå ïî÷òè âñå îïåðàöèè ñâîäÿò-
ñÿ ê ïîèñêó ýëåìåíòà èç ìíîæåñòâà äàííûõ, çäåñü îñíîâíûå îïå-
ðàöèè ñâîäÿòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ôóíêöèè F.

Ïðàêòèêà ïîêàçàëà, ÷òî â ñâÿçè ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðíîñòè
çàäà÷, ðåøàåìûõ íà êîìïüþòåðàõ, âñå áîëüøå âíèìàíèÿ íåîáõî-
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äèìî óäåëÿòü âîïðîñàì ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìîâ. Äëÿ îöåíêè
ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ åñòü ìíîãî êðèòåðèåâ, îñíîâíîé èç êîòî-
ðûõ – ïðîäîëæèòåëüíîñòü âðåìåíè ðåøåíèÿ çàäà÷è, âûðàæåííàÿ
êàê ôóíêöèÿ îò îáúåìà íåîáõîäèìîé ìàøèííîé ïàìÿòè äëÿ èñ-
õîäíûõ äàííûõ.

 Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôîâ â ìà-
øèííîé ïàìÿòè. Åñëè îáûêíîâåííûé ãðàô ñîñòîèò èç n  âåðøèí
è m  ðåáåð, òî ïðåäñòàâëåíèå åãî â âèäå ìàòðèöû ñìåæíîñòè òðåáóåò
îáúåì ïàìÿòè ïîðÿäêà 2n , à â âèäå ñïèñêà ñìåæíîñòåé –

( )n m+ . Ñïèñêîì ñìåæíîñòåé ÷àñòî ïîëüçóþòñÿ, êîãäà 2m n≤ ,

ïîýòîìó íà ïðàêòèêå ìàòðèöû ñìåæíîñòè èñïîëüçóþòñÿ ðåäêî.

1.2. ГРАФЫ, ЗАДАВАЕМЫЕ АНАЛИТИЧЕСКИМ СПОСОБОМ

Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ çàäà÷ íà ãðàôàõ ÷àñòî âàæíî îïðåäå-
ëèòü òîëüêî ñìåæíîñòü äâóõ ëþáûõ âåðøèí äàííîãî ãðàôà. Âîç-
íèêàåò âîïðîñ, ìîæíî ëè ïîëó÷èòü âñþ ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ î
ãðàôå ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé, íå çàãðîìîæäàÿ
ïàìÿòü ìàøèíû èñõîäíûìè äàííûìè î ñòðóêòóðå ãðàôà? Ðàñ-
ñìîòðèì íåêîòîðûå ñïîñîáû ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôà, êîòîðûå èìåþò
âàæíîå çíà÷åíèå ïðè êîäèðîâàíèè ãðàôîâ, à òàêæå ïðè ïîèñêå
ñïîñîáà ðàçìåùåíèÿ â ìàøèííîé ïàìÿòè äàííûõ î ãðàôàõ è èõ
îáðàáîòêå.

Îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè F â çàêîäèðîâàííîì ãðàôå
( , , )G X U F=  áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíà â êàêîé-òî ìåðå «ëåã-

êî âû÷èñëÿåìà», ò.å. èìååò àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå. Îòñþäà
íàçâàíèå äëÿ òàêèõ ãðàôîâ, êîòîðûå çàäàþòñÿ àíàëèòè÷åñêèì
ñïîñîáîì, – À-ãðàôû. Ãðàô áóäåò êîíå÷íûì, åñëè X  – êîíå÷-
íîå ìíîæåñòâî.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ãðàôå G  èç âåðøèíû õi â âåðøèíó õj çà-
õîäèò äóãà, åñëè ( ),i jF x x U∈ . Åñëè ( ),j jF x x U∈ , òî â âåðøèíå

õj ñóùåñòâóåò ïåòëÿ.
Îïðåäåëåíèå 1.1. Íàçîâåì ñòåïåíüþ ïîëóèñõîäà âåðøèíû ix

( ) ( ){ }/ ,i j i jx x F x x U+ρ = ∈ ,                   (1.2)

à ñòåïåíüþ ïîëóçàõîäà –

( ) ( ){ }/ ,i j j ix x F x x U−ρ = ∈ .                   (1.3)
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Ýòè ÷èñëà îïðåäåëåíû äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ. À-ãðàô, ó
êîòîðîãî ( ) ( ), ,i j j iF x x F x x= , íàçûâàåòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûì.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ãðàô ( ), ,G X U F=  íàçûâàåòñÿ èçîìîðôíûì

ãðàôó ( ), ,G X U F′ ′ ′ ′= , åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå

ñîîòâåòñòâèå ϕ ìåæäó ìíîæåñòâàìè X  è X ′ , ñîõðàíÿþùåå ñìåæ-
íîñòü, ò.å. G G ′≅ , åñëè

( ) ( ), , ,i j i j i jx x X F x x U F x x U ′ ′∀ ∈ ∈ ⇔ ϕ ϕ ∈  .      (1.4)

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïðåäñòàâëåíèå ãðàôà ( ), ,G X U F=  íàçûâà-

åòñÿ ìèíèìàëüíûì îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ F, åñëè äëÿ ëþáîãî
( ) ( ), , , ,G X U F G X U F′ ′ ′= ≅ =  ñïðàâåäëèâî

U U ′≤ .                                (1.5)

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà U  â îáùåì ñëó-
÷àå íå ðàâíà êîëè÷åñòâó ðåáåð ãðàôà.

Ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà X  ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûå îáúåê-
òû: ÷èñëà, âåêòîðû, ìàòðèöû è ò.ä. Îäíàêî íàèáîëüøèé èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X  – ÷èñëà (öå-
ëûå, ðàöèîíàëüíûå, äåéñòâèòåëüíûå, êîìïëåêñíûå), à â êà÷åñòâå
F çàäàíà ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Â äàëü-
íåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå ãðàôû, êîòîðûå íàçî-
âåì ÷èñëîâûìè.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ãðàôà ïî
Çûêîâó è îïðåäåëåíèå ÷èñëîâîãî ãðàôà ýêâèâàëåíòíû, åñëè ïðå-
äèêàò P çàìåíèòü ïîðîæäàþùåé ôóíêöèåé, õîòÿ äëÿ ÷èñëîâûõ
ãðàôîâ íå âñåãäà ìîæíî íàéòè ïîäõîäÿùóþ ïîðîæäàþùóþ ôóíê-
öèþ.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïðåäñòàâëåíèå ãðàôà ( ), ,G X U F=  íàçû-

âàåòñÿ ñîâåðøåííûì îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ F, åñëè îíî ìè-
íèìàëüíî è äëÿ ëþáîãî ìèíèìàëüíîãî ( ), ,G X U F G′ ′ ′= ≅ =

= ( ), ,X U F  ñïðàâåäëèâî

, ,
max max
i j k l

i j k lx x X x x X
x x x x

′ ′ ′∈ ∈
′ ′− ≤ − .                  (1.6)

 Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò À-ãðàôû, ó êîòîðûõ ìíîæåñò-
âî X  ñîäåðæèò òîëüêî öåëûå ÷èñëà.



Ч А С Т Ь  I.  Числовые графы

16

Îïðåäåëåíèå 1.5. ×èñëîâîé ãðàô G  íàçûâàåòñÿ íàòóðàëüíûì,
åñëè ó íåãî { }1,2, ... ,X n= .

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå âèäû ïîðîæäàþùèõ ôóíê-
öèé. Íàèáîëåå ïðîñòîé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ ïîðîæäàþùàÿ ôóíê-
öèÿ, êîòîðàÿ èìååò âèä

( ),i j i jF x x a x b x c= + + .                    (1.7)

Îáîçíà÷èì αÕ (α ≠ 0) ìíîæåñòâî { }1 2, , ... , nx x xα α α , à α  +

+ õ – ìíîæåñòâî { }1 2, , ... , nx x xα + α + α + .

Äîêàæåì ðÿä óòâåðæäåíèé äëÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè F  ãðàôà
( ), ,G X U f′ = α α .

Ëåììà 1.1. À-ãðàôû ( ), ,G X U F=  è ( ), ,G X U f′ = α α  èçî-

ìîðôíû, åñëè ïîëîæèòü ( ) ( ) ( ), , 1i j i jf x x F x x c= + α − .

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ( ) 1,i j i jF x x a x b x c u U= + + = ∈ . Òîãäà

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 1 1i j i j i jf x x F x x c a x b x c cα α = α α + α − = α + + + α − =

( ) 1i ja x b x c a u= α + + = .

Î÷åâèäíî, ÷òî 1u Uα ∈ α .

Ëåììà 1.2. À-ãðàôû G = (X, U, F) è ( )( ), ,G X a b U F′ = α + α + +

èçîìîðôíû.
Ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî:

( ) ( ) ( ) ( ), .i j i i i jF x x a x b x c a x b x a b cα + α + = + α + + α + = + + α + +

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè axi + bxj + c = u1 ∈ U, òî ( ),i jF x xα + α + ∈

∈ ( )a b uα + + .

Ëåììà 1.3. À-ãðàôû ( ), ,G X U F=  è ( ), ,G X U f′ = + α  èçî-

ìîðôíû, åñëè ïîëîæèòü ( ) ( ), ,i j i jf x x F x x= + α .

Ïðîâåðÿåòñÿ òàê æå, êàê è ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 1.4. À-ãðàôû ( ), ,G X U F=  è ( ), ,G X U F′ = α α  èçî-

ìîðôíû.
À-ãðàô ñ ëèíåéíîé ïîðîæäàþùåé ôóíêöèåé áóäåò íåîðèåí-

òèðîâàííûì, åñëè a b= , ò.å.
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 ( )i jF a x x c= + + .                         (1.8)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè 1a =  è 0c = , òî ïîëó÷àåì ÷èñëîâîé ãðàô,
êîòîðûé íàçûâàåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì [25].

Ëåììà 1.5. Âñÿêèé íåîðèåíòèðîâàííûé À-ãðàô ñ ëèíåéíîé
ïîðîæäàþùåé ôóíêöèåé èçîìîðôåí àðèôìåòè÷åñêîìó ãðàôó.

Âîçüìåì ,X X′ =  
U c

U
a
−′ = , à ( ) ( ),

,
i j

i j

F x x
F x x c

a
′ = − =

= i jx x+ . Ïðîâåðèì, ÷òî åñëè ( ), ,i jF x x U∈  òî i jx x U ′+ ∈ .

Òàêèì îáðàçîì, èçó÷åíèå íåîðèåíòèðîâàííûõ À-ãðàôîâ ñ ëè-
íåéíîé ïîðîæäàþùåé ôóíêöèåé ìîæíî ñâîäèòü ê èçó÷åíèþ
àðèôìåòè÷åñêèõ ãðàôîâ, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ î÷åíü ïðîñòûìè.
Îäíàêî è äëÿ íèõ ñóùåñòâóþò çàäà÷è, êîòîðûå åùå íå ðåøåíû.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè â ãðàôå ( , , )G X U F=  X  è U
ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, òî ìîæíî ïîñòðî-
èòü ÷èñëîâîé ãðàô ( , , )G X U F′ ′ ′ ′ , êîòîðûé èçîìîðôåí ãðàôó G  è

ó êîòîðîãî X ′  è U ′  ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî óìíîæèòü X  è U  íà íàèìåíüøåå îáùåå
êðàòíîå çíàìåíàòåëåé èõ ýëåìåíòîâ. Íåî÷åâèäíî, îäíàêî ñïðà-
âåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1.1. Äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî ÷èñëîâîãî ãðàôà G =
( , , )X U F=  ìîæíî ïîñòðîèòü ãðàô ( , , ) ( , , )G X U F G X U F′ ′ ′ ′= ≅ = ,

ó êîòîðîãî X ′  è U ′  ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ìîæíî ïîñòðîèòü äàæå àðèôìåòè÷åñêèé

ãðàô, êîòîðûé èçîìîðôåí èñõîäíîìó ãðàôó. Äëÿ ýòîãî êàæäîé
âåðøèíå èñõîäíîãî ãðàôà ( , , )G X U F=  ïðèñâîèì êîä xi =2i  (1 ≤ i ≤
≤ n), ãäå n – ÷èñëî âåðøèí ãðàôà, à ôóíêöèþ âûáåðåì F = xi + xj,
êàê äëÿ àðèôìåòè÷åñêîãî ãðàôà. Ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíîå çíà÷å-
íèå U  = 2

nÑ  è âñå îáðàçóþùèå – ðàçíûå. Â ñàìîì äåëå, äîïóñ-

òèì, ÷òî íàéäåòñÿ ÷åòâåðêà âåðøèí k, l, r, s, îòëè÷íûõ äðóã îò äðóãà
è òàêèõ, ÷òî 2 2 2 2k l r s+ = + . Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ïóñòü k = min(k,

l, r, s). Òîãäà ïîñëå ñîêðàùåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé íà 2k ïîëó÷èì 1 +
+ 2 2 2 .l k r k s k− − −= +  Íî â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò íå÷åòíîå ÷èñëî, à â
ïðàâîé – ÷åòíîå, ÷òî íåâîçìîæíî. Ýòî è äîêàçûâàåò, ÷òî îäèíà-
êîâûõ îáðàçóþùèõ U íå ñîäåðæèò. Îñòàâèì â U òîëüêî òå îáðà-
çóþùèå, êîòîðûå â èñõîäíîì ãðàôå ñîîòâåòñòâóþò ðåáðàì. Ýòî è
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1.1.
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Ïóñòü F  – êâàäðàòè÷íàÿ ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ. Ýòó ôóíê-
öèþ â îáùåì âèäå çàïèøåì òàê:

( ) 2 2, 2 2 2i j i i j j i jF x x a x bx x c x d x e x f= + + + + + .      (1.9)

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ( ),i jF x x =

= 2 22 3 , 1i i j j ix x x x x− + − +  íà ìíîæåñòâå { }1, 2, 3, 4, 5X = . Ïðè

ýòîì ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà
{ }2U = , ÷òî ëåãêî ïðîâåðèòü:

 ( ) 2 22,1 2 2 3 2 1 1 2 1 2,F = ⋅ − ⋅ ⋅ + − + =

 ( ) 2 21,3 2 1 3 1 3 3 1 1 2,F = ⋅ − ⋅ ⋅ + − + =

 ( ) 2 23,2 2 3 3 3 2 2 3 1 2,F = ⋅ − ⋅ ⋅ + − + =

 ( ) 2 22,5 2 2 3 2 5 5 2 1 2,F = ⋅ − ⋅ ⋅ + − + =

 ( ) 2 24,3 2 4 3 4 3 3 4 1 2,F = ⋅ − ⋅ ⋅ + − + =

 ( ) 2 25,4 2 5 3 5 4 4 5 1 2.F = ⋅ − ⋅ ⋅ + − + =

Ýòîìó À-ãðàôó ñîîòâåòñòâóåò ãðàô íà ðèñ.1.1. Çäåñü ãðàô èìååò
âèä äâóõ ñêëååííûõ êîíòóðîâ è äëÿ åãî ïðåäñòàâëåíèÿ îêàçàëîñü
äîñòàòî÷íî îäíîé îáðàçóþùåé. Åñëè ãðàô íà ðèñ. 1.1 ïðåäñòàâèòü â
êà÷åñòâå àðèôìåòè÷åñêîãî ãðàôà, òî íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ
ýòîãî ïîíàäîáÿòñÿ 3 îáðàçóþùèõ (ðèñ. 1.2). Çäåñü Õ { }1,2,3,4,5=

è { }5,6,7U = .

Åñëè ñðàâíèòü «ëåãêî âû÷èñëÿåìûå ôóíêöèè» àðèôìåòè÷åñ-
êîãî ãðàôà è êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ, òî î÷åâèäíî, ÷òî âòîðàÿ
íàìíîãî ñëîæíåå. Â ïåðâîé ÷èñëî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ ðàâíî 1,
çàòî ïîèñê íà ìíîæåñòâå U, ò. å. ÷èñëî ñðàâíåíèé áîëüøå, ÷åì

äëÿ âòîðîé ôóíêöèè. È íàîáî-
ðîò, âî âòîðîé ôóíêöèè ÷èñëî
óìíîæåíèé ðàâíî 3, ÷èñëî ñëî-
æåíèé – 4, çàòî ñðàâíèâàåì
âñåãäà òîëüêî îäèí ðàç. Î÷åâèä-
íî, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî îáðà-
çóþùèõ À-ãðàôà ñîñòîèò èç îä-
íîãî ýëåìåíòà u , òî åãî ìîæíîÐèñ. 1.1 Ðèñ. 1.2
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ïðèðàâíÿòü íóëþ, åñëè èçìåíèòü ïîðîæäàþùóþ ôóíêöèþ, ò. å.
çàìåíèòü

( ) ( )1, ,i j i jF x x u F x x′− ⇒ .                  (1.9à)

Òîãäà âîïðîñ î ñìåæíîñòè âåðøèí ix  è jx  ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ

óðàâíåíèÿ îò äâóõ ïåðåìåííûõ ( ), 0i jF x x′ = .

Çäåñü âîçíèêàåò îäíà èíòåðåñíàÿ çàäà÷à îá àíàëèòè÷åñêîì ðàñ-
øèðåíèè ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè: ìîæíî ëè ãåíåðèðîâàòü ãðàô
áîëüøåé ðàçìåðíîñòè, äëÿ êîòîðîãî ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ îñ-
òàåòñÿ ïðåæíåé, òàê æå, êàê è ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ, ñîñòîÿ-
ùåå èç îäíîãî ýëåìåíòà? Ëåãêî âû÷èñëèòü, ÷òî êâàäðàòè÷íîå
óðàâíåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ãðàô íà ðèñ. 1.1, ñïðàâåäëèâî äëÿ
ïàð ÷èñåë (3,7), (7,6) è (6,5):

2·32 — 3·3·7 + 72 — 3 +1 = 2; 2·72 — 3·6·7 + 62 — 7 +1 = 2;

2·62 — 3·6·5 + 52 —  6 + 1 = 2.

×òîáû îáúÿñíèòü ýòî ñâîéñòâî, ïðåäñòàâèì xj = xi + ∆ è ïîäñòà-
âèì ýòî â óðàâíåíèå (1.9à). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

 ( ) 2 2 2 22 3 3 2 1 0i i i i i iF x x x x x x x= − − ∆ + + ∆ + ∆ − − =

èëè
2 2 1 0i i ix x x−∆ + + ∆ − − = .

Ðåøàÿ åãî îòíîñèòåëüíî ∆, íàõîäèì ðåøåíèå ∆ =
2 4 4

2
i i ix x x± + +

= , îòêóäà îêîí÷àòåëüíî èìååì: ∆1 = —1 è ∆2 = õ + 1.

Ïî ýòîé ôîðìóëå, óâåëè÷èâàÿ ÷èñëî âåðøèí ãðàôà äî 7, ñ ïî-
ìîùüþ ∆1 ïîëó÷àåì äóãè (7,6) è (6,5), à ñ ïîìîùüþ ∆2 – äóãó
(3,7). Åñëè ÷èñëî âåðøèí óâåëè÷èòü äî 9, òî ìîæíî íàéòè äóãè
(9,8), (8,7) è (4,9) è ò.ä. äî ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ n. Ýòî ïî-
çâîëÿåò ñòðîèòü ÷èñëîâûå ãðàôû, íå ïðîâîäÿ ëèøíèõ âû÷èñëå-
íèé. Ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàô
ïîêàçàí íà ðèñ. 1.3.

Íåêîòîðûå À-ãðàôû äîïóñ-
êàþò ãðàôè÷åñêèé ñïîñîá ïðåä-
ñòàâëåíèÿ.

 Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ôóí-
êöèþ (1.7). Äëÿ ïðîâåðêè ñìåæ-
íîñòè âåðøèí ðåøèì óðàâíå- Ðèñ. 1.3



Ч А С Т Ь  I.  Числовые графы

20

íèÿ

 ( )1,2, ... ,i j ka x b x c u k m+ + = = .               (1.10)

Èçîáðàçèì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå:

ka x b y c u+ + = .                          (1.11)

Èç âåðøèíû ix  â jx  áóäåò âûõîäèòü äóãà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó-

÷àå, åñëè òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè ,i jx x y x= =  ïðèíàäëåæèò îäíîé

èç ïðÿìûõ (1.11).
Äëÿ àðèôìåòè÷åñêèõ ãðàôîâ óðàâíåíèÿ (1.11) ïðåîáðàçóþòñÿ

â ñëåäóþùèå:

kx y u+ = .                             (1.12)

Ðàññìîòðèì, êàê ïðåäñòàâèòü öåïü â âèäå ñîâåðøåííîãî íà-
òóðàëüíîãî À-ãðàôà. Ïóñòü íåîáõîäèìî äëÿ öåïè èç n  âåðøèí
íàéòè ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îáðàçóþùèõ. Î÷åâèäíî, ÷òî èõ ÷èñëî

2m ≥ . Ïîêàæåì, ÷òî 2m = . Ïðîâåäåì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêî-
ñòè äâå ïðÿìûå (ðèñ. 1.4):

1 2x y n x y n+ = + + = + .               (1.13)

Èç ãðàôèêà íà ðèñ. 1.4 ñëåäóåò, ÷òî ïåðâàÿ ïðÿìàÿ ñâÿçûâàåò
âåðøèíû ( ) ( ) ( )1, , 2, 1 , 3, 2n n n− −  è ò.ä., ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïàðî-

ñî÷åòàíèþ äëÿ öåïè. Âòîðàÿ ïðÿìàÿ ñâÿçûâàåò âåðøèíû
( )2, , (3, 1), (4, 2)n n n− −  è ò.ä., ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèþ,

ñîïðÿæåííîìó ñ ïåðâûì ïàðîñî÷åòàíèåì. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìû
ïîëó÷àåì ñïîñîá íóìåðàöèè âåðøèí öåïè ïðè äâóõ îáðàçóþùèõ.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî åñëè n  –

íå÷åòíîå, òî â âåðøèíå 
1

2
n +

îáðàçóåòñÿ ïåòëÿ.
Ðàññìîòðèì ïðèâåäåííûé

âûøå ïðèìåð êâàäðàòè÷íîé
ôóíêöèè è çàïèøåì äëÿ íåå
óðàâíåíèå:

2 22 3 1 0.x x y y x− + − − =  (1.14)

Èç àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè
èçâåñòíî, ÷òî ýòî óðàâíåíèåÐèñ. 1.4
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êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà. Âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé
èìåþò èíâàðèàíòû, êîòîðûå â ñîîòâåòñòâèè ñ îáîçíà÷åíèÿìè
(1.9) çàïèñûâàåì â âèäå

( )

; ;

1, 2, ... , .

k

a b d
a b

I a c D A b c e
b c

d e f u

k m

= + = =
−

=

         (1.15)

Îïðåäåëÿåì çíà÷åíèÿ èíâàðèàíòîâ (1.15):

3 1
2

32 2
2

3 123; 1 0 0; 0.
32 4

1
1 20 1
2

I A D

− −
−

= = − = = = − <
−

− −

 (1.16)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûðàæåíèå (1.14) ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì
óðàâíåíèåì ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, ò.å. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó
ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ. Çàïèøåì åãî â âèäå

( ) ( )1 2 1 0y x y x− + − − = .                     (1.17)

Íà ãðàôèêå åìó ñîîòâåòñòâóþò äâå ïðÿìûå (ðèñ. 1.5):
 1 1,y x= −  2 2 1y x= + .                    (1.18)

Êàê âèäíî èç ãðàôèêà íà ðèñ. 1.5, äëÿ ìíîæåñòâà âåðøèí
{ }1, 2, 3, 4, 5X =  îñóùåñòâëÿåò-

ñÿ ñìåæíîñòü, êîòîðàÿ ñîîòâåò-
ñòâóåò îðèåíòèðîâàííîìó ãðà-
ôó íà ðèñ. 1.1. Åñëè ìíîæåñòâî
îáðàçóþùèõ èìååò áîëüøå îä-
íîãî ýëåìåíòà, òî äëÿ êàæäîãî
k  â ôîðìóëàõ (1.15) çíà÷åíèå
èíâàðèàíòà A  áóäåò ðàçíûì.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òèï ïîðîæ-
äàþùåé ôóíêöèè áóäåò âñåãäà
ïîñòîÿííûì (ýëëèïòè÷åñêèé,
ãèïåðáîëè÷åñêèé, ïàðàáîëè÷å-
ñêèé), íî äëÿ íåêîòîðûõ ku

óðàâíåíèå ìîæåò áûòü âûðîæ- Ðèñ. 1.5
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äåííûì è ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ëèáî îäíó òî÷êó, ëèáî ïàðó ïðÿ-
ìûõ (ïåðåñåêàþùèõñÿ, ïàðàëëåëüíûõ èëè ñîâïàäàþùèõ).

 Ìû ðàññìîòðåëè òîëüêî äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ ïîðîæäàþùåé
ôóíêöèè. Â ñâÿçè ñ îáíàðóæåííûìè ñâîéñòâàìè ÷èñëîâûõ ãðà-
ôîâ ìîæíî ïîñòàâèòü äâå çàäà÷è.

 Çàäà÷à 1. Äëÿ çàäàííîãî ÷èñëîâîãî ãðàôà G  è ïîðîæäàþùåé
ôóíêöèè F  ïîñòðîèòü ìèíèìàëüíûé (ñîâåðøåííûé) ãðàô.

 Çàäà÷à 2. Äëÿ çàäàííîãî ãðàôà G  ïîñòðîèòü íà ìíîæåñòâå
âåðøèí X N∈  ìèíèìàëüíûé (ñîâåðøåííûé) ãðàô.

Ýòè çàäà÷è îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà òåì, ÷òî â ïåðâîé ôèê-
ñèðîâàíà îáðàçóþùàÿ ôóíêöèÿ, à âî âòîðîé îïðåäåëåí òèï ìíî-
æåñòâà âåðøèí. Äðóãèå çàäà÷è, êîòîðûå âîçíèêàþò â ïðåäñòàâ-
ëåíèè ÷èñëîâûõ ãðàôîâ, ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûìè îò óêàçàííûõ
äâóõ. Â çàâèñèìîñòè îò âèäà F  ýòè çàäà÷è ìîãóò áûòü ðåøåíû
ëèáî äëÿ âñåõ ãðàôîâ, ëèáî äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ.

Ðàññìîòðèì åùå ïðèìåðû ïîðîæäàþùèõ ôóíêöèé, ïðè ýòîì
âîñïîëüçóåìñÿ íåêîòîðûìè íîâûìè ñîîáðàæåíèÿìè. Ðåøàÿ çà-
äà÷ó 2, íåîáõîäèìî ïîäîáðàòü íåêîòîðóþ ôóíêöèþ F  è ïîïðî-
áîâàòü ñ åå ïîìîùüþ ïîñòðîèòü çàäàííûé ãðàô. Äëÿ ýòîãî ìîæ-
íî ïðèìåíèòü ãðàôè÷åñêèé ñïîñîá, ñóòü êîòîðîãî ñîñòîèò â ñëå-
äóþùåì. Îáîçíà÷èì ix x= , à jx y= . Ðàññìîòðèì íà êîîðäèíàò-

íîé ïëîñêîñòè ôóíêöèþ ( , ) 0F x y u− = , ãäå u  ïîêà íå îïðåäåëå-
íî. Ýòî ïîêà íåñóùåñòâåííî, òàê êàê ãðàôèê ôóíêöèè ìîæíî
ïåðåìåùàòü âäîëü îñè OY  íà âåëè÷èíó u. Åñëè ( , )F x y  – ëè-
íåéíàÿ ôóíêöèÿ, òî åå ãðàôèêîì áóäåò ïðÿìàÿ ëèíèÿ:

( 1,2,3, , )kax by c u k m+ + = = … .              (1.19)

Åñëè ìíîæåñòâî {1,2,3, , }X n= … , òî âåðøèíà ñ íîìåðîì i X∈
áóäåò ñìåæíà ñ âåðøèíîé j X∈ , åñëè òî÷êà ( , )i j  èëè ( , )j i  ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.19). Ïîäáèðàÿ íåîáõîäèìûå êî-
ýôôèöèåíòû , ,a b c  è çíà÷åíèå ku , ìîæíî ïîñòðîèòü çàäàííûé
ãðàô.

Åñëè ( , )F x y  – êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ, òî åå ãðàôèêîì áóäåò
êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà:

2 22 2 2 0ax bxy cy dx ey f u+ + + + + − = .           (1.20)

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå
2 2 2( ) ( ) 2( ) ( )bx e x b ac be cd x e c u f

y
c

− + ± − + − + + −
= .
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Åñëè 2 0b ac− ≠ , òî êðèâàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèáî ýëëèïñîèä,
ëèáî ãèïåðáîëó. Ðàññìîòðèì óñëîâèå, ïðè êîòîðîì âûðàæåíèå
ïîä êîðíåì áóäåò ïîëíûì êâàäðàòîì, à èìåííî:

2 2 2( ) ( )[ ( )]be cd b ac e c u f− = − + − .                (1.21)

Óñëîâèå (1.21) ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

0

a b d

b c e

d e f u

=
−

.                         (1.22)

Ýòî óñëîâèå òîãî, ÷òî êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ðàñïàäàåòñÿ íà
ïàðó ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ. ßâíûé âèä ýòèõ ïðÿìûõ ïîëó÷èì,
åñëè ðàñêðîåì ïîëíûé êâàäðàò ïîä çíàêîì êîðíÿ. Â ýòîì ñëó÷àå,
èññëåäóÿ êàæäóþ ïðÿìóþ â îòäåëüíîñòè, ïîñòóïàåì òàê æå, êàê è
â ñëó÷àå, êîãäà ( , )F x y  – ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. Èç (1.21) äëÿ u
ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíîå çíà÷åíèå, êîãäà êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà
âûðîæäàåòñÿ â ïàðó ïðÿìûõ:

 
2 2

2

2ae bde cd
u f

b ac
− +

= +
−

.                    (1.23)

Íàñêîëüêî ñëîæíî áûâàåò ïîäîáðàòü ïîäõîäÿùóþ ôóíêöèþ
( , )F x y , ïîêàæåì íà ïðèìåðå. Ïóñòü çàäàíû èçîìîðôíûé ãðàô

(ðèñ.1.6) è êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ:
2 2( , ) 2 3 3F x y x xy y x= − + − + .              (1.24)

Çäåñü 
3 1

2, , 1, , 0
2 2

a b c d e= = − = = − =  è 3f = . Ïî ôîð-

ìóëå (1.23) íàõîäèì íåîáõîäèìîå 4u = . Ïðè ýòîì çíà÷åíèè
êðèâàÿ (1.20) ðàñïàäàåòñÿ íà
äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå:

1 2 1y x= +  è 2 1y x= − .

Ïîñêîëüêó ( , ) ( , )F x y F y x≠ ,
òî çàäàííûé ãðàô – îðèåíòèðî-
âàííûé. Ïîñòðîèì ãðàôèêè ïî-
ëó÷åííûõ ïðÿìûõ (ðèñ. 1.7, à) íà
ìíîæåñòâå çíà÷åíèé 1 7x≤ ≤  è
1 7y≤ ≤ , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ìíî- Ðèñ. 1.6
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æåñòâó âåðøèí {1,2,3,4,5,6,7}X = . Âñå òî÷êè íà ãðàôèêå 1.7, à
(ãðàôèê êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè), îáâåäåííûå êðóæêàìè, óäîâëå-
òâîðÿþò óðàâíåíèþ (1.20). Êîîðäèíàòû èõ ( , )x y  óêàçûâàþò, ÷òî

èç âåðøèíû ãðàôà ix x=  èäåò äóãà â âåðøèíó jx y= . Òàêèì îá-

ðàçîì, ãðàô ( , , )G X U F=  çàäàåòñÿ ìíîæåñòâîì 7, {4}X N U= =  è
ïîðîæäàþùåé ôóíêöèåé (1.24).

Ïîñòàâèì òåïåðü çàäà÷ó 2 äëÿ òîãî æå ãðàôà. Äëÿ X N∈  íà-
éòè ïîðîæäàþùóþ ôóíêöèþ â âèäå ( , )i j i jF x x x x= + . Ïîñêîëüêó

( , ) ( , )i j j iF x x F x x= , òî ãðàô áóäåò íåîðèåíòèðîâàííûì. Ñòðîèì

ãðàôèêè ïðÿìûõ íà ìíîæåñòâå X N∈ :

( 1,2, , )kx y u k m+ = = … .

Ïóòåì ïîäáîðà ku  íàõîäèì ñîîòâåòñòâóþùèå ïðÿìûå. Íà ðèñ. 1.6, á
(ãðàôèê ëèíåéíîé ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè) ïîêàçàíî, ÷òî ìíî-
æåñòâî îáðàçóþùèõ {5,6,7,12,15}U =  íà ìíîæåñòâå âåðøèí

8X N=  îïðåäåëÿåò èñõîäíûé ãðàô, çà èñêëþ÷åíèåì äîïîëíèòåëü-
íîãî âèñÿ÷åãî ðåáðà (1,6) (îáâåäåíî êâàäðàòîì). Ïîýòîìó åñëè
âåðøèíó 6 èñêëþ÷èòü èç ìíîæåñòâà Õ, òî ïîëó÷èì èñêîìûé
ãðàô, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 1.6, á.

Ðèñ. 1.7
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1.3. ЧИСЛОВЫЕ ГРАФЫ

Èòàê, â ðåçóëüòàòå îáîáùåíèé îïðåäåëåíèÿ ãðàôà, âçÿòîãî ïî
À.À. Çûêîâó, ìû ïðèøëè ê íîâîìó ïîíÿòèþ ãðàôà, îïðåäåëåíèå
êîòîðîãî ïîñëå ðàçëè÷íûõ óïðîùåíèé èìååò òàêîé âèä.

Îïðåäåëåíèå 1.6. ×èñëîâûì ãðàôîì G  íàçûâàåòñÿ òðîéêà
( , , )G X U F= , ãäå 1 2{ , , }nX x x x N= ∈…  – ìíîæåñòâî âåðøèí,

1 2{ , , }mU u u u N= ∈…  – ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ, à F  – íåêîòî-
ðàÿ ïîðîæäàþùàÿ îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ, îáëà-
äàþùàÿ ñâîéñòâîì

( , ) [ ( , ) ]i j i ju U x x X F x x u∀ ∈ ∃ ∈ = .            (1.25)

Êðîìå ôóíêöèè ñëîæåíèÿ, áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò
òàêæå ôóíêöèÿ ( ),i j i jF x x x x= − , êîòîðàÿ ïî åñòåñòâåííûì

ïðè÷èíàì îïðåäåëÿåò ìîäóëüíûå ãðàôû, àëãåáðàè÷åñêèå ôóíêöèè
âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà, ( ) ( ), sini j i jF x x x x= π +  è äð.

Íà íàø âçãëÿä, À.À. Çûêîâ èìåë ïðåäñòàâëåíèå î ÷èñëîâûõ
ãðàôàõ, õîòÿ òàêîå íàçâàíèå â åãî ðàáîòàõ îòñóòñòâóåò. Â [60, ñ. 6]
îí ïðèâîäèò 3 ïðèìåðà ãðàôîâ, êîòîðûå ïîëíîñòüþ ìîæíî íàçâàòü
÷èñëîâûìè (â áîëåå ðàííåì îïðåäåëåíèè – è áåñêîíå÷íûìè).

 1. Âåðøèíàìè ãðàôà ñëóæàò íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì âåð-
øèíû xi è xj ñîåäèíåíû ðåáðîì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñ-
ëè îáà ÷èñëà ïðîñòûå è ( ), 2i j i jF x x x x= − = . Ìíîæåñòâî âåð-

øèí ýòîãî ãðàôà ñ÷åòíî, à ÿâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî ðåáåð ñ÷åòíûì
èëè òîëüêî êîíå÷íûì – íåèçâåñòíî äî ñèõ ïîð (ïðîáëåìà áëèç-
íåöîâ â òåîðèè ÷èñåë). Ïî îïðåäåëåíèþ 1.6 ýòî – áåñêîíå÷íûé
íàòóðàëüíûé ìîäóëüíûé ãðàô.

2. Âåðøèíàìè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 1,2,…, n, à êàæäîå äåéñòâèòåëü-
íîå ÷èñëî x, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ i < x < i + 1, ñëóæèò äó-
ãîé èç âåðøèíû i â âåðøèíó i + 1. Ãðàô ñîäåðæèò êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî âåðøèí è êîíòèíóóì ðåáåð (äóã).

3. Âåðøèíàìè ñëóæàò âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, è ïðè ôèê-
ñèðîâàííîì δ > 0 ðàçíûå âåðøèíû xi è xj ñîåäèíåíû ðåáðîì òîã-
äà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ( ),i j i jF x x x x= − < δ. Êàæäîìó çíà-

÷åíèþ δ ñîîòâåòñòâóåò ñâîé ãðàô, ó êîòîðîãî ìíîæåñòâà âåðøèí
è ðåáåð êîíòèíóàëüíû.

Â ñâîåì ðàçâèòèè òåîðèÿ ãðàôîâ ñîïðèêàñàåòñÿ ñ ðàçëè÷íûìè
çàäà÷àìè òåîðåòè÷åñêîãî è ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà. Íåêîòîðûå
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òàêèå çàäà÷è ðåøàþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ òåî-
ðèè ãðàôîâ, à äðóãèå çàäà÷è äëÿ ñâîåãî ðåøåíèÿ òðåáóþò îïðåäå-
ëåííîé ìîäèôèêàöèè îáû÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðàôîâ. Ýòî ïðè-
âîäèò ê âûäåëåíèþ èç îáøèðíîãî êëàññà ãðàôîâ íåêîòîðûõ ïîä-
êëàññîâ, êîòîðûå èìåþò ñâîþ ñïåöèôèêó è ìîãóò áûòü íàìíîãî
ïðîùå îáû÷íûõ ãðàôîâ ïî ñâîåé ñòðóêòóðå è ñïîñîáó ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ.

Ïîíÿòèå ÷èñëîâîãî ãðàôà âîçíèêëî â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå
íå ñðàçó. Â 60-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà àêàäåìèê Â.Ì. Ãëóøêîâ è
åãî ó÷åíèêè ðàçðàáàòûâàëè òåîðèþ ïðîåêòèðîâàíèÿ äèñêðåòíûõ
ñèñòåì [19], êîòîðàÿ îñíîâûâàëàñü íà òàêîé ôóíäàìåíòàëüíîé
ïðîáëåìå, êàê ìèíèìèçàöèÿ äèçúþíêòèâíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì.
Èç òåîðèè äèçúþíêòèâíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì èçâåñòíî [62, 63],
÷òî âñÿêóþ áóëåâó ôóíêöèþ 1 2( , , )nf x x x…  îäíîçíà÷íî ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñîêðàùåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé
ôîðìû:

 1 2 1 2( , , )n tf x x x u u u= ∨ ∨ ∨… " ,

ãäå ( 1,2, , )iu i t= …  – ïðîñòûå èìïëèêàíòû ôóíêöèè f, ò. å. âûðà-
æåíèå, ñîñòîÿùåå èç ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåìåííûõ xj (j = 1, 2, …, n),
âçÿòûõ íåïîñðåäñòâåííî ëèáî ñ îòðèöàíèåì. Êàæäîé èìïëèêàí-
òå ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå çíà÷åíèå èñòèííîñòè íà âåð-
øèíàõ åäèíè÷íîãî n-ìåðíîãî êóáà. Åñëè ÷èñëî ïåðåìåííûõ èì-
ïëèêàíòû iu  ðàâíî r  (ðàíã èìïëèêàíòû), òî çíà÷åíèÿ èñòèííîñ-
òè îáðàçóþò (n — r)-ìåðíûé ïîäêóá åäèíè÷íîãî êóáà. Äëÿ ïðîñòî-
òû ïîíèìàíèÿ èñïîëüçîâàëè ãðàô, êîòîðûé àäåêâàòíûì îáðàçîì
èçîáðàæàë ÷àñòü åäèíè÷íîãî êóáà, íà êîòîðîé çàäàííàÿ ôóíêöèÿ

1 2( , , )nf x x x…  ïðèíèìàëà èñòèííûå çíà÷åíèÿ. Îäíàêî äëÿ áîëü-
øèõ çíà÷åíèé n  òàêîå èçîáðàæåíèå áûëî íåýôôåêòèâíûì.

Â 1964 ã. [23] Þ.Ã. Ãðèãîðüÿí ïðåäëîæèë ñïîñîá èçîáðàæå-
íèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé â âèäå äðóãîãî ãðàôà, êîòîðûé íàçâàë áó-
ëåâûì, è êîòîðûé äàâàë íåêîòîðóþ ýêîíîìèþ äëÿ èçîáðàæåíèÿ.
Îí îáðàòèë âíèìàíèå íà òî, ÷òî åñëè âûðàçèòü êîîðäèíàòû âåð-
øèíû åäèíè÷íîãî êóáà äåñÿòè÷íûìè ÷èñëàìè, òî êàæäàÿ ãëàâíàÿ
äèàãîíàëü ( )n r− -ìåðíîãî ïîäêóáà ñîåäèíÿåò âåðøèíû, ñóììà
êîòîðûõ äëÿ ýòîãî ïîäêóáà ïîñòîÿííà. Ýòî ïîñëóæèëî îñíîâàíèåì
äëÿ ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ ãðàôà, ó êîòîðîãî ñóììà êîäîâ ñìåæíûõ
âåðøèí ïðèíàäëåæèò çàäàííîìó ìíîæåñòâó ÷èñåë. Ïðåäñòàâëåííûå
òàêèì îáðàçîì ãðàôû ñòàëè íàçûâàòü àðèôìåòè÷åñêèìè. Ïåðâî-
íà÷àëüíî àðèôìåòè÷åñêèå ãðàôû ïðèìåíÿëèñü òîëüêî äëÿ èññëå-
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äîâàíèÿ áóëåâûõ ãðàôîâ, îäíàêî âïîñëåäñòâèè îêàçàëîñü, ÷òî
ïîñëåäíèå íå âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå àðèôìåòè÷åñêèõ
ãðàôîâ. È õîòÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå ïðèâåëî ê çàìåòíûì ðå-
çóëüòàòàì â ïðîáëåìå ìèíèìèçàöèè äèçúþíêòèâíûõ íîðìàëüíûõ
ôîðì, ñàìî ïîíÿòèå àðèôìåòè÷åñêîãî ãðàôà óñòîÿëîñü è ïîëó÷è-
ëî äàëüíåéøåå ðàçâèòèå.

Çà ïîñëåäóþùèå 25 ëåò Þ.Ã. Ãðèãîðüÿí (â ñîàâòîðñòâå ñ
Ã.Ê. Ìàíîÿíîì è À.Ì. Àäîíöåì) îïóáëèêîâàë åùå îêîëî äåñÿòè
ðàáîò îá àðèôìåòè÷åñêèõ ãðàôàõ. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðå-
íèÿ ýòè ðàáîòû íå íîñèëè ôóíäàìåíòàëüíûé õàðàêòåð è áûëè
ïîñâÿùåíû âòîðîñòåïåííûì îñîáåííîñòÿì àðèôìåòè÷åñêèõ ãðàôîâ.

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî áóëåâûå ãðàôû äîïóñêàþò íåñêîëüêî ïðåä-
ñòàâëåíèé, âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ áóëåâîãî
àâòîìîðôèçìà, ïðè êîòîðîì ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëåíèé îäíîãî è
òîãî æå áóëåâîãî ãðàôà îòîáðàæàåòñÿ íà ñåáÿ [23, 27]. Óñòàíîâëå-
íî, ÷òî ìíîæåñòâî áóëåâûõ àâòîìîðôèçìîâ îáðàçóåò ãðóïïó, êî-
òîðàÿ ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò èçâåñòíûõ ãðóïï àâòîìîð-
ôèçìîâ îáû÷íûõ ãðàôîâ. Òåì ñàìûì áûëî äîêàçàíî, ÷òî áóëåâîé
ãðàô ìîæåò îòðàæàòü íåêîòîðóþ íîâóþ êîíöåïöèþ êîäèðîâàíèÿ
ãðàôîâ, è ÷òî îí ïîðîæäàåò íîâûå ãðóïïû ñî ñâîéñòâåííûìè òîëü-
êî åìó àëãåáðàè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè. Èç àðèôìåòè÷åñêèõ
ãðàôîâ ìîæíî âûäåëèòü íàòóðàëüíûå àðèôìåòè÷åñêèå ãðàôû, ó
êîòîðûõ ìíîæåñòâî âåðøèí X  ñîâïàäàåò ñ íà÷àëüíûì îòðåçêîì
íàòóðàëüíîãî ðÿäà, ò. å. nX N= .

Þ.Ã. Ãðèãîðüÿí èçó÷àë íàòóðàëüíûå àðèôìåòè÷åñêèå ãðàôû
è äîêàçàë ðÿä óòâåðæäåíèé îá èõ ñòðóêòóðå.

Â ÷àñòíîñòè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå
àðèôìåòè÷åñêèå ãðàôû ñ ëþáûì êîëè÷åñòâîì ðåáåð. Ïðèâåäåíû
ïðèìåðû íåêîòîðûõ îäíîðîäíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ãðàôîâ è íàé-
äåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îíè ïðåîáðàçóþòñÿ â ôàêòîðîèäû.
Áûëà ïðèìåíåíà îïðåäåëåííàÿ òåîðåòèêî-÷èñëîâàÿ èíòåðïðåòà-
öèÿ ãðàôîâ, êîòîðàÿ ñîçäàëà ïðåäïîñûëêè äëÿ ïîñòðîåíèÿ è èçó-
÷åíèÿ íîâûõ òèïîâ êîíå÷íûõ ãðóïï, õàðàêòåðèçóþùèõ íàèáîëåå
îáùèå ñâîéñòâà îïðåäåëåííûõ êëàññîâ àðèôìåòè÷åñêèõ ãðàôîâ.
Èçâåñòíî [64, 72], ÷òî îñíîâíîé öåëüþ òåîðèè ãðóïï ÿâëÿåòñÿ
îïèñàíèå âñåõ ãðóïïîâûõ êîìïîçèöèé. Ïîñòðîåíèå ãðóïïîâûõ
êîìïîçèöèé â òåîðèè êîíå÷íûõ ãðóïï, â ñâîþ î÷åðåäü, îñíîâû-
âàåòñÿ íà îáíàðóæåíèè ðàçëè÷íûõ ñèñòåì àâòîìîðôèçìîâ íàä
îïðåäåëåííûìè îáúåêòàìè. Þ.Ã. Ãðèãîðüÿí èçó÷àë ðàçëè÷íûå
ñèñòåìû àâòîìîðôèçìîâ, ïîðîæäàåìûõ àðèôìåòè÷åñêèìè ãðàôà-
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ìè. Ïî àíàëîãèè ñ áóëåâûì àâòîìîðôèçìîì áûëî ââåäåíî ïîíÿ-
òèå àðèôìåòè÷åñêîãî àâòîìîðôèçìà, ïðè êîòîðîì ìíîæåñòâî
àðèôìåòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé îäíîãî è òîãî æå ãðàôà îòðàæàåòñÿ
ñàìî íà ñåáÿ. Ïîñòðîåííûå êîíå÷íûå ãðóïïû îêàçûâàþòñÿ â íå-
êîòîðîì ñìûñëå «ìîùíåå», ÷åì îáû÷íûå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ
ãðàôîâ, è îïèñûâàþò ñèììåòðèþ íå îäíîãî ãðàôà, ÷òî õàðàêòåð-
íî äëÿ îáû÷íûõ ãðàôîâ [58], à ñåìåéñòâà ãðàôîâ [26, 27].

Óêàçàííûì ñïîñîáîì ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì áû-
ëà ïîñòðîåíà íåêîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 24n  (n – ïðîñòîå
÷èñëî) ñ ÷åòûðåõçíà÷íîé îïåðàöèåé, ïîðîæäàåìàÿ àðèôìåòè÷åñ-
êèìè àâòîìîðôèçìàìè ïðîñòûõ öèêëîâ. Òàêæå áûëî ïîêàçàíî,
÷òî ýòà ãðóïïà ñâåðõðàçðåøèìà, èìååò âîñåìü ñîáñòâåííûõ íîð-
ìàëüíûõ äåëèòåëåé è âîñåìü êîìïîçèöèîííûõ ðÿäîâ äëèíîþ
ïÿòü. Íîâàÿ îïåðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ íîâîé êîìïîçèöèåé â òåîðèè
ãðóïï è îáîáùàåò ðàíåå èçâåñòíûå îïåðàöèè. Ïîñêîëüêó íåïðè-
âîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï èãðàþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â
ðàçëè÷íûõ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷àõ [59], áûëà ïîëíîñòüþ
ðåøåíà çàäà÷à ïðåäñòàâëåíèÿ óêàçàííîé âûøå ãðóïïû. Ïîêàçà-
íî, ÷òî ýòà ãðóïïà ãîìîìîðôíî îòîáðàæàåòñÿ â ëèíåéíîå ïðî-

ñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 
2

3
.

2
n + 

 
 

 Ïîëó÷åíû òàáëèöû õàðàêòåðîâ

íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâèòåëåé ãðóïïû è èññëåäîâàíû äðóãèå âî-
ïðîñû òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû. Òàêèì îáðàçîì, áûëî ïî-
êàçàíî, ÷òî àðèôìåòè÷åñêèå ãðàôû, îòðàæàþùèå îïðåäåëåííûé
ïîðÿäîê â ïðèðîäå ÷èñåë, ÿâëÿþòñÿ íîâûì èñòî÷íèêîì ôîðìè-
ðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ãðóïï ñ êà÷åñòâåííî íîâûìè õàðàêòåðèñòè-
êàìè.

Áûëà ñäåëàíà ïîïûòêà îáîñíîâàíèÿ êîíöåïöèè êîäèðîâàíèÿ
ãðàôîâ ãåîìåòðè÷åñêèìè ìåòîäàìè, òàê êàê ãåîìåòðèÿ ëþáîé
ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, â èòîãå, ãðàô,
ïàðàìåòðû êîòîðîãî, òàêèå êàê äëèíû ðåáåð, êîîðäèíàòû âåð-
øèí, îñè ñèììåòðèè è äðóãèå ýëåìåíòû, âçàèìîñâÿçàíû è óäîâ-
ëåòâîðÿþò íåêîòîðûì ñòàíäàðòíûì óñëîâèÿì, äèêòóåìûì ýòîé
ñòðóêòóðîé. Â ñâÿçè ñ óñòàíîâëåíèåì óíèâåðñàëüíîñòè êîäèðîâà-
íèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ ãðàôîâ áûëà ïîñòàâëåíà è ðåøåíà çàäà÷à
äëÿ íåêîòîðûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ôèãóð î âçàèì-
íîì ñîîòâåòñòâèè êîîðäèíàò âåðøèí (à òàêæå äðóãèõ ïàðàìåòðîâ) è
îïðåäåëåííîé êîäèðîâêè ïîäõîäÿùèõ àðèôìåòè÷åñêèõ ãðàôîâ.

Óêàçàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíîé çàäà÷åé ïîñòðîåíèÿ ñòðó-
êòóð, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðè ôèçè÷åñêèõ, áèîëîãè÷åñêèõ è
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äðóãèõ ìåòîäàõ ñèíòåçà êðèñòàëëîâ. Ïî àíàëîãèè ñ ýòîé çàäà÷åé
ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîãî ñèíòåçà ãåîìåòðè÷åñêèõ
òåë, êîòîðàÿ çâó÷èò òàê: â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàéòè êîîð-
äèíàòû âåðøèí çàäàííîãî ìíîãîãðàííèêà (ãðàôà), ÷òîáû îí ñîîò-
âåòñòâîâàë íåîáõîäèìûì îãðàíè÷åíèÿì íà ñâîè ïàðàìåòðû.

Èç îïðåäåëåíèÿ àðèôìåòè÷åñêîãî ãðàôà âûòåêàåò äâà åãî âàæ-
íûõ ñâîéñòâà:

1) âñÿêèé êîíå÷íûé ãðàô ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå
àðèôìåòè÷åñêîãî ãðàôà;

2) êîäèðîâàíèå ãðàôà îáåñïå÷èâàåò åãî ïàðàìåòðèçóåìîñòü íà
òåîðåòèêî-÷èñëîâîì óðîâíå (áëàãîäàðÿ ïîäáîðó ôóíêöèè îáðàçó-
þùèõ). Ââåäåì ïîíÿòèå àðèôìåòè÷åñêîãî ìíîãîãðàííèêà.

 Ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì, åñëè:
 (1) ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ãðàô ïðåäñòàâëåí â âèäå àðèôìå-

òè÷åñêîãî ãðàôà ( , )G V U= ;

 (2) äëèíà ðåáðà ( , )i jv v  óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

2 2 2( , ) ( ) ( ) ( )i j i j i j i jv v x x y y z z= − + − + − ,

ãäå ( , , )i i i iv x y z=  è ( , , )j j j jv x y z=  – êîîðäèíàòû âåðøèí iv  è jv ,

à .i j kv v u U+ = ∈
Çàäà÷à ñèíòåçà àðèôìåòè÷åñêîãî ìíîãîãðàííèêà ñâîäèòñÿ ê

íàõîæäåíèþ íåèçâåñòíûõ êîîðäèíàò âåðøèí äàííîãî ãðàôà, ÿâ-
ëÿþùèõñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé ( , )i j kv v u= , èëè äî-

êàçàòåëüñòâó íåñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ðåøåíèÿ (íåñóùåñòâîâàíèÿ
àðèôìåòè÷åñêîãî ìíîãîãðàííèêà). Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíûõ
óñëîâèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå ãðàíè äëÿ ÷åòûðåõ òî÷åê:

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 1 1 1

0
x x x x

y y y y

z z z z

= .

Þ.Ã. Ãðèãîðüÿí äîêàçàë, ÷òî ñóùåñòâóåò ðîâíî 8 àðèôìåòè-
÷åñêèõ ìíîãîãðàííèêîâ, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå íà-
òóðàëüíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ãðàôîâ. Ñ ïîìîùüþ âûøåóêàçàííûõ
óðàâíåíèé ìîæíî ñèíòåçèðîâàòü ðàçëè÷íûå àðèôìåòè÷åñêèå
ìíîãîãðàííèêè è ïîëó÷àòü èç íèõ ïðîèçâîëüíîå ãåîìåòðè÷åñêîå
òåëî â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ôîðìà-
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ëèçîâàòü íåêîòîðûå çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ñòðóêòóð â êðèñòàëëîãðà-
ôèè è ìèíåðàëîãèè.

Îïèñàííûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé áûëè ïðèìåíåíû ê çà-
äà÷àì ïî àâòîìàòèçàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì.
Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå êîëè÷åñòâåííîé ñëîæíîñòè ðàç-
ëè÷íûõ äèñêðåòíûõ îáúåêòîâ, òàêèõ êàê äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëü-
íàÿ ôîðìà, äâîè÷íàÿ ìàòðèöà, áóëåâûå ãðàôû. Óñòàíàâëèâàþòñÿ
êðèòåðèè, ïîçâîëÿþùèå îòëè÷àòü «áîëåå ñëîæíûå» îáúåêòû îò
«ìåíåå ñëîæíûõ», ÷òî ïðèâîäèò ê ïîëîæèòåëüíûì ðåçóëüòàòàì â
ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ èññëåäîâàíèé, ñâÿçàííûõ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì
ìîäåëèðîâàíèåì ñëîæíûõ ñèñòåì.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ èíôîðìàöèè, ïðèâåäåííîìó Â.Ì. Ãëóø-
êîâûì [11], êàê ìåðû íåðàâíîìåðíîñòè â ðàñïðåäåëåíèè ìàòå-
ðèè èëè ýíåðãèè â ïðîñòðàíñòâå è âðåìåíè, îöåíêà ñëîæíîñòè
äèñêðåòíûõ îáúåêòîâ îñíîâàíà íà ïîëó÷åíèè ýôôåêòèâíûõ êðè-
òåðèåâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ñòåïåíü íåðàâíîìåðíîñòè, ñîäåðæà-
ùåéñÿ â ñòðóêòóðå äèñêðåòíîãî îáúåêòà.

Ïåðâûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ îöåíîê [37], ïîñòðîåííûõ íà
ïîíÿòèè òåñòà [56], ïîÿâèëèñü â 60-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà è áû-
ëè ñâÿçàíû ñ ðàñøèôðîâêîé ïðèçíàêîâ â çàäà÷àõ ðàñïîçíàâàíèÿ
îáðàçîâ. Â ïîñëåäóþùåì ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ðàñïîçíàâàíèÿ îá-
ðàçîâ, ðàçðàáîòàííûõ Þ.È. Æóðàâëåâûì è äðóãèìè ó÷åíûìè áûâ-
øåãî ÑÑÑÐ, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå ýòîãî êëàññà çàäà÷ íå-
îáõîäèìî èñêàòü íà àëãåáðàè÷åñêîé îñíîâå [57]. Â íàñòîÿùåå
âðåìÿ âî ìíîãèõ ïóáëèêàöèÿõ ïî ðàçëè÷íûì îáëàñòÿì åñòåñòâî-
çíàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îöåíêè ñëîæíîñòè õèìè÷åñêèõ è ôè-
çè÷åñêèõ ñòðóêòóð èñïîëüçîâàíû ìåòîäû òåîðèè èíôîðìàöèè è
òåîðèè ãðàôîâ. Ïðè ýòîì ïîä ñòðóêòóðîé ïîäðàçóìåâàåòñÿ ëþáîå
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî ðàñïðåäåëåíû ïî ïîä-
ìíîæåñòâàì (êëàññàì ýêâèâàëåíòíîñòè) â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàí-
íûì îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Îäíàêî ïîñòðîåíèå êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè, êàê èçâåñòíî, îñóùåñòâëÿåòñÿ íà òåîðåòèêî-÷è-
ñëîâîé è àëãåáðàè÷åñêîé îñíîâå.

Íà îñíîâå èíòåðïðåòàöèè äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû,
áóëåâîãî ãðàôà è àðèôìåòè÷åñêîãî ãðàôà êàê ñòðóêòóð Þ.Ã. Ãðè-
ãîðüÿí ïîëó÷èë íîâûå êðèòåðèè îöåíîê ñëîæíîñòè äèñêðåòíûõ
îáúåêòîâ. Ýòè êðèòåðèè óñòàíîâëåíû ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ íî-
âûõ ïîíÿòèé «ïðÿìàÿ» è «îáðàòíàÿ» èíôîðìàöèîííàÿ ñëîæíîñòü
äèñêðåòíîãî îáúåêòà. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëèë ïîñòðîèòü
ýôôåêòèâíûé ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ îäíîé èç òðóä-
íûõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé ìàòåìàòèêè – çàäà÷è ìèíèìàëüíîãî
ïîêðûòèÿ. Àëãîðèòì îñíîâàí íà ïîñëåäîâàòåëüíîì óäàëåíèè èç
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èñõîäíîãî ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ, îáëàäàþùèõ íàèìåíüøåé èíôîð-
ìàòèâíîñòüþ. Ýòè àëãîðèòìû ïðîøëè àäàïòàöèþ ïðè îïðåäåëåíèè
ìèíèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ è îöåíêè ñëîæíîñòè ñõåì, èñïîëüçóå-
ìûõ â ñèñòåìàõ ïî àâòîìàòèçàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ âû÷èñëèòåëü-
íûõ ìàøèí, ðàçðàáîòàííûõ Åðåâàíñêèì ÍÈÈ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìàøèí.

Þ.Ã. Ãðèãîðüÿí è åãî ñîàâòîðû ââåëè íîâîå ïîíÿòèå òàêîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáúåêòà, êàê àðèôìåòè÷åñêèé ãðàô. Îäíàêî äàëü-
íåéøåå èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ èìåëî ÷èñòî ïðàêòè÷åñêèé
õàðàêòåð, â îñíîâíîì îáóñëîâëåííûé çàäà÷àìè ïðåäñòàâëåíèÿ
ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ â âèäå àðèôìåòè÷åñêèõ ãðàôîâ. Äðóãèå,
÷èñòî òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû íå èíòåðåñîâàëè Þ.Ã. Ãðèãîðüÿíà
è åãî ñîàâòîðîâ, êîòîðûå áûëè çàèíòåðåñîâàíû ëèøü â ðåøåíèè
êîíêðåòíûõ ïðàêòè÷åñêèõ, íî âàæíûõ â òî âðåìÿ çàäà÷. Â ðå-
çóëüòàòå ìíîãèå òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû, âûïàâøèå èç ïîëÿ çðå-
íèÿ ïåðâîîòêðûâàòåëåé ÷èñëîâûõ ãðàôîâ, òàê è îñòàëèñü íåðàç-
ðåøåííûìè. Èõ óâëå÷åíèå ÷èñòî ïðàêòè÷åñêîé ñòîðîíîé ïðèâå-
ëî ê ïîëíåéøåìó çàáâåíèþ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ â ìàòåìàòèêå. Çà
ïîñëåäíèå 40 ëåò ýòà ãðóïïà àðìÿíñêèõ ó÷åíûõ íå îïóáëèêîâàëà
íè îäíîé ðàáîòû ïî äàííîìó íàïðàâëåíèþ. Ëþáîé ìàòåìàòèê íà
èõ ìåñòå îáÿçàòåëüíî ïîñòàâèë áû ñëåäóþùèå âîïðîñû: (1) êàêîå
ñîîòíîøåíèå ìåæäó íàòóðàëüíûìè àðèôìåòè÷åñêèìè ãðàôàìè è
ïðîñòî àðèôìåòè÷åñêèìè ãðàôàìè? (2) êàêèå ãðàôû ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå íàòóðàëüíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ãðàôîâ? (3) êàê
íàéòè îïòèìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå çàäàííîãî ãðàôà â âèäå àðèô-
ìåòè÷åñêîãî ãðàôà? (4) êàê íàéòè íåîáõîäèìûå ïðèçíàêè äëÿ
îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë àðèôìåòè÷åñêèõ ãðàôîâ,
òàêèõ êàê öèêëîìàòè÷åñêîå ÷èñëî, ñâÿçíîñòü, õðîìàòè÷åñêîå
÷èñëî è äðóãèå?

Èòàê, ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî ñàìûå ïðîñòûå ÷èñëîâûå
ãðàôû – àðèôìåòè÷åñêèå (â äàëüíåéøåì À-ãðàôû), äëÿ êîòîðûõ

,i jF x x X N= + ∈ , è ìîäóëüíûå (â äàëüíåéøåì Ì-ãðàôû), äëÿ

êîòîðûõ ( ), , .i j i jF x x x x X N= − ∈

Èçó÷åíèþ óêàçàííûõ ãðàôîâ è ïîñâÿùåíû äâå ïîñëåäóþùèå
ãëàâû.
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Г Л А В А  2

АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ГРАФЫ (А-ГРАФЫ)
И ИХ СВОЙСТВА

2.1. ОБ ОПТИМАЛЬНОМ КОДИРОВАНИИ ЦЕПЕЙ
В КЛАССЕ NA-ГРАФОВ

Êàê áûëî ïîêàçàíî, åñëè âîïðîñ î ñìåæíîñòè âåðøèí îïðå-
äåëÿåòñÿ ïóòåì âû÷èñëåíèÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåí-
íûõ [38], òî ãðàô ìîæíî çàäàòü àíàëèòè÷åñêèì îáðàçîì. Åñëè
ýòà ôóíêöèÿ èìååò ïðîñòîé âèä F = xi + xj, òî ïîëó÷àåòñÿ àðèô-
ìåòè÷åñêèé ãðàô [25, 26] (â äàëüíåéøåì A-ãðàô). Ñîãëàñíî ýòèì
ðàáîòàì ââåäåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïîä êîíå÷íûì àðèôìåòè÷åñêèì ãðàôîì G(X,U)
ïîäðàçóìåâàåòñÿ äâà ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë: ìíîæåñò-
âî âåðøèí X = {x1, x2,…, xn} è ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ U = {u1,
u2,…, um}, ïðè÷åì âåðøèíû xi è xj ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà xi + xj. ∈ U.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî X ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 2.2. A-ãðàôû G1(X1,U1) è G2(X2,U2) èçîìîðôíû,
åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ϕ ìåæäó X1 è
X2, U1 è U2, ñîõðàíÿþùåå ñìåæíîñòü â ýòèõ ãðàôàõ, èëè G1(X1,U1) ≅
≅ G2(X2,U2), åñëè ∀ xi, xj ∈ X1[(xi + xj) ∈ U1 ⇔ (ϕ(xi) + ϕ(xj)) ∈ U2].

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå àðèôìåòè-
÷åñêèå ãðàôû, ó êîòîðûõ ýëåìåíòàìè X ÿâëÿþòñÿ íàòóðàëüíûå
÷èñëà.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà X = {1,2,…,n}. Íàçîâåì òàêîé ãðàô
íàòóðàëüíûì èëè NA-ãðàôîì. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè
äëÿ çàäàííîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ãðàôà åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå
NA-ãðàôà? Äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ãðàôîâ, ïðîñòûõ ïî ñòðóêòóðå,
â ðàáîòàõ [27, 28] äàí ïîëîæèòåëüíûé îòâåò. Ýòî òàêèå ãðàôû,
êàê îäíîñâÿçíàÿ öåïü, îäèí öèêë, ïîëíûé ãðàô. Ñëåäóåò çàìå-
òèòü, ÷òî íå âñÿêèé ãðàô, êàê áû ìû íè çàäàâàëè U, ìîæåò áûòü
íàòóðàëüíûì.
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Îïðåäåëåíèå 2.3. Äâà ñïîñîáà çàäàíèÿ ãðàôà G(X,U) è G′(X′,U′) ñ
îäíèì è òåì æå ÷èñëîì îáðàçóþùèõ íàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå xi = ± ix′  + c (i = 1, 2, …, m).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì âñå îáðàçóþùèå ýêâèâàëåíòíûõ çà-
äàíèé ãðàôà ðàçëè÷àþòñÿ íà ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó. Áóäåì íàçû-
âàòü ðàçíûå ñïîñîáû çàäàíèÿ ãðàôà êîäèðîâêàìè.

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû îäíîñâÿçíàÿ öåïü áûëà çàêîäèðî-
âàíà ñ ïîìîùüþ äâóõ îáðàçóþùèõ â êëàññå NA-ãðàôîâ, íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîäû åå ÷åòíûõ âåðøèí ïðåäñòàâëÿëè
àðèôìåòè÷åñêóþ âîçðàñòàþùóþ ïðîãðåññèþ, à êîäû íå÷åòíûõ
âåðøèí – àðèôìåòè÷åñêóþ óáûâàþùóþ ïðîãðåññèþ, ïðè÷åì îáå
ïðîãðåññèè ñ îäíîé è òîé æå ðàçíîñòüþ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íóìåðàöèÿ âåðøèí öåïè ñîîòâåòñòâóåò
ïîðÿäêó èõ ñëåäîâàíèÿ.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü öåïü çàêîäèðîâàíà ìíîæåñòâîì ÷èñåë
{xi} (i = 1,2,…,n), à åå îáðàçóþùèå ðàâíû d1 è d2. Íå íàðóøàÿ îáù-
íîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî d1 ≤ d2.

Ñîñòàâëÿåì îòíîøåíèÿ äëÿ ÷èñåë xi:

x1 + x2 = d1,

x2 + x3 = d2,

x3 + x4 = d1.
Ïîëó÷àåì

d1 — d2 = x3 — x1,

d2 — d1 = x2 — x4.

Äëÿ âåðøèíû ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè íàõîäèì çàâèñèìîñòü:

x3 — x1 = x5 — x3,

2x3 = x1 + x5,

x3 = (x1 + x5)/2
èëè â îáùåì ñëó÷àå

x2k—1 = (x2k—3 + x2k+1)/2.

Äëÿ âåðøèí ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè ïîëó÷àåì x4 = (x2 + x6)/2
èëè â îáùåì ñëó÷àå

x2k = (x2k—2 + x2k+2)/2.

Ýòè çàâèñèìîñòè õàðàêòåðèçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ
ðàçíîñòüþ d2 — d1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x2k+1 > x2k—1, x2k+2 < x2k, ïðèõîäèì
ê íåîáõîäèìîìó óòâåðæäåíèþ.
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Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü {xi} óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñîîò-
íîøåíèÿì:

x2k+1 = x2k—1 + d1, x2k+2 = x2k — d
èëè

x2k+1 = x1 + kd (k > 1), x2k+2 = x2 — kd.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ çàäàþò êîäèðîâêó âåðøèí öåïè ñ ïîìîùüþ
äâóõ îáðàçóþùèõ. Çàôèêñèðóåì ñóììó êîäîâ ïåðâîé è âòîðîé
âåðøèí:

x1 + x2 = d1.

Îòñþäà x2 + x3 = x2 + (x1 + d) = d1 + d2.
Â îáùåì ñëó÷àå

x2k+1 + x2k+2 = x1 + kd + x2 — kd = x1 + x2 = d1,

x2k+2 + x2k+3 = x2 + kd + x1 — kd + d = d1 + d2.

Òàêèì îáðàçîì, îáðàçóþùèå öåïè ðàâíû d1 è d1 + d2, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ êîäèðîâêè ñ ïîìîùüþ äâóõ îáðàçó-
þùèõ ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ êîäèðîâêà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ öåïü
â âèäå NA-ãðàôà. Ïðèñâîèì ïåðâîé âåðøèíå öåïè ÷èñëî (êîä) 1.
Ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ âåðøèí öåïè ðàçëè÷à-
åòñÿ íå áîëüøå ÷åì íà åäèíèöó, òî è ñîîòâåòñòâóþùèå èì àðèô-
ìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè äîëæíû áûòü ïî äëèíå ðàâíîâåëèêèìè.
Ìíîæåñòâî ÷èñåë îò 1 äî n ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ðàâíîâåëèêèå
àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè òîëüêî äâóìÿ ñïîñîáàìè:

1) 1, 2, 3, ..., [n/2]  è  [n/2] + 1, [n/2] + 2, …, n;
2) 1, 3, 5, ... è 2, 4, 6,... .

Ïîëó÷àåì äâå àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè ñ ðàçíîñòüþ d = 1 è d = 2.
Èì ñîîòâåòñòâóþò äâà ñïîñîáà êîäèðîâàíèÿ öåïè (ðèñ.2.1 (d =1,
u1 = n +1, u2 = n +2), ðèñ. 2.2 (d =2, u1 = n +1, u2 = n +3) äëÿ n=10).

Ðèñ. 2.1                         Ðèñ. 2.2
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Ëåììà 2.1. Ïðåîáðàçîâàíèå ìíîæåñòâà âåðøèí ix′  = n + 1 — xi è

ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ ku′  = 2n + 2 — uk ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì
äëÿ ëþáîãî NA-ãðàôà.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü xi + xj = u. Òîãäà â ïðåîáðàçîâàííûõ ìíî-
æåñòâàõ (n + 1 — xi) + (n + 1 — xj) = 2n + 2 — (xi + xj) = 2n + 2 — u.
Ýòî ïîäòâåðæäàåò âûøåèçëîæåííîå, ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèå íå
íàðóøàåò íàòóðàëüíîñòè ãðàôà.

Ïðèìåíèâ ïðèâåäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ê öåïè, ïîëó÷èì åùå
äâå ýêâèâàëåíòíûå êîäèðîâêè (ðèñ.2.3 (d = 1, u1 = n, u2 = n + 1),
ðèñ. 2.4 (d = 2, u1 = n + 1, u2 = n + 1)).

Îñòàëüíûå êîäèðîâêè íàõîäèì ñ ïîìîùüþ ïåðåñòàíîâîê íà÷àëà
è êîíöà öåïè. Ýòè ÷åòûðå ðàçíûå êîäèðîâêè ïîëó÷åíû äëÿ ÷åò-
íîãî n. Â ñëó÷àå íå÷åòíîãî n èìååì òîëüêî òðè ðàçíûå êîäèðîâ-
êè. Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ, êàê è äëÿ ÷åòíîãî n, ïîëó÷àåì (d = 1,
u1 = n + 1, u2 = n + 2) è (d = 2, u1 = n, u2 = n + 2); çàòåì ñ ïîìîùüþ
ýêâèâàëåíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èìååì (d = 1, u1 = n + 1, u2 = n),
à âòîðîé âàðèàíò ïåðåõîäèò â ñåáÿ (d = 2, 1u′  = 2n + 2 — u1 = n + 2,

2u′  = 2n + 2 — u2 — 2 = n).
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé íåñêîëüêèõ öåïåé. Ïðè êîäèðîâàíèè âåð-

øèí öåïåé ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîò æå ñïîñîá, ÷òî è ïðè êîäè-
ðîâàíèè îäíîñâÿçíîé öåïè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîáàâèòü ê m
öåïÿì (m > 1, â êàæäîé öåïè ni âåðøèí) m — 1 ôèêòèâíûå âåð-
øèíû, êîòîðûå ñêëåÿò âñå öåïè â îäíó, è ïðèìåíèòü âûøåèçëî-
æåííûé ìåòîä, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.5 (u1 = n + 1, u2 = n + 2).
Çäåñü èìåþòñÿ ÷åòûðå öåïè (m = 4, n1 = 8, n2 = 7, n3 = 4, n4 = 4).
Ïðè ðåøåíèè äîáàâëåíû 3 ôèêòèâíûå âåðøèíû, çàêîäèðîâàí-
íûå ÷èñëàìè 5, 9 è 16.

Îïèñàííàÿ êîäèðîâêà çàäàåò ìèíèìàëüíûé ãðàô (2 îáðàçóþ-
ùèå), íî íåñîâåðøåííûé. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè áóäåò ïîëó÷åí NA-
ãðàô, òî îí è áóäåò ñîâåðøåííûì. Â äàííîì ñëó÷àå ýòîãî óäàåòñÿ

Ðèñ. 2.3                         Ðèñ. 2.4
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äîñòèãíóòü, êàê âèäíî èç ðèñ. 2.6 (u1 = 20, u2 = 26). Âåðòèêàëüíûå
ðåáðà ñîîòâåòñòâóþò îáðàçóþùåé u1 = 20, à íàêëîííûå – îáðà-
çóþùåé u2 = 26. Öåïè ïîëó÷àþò êîäèðîâêè (3, 5, 9, 11, 15, 17, 21,
23), (2, 6, 8, 12, 14, 18, 20), (1, 7, 13, 19) è (4, 10, 16, 22).

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ êàæäîé îòäåëüíî âçÿòîé öåïè
âûïîëíÿþòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1, ò.å. êîäû, ñîîò-
âåòñòâóþùèå ÷åòíûì (èëè íå÷åòíûì) íîìåðàì âåðøèí, ñîñòàâ-
ëÿþò âîçðàñòàþùóþ èëè óáûâàþùóþ àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåñ-
ñèþ. Îáùàÿ ðàçíîñòü ýòèõ ïðîãðåññèé d = 6. Âîçíèêàåò âîïðîñ,
ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ìîæíî çàêîäèðîâàòü öåïè ñ ïîìîùüþ äâóõ
îáðàçóþùèõ? Äëÿ îäíîé öåïè, êàê óêàçàíî â òåîðåìå 2.1, d = 1,2.

Ëåììà 2.2. Äëÿ d = 1 íå ñóùåñòâóåò NA-ãðàôà ñ äâóìÿ îáðà-
çóþùèìè, ïðåäñòàâëÿþùåãî íåñêîëüêî öåïåé.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî äëÿ äâóõ îáðàçóþùèõ ñïðàâåäëèâî
óñëîâèå

 u1 ≤ n + 1 ≤ u2.                               (2.1)

Âûïîëíåíèå ëåâîãî íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû
âåðøèíà ñ êîäîì 1 íå áûëà èçîëèðîâàííîé, à ïðàâîãî – ÷òîáû
íå áûëà èçîëèðîâàííîé âåðøèíà ñ êîäîì n.

Ðèñ. 2.5

Ðèñ. 2.6
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Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî íàì óäàëîñü çàêîäèðîâàòü áîëüøå
îäíîé öåïè äëÿ d = 1. Âîçüìåì òðè ïîñëåäîâàòåëüíûå âåðøèíû
xk, xk+1 è xk+2. Äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

xk + xk+1 = u1, xk+1 + xk+2 = u2.

Òàê êàê |xk+2 — xk| = d, òî (u2 — u1) = 1. Ïðè óñëîâèè (2.1) ýòî âîç-
ìîæíî òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ:

À. u1 = n + 1; u2 = n + 2;
Á. u1 = n; u2 = n + 1.
Ñëó÷àé Á ïîëó÷àåòñÿ èç À ïðè ýêâèâàëåíòíîì ïðåîáðàçîâà-

íèè u′ = 2n + 2 — u è åãî ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü. Âû÷èñëèì,
ñêîëüêèì ðåáðàì ñîîòâåòñòâóþò îáðàçóþùèå â ñëó÷àå À. Íàõîäèì:
u1 ñîîòâåòñòâóåò ðåáðàì (1, n), (2, n — 1), (3, n — 2) è ò.ä. Ïðè n
÷åòíîì ÷èñëî òàêèõ ðåáåð ðàâíî n/2, ïðè n íå÷åòíîì – (n — 1)/2.
Àíàëîãè÷íî äëÿ u2 ïîëó÷àåì ïðè n ÷åòíîì ÷èñëî ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ðåáåð ðàâíî n/2 — 1, äëÿ n íå÷åòíûõ – (n — 1)/2. Â êàæäîì
ñëó÷àå îáðàçóþùèå çàäàþò â ãðàôå n — 1 ðåáðî. Íî äëÿ m öåïåé
(m > 1) ÷èñëî ðåáåð äîëæíî áûòü ðàâíûì n — m. Ýòî ïîäòâåðæ-
äàåò ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû.

Äëÿ çàäàííîãî d ìíîæåñòâî ÷èñåë îò 1 äî n îäíîçíà÷íî ðàç-
áèâàåòñÿ íà d êëàññîâ ñ ïðåäñòàâèòåëåì i(mod d), i = 0, 1, ..., d — 1.
×òîáû çàêîäèðîâàòü îäíó öåïü ñ ïîìîùüþ äâóõ îáðàçóþùèõ, íå-
îáõîäèìî ÷åòíûì âåðøèíàì ïðèñâîèòü ÷èñëà i(mod d) â âîçðàñ-
òàþùåì ïîðÿäêå, à íå÷åòíûì – j(mod d) (j/i) â óáûâàþùåì ïî-
ðÿäêå. Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî d ≤ 2m. Ðàññìîòðèì âî-
ïðîñ, êîãäà ìîæíî çàêîäèðîâàòü m öåïåé ñ ïîìîùüþ äâóõ îáðà-
çóþùèõ ïðè d = 2m. Îòâåò íà íåãî äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2. Íàáîð m öåïåé, ñîñòîÿùèé èç a1 öåïåé äëèíû l1,
a2 öåïåé äëèíû l2 è a3 öåïåé äëèíû l3 (ai ≥ 0) äîïóñêàåò ïðåäñòà-
âëåíèå â âèäå NA-ãðàôà ñ ïîìîùüþ äâóõ îáðàçóþùèõ ïðè d = 2m
â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

l1 = 2λ + 2, l2 = 2λ + 1, l3 = 2λ, ãäå [ ]/ 2n mλ = .

Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ ìîæíî âçÿòü

u1 = 2mλ + 2a1 + 1,  u2 = 2m(λ + 1) + 2a1 + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê öåïü ñîñòàâëÿåòñÿ èç ÷èñåë, ïðèíàä-
ëåæàùèõ äâóì ðàçíûì êëàññàì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ d, òî çàäà÷à
ñâîäèòñÿ ê ðàçáèåíèþ 2m êëàññîâ íà m ïàð, ñóììà êîòîðûõ îäè-
íàêîâà ïî ìîäóëþ d. Ðàñïîëîæèì ÷èñëà îò 1 äî n â òàáëèöå, ãäå
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â ïåðâîé ñòðîêå íàõîäÿòñÿ ÷èñëà îò 1 äî 2m, âî âòîðîé ñòðîêå –
÷èñëà îò 2m + 1 äî 4m è ò.ä. Â ðåçóëüòàòå êàæäûé ñòîëáåö ñ íî-
ìåðîì i áóäåò ñîäåðæàòü â âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå ÷èñëà êëàññà
âû÷åòîâ i(mod d). Êàê ïðàâèëî, âñå ñòîëáöû ñîäåðæàò ïî λ ÷èñåë,
ãäå / 2n mλ =    , òîëüêî β ïåðâûõ ñòîëáöîâ, ãäå β = n(mod 2m),

ñîäåðæàò ïî λ + 1 ÷èñëó. Öåïè äëèíîþ 2λ + 2 êîäèðóþòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ äâóõ òàêèõ ñòîëáöîâ, öåïè äëèíîþ 2λ + 1 – ñ ïîìîùüþ îä-
íîãî òàêîãî ñòîëáöà è îäíîãî ñòîëáöà ñ íîìåðîì áîëüøå β, à öåïè
äëèíîþ 2λ – ñ ïîìîùüþ ñòîëáöîâ, íîìåðà êîòîðûõ áîëüøå β.

Âîçüìåì ïåðâûå äâà ñòîëáöà è ïîñòàâèì èõ ÷èñëà â ñîîòâåòñ-
òâèå îäíîé öåïè äëèíîþ 2λ + 2. Êîäèðîâêó áóäåì îñóùåñòâëÿòü
òàê: ïåðâîé âåðøèíå ïðèñâîèì ÷èñëî 1; âòîðîé âåðøèíå – íàè-
áîëüøåå ÷èñëî âòîðîãî ñòîëáöà, ò. å. 2mλ + 2; òðåòüåé âåðøèíå –
âòîðîå ÷èñëî ïåðâîãî ñòîëáöà, ò. å. 2m + 1; ÷åòâåðòîé âåðøèíå –
ïðåäïîñëåäíåå ÷èñëî âòîðîãî ñòîëáöà, ò. å. 2m(λ — 1) + 2 è ò. ä. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì êîäèðîâêó öåïè ñ îáðàçóþùèìè u1 = 2mλ + 3,
u2 = 2m(λ + 1) + 3. Òàê êàê ñóììà ÷èñåë ïåðâîãî è âòîðîãî ñòîëáöîâ
âñåãäà áóäåò ðàâíà 3(mod 2m), òî îñòàëüíûå ñòîëáöû íåîáõîäèìî
ðàçáèòü ïî ïàðàì òàê, ÷òîáû èõ íîìåðà óäîâëåòâîðÿëè ñîîòíî-
øåíèþ

i + j ≡ 3(mod 2m).

Íîìåðà ñòîëáöîâ ñîñòàâÿò ïàðû (3, 2m), (4, 2m — 1), (5, 2m — 2), ...
…, (m + 1, m + 2). Ïðèìåíÿÿ îïèñàííûé ñïîñîá êîäèðîâêè è ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî ïîñëåäíèå ñòîëáöû èìåþò äëèíó λ, ïîëó÷àåì, íàïðèìåð,
äëÿ ïàðû (3, 2m) îáðàçóþùèå u1 = 3 + 2mλ, u2 =  3 + 2m + 2mλ =
= 2m(λ + 1) + 3, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ îáðàçóþùèìè äëÿ ïåðâîãî
è âòîðîãî ñòîëáöîâ. Ïàðà (3, 2m), î÷åâèäíî, ïðåäñòàâëÿåò öåïü
äëèíîþ 2λ + 1. È òàêèõ ïàð, êàê ëåãêî îïðåäåëèòü, áóäåò β — 2a1.
Îòñþäà íåòðóäíî ïîñòðîèòü êîäèðîâêó äëÿ öåïåé ñ ïðîèçâîëü-
íûìè ïàðàìåòðàìè ai. Äëÿ ýòîãî 2a1 ïåðâûõ ñòîëáöîâ èñïîëüçóåì
äëÿ êîäèðîâêè öåïåé äëèíîþ 2λ + 2, çàòåì β — 2a1 ñëåäóþùèõ
ñòîëáöîâ è β — 2a1 ïîñëåäíèõ ñòîëáöîâ – äëÿ êîäèðîâêè öåïåé
äëèíîþ 2λ + 1, à îñòàâøèåñÿ n — 2β + 2a1 ñòîëáöà äëÿ êîäèðîâêè
öåïåé äëèíîþ 2λ. Ïðè ýòîì íîìåðà ñòîëáöîâ, èñïîëüçóþùèõñÿ
äëÿ êàæäîé öåïè, äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ

i + j ≡ (2a1 + 1) (mod 2m).                    (2.2)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.2) âûòåêàåò, ÷òî
u1 = 2mλ + 2a1 + 1;  u2 = 2m(λ + 1) + 2a1 + 1.
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2.2. О ПЕРЕЧИСЛЕНИИ СПОСОБОВ КОДИРОВАНИЯ
НАБОРА ЦЕПЕЙ

Òåîðåìà î âîçìîæíîñòè êîäèðîâàíèÿ m öåïåé ñ ïîìîùüþ
äâóõ îáðàçóþùèõ äîêàçàíà â ðàáîòå [41]. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ
êîäèðîâêà îñíîâàíà íà àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ ðàçíîñòüþ
d = 2m. Ðàññìîòðèì îáùóþ ñèòóàöèþ, êîãäà âîçìîæíû è äðóãèå
ðàçíîñòè. Áóäåì èçëàãàòü òåîðèþ êîäèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðè-
ìåðîâ. Ïóñòü n = 23, m = 4.

À. d = 2m (d = 8).
Ðàçîáüåì âñå ÷èñëà îò 1 äî 23 íà êëàññû âû÷åòîâ ïî mod 8:

1 2 3 4 5 6 7 8

9 10 11 12 13 14 15 16

17 18 19 20 21 22 23

                 (2.3)

Çäåñü â i-ì ñòîëáöå íàõîäÿòñÿ ÷èñëà i(mod 8). Äëÿ êîäèðîâàíèÿ
îäíîé öåïè âîçüìåì äâà ñòîëáöà òàêèõ ÷èñåë (i,j), äëÿ êîòîðûõ
ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå

i + j = 1(mod 8).                           (2.4)

Óðàâíåíèå (2.4) èìååò ÷åòûðå ðåøåíèÿ, à èìåííî: (1,8), (2,7),
(3,6) è (4,5).

Âûïèøåì äâà ñòîëáöà ÷èñåë, íàïðèìåð äëÿ (2,7):

2       7

10     15

18     23

Òåïåðü, ïîî÷åðåäíî âûáèðàÿ ÷èñëà èç ýòèõ ñòîëáöîâ, ïîëó÷àåì
êîäèðîâêó öåïè èç 6 âåðøèí:

2 — 23 — 10 — 15 — 18 — 7.

Íàçîâåì òàêóþ êîäèðîâêó âåðõíåé, òàê êàê ïåðâîå ÷èñëî 2 çäåñü
áåðåòñÿ ñâåðõó èç ëåâîãî ñòîëáöà. Íèæíþþ êîäèðîâêó ïîëó÷àåì,
âûáèðàÿ ïåðâûì ÷èñëî ñíèçó èç ëåâîãî ñòîëáöà:

18 — 7 — 10 — 15 — 2 — 23.

Î÷åâèäíî, ÷òî âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ êîäèðîâêè âîçìîæíû, åñëè îáà
ñòîëáöà èìåþò îäèíàêîâóþ âûñîòó. Åñëè îäèí ñòîëáåö ñîäåðæèò
íà îäèí ýëåìåíò áîëüøå, ÷åì äðóãîé, òî ïîëó÷àåòñÿ åäèíñòâåííàÿ
êîäèðîâêà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è âåðõíåé, è íèæíåé.
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Âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ êîäèðîâêè ðàçëè÷àþòñÿ ñâîèìè îáðàçóþ-
ùèìè: äëÿ âåðõíåé – u1 = 25, u2 = 33, äëÿ íèæíåé – u1 = 17, u2 =
= 25, ò. å. ïðîèñõîäèò óìåíüøåíèå íà ÷èñëî d = 8.

Îáîçíà÷èì n-âåðøèííûé íàáîð èç m öåïåé ñ äëèíàìè li, (i = 1,
2, ..., m) ÷åðåç L = (l1, l2,..., lm). Åñëè îí çàêîäèðîâàí ñ ïîìîùüþ
äâóõ îáðàçóþùèõ, òî îáîçíà÷èì π = (L;U), ãäå U = {u1, u2}, è íà-
çîâåì ïðåäñòàâëåíèåì (n,m)-íàáîðà öåïåé. Äâà ìíîæåñòâà πi ≠ πj,
åñëè Li ≠ Lj èëè Ui ≠ Uj. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè Li=Lj, òî ìû èìååì
äåëî ñ èçîìîðôíûìè ãðàôàìè. Ìíîæåñòâî âñåõ îòëè÷íûõ äðóã
îò äðóãà ïðåäñòàâëåíèé îáîçíà÷èì Π(n,m). Åñëè â óðàâíåíèå (2.4)
âìåñòî 1 ïîäñòàâèòü 3, òî ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ íîâîé êîäèðîâêè.
Â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2.4) èìååò âèä

i + j ≡ (2q + 1) (mod d)  (q = 0, 1, 2,..., m — 1).        (2.5)

Èñïîëüçóÿ óêàçàííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ, çàïèñûâàåì âñå êî-
äèðîâêè:

1) q = 0 (u1 = 17, u2 = 25)

1 — 16 — 9 — 8 — 17

23 — 2 — 15 — 10 — 7 — 18

22 — 3 — 14 — 11 — 6 — 19
21 — 4 — 13 — 12 — 5 — 20

2) q = 1 (u1 = 19, u2 = 27)

1 — 18 — 9 — 10 — 17 — 2

3 — 16 — 11 — 8 — 19

23 — 4 — 15 — 12 — 7 — 20
22 — 5 — 14 — 13 — 6 — 21

3) q = 2 (u1 = 21, u2 = 29)

1 — 20 — 9 — 12 — 17 — 4

2 — 19 — 10 — 11 — 18 — 3

5 — 16 — 13 — 8 — 21
23 — 6 — 15 — 14 — 7 — 22

4) q = 3 (u1 = 23, u2 = 31)

1 — 22 — 9 — 14 — 17 — 6

2 — 21 — 10 — 13 — 18 — 5

3 — 20 — 11 — 12 — 19 — 4
7 — 16 — 15 — 8 — 23
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Çäåñü ðàçáèåíèå âåðøèí ãðàôà ïî öåïÿì âñþäó îäèíàêîâîå, L =
= (6, 6, 6, 5), ò. å. âñå ïðåäñòàâëåííûå ãðàôû èçîìîðôíû. Ââèäó òî-
ãî, ÷òî âñåãäà ïðèñóòñòâóåò öåïü äëèíîþ 5, òî íèãäå íå èñïîëü-
çóåòñÿ íèæíÿÿ êîäèðîâêà.

Á. d = 2m — 1 (d = 7).
Ðàçîáüåì âñå ÷èñëà îò 1 äî 23 íà ñåìü ñòîëáöîâ ñîîòâåòñò-

âåííî êëàññàì âû÷åòîâ ïî mod 7:

1 2 3 4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14

15 16 17 18 19 20 21

22 23

                      (2.6)

Òàê êàê ÷èñëî öåïåé ïî-ïðåæíåìó äîëæíî áûòü ðàâíûì 4, à â
òàáëèöå òåïåðü 7 ñòîëáöîâ, òî â ýòîì ñëó÷àå íà êàæäóþ öåïü ïî
äâà ñòîëáöà íå õâàòèò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàêîé-òî öåïè ïðè-
äåòñÿ èñïîëüçîâàòü îäèí ñòîëáåö. Òàê êàê íîìåðà ñòîëáöîâ ìû
íàõîäèì èç óðàâíåíèÿ òèïà (2.5), òî äëÿ ýòîãî ñòîëáöà áóäåò
ñïðàâåäëèâî i + i ≡ α (mod d), ò. å. â ïðàâîé ÷àñòè ìîæåò ñòîÿòü è
÷åòíîå ÷èñëî.

Îáúåäèíÿÿ ýòè ñëó÷àè, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî íåîáõîäèìî
ðåøàòü óðàâíåíèå

i + j ≡ q (mod d) (q = 1, 2, ..., d).               (2.7)
Äëÿ êàæäîãî çàäàííîãî q âñåãäà íàéäåòñÿ íîìåð ñòîëáöà q/2 (åñ-
ëè q – ÷åòíîå), ëèáî (d + q)/2 (åñëè q – íå÷åòíîå), êîòîðûé
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.7), åñëè ñëîæèòü ýòîò íîìåð ñàì ñ
ñîáîé.

Ó÷èòûâàÿ èçëîæåííîå âûøå, çàïèñûâàåì âñå ðåøåíèÿ:
1) q = 1 (u1 = 22, u2 = 29)

1 — 21 — 8 — 14 — 15 — 7 — 22
2 — 20 — 9 — 13 — 16 — 6 — 23
3 — 19 — 10 — 12 — 17 — 5
4 — 18 — 11

Ðàçáèåíèå âåðøèí ïðîâåäåíî ïî öåïÿì L = (7, 7, 6, 3). Ñòîëáåö
4 èñïîëüçîâàí äëÿ êîäèðîâàíèÿ îäíîé öåïè;

2) q = 2 (u1 = 23, u2 = 30). Çäåñü îäèíîêèé ñòîëáåö 1.
1 — 22 — 8 — 15
2 — 21 — 9 — 14 — 16 — 7 — 23
3 — 20 — 10 — 13 — 17 — 6
4 — 19 — 11 — 12 — 18 — 5
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Ðàçáèåíèå ïðîâåäåíî ïî öåïÿì L = (7, 6, 6, 4);
3) q = 3 (u1 = 24, u2 = 31)

1 — 23 — 8 — 16 — 15 — 9 — 22 — 2
3 — 21 — 10 — 14 — 17 — 7
4 — 20 — 11 — 13 — 18 — 6
5 — 19 — 12

Çäåñü äëèííûå öåïè èìåþò ÷åòíóþ äëèíó, à íå÷åòíóþ äëèíó –
öåïü, êîòîðàÿ èñïîëüçóåò òîëüêî îäèí ñòîëáåö 5. Ýòî ïîçâîëÿåò
èñïîëüçîâàòü è íèæíþþ êîäèðîâêó, òàê êàê äëÿ îäíîãî ñòîëáöà
ýòî âñåãäà âîçìîæíî.

Íèæíÿÿ êîäèðîâêà èìååò âèä (u1 = 17, u2 = 24)

 22 — 2 — 9 — 8 — 16 — 1 — 23
 17 — 7 — 10 — 14 — 3 — 21
 18 — 6 — 11 — 13 — 4 — 20
 19 — 5 — 12

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàçáèåíèå âåðøèí ïðîâåäåíî ïî öåïÿì L = (8,
6, 6, 3);

4) q = 4 (u1 = 18, u2 = 25)

1 — 17 — 8 — 10 — 15 — 3 — 22
23 — 2 — 16 — 9
18 — 7 — 11 — 14 — 4 — 21
19 — 6 — 12 — 13 — 5 — 20

Çäåñü ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïåðâàÿ öåïü äëèíîþ
7 èìååò åäèíñòâåííóþ êîäèðîâêó, ÷òî è îïðåäåëÿåò çíà÷åíèÿ îá-
ðàçóþùèõ. Îñòàëüíûå öåïè ïðè çàäàííûõ îáðàçóþùèõ òîæå êî-
äèðóþòñÿ îäíîçíà÷íî, íî òîëüêî ñ ïîìîùüþ íèæíåé êîäèðîâêè.

Ðàçáèåíèå âåðøèí ïðîâåäåíî ïî öåïÿì L = (7, 6, 6, 4);
5) q = 5 (u1  = 19, u2 = 26)

1 — 18 — 8 — 11 — 15 — 4 — 22
2 — 17 — 9 — 10 — 16 — 3 — 23
21 — 5 — 14 — 12 — 7 — 19
20 — 6 — 13

Çäåñü òàêæå ïåðâûå äâå öåïè, èìåþùèå íå÷åòíóþ äëèíó, îïðå-
äåëÿþò çíà÷åíèÿ îáðàçóþùèõ, ÷òî îáóñëàâëèâàåò èñïîëüçîâàíèå
äëÿ äâóõ äðóãèõ öåïåé ëèøü íèæíåé êîäèðîâêè. Ïðè ýòîì ðàç-
áèåíèå âåðøèí ïðîâåäåíî ïî öåïÿì L = (7, 7, 6, 3);
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6) q = 6 (u1 = 20, u2 = 27)

1 — 19 — 8 — 12 — 15 — 5 — 22

2 — 18 — 9 — 11 — 16 — 4 — 23

3 — 17 — 10
20 — 7 — 13 — 14 — 6 — 21

Çäåñü òîëüêî äëÿ îäíîé öåïè èñïîëüçóåòñÿ íèæíÿÿ êîäèðîâêà,
êîòîðàÿ òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî êîäèðîâêàìè äëÿ ïðåäûäó-
ùèõ öåïåé. Òàê êàê ðàçáèåíèå âåðøèí ïðîâåäåíî ïî öåïÿì L =
= (7, 7, 6, 3), òî ïîëó÷àåì ãðàô, èçîìîðôíûé ãðàôó ïðè q = 5;

7) q = 7 (u1 = 21, u2 = 28)

1 — 20 — 8 — 13 — 15 — 6 — 22

2 — 19 — 9 — 12 — 16 — 5 — 23

3 — 18 — 10 — 11 — 17 — 4
21 — 7 — 14

Çäåñü íèæíÿÿ êîäèðîâêà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñàìîé êîðîòêîé öåïè.
Ðàçáèåíèå âåðøèí ïî öåïÿì òàêîå æå, êàê è â äâóõ ïðåäûäóùèõ
ñëó÷àÿõ: L = (7, 7, 6, 3), ò. å. â ïîñëåäíèõ òðåõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷åíû
èçîìîðôíûå ãðàôû.

Â. d = 2m — 2 (d = 6).
Äëÿ ýòîãî çíà÷åíèÿ åùå ìîæíî çàêîäèðîâàòü m öåïåé, íî

ïðè ýòîì ðîâíî äâå öåïè íåîáõîäèìî êîäèðîâàòü òîëüêî ñ ïî-
ìîùüþ îäíîãî ñòîëáöà. Ñîñòàâëÿåì òàáëèöó, ðàñïîëàãàÿ â êàæ-
äîì ñòîëáöå ÷èñëà, ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷åòàì ïî ìîäóëþ 6:

1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 11 12

13 14 15 16 17 18

19 20 21 22 23

                    (2.8)

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (2.5) èìååò ðåøåíèÿ, êîòîðûå êîäèðóþò
ðîâíî m — 1 öåïü. Ïîýòîìó áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñëåäóþùåãî
óðàâíåíèÿ:

 i + j ≡ 2q (mod d)  (q = 1, 2,..., m — 1).        (2.9)

Íàðÿäó ñ ðàçëè÷íûìè ðåøåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðûå èñ-
ïîëüçóþò 2m — 4 ñòîëáöà, ñîîòâåòñòâóþùèå m — 2 öåïÿì, ñóùåñò-
âóþò åùå äâà ðåøåíèÿ, èñïîëüçóþùèå òîëüêî îäèí ñòîëáåö. Ýòî
ñòîëáöû ñ íîìåðàìè q è q + d/2;
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1) q = 1 (u1 = 20, u2 = 26). Çäåñü îäèíîêèå ñòîëáöû 1 è 4.

1 — 19 — 7 — 13

2 — 18 — 8 — 12 — 14 — 6 — 20

23 — 3 — 17 — 9 — 11 — 15 — 5 — 21

22 — 4 — 16 — 10

Äëÿ äâóõ ïîñëåäíèõ öåïåé âçÿòî íèæíþþ êîäèðîâêó è ðàçáèåíèå
âåðøèí ïðîâåäåíî ïî öåïÿì L = (8, 7, 4, 4);

2) q = 2 (u1 = 22, u2 = 28). Çäåñü îäèíîêèå ñòîëáöû 2 è 5.

1 — 21 — 7 — 15 — 13 — 9 — 19 — 3

2 — 20 — 8 — 14

4 — 18 — 10 — 12 — 16 — 6 — 22

23 — 5 — 17 — 11

Äëÿ ïîñëåäíåé öåïè èñïîëüçîâàíà íèæíÿÿ êîäèðîâêà è ðàçáèå-
íèå âåðøèí ïðîâåäåíî ïî öåïÿì L = (8, 7, 4, 4), ò. å. ïîëó÷åí
ãðàô, èçîìîðôíûé ïðåäûäóùåìó;

3) q = 3 (u1 = 21, u2 = 30). Çäåñü îäèíîêèå ñòîëáöû 3 è 6.

1 — 23 — 7 — 17 — 13 — 11 — 19 — 5

2 — 22 — 8 — 16 — 14 — 10 — 20 — 4

3 — 21 — 9 — 15

6 — 18 — 12

Â äàííîì ñëó÷àå ðàçáèåíèå âåðøèí ïðîâåäåíî ïî öåïÿì L = (8,
8, 4, 3), ïðè ýòîì íå÷åòíóþ äëèíó èìååò öåïü, äëÿ êîäèðîâêè
êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî îäèí ñòîëáåö. Òàê êàê âûøåïðèâå-
äåííàÿ êîäèðîâêà – âåðõíÿÿ, òî ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü äëÿ
èñïîëüçîâàíèÿ íèæíåé êîäèðîâêè (u1 = 18, u2 = 24):

19 — 5 — 13 — 11 — 7 — 17 — 1 — 23

20 — 4 — 14 — 10 — 8 — 16 — 2 — 22

21 — 3 — 15 — 9

18 — 6 — 12

Ýòèì è èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå êîäèðîâêè ÷åòûðåõ öåïåé ñ îáùèì
÷èñëîì âåðøèí 23. Äâå êîäèðîâêè èç òàêîãî íàáîðà ïðèâåäåíû
íà ðèñ. 2.7 (n = 23, l = 4, u1 = 23, u2 = 31, d = 8) è ðèñ. 2.8 (n = 23,
u1 = 24, u2 = 30, l = 4, d = 6).



Г Л А В А  2.  Арифметические графы (А-графы) и их свойства

45

×èñëî âñåõ ïðåäñòàâëåíèé ëåãêî âû÷èñëèòü: äëÿ d = 8 îíî ðàâ-
íî 4, äëÿ d = 7 – 8 è äëÿ d = 6 – âñåãî 4. Â ñóììå ïîëó÷àåì
|Π(23,4)| = 4 +8 +4 =16. Çíàÿ âñå ýòè ñïîñîáû ïðåäñòàâëåíèÿ, ìî-
æíî ïîñòàâèòü îáðàòíóþ çàäà÷ó: ïóñòü çàäàíû m öåïåé ñ íàáîðîì
âåðøèí L= (l1, l2,..., lm). Íàéòè äëÿ íèõ ìèíèìàëüíóþ êîäèðîâêó.

2.3. МАТРИЦА ОБРАЗУЮЩИХ NA-ГРАФОВ И ЦИКЛЫ

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A = (aij), ãäå
aij = i + j; aij = 0   (1 < i, j < n).                (2.10)

Ýòà ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâîëüíîìó ïîëíîìó íàòóðàëüíî-
ìó àðèôìåòè÷åñêîìó ãðàôó:

0 3 4 5 ... 1

3 0 5 6 ... 1 2

4 5 0 7 ... 2 3

5 6 7 0 ... 3 4

. . . . ...

. ... 0 2 1

. ... 2 1 0

n n

n n

n n

n n

n

n

+ 
 + + 
 + +
 

+ + 
 
 

− 
 − 

.             (2.11)

Ðèñ. 2.7

Ðèñ. 2.8
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Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòðèöà ïðåäñòàâëÿåò ýòîò ãðàô îäíîçíà÷íî, òàê
êàê ó íåãî ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ ñîñòîèò èç îòðåçêà íàòóðàëü-
íîãî ðÿäà U = {3, 4, 5, ..., 2n — 1}. Ëþáîå ñîáñòâåííîå ïîäìíîæå-
ñòâî ýòîãî ìíîæåñòâà îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé NA-ãðàô G = (X,U).

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ìàòðèöåé îáðàçóþùèõ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
NA-ãðàôà G = (X,U) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà A(G) = (aij), ó êîòîðîé aij =
= i + j, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå uk ∈ U, ÷òî uk = i + j; aij = 0 äëÿ îñ-
òàëüíûõ çíà÷åíèé i è j.

Òàêîå çàäàíèå NA-ãðàôà íå èçáûòî÷íî, ò. å. äëÿ ëþáîãî u ∈ U
îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ ïàðà âåðøèí xi è xj (xi ≠ xj) òàêèõ, ÷òî xi + xj = u.
Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî U óïîðÿäî÷åíî åñòåñò-
âåííûì îáðàçîì.

Â ýòîé ìàòðèöå ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ðàâíî óäâîåííîìó
÷èñëó ðåáåð çàäàííîãî NA-ãðàôà, òàê êàê êàæäîå ðåáðî (xi,xj) çà-
äàåòñÿ äâóìÿ ýëåìåíòàìè ìàòðèöû aij è aji.

Îäíîé èç ãëàâíûõ çàäà÷ â òåîðèè àðèôìåòè÷åñêèõ ãðàôîâ ÿâëÿ-
åòñÿ íàõîæäåíèå äëÿ çàäàííîãî ãðàôà ìíîæåñòâà U ñ ìèíèìàëü-
íîé ìîùíîñòüþ. Íàðÿäó ñ ïîèñêîì òàêèõ ìíîæåñòâ îòäåëüíûé
èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò è ïåðå÷èñëåíèå âñåõ òàêèõ ìíîæåñòâ. Äëÿ
êàæäîãî u ∈ U ìîæíî âû÷èñëèòü ÷èñëî rn(u) ñîîòâåòñòâóþùèõ
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A(G). Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå rn(u) ïðèíèìàåò
äëÿ u = n + 1, è ýòè ýëåìåíòû îáðàçóþò áîêîâóþ äèàãîíàëü ìàòðèöû.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî rn(u) ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî çíà-
÷åíèÿ u = n + 1, ò. å. èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

rn(n + 1 — ∆) = rn(n + 1 + ∆) (0 < ∆ < n — 2).       (2.12)

Åñëè îáîçíà÷èòü àðãóìåíòû ôóíêöèè ÷åðåç u, òî èç ðàâåíñòâà
(2.12) ïîëó÷èì

∆ = |n + 1 — u|,

rn(u) = rn(n + 1 — |n + 1 — u|).                 (2.13)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè òåïåðü ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ çíà÷åíè-
ÿìè u ≤ n. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

2 äëÿ  ÷åòíîãî,
( )

1 äëÿ  íå÷åòíîãî,n

u u
r u

u u

−
=  −

             (2.14)

èëè

1
( ) 2

2n

u
r u

− =   
,                             (2.15)
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â (2.13), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

 
1

( ) 2
2n

n n u
r u

 − + − 
=  

 
.                         (2.16)

Ïîäáèðàÿ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ u äëÿ ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ
U, ìîæíî îïðåäåëèòü ÷èñëî ðåáåð ïîëó÷åííîãî ãðàôà è ñòåïåíè
åãî âåðøèí. Äëÿ òîãî ÷òîáû äâå îáðàçóþùèå u1 è u2 ñîîòâåòñòâî-
âàëè äâóì ñìåæíûì ðåáðàì, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ |u1 —
— u2| < n. Îïòèìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå öåïåé è ïåðå÷èñëåíèå âñåõ
ìíîæåñòâ îáðàçóþùèõ ïîëíîñòüþ îïèñàíî â ðàáîòå [40], òàì æå
ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î öèêëàõ. Ïðåæäå âñåãî çàìå-
òèì, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ, ñîñòîÿùåãî èç äâóõ ýëåìå-
íòîâ U={u1, u2}, ñïðàâåäëèâî óñëîâèå

 u1 ≤ n+1≤  u2.                             (2.17)

Âûïîëíåíèå ëåâîãî íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû âåð-
øèíà ñ êîäîì 1 íå áûëà èçîëèðîâàííîé, à ïðàâîãî – ÷òîáû íå
áûëà èçîëèðîâàííîé âåðøèíà ñ êîäîì n.

Â íàòóðàëüíûõ ãðàôàõ ëþáàÿ îáðàçóþùàÿ u çàäàåò ñòîëüêî
ðåáåð, ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå

 x1 + x2 = u                               (2.18)

íà ìíîæåñòâå ÷èñåë {1, 2,..., n}.
Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ rn(u), äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî

ãðàôà ñ m ðåáðàìè è n âåðøèíàìè ìîæíî ïîäáèðàòü íåêîòîðûå
îáðàçóþùèå, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

 
1

( ) 2
k

n i
i

r u m
=

=∑ .                          (2.19)

Â ýòîì ñìûñëå ìîæíî ïðîâåðèòü ïðàâèëüíîñòü ôîðìóë â (2.19) äëÿ
îáðàçóþùèõ â òåîðåìå 2.2. Òàê êàê n = 2mλ + n(mod 2m), à 2α1 ≤
≤ n(mod 2m), òî u1 = 2mλ + 2α1 + 1 ≤ n + 1. Äëÿ u1 ïî (2.15) èìååì

rn(u1) = rn(2mλ + 2α1 + 1) = 2(mλ + α1).

Äëÿ u2 ≥ n + 1 ïî (2.16) ïîëó÷àåì

rn(u2) = rn(2mλ + 2m + 2α1 + 1) =

= 2(2n + 1 — u2)/2 = 2n — 2mλ —2m — 2α1.

Óäâîåííîå ÷èñëî ðåáåð â m öåïÿõ ñîñòàâëÿåò

rn(u1) + rn(u2) = 2n — 2m = 2(n — m).

Ýòî âûðàæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî m öåïåé ñîäåðæàò n — m ðåáåð.
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Îïðåäåëåíèå 2.5. Ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ U ′ ={ 1u′ , 2u′ , …, mu′ }
íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà U = {u1, u2, …
…, um}, åñëè åãî ýëåìåíòû â ìàòðèöå A ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî
áîêîâîé äèàãîíàëè ýëåìåíòàì, ñîîòâåòñòâóþùèì ìíîæåñòâó U.

Ìåæäó ìíîæåñòâàìè U è U ′ ëåãêî óñòàíîâèòü çàâèñèìîñòü.
Î÷åâèäíî, ÷òî (U ′) ′ = U.

Ëåììà 2.3. Ìåæäó ýëåìåíòàìè äâîéñòâåííûõ ìíîæåñòâ U è U ′
ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå u′ = 2n — u + 2.

Ïîêàæåì, ÷òî rn(u)=rn(u′) è òåì ñàìûì óñòàíîâèì ñïðàâåäëè-
âîñòü ëåììû 2.3:

| 1 (2 2 ) |
( ) (2 2 ) 2

2n n

n n n u
r u r n u

− + − + − ′ = + − = = 
 

| 1 | | 1 |
2 2 ( ).

2 2 n

n u n n n u
r u

− − − − + −   
= = =   

   

Â äàëüíåéøåì ïðè ïåðå÷èñëåíèè ìíîæåñòâ îáðàçóþùèõ äâîé-
ñòâåííûå ìíîæåñòâà áóäóò ó÷èòûâàòüñÿ àâòîìàòè÷åñêè.

Ëåììà 2.4. Äëÿ âñÿêîãî öèêëà Cn íåîáõîäèìî ñóùåñòâîâàíèå
äâóõ îáðàçóþùèõ ui ≤ n + 1 è äâóõ îáðàçóþùèõ uj ≥ n + 1.

Òàê êàê ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ðàâíà 2, òî îáðàçóþùèå,
ñâÿçûâàþùèå âåðøèíó 1 ñ äâóìÿ äðóãèìè, äîëæíû áûòü íå áîëüøå
n + 1. Àíàëîãè÷íî âåðøèíà n, áóäó÷è ñâÿçàííîé ñ äâóìÿ âåðøè-
íàìè, òðåáóåò äâóõ îáðàçóþùèõ íå ìåíüøå n + 1.

 2.4. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ФАКТОРОИДОВ

Î÷åâèäíî, ÷òî òå æå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ëåììû 2.4, êîòî-
ðûå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ öèêëà Cn, ñïðàâåäëèâû è äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî ôàêòîðîèäà, ò. å. íàáîðà öèêëîâ. Äëÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé
òðåáóåòñÿ áîëåå ñëîæíàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó îáðàçóþùèìè
NA-ãðàôà. Ðàññìîòðèì NA-ãðàôû ñ òðåìÿ îáðàçóþùèìè.

Òåîðåìà 2.3. Äëÿ òîãî ÷òîáû NA-ãðàô ñ òðåìÿ îáðàçóþùèìè
ïðåäñòàâëÿë ñîáîé ôàêòîðîèä, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

à) äëÿ n≡3(mod 4) 
3 3 1
, 1,

2 2
n n

U n
+ + = + 

 
;

á) äëÿ ÷åòíîãî n U = {u, n + 1, n + u}, ãäå u – íå÷åòíîå è 3 < u <
< n — 1.

Èç ëåììû 2.4 âûòåêàåò, ÷òî â ñëó÷àå òðåõ îáðàçóþùèõ îáÿçà-
òåëüíî âûïîëíåíî u2 = n + 1, u1 < n + 1, u3 > n + 1. Òàê êàê ñòåïåíü
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êàæäîé âåðøèíû öèêëà ðàâíà 2, òî îáðàçóþùèì îáÿçàòåëüíî ñî-
îòâåòñòâóåò ðîâíî äâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòà ìàòðèöû A â êàæäîé
ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå. Äëÿ ïåðâûõ u1 — 1 ñòðîê ïî äâà ýëå-
ìåíòà â ñòðîêå ãàðàíòèðóþò îáðàçóþùèå u1 è u2 = n + 1, â îñòàëü-
íûõ ñòðîêàõ ýòî äîëæíû ãàðàíòèðîâàòü îáðàçóþùèå u2 = n + 1 è
u3. Ïóñòü n áóäåò íå÷åòíûì. Â ýòîì ñëó÷àå u2 = n + 1 ÿâëÿåòñÿ ÷åò-
íûì ÷èñëîì, ïîýòîìó ýëåìåíò aii = 0, ãäå i = (n + 1)/2. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, â ýòîé ñòðîêå äîëæíî áûòü äâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòà,
÷òî âîçìîæíî òîëüêî ïðè óñëîâèè ai1 = u1, ain = u3. Èç ýòîãî âûòå-
êàþò äâà ñîîòíîøåíèÿ:

(n+1)/2 + 1 = u1,

(n+1)/2 + n = u3.

Îòñþäà ïîëó÷àåì u1 = (n + 3)/2, u3 = (3n + 1)/2. ×òîáû â îñòàëü-
íûõ ñòðîêàõ áûëî ðîâíî äâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòà, íåîáõîäèìî
÷òîáû u1 è u3 áûëè íå÷åòíûìè, ïîýòîìó

(n + 3)/2 = u1 = 2k + 1 (k > 1).

Îòñþäà ïîëó÷àåì n = 4k — 1 ≡ 3(mod 4), à u3 = 6k — 1 è òîæå íå÷åòíîå.
Ïóñòü òåïåðü n – ÷åòíîå, òîãäà u2 = n + 1 – íå÷åòíîå ÷èñëî,

÷òî äàåò ðîâíî ïî îäíîìó íåíóëåâîìó ýëåìåíòó â êàæäîé ñòðîêå
ìàòðèöû îáðàçóþùèõ. Åñëè âû÷åðêíóòü ïåðâûå u1 — 1 ñòðîê è
u1 — 1 ñòîëáåö èç ìàòðèöû A, òî â îñòàâøåéñÿ ìàòðèöå áîêîâóþ
äèàãîíàëü äîëæíû çàíèìàòü ýëåìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå îáðà-
çóþùåé u3, ÷òî ðàâíîñèëüíî u3 = n + u1. ×èñëî ðåáåð â öèêëå ðàâíî
n, ïîýòîìó íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

rn(u1) + rn(n + 1) + rn(n + u1) = 2n.             (2.20)

Äëÿ ïðîâåðêè â óðàâíåíèå (2.20) ïîäñòàâëÿåì âûðàæåíèÿ (2.15)
è (2.16):

1 1 1 11 | 1 | 1 | 1 |
2 2 2 2

2 2 2 2
u n n n u u u

n n n
− − + − − − − −      + + = + + +            

.

Ýòî âûðàæåíèå áóäåò ðàâíûì 2n òîëüêî ïðè ðàâåíñòâå

 1 1| 1 | 1
2 2

u u− − −   = −     
,

÷òî âîçìîæíî òîëüêî ïðè u1 íå÷åòíîì.
Äâîéñòâåííîå ìíîæåñòâî èìååò âèä

U ′ = {n + 2 — u, n + 1, 2n + 2 — u}.
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Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäñòàâëåíèé Cn äëÿ n ÷åòíûõ ñ ïîìîùüþ
òðåõ îáðàçóþùèõ ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [25–27].

Äëÿ n < 4 êîäèðîâàíèå ôàêòîðîèäîâ ñ ïîìîùüþ òðåõ îáðàçó-
þùèõ ïî÷òè åäèíñòâåííî. Äëÿ n = 3 ýòî U = {3, 4, 5}, äëÿ n = 4
ýòî U1 = {3, 5, 7} è U2 = {4, 5, 6}. Ðàññìîòðèì òåïåðü NA-ãðàôû ñ
÷åòûðüìÿ îáðàçóþùèìè.

Òåîðåìà 2.4. Äëÿ òîãî ÷òîáû NA-ãðàô ñ íå÷åòíûì êîëè÷åñò-
âîì âåðøèí (n>3) ïðåäñòàâëÿë ñîáîé ôàêòîðîèä ñ ïîìîùüþ ÷å-
òûðåõ îáðàçóþùèõ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíè ñîñòàâ-
ëÿëè äâà òèïà îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ:

 U1 = {u, 2(u — 1), n + u — 1, n + 2(u — 1)},

ãäå u – íå÷åòíîå è 3 < u < (n + 1)/2,

 U2 = {u, (n + u)/2 + 1, n + u, (3n + u)/2},

ãäå u ≡ —n(mod 4) è 3 ≤ u ≤ n — 2.
 Ïîêàæåì, ÷òî u1 íå ìîæåò áûòü ÷åòíûì. Åñëè u1 – ÷åòíîå,

òî aii = 0, ãäå i = u1/2. Â ýòîé ñòðîêå äîëæíû áûòü äâà íåíóëåâûõ
ýëåìåíòà, ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó U. Ïóñòü ýòî u2 = i + k1 è u3 =
= i + k2. Íî òîãäà â (i + 1)-é ñòðîêå âåðøèíà (u1/2 + 1) ñìåæíà ñ
òðåìÿ âåðøèíàìè (u1/2 — 1), (k1 — 1) è (k2 — 1) (ýòè âåðøèíû ñó-
ùåñòâóþò, òàê êàê u1 < u2 < u3), ÷òî íåâîçìîæíî. Îòíîñèòåëüíî u2

ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îíî ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì. Ïóñòü u2

áóäåò ÷åòíûì. Íà ïåðåñå÷åíèè (u/2, u/2) â ìàòðèöå A ñòîèò 0. Â ýòîé
æå ñòðîêå îòëè÷íûå îò íóëÿ ýëåìåíòû ðàâíû uj è ui, ÷òî îçíà÷àåò,
÷òî âåðøèíà (u2/2 + 1) ñìåæíà ñ âåðøèíàìè (u2/2 — 1), (ui — u2/2 — 1),
(uj — u2/2 — 1), à ýòî íåâîçìîæíî. Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî
îäíà èç óêàçàííûõ âåðøèí äîëæíà ïðåâðàùàòüñÿ â 0, ò. å. ui — u2/2 —
— 1 = 0. Íî ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè i = 1, îòêóäà

u2 = 2(u1 — 1).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â (u2/2 — 1)-é ñòðîêå äâà íåîáõîäèìûõ
ýëåìåíòà óæå ðàâíû u1 è u2, ïîýòîìó ïåðâûé ýëåìåíò, ðàâíûé u3,
ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â (u2/2)-é ñòðîêå è n-ì ñòîëáöå, ò. å. u3 =
= u2/2 + n = n + u1 — 1. Òåïåðü è u4 îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî: u4 =
= n + 2(u1 — 1). Äëÿ êîíòðîëÿ ïðîâåðèì ðàâåíñòâî (2.20). Ïîäñòà-
âèì â íåãî âûðàæåíèÿ (2.15) è (2.16):

1 1 11 2( 1) 1 | | 1 1 |
2 2 2

2 2 2
u u n n n u− − − − + − − +     + + +         
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1 1| 1 2( 1) | 1 ( 1) |
2 1 2( 2) 2

2 2
n n n u n u

u u
− + − − − + − −   

+ = − + − + +   
   

1 1 1 1

1
2 ( 1) 3( 1) 2 1 ( 1) 1 2( 1) 2 .

2
n
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Ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ, çàâèñÿùåå îò îäíîãî ïàðàìåòðà.
Òàê êàê u4 ≤ 2n — 1, òî èìååì n + 2(u1 — 1) ≤ 2n — 1 è u1 ≤ (n + 1)/2.
Äàëåå, òàê êàê u1 = 2k + 1 (k ≥ 1), òî ïîëó÷àåì u1 ≤ 2(n — 1)/4 + 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ÷åòíîì u2 ôàêòîðîèä ìîæíî ïðåäñòàâèòü
îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ìíîæåñòâîì U1 = {u, 2(u — 1), n + u — 1, n +
+ 2(u — 1)}, ãäå u – íå÷åòíîå è 3 ≤ u ≤ 2(n — 1)/4 + 1. Ïðè ýòîì
äâîéñòâåííîå ìíîæåñòâî èìååò âèä 1U ′  = {n + 4 — 2u, n + 3 — u,
2(n + 2 — u), 2n + 2 — u}.

Ïóñòü u2 – íå÷åòíîå. Òîãäà â ïåðâûõ (u1—1) ñòðîêàõ åñòü ðîâíî
ïî äâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòà, ÷òî è òðåáóåòñÿ. ×òîáû â u1-é ñòðîêå
áûëî äâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòà, íåîáõîäèìî, ÷òîáû u3 = n + u1, à
ýòî åñòü ÷åòíîå ÷èñëî. Òîãäà äëÿ i = u3/2 â ìàòðèöå aii = 0. Â i-é
ñòðîêå äâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòà ìîãóò áûòü òîëüêî â ïåðâîì è
ïîñëåäíåì ñòîëáöå, ÷òî äàåò äâå çàâèñèìîñòè: u2 = u3/2 + 1 è u4 + 1 =
= u3/2 + n. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì íîâîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå
ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ: U2 = {u1, n + u1/2 + 1, n + u1, (3n + u1)/2}.
Òàê êàê u4 ≤ 2n — 1, òî (3n + u1)/2 ≤ 2n — 1 è u1 ≤ n — 2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, u2 – íå÷åòíîå, ïîýòîìó (n + 1)/2 + 1 = 2k +
+ 1, èëè n + u = 4k, îòêóäà u1 = —n (mod 4). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìè-
íèìàëüíîå u1 = 3 äëÿ n = 1(mod 4) è u1 = 5, èíà÷å u1 = n(mod 4) +
+ 2 äëÿ n ≡ 3(mod 4). Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ôîðìóëó (2.16) äëÿ u2:

1 1 11 | 1 |
2 2 2

2 2 2
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1
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2
2 1 ( ) / 2 ( ) / 2 1 2 .

2
n u

u n u n u n u n
− + + = − + + + − + − + =  

Äâîéñòâåííîå ìíîæåñòâî äëÿ U2 èìååò âèä

2U ′  = {(n — u)/2 + 2, n — u + 2, (3n + u)/2 — 1, 2n + 2 — u}.

 Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäñòàâëåíèé äëÿ Cn ïðè íå÷åòíûõ n ñ ïî-
ìîùüþ ÷åòûðåõ îáðàçóþùèõ ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [12, 13, 16].
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Íà ðèñ.2.9 èçîáðàæåí ãðàô èç 20 âåðøèí ñ ìíîæåñòâîì îáðà-
çóþùèõ U = {9, 21, 29}. Ãðàô ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâà ðàâíîâåëè-
êèõ öèêëà äëèíîþ äåñÿòü: (1)

10C  = (1, 8, 13, 16, 5, 4, 17, 12, 9, 20) è
(2)
10C  = (2, 7, 14, 15, 6, 3, 18, 11, 10, 19).

Ïîëíûé îòâåò î ñòðóêòóðå ãðàôà ñ ÷åòíûì ÷èñëîì âåðøèí
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïàðàìåòðà ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ äàåò ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.5. Äëÿ òîãî ÷òîáû NA-ãðàô ñ ÷åòíûì êîëè÷åñòâîì
âåðøèí ïðåäñòàâëÿë ôàêòîðîèä ñ ïîìîùüþ ÷åòûðåõ îáðàçóþùèõ,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíè ñîñòàâëÿëè èëè åäèíñòâåí-
íîå ìíîæåñòâî U1 = {(n + 5)/3, (2n + 4)/3, (4n + 2)/3, (5n + 1)/3}
äëÿ n ≡ 4(mod 6), èëè ìíîæåñòâî, çàâèñÿùåå îò äâóõ ïàðàìåòðîâ
U2 = {u, v, n + u, n + v}, ãäå u, v – íå÷åòíûå ÷èñëà è 3 ≤ u < v ≤ n — 1.

Òàê æå, êàê è â òåîðåìå 2.4, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî u ÿâëÿåòñÿ íå-
÷åòíûì ÷èñëîì. Îòíîñèòåëüíî v íåëüçÿ óòâåðæäàòü òîãî æå. Åñëè
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî v – ÷åòíîå, òî íà ìåñòå ýëåìåíòà aii, ãäå i =
= v/2, áóäåò íóëü. Äëÿ êîìïåíñàöèè ýòîãî íóëåâîãî ýëåìåíòà íå-
îáõîäèìî, ÷òîáû v = 2(u — 1) è u3 = n + u — 1. Íî òîãäà u3 – ÷åò-
íîå ÷èñëî è ýëåìåíò ajj = 0, ãäå j = (n + u — 1)/2. ×òîáû ãðàô áûë
îäíîðîäíûì ñòåïåíè 2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ôàêòîðîèäó, íåîáõî-
äèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

(n + u — 1)/2 = 2(u — 1) — 1.

Îòñþäà íàõîäèì u = (n + 5)/3 = 2k + 1 (k ≥ 1), òàê êàê u – íå÷åò-
íîå. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè n = 6k — 2 èëè n ≡ 4(mod6). Â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷àåì åäèíñòâåííîå ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ:

U = {(n + 5)/3, (2n + 4)/3, (4n + 2)/3, (5n + 1)/3}.

Ðèñ. 2.9
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Ïóñòü v – íå÷åòíîå. Òîãäà äëÿ u è äëÿ v îñòàþòñÿ åäèíñòâåí-
íûå îáðàçóþùèå n+u è n+v, êîòîðûå äîïîëíÿþò èõ äî îäíîðîä-
íîñòè ãðàôà. Êðîìå òîãî, îíè ÿâëÿþòñÿ íå÷åòíûìè ÷èñëàìè, ÷òî
íå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íóëåâûõ ýëåìåíòîâ íà äèàãîíàëè.
Ýòèì è çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ëåììà 2.5. Ìíîæåñòâà èç òðåõ îáðàçóþùèõ NA-ãðàôîâ, ïðåä-
ñòàâëÿþùèõ ôàêòîðîèäû, ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåííûìè ñàìèì ñåáå.

Äëÿ íå÷åòíîãî n ýòî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, òàê êàê U
çäåñü åäèíñòâåííîå:

 2n + 2 — u1 = 2n + 2 — (n + 3)/2 = (3n + 1)/2 = u3 = 1u′ .

Äàëåå u2 = 2u′ , à u1 = 3u′  ïî àíàëîãèè.

Ïóñòü òåïåðü n – ÷åòíîå. Åñëè u1 = 3, òî 1u′  = n — 1. Ïðè âîç-

ðàñòàíèè u1 îò 3 äî n — 1 1u′  ñîîòâåòñòâåííî óáûâàåò îò n — 1 äî

3. Ïîñêîëüêó u2 = 2u′ , òî àíàëîãè÷íî âåäóò ñåáÿ u3 è 3u′ . Ýòî ïî-

çâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå ôàêòîðîèäû, ó êîòîðûõ u1 ≤ 1u′ ,
ò. å. u ≤ n + 2 — u, ÷òî äàåò u ≤ n/2 + 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðå÷èñëåíèè âñåõ ôàêòîðîèäîâ NA-
ãðàôîâ ñ òðåìÿ îáðàçóþùèìè ìîæíî óêàçûâàòü òîëüêî ïîëîâèíó
ìíîæåñòâà U (ò. å. 3 ≤ u ≤ n/2 + 1).

Ëåììà 2.6. Äâà îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ìíîæåñòâà èç ÷åòûðåõ
îáðàçóþùèõ äëÿ íå÷åòíîãî ÷èñëà âåðøèí íàõîäÿòñÿ â ñîîòíîøå-
íèè U1 = 2U ′ ; U2 = 1U ′ . Äëÿ ÷åòíîãî ÷èñëà âåðøèí äâóõïàðàìåòðè-
÷åñêîå ìíîæåñòâî èç ÷åòûðåõ îáðàçóþùèõ ñ ïàðàìåòðàìè (u,v)
äâîéñòâåííî ìíîæåñòâó ñ ïàðàìåòðàìè (n + 2 — v, n + 2 — u).

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî n – íå÷åòíîå. Òîãäà, åñëè u1 = 3, òî

1U ′  = {n — 2, n, 2n — 2, 2n — 1}, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò U2 äëÿ u1 = n — 2. Åñ-
ëè u1 óâåëè÷èâàåòñÿ â U1, òî u1 â U2 óáûâàåò. Ïðîâåðèì ñîîòâåòñòâèå
äëÿ ìàêñèìàëüíîãî u1. Ïóñòü n = 4l + 1. Òîãäà u1 = 2l + 1, 1U ′  = {3,
2l + 3, 4l + 4, 6l + 3}, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò U2, åñëè ïîäñòàâèòü u1 = 3.
Àíàëîãè÷íî äëÿ n = 4l + 3 ïîëó÷àåì u1 = 2l + 1, è òîãäà 1U ′  = {5, 2l +
+ 5, 4l + 8, 6l + 7}, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò U2, åñëè ïîäñòàâèòü u1 = 5.

Ïóñòü òåïåðü n – ÷åòíîå. Äâîéñòâåííîå ìíîæåñòâî îáðàçóþ-
ùèõ U ′ = {2n + 2 — u, 2n + 2 — v, n + 2 — u, n + 2 — v}. Åñëè åãî
óïîðÿäî÷èòü, ïîëàãàÿ v > u, òî ïîëó÷èì U ′ = {n + 2 — v, n + 2 — u,
2n + 2 — v, n + 2 — v}. Åñëè òåïåðü ïîäñòàâèòü â èñõîäíîå ìíîæåñ-
òâî u = n + 2 — v, v = n + 2 — u, òî ïîëó÷èì U ′.

Âñå ìíîæåñòâà, ó êîòîðûõ u + v = n + 2, ÿâëÿþòñÿ ñàìîäâîé-
ñòâåííûìè.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðå÷èñëåíèè ôàêòîðîèäîâ, ïðåäñòàâëåí-
íûõ ÷åòûðüìÿ îáðàçóþùèìè, äëÿ íå÷åòíîãî n íåîáõîäèìî ïåðå÷èñ-
ëÿòü òîëüêî U1 äëÿ âñåãî èíòåðâàëà èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà u, à äëÿ
÷åòíîãî n – òîëüêî ïàðàìåòðû (u, v), äëÿ êîòîðûõ u + v ≤ n + 2.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åäèíñòâåííîå ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ
äëÿ n ≡ 4(mod 6) ÿâëÿåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííûì.

Ïîñêîëüêó u1 âî âñåõ ìíîæåñòâàõ îáðàçóþùèõ – íå÷åòíîå,
áóäåì åãî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå u1 = 2s + 1 (s ≥ 1).

Äëÿ òðåõ îáðàçóþùèõ ÷èñëî ôàêòîðîèäîâ îïðåäåëÿåò ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà

Òåîðåìà 2.6. Ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ U = {2s + 1, n + 1, n + 2s +
+ 1} (1 ≤ s ≤ n/2 — 1) äëÿ ÷åòíîãî n ïðåäñòàâëÿåò íàáîð èç k öèêëîâ
äëèíîþ n/k, ãäå k = ÍÎÄ∗[s, n/2].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
òåîðåìû è s = kl, n = 2km, ãäå l è m – âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà è
ïóñòü l < m. Ðàññìîòðèì öåïü, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ â âåðøèíå α,
ãäå 1 ≤ α ≤ k. Ñ ïîìîùüþ îáðàçóþùåé u = 2s + 1 ýòà âåðøèíà
ñîåäèíÿåòñÿ ñ âåðøèíîé u — α = 2kl — α + 1. Äàëåå ñ ïîìîùüþ
îáðàçóþùåé n + 1 = 2km + 1 âåðøèíà u — α ñîåäèíÿåòñÿ ñ âåðøè-
íîé 2k(m — l) + α. Çàòåì ýòà âåðøèíà ñ ïîìîùüþ îáðàçóþùåé n +
+ u = 2k(m + l) + 1 ñîåäèíÿåòñÿ ñ âåðøèíîé 4kl — α + 1. Îáîçíà-
÷èì f1(p) = 2klp — α + 1 è f2(p) = 2k(m — lp) — α. Òîãäà â ðåçóëüòàòå
ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðîäâèæåíèÿ ñ ïîìîùüþ îáðàçóþùèõ n + u è
n + 1 ïîëó÷àåì ÷åðåäóþùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f2(0), f1(1),
f2(1), f1(2), f2(2), ... . Âñå àðãóìåíòû òèïà pl > m çàïèñûâàåì ïî
íàèìåíüøåìó àáñîëþòíîìó âû÷åòó ïî ìîäóëþ m. Â ýòîì ñìûñëå
èíîãäà ïðèìåíÿåòñÿ îáðàçóþùàÿ u ≡ (n + u)(mod 2m). Òàê êàê l è
m – âçàèìíî ïðîñòûå, òî ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà øàãîâ ìû ïî-
ëó÷àåì çàìûêàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f2(m) = f2(0), ÷òî ðàâíî-
ñèëüíî çàìûêàíèþ öèêëà äëèíîþ 2m. Òî æå ñàìîå ïîëó÷àåì äëÿ
äðóãèõ çíà÷åíèé α. Ïîñêîëüêó âñþäó ïðèñóòñòâóåò ìíîæèòåëü 2k,
òî âñå ÷èñëà α è —α + 1 áóäóò ðàçíûìè, è òàêèõ ïàð áóäåò ðîâíî k,
÷òî îáóñëàâëèâàåò ðàçáèåíèå âñåõ âåðøèí NA-ãðàôà íà k öèêëîâ
äëèíîþ 2m èëè n/k.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû èñïîëüçîâàëèñü âñå çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà u â äèàïàçîíå îò 3 äî n — 1. Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå,
ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî îáðàçóþùèå, ðàâíûå min{u, n + 2 — u}.
Íåïîñðåäñòâåííî âèäíî, ÷òî (u — 1)/2 = s è (n + 2 — u — 1)/2 = n/2 —
— s èìåþò îäèíàêîâûé íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ñ ÷èñëîì
n/2.

                                         
∗ ÍÎÄ – íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü.
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Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ íå÷åòíîãî n òðè îáðàçóþùèå
ïðåäñòàâëÿþò îäèí öèêë äëèíîþ 3 ïî âåðøèíàì {1, n, (n + 1)/2}
è (n — 3)/4 öèêëîâ äëèíîþ 4. Äëÿ ÷åòûðåõ îáðàçóþùèõ ñòðóêòóðà
ôàêòîðîèäîâ áóäåò îïèñàíà â ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ.

Òåîðåìà 2.7. Ìíîæåñòâî U = {2p + 1, 2r + 1, n + 2p + 1, n + 2r + 1}
(1 ≤ p < r < n/2 — 1) äëÿ ÷åòíîãî n ïðåäñòàâëÿåò íàáîð k öèêëîâ
äëèíîþ n/k, ãäå k = ÍÎÄ(r — p, n/2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì δ = 2(r — p) è λ = n/k. Ïîñòðîèì
òàáëèöó (bij) ðàçìåðîì k × λ. Â ïåðâîé ñòðîêå ðàñïîëîæèì ýëå-
ìåíòû p, p + 1, p + δ, p + 1 — δ, p + 2δ, ..., p + [λ/2 — 1]δ, p + 1 —
— [λ/2 — 1]δ. Ïðè ýòîì ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ìî-
äóëþ n ñ ïîëîæèòåëüíûìè âû÷åòàìè. Â i-é (i > 1) ñòðîêå ïîìåñòèì
ýëåìåíòû bij = b1j — i + 1 äëÿ j ≡ 1(mod 2) è bij = b1j + i — 1 äëÿ i ≡ 0
(mod 2). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì òàáëèöó, â êîòîðîé âñå ýëåìåíòû
ðàçíûå è îíè ïðèíèìàþò âñå çíà÷åíèÿ îò 1 äî n. Äåéñòâèòåëüíî,
ïåðâûå äâà ñòîëáöà – ðàçíûå, à îñòàëüíûå ñòîëáöû îòëè÷àþòñÿ
äðóã îò äðóãà íà âåëè÷èíó δ ≥ 2k, à êàæäûé ñòîëáåö èìååò äèàïà-
çîí çíà÷åíèé, íå ïðåâûøàþùèé k.

Ñóììà ïðîèçâîëüíûõ ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ ëþáîé ñòðîêè ðàâíà
ëèáî 2p + 1, ëèáî 2p + 1 + δ = 2r + 1. Ñóììà êðàéíèõ çíà÷åíèé ðàâíà
p + p + 1 — λδ/2 + δ = 2p + 1 — n(δ/2k) + 2(r — p) = 2r + 1 — αn ≡ (2r + 1)
(mod n). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ ñòðîêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
öèêë, à ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ – íàáîð öèêëîâ äëèíîþ 2n/k.

Äëÿ n ≡ 4(mod 6) ìîæíî ïðåäñòàâèòü åùå îäèí ôàêòîðîèä U =
= {(n + 5)/3, (2n + 4)/3, (4n + 2)/3, (5n + 1)/3}. Ñòðóêòóðà òàêîãî
ãðàôà ïðîñòà: îí ñîñòîèò èç îäíîãî öèêëà äëèíîþ 4 ïî âåðøè-
íàì {1, (2n + 1)/3, n, (n + 2)/3} è (n — 4)/6 öèêëîâ äëèíîþ 6.

Äëÿ íå÷åòíûõ n âîçíèêàåò òàêàÿ æå ïðîáëåìà, êîãäà ïðè
îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ ãðàô ñ äàííûì ìíîæå-
ñòâîì îáðàçóþùèõ áóäåò ïðåäñòàâëÿòü íåñêîëüêî öèêëîâ. Ðåøå-
íèå ýòîé ïðîáëåìû äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.8. Ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ U = {2s + 1, 4s, n + 2s, n +
+ 4s} (1 ≤ s ≤ (n — 1)/4) äëÿ íå÷åòíîãî n ïðåäñòàâëÿåò íàáîð k — 1
öèêëîâ äëèíîþ (n + 1)/k è îäèí öèêë äëèíîþ (n + 1)/k — 1, ãäå k =
= ÍÎÄ[s, (n + 1)/2].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âåðøèíó ãðàôà (ðèñ. 2.10, à) ñ
íîìåðîì 2s. Îíà ñìåæíà ñ âåðøèíàìè 1 è n. Âîçüìåì è ðàñùå-
ïèì åå íà äâå âåðøèíû ñ íîìåðàìè 2s è 2s + 1, à âñå îñòàëüíûå ñ
áî`ëüøèì íîìåðîì óâåëè÷èì íà 1. Îáùåå ÷èñëî âåðøèí â ãðàôå
ñîñòàâèò n′ = n + 1 (ðèñ. 2.10, á). Ýòîò ãðàô îñòàíåòñÿ NA-ãðàôîì,
åñëè âçÿòü â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ U ′ = {2s + 1, 4s + 1, n′ + 2s + 1,
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n′ + 4s + 1}, â ÷åì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷àåì NA-ãðàô ñ ÷åòíûì ÷èñëîì âåðøèí n. Ê íåìó
ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó 2.7, äëÿ ÷åãî ïðèðàâíÿåì p = s, r = 2s.
Òîãäà k = ÍÎÄ(2s — s, n′/2) = ÍÎÄ[s, (n + 1)/2] è ñïðàâåäëèâîñòü
òåîðåìû 2.8 âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.7. Åñëè òåïåðü âåðíóòüñÿ ê
èñõîäíîìó ãðàôó, îòîæäåñòâèâ âåðøèíû 2s è 2s + 1, òî ïîëó÷èì
îäèí öèêë äëèíîþ (n + 1)/k — 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ýòà òåîðåìà ñôîðìóëèðîâàíà òîëüêî äëÿ îäíîãî ñåìåéñòâà
îáðàçóþùèõ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âòîðîå ñåìåéñòâî ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿ-
æåííûì ê ïåðâîìó, èç òåîðåìû 2.8 ìîæíî âûâåñòè ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå. Ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ ïðîèçâîëüíîãî NA-ãðà-
ôà U = {u, (n + u)/2 + 1, n + u, (3n + u)/2}, ãäå u ≡ —n(mod4), à
n(mod 4) + 2≤ u ≤ n — 2 äëÿ íå÷åòíîãî n, ïðåäñòàâëÿåò íàáîð k — 1
öèêëîâ äëèíîþ (n + 1)/k è îäèí öèêë äëèíîþ (n + 1)/k — 1, ãäå k =
= ÍÎÄ{(n + 2 — u)/4, (n + 1)/2}.

Äåéñòâèòåëüíî, äâîéñòâåííîå ìíîæåñòâî ê U èç òåîðåìû 2.7
U ′ = {n + 2 — 4s, n + 2 — 2s, 2n + 2 — 4s, 2n + 1 — 2s}, îòêóäà u = n +
+ 2 — 4s è s = (n + 2 — u)/4.

Îñîáûé èíòåðåñ âûçûâàåò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ãàìèëüòîíîâà
öèêëà. Äëÿ NA-ãðàôîâ ñ ÷åòíûì n îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò ñëåäó-
þùàÿ ëåììà.

Ðèñ. 2.10
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Ëåììà 2.7. Ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ U = {2s + 1, n + 1, n +  2s + 1}
äëÿ ÷åòíîãî n ïðè èçìåíåíèè s îò 1 äî n/2 — 1 ïðåäñòàâëÿåò
ϕ(n/2) ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ, ãäå ϕ(Z) – ôóíêöèÿ Ýéëåðà, ðàâíàÿ
êîëè÷åñòâó ÷èñåë, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ Z è íå ïðåâûøàþùèõ åãî.

Äåéñòâèòåëüíî, îáðàçóþùèå ïðåäñòàâëÿþò ãàìèëüòîíîâ öèêë,
åñëè ϕ = ÍÎÄ[s, n/2] = 1. Òàê êàê s ïðîáåãàåò âñå çíà÷åíèÿ îò 1
äî n/2 — 1, òî s áóäåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå 1 ðîâíî ϕ(n/2) ðàç.

Äëÿ ÷åòûðåõ îáðàçóþùèõ ñ íå÷åòíûì ÷èñëîì âåðøèí òàêîé
âûâîä ñäåëàòü íåëüçÿ, òàê êàê òàì ïàðàìåòð s ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ
îò 1 äî (n — 1)/4. Ãàìèëüòîíîâ öèêë áóäåò ïðåäñòàâëåí òîãäà,
êîãäà s è (n + 1)/2 âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà.

Ïî òåîðåìå 2.8 äâà NA-ãðàôà ñ ÷åòíûì ÷èñëîì âåðøèí, ó êî-
òîðûõ îáðàçóþùèå èìåþò âèä U1 = {2p1 + 1, 2r1 + 1, n + 2p1 + 1, n +
+ 2r1 + 1} è U2 = {2p2 + 1, 2r2 + 1, n + 2p2 + 1, n + 2r2 + 1}, èçîìîðô-
íû, åñëè ÍÎÄ(r1 — p1, r2 — p2) = ÍÎÄ(r1 — p1, n/2).

Òàêèì îáðàçîì, ãðàô áóäåò ãàìèëüòîíîâûì, åñëè r1 — p1 è n/2 –
âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà.

2.5. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ НАБОРА ЦЕПЕЙ

Ïðè îïòèìàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè öåïåé êîäû âåðøèí îáðà-
çóþò äâå ÷åðåäóþùèåñÿ àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè ñ îáùåé ðàç-
íîñòüþ, ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî äâóõ îáðàçóþùèõ [38]. Ýòèì æå
ñâîéñòâîì îáëàäàåò è îïòèìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (êîäèðîâàíèå)
íàáîðà öåïåé.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ñïåöèôèêàöèåé n-âåðøèííîãî íàáîðà k öåïåé
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî 1 2

1 2[ , ,..., ]k
kL l l l αα α= , ãäå αi – ÷èñëî öåïåé,

èìåþùèõ li âåðøèí (i = 1, 2, ..., k), óäîâëåòâîðÿþùåå ñèñòåìå
óðàâíåíèé

 
1

k

i
i

m
=

α =∑ , 
1

k

i i
i

l n
=

α =∑ .                     (2.21)

Â ðàáîòå [38] äîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ òà-
êîé íàáîð öåïåé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå íàòóðàëüíîãî àðèô-
ìåòè÷åñêîãî ãðàôà, èñïîëüçóÿ ëèøü äâå îáðàçóþùèõ. Êîäû âåð-
øèí îáðàçóþò ÷åðåäóþùèåñÿ àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè – âîç-
ðàñòàþùóþ è óáûâàþùóþ ñ îáùåé ðàçíîñòüþ d, êîòîðàÿ ìîæåò
áûòü ðàâíà 2m, 2m — 1, 2m — 2.

Îáîçíà÷èì 
n
d
 λ =   

.
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Òåîðåìà 2.9. Íàáîð èç m öåïåé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â
êëàññå n-âåðøèííûõ NA-ãðàôîâ ñ ïîìîùüþ äâóõ îáðàçóþùèõ â
òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè îí èìååò ñïåöèôèêàöèþ

1 2 3 4 5[(2 2) ,(2 1) ,(2 ) ,( 1) ,( ) ]L α α α α α= λ + λ + λ λ + λ ,

ãäå α1, α2, α3 – ïðîèçâîëüíûå, à äëÿ α4 è α5 âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç
óñëîâèé:

 1) α4 = α5 = 0,
 2) α4 + α5 = 1,
 3) α4 + α5 = 2, ïðè ýòîì α4(α5) ìîæåò áûòü ðàâíûì 2, åñëè

n[mod (2m — 2)] ≥ m (≤ m).
Ðàññìîòðèì âñå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîãóò ïðèíèìàòü d, α1, α2

è α3. Îïðåäåëèì óñëîâèÿ, êîãäà íàáîð öåïåé ñ çàäàííîé ñïåöè-
ôèêàöèåé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ñ ïîìîùüþ äâóõ îáðàçóþùèõ.
Ýòè îáðàçóþùèå ëèáî îáå íå÷åòíûå, ëèáî ðàçíîé ÷åòíîñòè, ëèáî
îáå ÷åòíûå.

À. Ïóñòü u1 = 2k + 1, u2 = 2l + 1 (l > k > 1).
×òîáû ýòè îáðàçóþùèå ïðåäñòàâëÿëè íàáîð èç m öåïåé, íå-

îáõîäèìî, ÷òîáû â ìàòðèöå îáðàçóþùèõ äàííîãî ãðàôà ðîâíî 2m
ñòðîê ñîäåðæàëè îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò, à îñòàëüíûå n — 2m
ñòðîê – ðîâíî ïî äâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòà. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî
ïðè óñëîâèè

u2 — u1 = 2m = 2(l — k).                      (2.22)

Âîçüìåì öåïü, ó êîòîðîé íàèìåíüøèé íîìåð åñòü γ. Ñ ïîìîùüþ
äâóõ îáðàçóþùèõ ýòà öåïü íóìåðóåòñÿ äàëåå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γ, u1 — γ, (u2 — u1) + γ, u1 — γ — (u2 — u1), 2(u2 — u1) + γ, ... .

Âåðøèíû ñ íå÷åòíûìè ìåñòàìè â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáðàçóþò
âîçðàñòàþùóþ àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ íà÷àëüíûì ýëåìåíòîì
γ è ðàçíîñòüþ u2 — u1 = 2m, à âåðøèíû íà ÷åòíûõ ìåñòàõ – óáû-
âàþùóþ àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ íà÷àëüíûì ýëåìåíòîì u1 — γ
è ñ òàêîé æå ðàçíîñòüþ.

Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî ÷èñåë îò 1 äî n íà d êëàññîâ 1{ }d
iS , ãäå Si =

= {p/ p ≡ i(mod d), 1 ≤ p ≤ n}. Ðàñïîëîæèì âñå ýòè ÷èñëà â âèäå
òàáëèöû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ êëàññîâ îò S1 äî Sd. Â ïåðâîé
ñòðîêå áóäóò íàõîäèòüñÿ ÷èñëà îò 1 äî 2m, âî âòîðîé – îò 2m + 1
äî 4m è ò. ä. Ïóñòü β = n(mod 2m), òîãäà λ ñòðîê áóäóò ñîäåðæàòü
ïî 2m ýëåìåíòîâ, à â (λ + 1)-é ñòðîêå áóäóò íàõîäèòüñÿ β ÷èñåë
îò 2mλ + 1 äî n. Òàêèì îáðàçîì, ñîñòàâëåííàÿ òàáëèöà ñîäåðæèò
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β ñòîëáöîâ èç λ + 1 ÷èñåë è 2m — β ñòîëáöîâ èç λ ÷èñåë. Öåïÿì
äëèíîþ 2λ + 2 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå 2α1 ïåðâûõ ñòîëáöîâ òàá-
ëèöû, öåïÿì äëèíîþ 2λ + 1 – α2 ñòîëáöîâ âûñîòîþ λ + 1 è α2

ñòîëáöîâ âûñîòîþ λ, à öåïÿì äëèíîþ 2λ – 2α3 ñòîëáöîâ âûñî-
òîþ λ. Èç ýòîãî âûòåêàåò, ÷òî èìååò ìåñòî ñèñòåìà óðàâíåíèé

2α1 + α2 = n(mod 2m) = β,

2α3 + α2 = 2m — β.                          (2.23)

Î÷åâèäíî, ÷òî maxα2 = min{β, 2m — β}, à minα2 = n(mod 2).
Èç (2.22) ñëåäóåò, ÷òî u1 ≡ u2(mod 2m), à èç (2.23) – ÷òî ñóììà

äâóõ ñîñåäíèõ êîäîâ ëþáîé öåïè ðàâíà u1 (mod 2m). Òàê êàê u1 –
íå÷åòíîå ÷èñëî, òî âñå ïðåäñòàâëåíèÿ íàáîðà öåïåé ñâîäÿòñÿ ê
ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ

 i + j ≡ (2q + 1)(mod 2m)  (q = 1,2, ..., m),       (2.24)

ãäå i è j – íîìåðà ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ Si è Sj.
Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.24) ÿâëÿþòñÿ m ïàð, ÷àñòü èç êîòîðûõ â

ñóììå äàåò 2q + 1, à ÷àñòü – 2m + 2q + 1. Åñëè α2 ≠ 0, òî êîäèðîâêà
îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ïî íå÷åòíîé öåïè. Â çàâèñèìîñòè îò
îáðàçóþùèõ ýòîé öåïè ïîëó÷àåì îäíîçíà÷íóþ êîäèðîâêó è äëÿ
äðóãèõ öåïåé, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü êàê âåðõíåé, òàê è íèæíåé.

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ q â (2.24) â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, ìîæ-
íî ïîëó÷èòü âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ, è òåì ñàìûì ïðîâåñòè ïîë-
íûé ïåðåáîð âñåõ ïðåäñòàâëåíèé ãðàôà. Îäíàêî êà÷åñòâåííàÿ
êàðòèíà ïðè ýòîì íå î÷åíü ïðîÿñíÿåòñÿ. Ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ â
ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ìåíüøåé îáðàçóþùåé u1. Ïóñòü α2 ≠ 0, ÷òî
ðàâíîñèëüíî n(mod 2) ≡ β(mod 2) ≡ 1. Â óðàâíåíèè (2.24) ïåðâûé
ñòîëáåö âñåãäà èñïîëüçóåòñÿ â ïàðå ñî ñòîëáöîì 2q. Íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå u1 áóäåò ïðèíèìàòü òîãäà, êîãäà q èìååò íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå äëÿ 2q > β. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîëæåí èñïîëüçîâàòüñÿ
ñàìûé ëåâûé ñòîëáåö äëèíîþ λ, à èìåííî 2q = β + 1. Òîãäà ïî-
ëó÷àåì

u1 = β + 2 + 2m(λ — 1); u2 = β + 2 + 2mλ.             (2.25)

Òàê êàê n = 2mλ + n(mod 2m) èëè n = 2mλ + β, òî

 u1 = n + 2 — 2m; u2 = n + 2.                     (2.26)

Åñëè òåïåðü â òàáëèöå âûáèðàòü ÷èñëà, ñëåäóþùèå çà n + 1 — 2m
÷åðåç îäíî, ïîêà íå äîéäåì äî n — 1, òî ïîëó÷èì âñå çíà÷åíèÿ u1

áåç 1 â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Â óðàâíåíèè (2.24) èì áóäóò ñîîò-
âåòñòâîâàòü çíà÷åíèÿ q, íà÷èíàÿ ñ (β + 1)/2 è áîëüøå, à çàêàí÷èâàÿ
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(β — 1)/2(mod 2m). Êàê óæå îòìå÷àëîñü, âñå óðàâíåíèÿ, êðîìå
îäíîãî äëÿ q = m, äåëÿò âñå ñòîëáöû òàáëèöû íà äâå ãðóïïû. Â
ëåâîé ãðóïïå ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.24) íå ïðåâûøàåò 2m, à â
ïðàâîé ãðóïïå – ïðåâûøàåò ýòî çíà÷åíèå. Ðàññìîòðèì äèíàìèêó
èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé u1. Çäåñü ñóùåñòâóåò ðàçëè÷èå.

1) n(mod 2m) = β ≤ m.
Äëÿ íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ q = (β + 1)/2 ïîëó÷àåì ðåøåíèå ñè-

ñòåìû (2.23): α2 = 1; α1 = (β — 1)/2; α3 = m — (β — 1)/2. Â ýòîì ñëó÷àå
äëÿ êîäèðîâîê öåïåé è â ëåâîé, è â ïðàâîé ãðóïïàõ ïðèìåíÿåòñÿ
íèæíÿÿ êîäèðîâêà. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè âåðõíåé êîäèðîâêå â ëåâîé
ãðóïïå äëÿ ñòîëáöîâ 2 è β ïîëó÷àåì

 u1 = 2 + β + 2mλ; u2 = 2 + β + 2m(λ — 1).

Ýòî íà 2m áîëüøå, ÷åì â (2.26), ïîýòîìó íóæíî èñïîëüçîâàòü íèæ-
íþþ êîäèðîâêó. Òàêæå è â ïðàâîé ãðóïïå ïðè âåðõíåé êîäèðîâ-
êå äëÿ ñòîëáöîâ β + 2 è 2m èìååì

 u1 = β + 2 + 2mλ; u2 = β + 2 + 2mλ + 2m.

Ñëåäîâàòåëüíî, â îáåèõ ãðóïïàõ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü íèæ-
íþþ êîäèðîâêó. Ïðè óâåëè÷åíèè u1 çíà÷åíèå α1 áóäåò óáûâàòü è
ïðè q = β ïîëó÷àåì α1 = 0, α2 = β, α3 = m — β. Äàëüíåéøåå óâåëè-
÷åíèå q îáóñëàâëèâàåò âñåãäà îäíî è òî æå ðåøåíèå, íî ëåâàÿ
ãðóïïà òàáëèöû áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ çà ñ÷åò ïîÿâëåíèÿ â íåé
ñòîëáöîâ, äàþùèõ ðåøåíèå äëÿ α3. Èõ íîìåðà áóäóò ïðåâûøàòü β.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ýòèõ ñòîëáöîâ íóæíî óæå ïðèìåíÿòü âåðõ-
íþþ êîäèðîâêó, â îòëè÷èå îò òàêèõ æå ñòîëáöîâ â ïðàâîé ãðóïïå
òàáëèöû.

Âîçüìåì ñòîëáöû q è q + 1 (q > β):

 u1 = q + q + 1 + 2m(λ — 1); u2 = 2q + 1 + 2mλ.

Â ïðàâîé ãðóïïå âåðõíåé êîäèðîâêîé äëÿ ñòîëáöîâ 2q + 1 è
2m ïîëó÷àåì

 u1 = 2q + 1 + 2mλ; u2 = 2q + 1 + 2m(λ + 1).

Çíà÷èò, íàäî âûáðàòü íèæíþþ êîäèðîâêó. Ïðè q = m ïðàâàÿ
ãðóïïà èñ÷åçàåò, òàáëèöà ñîñòîèò èç îäíîé ãðóïïû. Äàëåå ñëåäó-
åò q = 1, è ïîÿâëÿåòñÿ ëåâàÿ ãðóïïà. Òåïåðü â îáåèõ ãðóïïàõ ïðè-
ìåíÿåòñÿ âåðõíÿÿ êîäèðîâêà. Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå ñòîëáöîâ
q è q + 1, ãäå q < (β + 1)/2:

 u1 = q + q + 1 + 2mλ; u2 = 2q + 1 + 2m(λ + 1).
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Â ïðàâîé ãðóïïå äëÿ ñòîëáöîâ 2q + 1 è 2m âåðõíåé êîäèðîâêîé ïîëó-
÷àåì  u1 = 2q + 1 + 2mλ. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò âåðõíåé êîäèðîâêå â îáå-
èõ ãðóïïàõ. È òàê áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ îñòàâøèõñÿ çíà÷åíèé q.

2) n(mod 2m) = β ≥ m.
Çäåñü êàðòèíà íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ 1, íî ìîæíî

ïðîñëåäèòü è àíàëîãèþ. Óáåæäàåìñÿ, ÷òî è çäåñü ïðè âîçðàñòà-
íèè q îò (β + 1)/2 äî m â ëåâîé è ïðàâîé ãðóïïàõ òàáëèöû íóæíî
èñïîëüçîâàòü íèæíþþ êîäèðîâêó. Çàòåì ïðàâàÿ ãðóïïà èñ÷åçàåò
è ïðè çíà÷åíèÿõ q îò 1 äî β — m ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ (2.23) ñòà-
íîâÿòñÿ ïîñòîÿííûìè: α2 = 2m — β, α3 = 0, α1 = β — m. Ïðè ýòîì
ïîÿâëÿåòñÿ ëåâàÿ ãðóïïà, ñòîëáöû êîòîðîé äàþò çíà÷åíèÿ äëÿ α1,
êàê è ñòîëáöû ïðàâîé ãðóïïû. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â ëåâîé
ãðóïïå íóæíî ïðèìåíÿòü âåðõíþþ êîäèðîâêó, à â ïðàâîé äîëæíà
îñòàâàòüñÿ íèæíÿÿ êîäèðîâêà. Ïîñëå q > β — m â ïðàâîé ãðóïïå
ñòîëáöû, äàþùèå çíà÷åíèÿ äëÿ α1, èñ÷åçàþò è ïîÿâëÿþòñÿ ñòîëá-
öû, äàþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðó α3. Ïðè ýòîì â îáîèõ ãðóïïàõ
ïðèìåíÿåòñÿ âåðõíÿÿ êîäèðîâêà.

×èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.24) ïîëó÷èëîñü ðàâíûì m. Îñ-
òàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà α2 ìîæåò áûòü ðàâíûì 0, ò. å. n ≡
≡ 0(mod 2).

Çäåñü ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå u1 ïðèíèìàåò ïðè α2 = 0. Òîãäà âñå
öåïè èìåþò ÷åòíóþ äëèíó è âîçìîæíû îáå êîäèðîâêè – íèæíÿÿ
è âåðõíÿÿ. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå u1 ïðèíèìàåò ïðè q = β/2 è
íèæíåé êîäèðîâêå, ò. å. u1 = 2mλ + 1 + β — 2m èëè u1 = n + 1 — 2m.
Çàòåì u1, óâåëè÷èâàÿñü íà 2, âîçðàñòàåò è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
ïðèíèìàåò ïðè òîì æå q = β/2, íî óæå äëÿ âåðõíåé êîäèðîâêè,
ò. å. max u1 = n + 1. Òîãäà ÷èñëî ïðåäñòàâëåíèé áóäåò ðàâíûì m + 1.

Ñðåäè ìíîæåñòâ îáðàçóþùèõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ íàáîð öåïåé,
îáÿçàòåëüíî åñòü äâîéñòâåííûå èì. Íåòðóäíî óñòàíîâèòü ñïðàâåä-
ëèâîñòü ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 2.8. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
 i + j ≡ {n + 1 ± [2q + n(mod 2)]}(mod 2m)          (2.27)

ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåííûìè ïðè ðàçëè÷íûõ çíàêàõ â ïðàâîé ÷àñòè
äëÿ q = 0, 1, ..., [m/2] — n(mod 2).

Òî, ÷òî îáðàçóþùèå ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåííûìè äëÿ ðàçíûõ
çíàêîâ, âèäíî íåïîñðåäñòâåííî, òàê êàê èõ ñóììà ðàâíà 2n + 2.
Åñëè n = 1(mod 2), òî ïðàâàÿ ÷àñòü äàåò ðîâíî m ðåøåíèé, êàê è
äîëæíî áûòü. Åñëè n = 1(mod 2), òî ïðè q = 0 ïîëó÷àþò äâà ðå-
øåíèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íèæíåé è âåðõíåé êîäèðîâêàì, êîòîðûå, ê
òîìó æå, îêàçûâàþòñÿ äâîéñòâåííûìè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îá-
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ðàçóþùèõ. Åñëè q = [m/2], òî äëÿ íå÷åòíûõ m ïîëó÷àþòñÿ äâå
ïàðû îáðàçóþùèõ, à äëÿ ÷åòíîãî m, ïîñêîëüêó m ≡ —m(mod 2m) –
òîëüêî îäíà ïàðà îáðàçóþùèõ. Òîãäà îíà áóäåò ñàìîäâîéñòâåííîé.

 Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ n ïðè d = 2m ïîëó÷àåòñÿ
m + 1 + n(mod 2) ïðåäñòàâëåíèé.

Á. Ïóñòü îáðàçóþùèå ðàâíû 2k è 2l + 1 (l > 1, k > 2). Òîãäà â
ìàòðèöå îáðàçóþùèõ αkk = 0 è â k-é ñòðîêå èìååòñÿ òîëüêî îäèí
íåíóëåâîé ýëåìåíò. Òàê êàê òàêèõ ñòðîê äîëæíî áûòü ðîâíî 2m, òî

 |u2 — u1| = 2m — 1.                       (2.28)

Çäåñü òàêæå ìîæíî çàêîäèðîâàòü öåïü ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè òèïà (2.26). Îíà òàêæå ñîñòîèò èç äâóõ àðèôìåòè÷åñêèõ
ïðîãðåññèé ñ îäíîé è òîé æå ðàçíîñòüþ d = 2m — 1.

Ðàçîáüåì âñå ÷èñëà îò 1 äî n íà d êëàññîâ {Si}1
d, ãäå Si = {p/p =

= i(mod d)}, 1 ≤ p ≤ n. Ñîñòàâèì ñîîòâåòñòâóþùóþ òàáëèöó, â êîòî-
ðîé ïåðâàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò ÷èñëà îò 1 äî 2m — 1, âòîðàÿ – îò
2m äî 4m — 2 è ò. ä. Ðîâíî λ ñòðîê áóäóò ñîñòîÿòü èç 2m — 1 ýëå-
ìåíòîâ, à (λ + 1)-ÿ ñòðîêà – èç β ýëåìåíòîâ, ãäå β = n[mod(2m —
— 1)], à èìåííî: 2mλ — λ + 1, 2mλ — λ + 2, ..., n. Âñÿ òàáëèöà áóäåò
ñîñòîÿòü èç β ñòîëáöîâ ïî λ + 1 ýëåìåíòîâ è 2m — β — 1 ñòîëáöîâ
ïî λ ýëåìåíòîâ. Êàê è â ñëó÷àå A, öåïÿì äëèíîþ 2λ + 2 ïîñòà-
âèì â ñîîòâåòñòâèå 2α1 ñòîëáöîâ âûñîòîþ λ + 1, öåïÿì äëèíîþ
2λ + 1 – α2 ñòîëáöîâ âûñîòîþ λ + 1 è α2 ñòîëáöîâ âûñîòîþ λ,
öåïÿì äëèíîþ 2λ – 2α3 ñòîëáöîâ âûñîòîþ λ. Êðîìå òîãî, îäíà
öåïü áóäåò èìåòü äëèíó λ + 1 èëè λ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî èìååò ìåñòî
ñèñòåìà óðàâíåíèé

2α1 + α2 + α4 = n(mod d) = β;

2α3 + α2 + α5 = 2m — β — 1;                    (2.29)

α4 + α5 = 1.

Èç (2.29) ñëåäóåò, ÷òî u2 ≡ u1 (mod d), à èç (2.23) – ÷òî ñóììà
äâóõ ñîñåäíèõ êîäîâ ëþáîé öåïè ðàâíà u1 (mod d). Òàê êàê u1

ìîæåò áûòü è ÷åòíûì, è íå÷åòíûì, òî âñå ïðåäñòàâëåíèÿ íàáîðà
öåïåé ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ

 i + j ≡ q[mod (2m — 1)]   (q = 1, 2, ..., 2m — 1),   (2.30)

ãäå i è j – íîìåðà ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ Si è Sj.
Ëþáîå çíà÷åíèå q (êðîìå 1) ðàçáèâàåò ñòîëáöû òàáëèöû íà äâå

ãðóïïû: â ëåâîé ãðóïïå ñòîëáöû ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèþ i + j = q,
à â ïðàâîé ãðóïïå – ðåøåíèþ i + j = q + 2m — 1. Åñëè q – ÷åò-
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íîå, òî â ëåâîé ãðóïïå ñóùåñòâóåò ñòîëáåö ïîä íîìåðîì q/2, êî-
òîðûé äàåò ðåøåíèå óðàâíåíèþ. Åñëè q – íå÷åòíîå, òî òàêîé
ñòîëáåö ïîÿâëÿåòñÿ â ïðàâîé ãðóïïå ïîä íîìåðîì (q — 1)/2 + m.

Ðàññìîòðèì äèíàìèêó èçìåíåíèÿ îáðàçóþùåé u1, êîãäà âî âñåõ
ðåøåíèÿõ çàôèêñèðîâàí ïåðâûé ñòîëáåö. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå u1

áóäåò ïðèíèìàòü ïðè q = β + 1, êîãäà èñïîëüçóåòñÿ íèæíÿÿ êî-
äèðîâêà. Â ýòîì ñëó÷àå íåçàâèñèìî îò ÷åòíîñòè β âñåãäà α2 = 0,
òàê êàê âñå ñòîëáöû äëèíîþ λ + 1 äàþò ðåøåíèå äëÿ α1 è α4. Íà
ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè λ è ñòîëáöà β íàõîäèòñÿ ýëåìåíò (2m — 1)(λ +
+ 1) + β, êîòîðûé ñ åäèíèöåé ïåðâîãî ñòîëáöà ñîñòàâëÿåò u1:

 u1 = 2mλ — 2m — λ + β + 2.

Óâåëè÷èâàÿ çíà÷åíèå q äî q = m + 1, âûáèðàÿ ñëåäóþùèå
ýëåìåíòû â ñòðîêå λ è ñóììèðóÿ èõ ñ 1 èç ïåðâîãî ñòîëáöà, ïî-
ëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ äëÿ u1. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ýòî
âðåìÿ â îáåèõ ãðóïïàõ íóæíî ïðèìåíÿòü íèæíþþ êîäèðîâêó.
Ïðè q = 2 íà÷èíàåì âûáèðàòü ýëåìåíòû (λ + 1)-é ñòðîêè, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò âåðõíåé êîäèðîâêå â ëåâîé ãðóïïå. Ïîñêîëüêó â
ëåâîé ãðóïïå íà îäíó ñòðîêó áîëüøå, òî â ïðàâîé ãðóïïå òàêæå
íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü âåðõíþþ êîäèðîâêó. Â äàëüíåéøåì, åñëè
â îáåèõ ãðóïïàõ ïîÿâëÿþòñÿ ñòîëáöû, äàþùèå îäíîâðåìåííî
ðåøåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðà α1 (èëè α3), òî â ëåâîé ãðóïïå íåîáõîäè-
ìî èñïîëüçîâàòü âåðõíþþ êîäèðîâêó, à â ïðàâîé – íèæíþþ.
Âïðî÷åì, çà ýòèì ñïåöèàëüíî ñëåäèòü íå íàäî, òàê êàê îáðàçóþ-
ùèå äëÿ öåïåé äëèíîþ 2λ + 1, à òàêèå öåïè âñåãäà ïðèñóòñòâóþò
ïðè q ≠ β + 1, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò òèï êîäèðîâêè äëÿ êàæ-
äîé èç ãðóïï.

Ëåììà 2.9. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.30) ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåí-
íûìè äëÿ ïàð

 q1 + q2 ≡ (2β + 2)[mod(2m — 1).              (2.31)
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ q = β + 1 ïîëó÷àåòñÿ êðàòíîå ðåøåíèå,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò âåðõíåé è íèæíåé êîäèðîâêàì äëÿ òàêèõ îáðà-
çóþùèõ: U = {n + 1, n + 2m} è U ′ = {n — 2m, n + 1}. Äëÿ äðóãèõ
çíà÷åíèé îáðàçóþùèõ ýòî ñëåäóåò èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ n ïðè d = 2m — 1 ïîëó÷àåò-
ñÿ m + 1 ïðåäñòàâëåíèå.

Â. Ïóñòü îáå îáðàçóþùèå ÷åòíûå: u1 = 2k, u2 = 2l (l > k). Òîãäà
â ìàòðèöå îáðàçóþùèõ akk = all = 0 è â k-é è l-é ñòðîêàõ èìååòñÿ
òîëüêî îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò. Òàê êàê âñåõ òàêèõ ýëåìåíòîâ
äîëæíî áûòü 2m, òî

u2 — u1 = 2m — 2 = 2( l — k).                 (2.32)



Ч А С Т Ь  I.  Числовые графы

64

Òàê æå, êàê è â ñëó÷àÿõ À è Á, êîäèðîâêà öåïåé ïðåäñòàâëÿåò
êîìáèíàöèþ äâóõ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé ñ îäíîé è òîé æå
ðàçíîñòüþ d = 2m — 2. Ðàçîáüåì ÷èñëà îò 1 äî n íà d êëàññîâ, êàê
è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ. Òàê êàê íà âñå öåïè äëÿ êîäèðîâàíèÿ
íå õâàòàåò ïî äâà ñòîëáöà, òî äâå öåïè äîëæíû èñïîëüçîâàòü òîëüêî
ïî îäíîìó ñòîëáöó. Äëèíà ýòèõ öåïåé ìîæåò áûòü îäèíàêîâîé,
ïîýòîìó âåñü íàáîð ïàðàìåòðîâ äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå
óðàâíåíèé

 2α1 + α2 + α4 = n(mod d) = β;

 2α3 + α2 + α5 = 2m — β — 2;                   (2.33)

 α4 + α5 = 2.

Èç (2.32) ñëåäóåò, ÷òî u1 ≡ u2 (mod d), à ñóììà äâóõ ñîñåäíèõ
êîäîâ öåïè ðàâíà u1 ëèáî u2. Òàê êàê u1 è u2 – ÷åòíûå ÷èñëà, òî
âñå ïðåäñòàâëåíèÿ íàáîðà öåïåé ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ

 i + j ≡ 2q[mod (2m—2)] (q = 1,2, ..., m — 1).    (2.34)

Ëþáîå çíà÷åíèå q ðàçáèâàåò òàáëèöó íà äâå ãðóïïû: â ëåâîé
ãðóïïå i + j = 2q, à â ïðàâîé ãðóïïå i + j = 2q + 2m — 2. Â êàæäîé
èç ãðóïï åñòü îäèí ñòîëáåö, êîòîðûé ñàì äàåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ.
Â ëåâîé ãðóïïå – ñòîëáåö q, à â ïðàâîé – ñòîëáåö q + m — 1.

Çàôèêñèðóåì ïåðâûé ñòîëáåö âî âñåõ ðåøåíèÿõ (ýëåìåíò 1) è
ðàññìîòðèì äèíàìèêó èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé u1. Ïóñòü a2 ≠ 0, ÷òî
ðàâíîñèëüíî n ≡ 0(mod 2). Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå u1 ïðèíèìàåò
ïðè q = β/2 + 1. Òîãäà ýëåìåíò â ñòðîêå λ è ñòîëáöå β + 1 âìåñòå
ñ 1 äàåò

 u1 = (2m — 2)(λ — 1) + β + 2 = 2mλ — 2m — λ + β + 2.

Óâåëè÷èâàÿ çíà÷åíèå q, áóäåì ïåðåáèðàòü ýëåìåíòû ñòðîêè λ
÷åðåç îäèí, ïîêà íå äîéäåì äî ñòîëáöà 2m — 3 ïðè q = m — 1. Çà-
òåì ïåðåõîäèì íà (λ + 1)-þ ñòðîêó, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî ñòîëáöà.
Ïîñëåäíèé ýëåìåíò ýòîé ñòðîêè n — 1 äàåò u1 = n ïðè q = β/2.

Âîïðîñ î ïðèìåíåíèè íèæíåé èëè âåðõíåé êîäèðîâîê â ýòîì
ñëó÷àå òàêæå ðåøàåòñÿ ñàì ñîáîé, òàê êàê α2 ≠ 0 è êîäèðîâêà öåïåé
äëèíîþ 2λ + 1 îïðåäåëÿåò ýòî îäíîçíà÷íî. Êàê è â ïðåäûäóùèõ
ñëó÷àÿõ, çäåñü íàáëþäàåòñÿ òàêàÿ æå êàðòèíà. Ïîêà âûáèðàþòñÿ
ýëåìåíòû â ñòðîêå λ, â ëåâîé è ïðàâîé ãðóïïàõ ïðèìåíÿåòñÿ íèæíÿÿ
êîäèðîâêà. Åñëè ïðè ýòîì â ëåâîé ãðóïïå ïîÿâëÿþòñÿ ñòîëáöû,
äàþùèå ðåøåíèÿ ïàðàìåòðó α3, òî â ëåâîé ãðóïïå ïðèìåíÿåòñÿ
âåðõíÿÿ êîäèðîâêà. Êîãäà ïåðåáèðàþòñÿ ýëåìåíòû (λ + 1)-é ñòðî-
êè, òî â îáåèõ ãðóïïàõ ïðèìåíÿåòñÿ âåðõíÿÿ êîäèðîâêà. Åñëè æå
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ïðè ýòîì â ïðàâîé ãðóïïå ïðèñóòñòâóþò ñòîëáöû, êîòîðûå äàþò
ðåøåíèå ïàðàìåòðó α1, òî äëÿ íèõ ïðèìåíÿåòñÿ íèæíÿÿ êîäèðîâêà.

Îñòàåòñÿ âûÿñíèòü âîïðîñ, êîãäà ìîæåò ïîÿâèòüñÿ ðåøåíèå
α4 = 0, α5 = 2 (èëè α4 = 2, α5 = 0)? Òàê êàê ðàçíèöà â íîìåðàõ ìåæäó
ñòîëáöàìè, äàþùèìè ðåøåíèå äëÿ α4 è α5, ðàâíà m — 1, òî îòñþäà
ëåãêî ñäåëàòü âûâîä: α4 (α5) ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå 2, åñëè
n(mod 2) = β ≥ m(≤ m).

Ëåììà 2.10. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.52) ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåí-
íûìè äëÿ ñëåäóþùèõ ïàð:

q1 + q2 ≡ (β+1)[mod(m — 1)].                   (2.35)

Çäåñü äëÿ íå÷åòíûõ n ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèå q1 = q2 = (β + 1)/2, êî-
òîðîå ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ïðè α2 = 0 è âîçìîæíîñòè ïðèìåíèòü
íèæíþþ è âåðõíþþ êîäèðîâêè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåí-
íûìè. Ïðè ýòîì U = {n — 2m + 3, n + 1} è U ′ = {n + 1, n + 2m — 1}.

Äëÿ d = 2m — 2 ÷èñëî ïðåäñòàâëåíèé ðàâíî m + n(mod 2). Â
èòîãå, ñóììèðóÿ ÷èñëà ïðåäñòàâëåíèé, íàéäåííûå ïðè óñëîâèÿõ
À–Â, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå. ×èñëî ïðåäñòàâëåíèé äëÿ (n, m)-íàáîðà öåïåé ðàâ-
íî 3m + 1.

2.6. ОДНОРОДНЫЕ НАТУРАЛЬНЫЕ АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ГРАФЫ

Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ íàòóðàëüíûé ãðàô áóäåò
îäíîðîäíûì (ðåãóëÿðíûì), êîãäà ñòåïåíè âñåõ åãî âåðøèí ðàâ-
íû ÷èñëó 1ρ ≥ . ×àñòè÷íûå ðåçóëüòàòû, êîãäà íàòóðàëüíûå ãðàôû
ÿâëÿþòñÿ íàáîðîì öèêëîâ, ïîëó÷åíû â ðàáîòå [32].

Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû îáðàçóþùèõ (1.6) ñòåïåíü ëþáîé
âåðøèíû ix  ðàâíà ÷èñëó íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû â i-ì
ñòîëáöå èëè ñòðîêå ñ òåì æå íîìåðîì. Ðàññìîòðèì îäíîðîäíûå
ñòåïåíè ρ  NA-ãðàôû, ò. å. ãðàôû, ó êîòîðûõ êàæäàÿ ñòðîêà èëè
ñòîëáåö ìàòðèöû îáðàçóþùèõ ñîäåðæèò ðîâíî ρ  íåíóëåâûõ ýëå-
ìåíòîâ.

Â îòëè÷èå îò ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû, ñîñòîÿùåé èç ýëå-
ìåíòîâ 0iia = , áîêîâîé äèàãîíàëüþ íàçîâåì ñîâîêóïíîñòü ýëåìåí-

òîâ ija , ãäå 1i j n+ = + . Ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ïàðàë-

ëåëüíûõ äèàãîíàëÿì, áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâåííî ãëàâíûìè
èëè áîêîâûìè ëèíèÿìè. Ïî îïðåäåëåíèþ êàæäàÿ áîêîâàÿ ëèíèÿ,
ñîäåðæàùàÿ õîòÿ áû îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò, ñîîòâåòñòâóåò îä-
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íîé îáðàçóþùåé èç ìíîæåñòâà (2,4,5, , 2 1)n −… . Åñëè ýòà îáðà-
çóþùàÿ – íå÷åòíàÿ, òî åå ëèíèÿ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ãëàâíîé äèàãî-
íàëüþ, è âñå åå ýëåìåíòû ðàâíû, åñëè æå îíà ÷åòíàÿ, òî îäèí
ýëåìåíò åå ëèíèè ïðèíàäëåæèò äèàãîíàëè è ðàâåí 0.

Îïðåäåëèì óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíî ñîîòâåòñòâîâàòü ìíîæåñò-
âî îáðàçóþùèõ, ÷òîáû NA-ãðàô áûë ðåãóëÿðíûì ñòåïåíè 1ρ = .

Òàê êàê êàæäàÿ áîêîâàÿ ëèíèÿ ëåæèò ëèáî âûøå áîêîâîé äè-
àãîíàëè äëÿ 1u n< + , ëèáî íèæå äëÿ 1u n> + , òî îäíîé îáðàçó-
þùåé íå äîñòàòî÷íî äëÿ ðåãóëÿðíîñòè ãðàôà. Âûáåðåì äâå îáðà-
çóþùèå. Åñëè 1 1u n< + , òî ïåðâûå 1 1u −  ñòîëáöîâ ñîäåðæàò ðîâíî
ïî îäíîìó íåíóëåâîìó ýëåìåíòó. Îñòàëüíûå ñòîëáöû äîëæíà ïî-
êðûâàòü îáðàçóþùàÿ 2u , ïîýòîìó åå çíà÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ îä-

íîçíà÷íî: 2 1u n u= + . Åñëè õîòÿ áû îäíà èç îáðàçóþùèõ 1u  èëè

1n u+  – ÷åòíàÿ, òî â ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíèè ìàòðèöû ñóùåñò-
âóåò íóëåâîé ýëåìåíò, êîòîðûé íàðóøàåò ðåãóëÿðíîñòü ãðàôà.
Ïîýòîìó íåîáõîäèìî, ÷òîáû 1u  è 1n u+  áûëè íå÷åòíûìè. Òîãäà
n  – âñåãäà ÷åòíîå, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2.11. Íå ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíûõ ñòåïåíè 1 NA-ãðàôîâ

ñ íå÷åòíûì ÷èñëîì âåðøèí.

Ýòîò ðåçóëüòàò äëÿ îáû÷íûõ ãðàôîâ ëåãêî ïîëó÷èòü, òàê êàê

ðåãóëÿðíûé ñòåïåíè 1 ãðàô ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì ïàðîñî÷åòà-

íèåì, à äëÿ íå÷åòíîãî n åãî íå ñóùåñòâóåò.
Íà îñíîâàíèè äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä,

÷òî äëÿ ðåãóëÿðíîñòè ãðàôà ê êàæäîé îáðàçóþùåé 1u n< +  äîë-
æíà äîáàâëÿòüñÿ îáðàçóþùàÿ n u+ , è íàîáîðîò, ê êàæäîé îáðà-
çóþùåé 1v n> +  äîëæíà äîáàâëÿòüñÿ îáðàçóþùàÿ v n− .

Êðîìå òîãî, ëþáîé ÷åòíîé îáðàçóþùåé iu  â ìàòðèöå íà ìåñ-

òå ,
2 2
i iu u 

 
 

 ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé ýëåìåíò, ÷òî òîæå ìîæåò íà-

ðóøàòü ðåãóëÿðíîñòü ãðàôà.
À òàêæå ëþáîé ÷åòíîé îáðàçóþùåé iu  â ìàòðèöå íà ìåñòå

,
2 2
i iu u 

 
 

 ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé ýëåìåíò, ÷òî òîæå ìîæåò íàðóøàòü

ðåãóëÿðíîñòü ãðàôà. Ïîýòîìó äëÿ ñîáëþäåíèÿ ðåãóëÿðíîñòè ãðà-

ôà íåîáõîäèìî ââåñòè åùå äâå îáðàçóþùèõ: ëåâóþ 1 1
2
i

i

u
u − = +  è
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ïðàâóþ 1 2
i

i

u
u n+ = + , êîòîðûå êîìïåíñèðóþò óêàçàííûé íóëåâîé

ýëåìåíò, íî â ñóììå óâåëè÷èâàþò ñòåïåíü ðåãóëÿðíîñòè ãðàôà íà 1.
Åñëè êàêàÿ-òî èç äîáàâëåííûõ îáðàçóþùèõ îêàæåòñÿ ÷åòíîé, òî
ïðîöåññ äîáàâëåíèÿ äâóõ íîâûõ îáðàçóþùèõ ïðîäëèòñÿ äî òåõ ïîð,
ïîêà ëèáî îí çàöèêëèòñÿ, ëèáî âñå íîâûå îáðàçóþùèå îêàæóòñÿ
íå÷åòíûìè. Äëÿ êîëè÷åñòâà ëåâûõ îáðàçóþùèõ ñóùåñòâåííóþ
ðîëü èãðàåò ñòåïåíü äâîéêè â ðàçëîæåíèè îáðàçóþùåé u  íà ìíî-
æèòåëè, à äëÿ ïðàâûõ îáðàçóþùèõ – òå æå ñâîéñòâà ÷èñëà n .

Äëÿ òîãî ÷òîáû èçó÷èòü äåòàëüíåå çàâèñèìîñòè ìåæäó îáðà-
çóþùèìè â ðåãóëÿðíîì ãðàôå, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ãðàô ðàç-
ëîæåíèÿ îáðàçóþùèõ ( )R n , âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñå
îáðàçóþùèå n-âåðøèííîãî NA-ãðàôà, ÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî

2 3N n= − . Âñå ÷åòíûå îáðàçóþùèå u  ñâÿçàíû ðåáðàìè ñ îáðà-

çóþùèìè 1
2
u
+  è 

2
u

n + . Âñåì íå÷åòíûì îáðàçóþùèì ñîîòâåòñò-

âóþò âèñÿ÷èå âåðøèíû, òàê êàê íà íèõ ïðîöåññ ðàçëîæåíèÿ îá-
ðàçóþùèõ çàêàí÷èâàåòñÿ. Ïî ïîíÿòíûì ïðè÷èíàì îáîçíà÷èì

1( )R n [ 0( )R n ] – ãðàô äëÿ íå÷åòíûõ (÷åòíûõ) n .

Ïóñòü n ≡ 1(mod 2). Åñëè âûáðàòü íå÷åòíóþ îáðàçóþùóþ, òî åå
äîïîëíåíèå áóäåò ÷åòíîé âåëè÷èíîé, è íåîáõîäèìî äîáàâèòü äâå
îáðàçóþùèå â ïðîöåññå åå ðàçëîæåíèÿ. Ðàññìîòðèì îáðàòíûé
ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ âñåõ ÷åòíûõ îáðàçóþùèõ, íà÷èíàÿ ñî âñåõ
íå÷åòíûõ. Ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðèìåð ïðè n = 29.

×èñëî âîçìîæíûõ îáðàçóþùèõ ðàâíî 2 3 55n − = . Ðàñïîëîæèì
íà ñàìîì íèæíåì (íóëåâîì) óðîâíå âñå íå÷åòíûå îáðàçóþùèå îò 3
äî 2 1n − . Èõ ìîæíî ðàçáèòü íà ñëåäóþùèå ïàðû: 0 0( , )x y =

= (2 1, 2 )k n k+ + , ãäå 
1

1,2, ,
2

n
k

−
= …  è ðàçíèöà ìåæäó íèìè ðàâíà

1n − . Î÷åâèäíî, íà ýòè ïàðû ðàçëàãàþòñÿ ÷åòíûå îáðàçóþùèå
âèäà 4 .u k=  Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè îáðàçóþùèå ñîñòàâëÿþò ïåð-
âûé óðîâåíü. Ñîåäèíèì èõ äóãàìè, íàïðàâëåííûìè ñâåðõó âíèç,
ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðøèíàìè íóëåâîãî óðîâíÿ. Âåðøèíû ïåðâîãî
óðîâíÿ çàâèñÿò îò ëåâûõ âåðøèí íóëåâîãî óðîâíÿ ïî ôîðìóëå

1 02( 1) 4x x k= − = . Àíàëîãè÷íî îíè çàâèñÿò îò ïðàâûõ âåðøèí

íóëåâîãî óðîâíÿ ïî ôîðìóëå 1 02( )x y n= − . Â íàøåì ïðèìåðå ýòî
âåðøèíû (4,8,12,...,52,56). Åñëè ñðåäè âåðøèí ïåðâîãî óðîâíÿ
ñóùåñòâóþò ïàðû âåðøèí 1 1( , )x y , ðàçíèöà êîäîâ êîòîðûõ 1 1y x−
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ðàâíà 1n − , òî èõ ìîæíî ñîåäèíèòü ðåáðàìè ñ âåðøèíîé âòîðîãî
óðîâíÿ. Ïðèñâàèâàåì åé êîä ïî òîìó æå ïðàâèëó: 2 12( 1)x x= − ,

ãäå 1x  – êîä ëåâîé âåðøèíû ïåðâîãî óðîâíÿ, èëè 2 12( )x y n= − .
Î÷åâèäíî, âñå îñòàëüíûå âåðøèíû ïåðâîãî óðîâíÿ îáúåäèíÿòñÿ
â òàêèå ïàðû è áóäóò âåðøèíàìè âòîðîãî óðîâíÿ. Â äàííîì ïðè-
ìåðå ýòî âåðøèíû (6, 14, 22, 30, 38, 46, 54). Íà êàæäîì óðîâíå
âåðøèí â äâà ðàçà ìåíüøå, ÷åì íà íèæíåì. Ïîäîáíûå ïîñòðîå-
íèÿ çàêîí÷àòñÿ òîãäà, êîãäà íà ñàìîì âåðõíåì óðîâíå êîäû ëþáûõ
âåðøèí ,i jx x  áóäóò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ 1i jx x n− ≠ − . Åñëè

âçÿòü êàêóþ-ëèáî âåðøèíó k-ãî óðîâíÿ è ñïóñòèòüñÿ ïî ëåâûì
ðåáðàì â ñàìóþ íèæíþþ âåðøèíó x0, òî íåòðóäíî óñòàíîâèòü
çàâèñèìîñòü 1

02 2 2k k
kx x += − + . Ïî ýòîé ïðè÷èíå êîäû k-ãî óðî-

âíÿ ( 1k ≥ ) ñîñòàâëÿþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ íà÷àëü-

íûì ýëåìåíòîì 13 2 2 2k ka += ⋅ − +  è ðàçíîñòüþ 12kd += , ò. å. êî-
äû (2 1)2 2kl − + , ãäå 1,2,l = …  .

Ëåììà 2.12. ×èñëî óðîâíåé ãðàôà ðàçëîæåíèÿ 1( )R n  ðàâíî β ,

êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ 2 (2 1) 1n mβ= + + .

Î÷åâèäíî, ÷òî 1β ≥ , ïîýòîìó ïåðâûé óðîâåíü âñåãäà ñóùåñòâóåò
äëÿ ëþáîãî NA-ãðàôà. Íà íóëåâîì óðîâíå ÷èñëî âåðøèí ðàâíî
2( 1) / 2 1 2 (2 1)n n mβ− = − = + . Çàòåì îíî óìåíüøàåòñÿ ðîâíî â äâà
ðàçà íà êàæäîì óðîâíå è íà ñàìîì âåðõíåì óðîâíå ñòàíîâèòñÿ
ðàâíûì 2 1m + . Â ñóììå ÷èñëî âåðøèí íà âñåõ óðîâíÿõ ðàâíî

1(2 1)(1 2 4 2 ) (2 1)(2 1)m mβ β++ + + + + = + −" . Òàê êàê âñå íå÷åòíûå
îáðàçóþùèå ó÷òåíû íà íóëåâîì óðîâíå, à âñåãî îáðàçóþùèõ

12 3 2 (2 1) 1n mβ+− = + − , òî îñòàþòñÿ åùå ÷åòíûå îáðàçóþùèå, íå
ïðèíàäëåæàùèå íè îäíîìó óðîâíþ, è èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî 2m.
Íàçîâåì ýòè îáðàçóþùèå îñòàòî÷íûì ìíîæåñòâîì. Ýòè çíà÷åíèÿ
ñîñòàâëÿþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ íà÷àëüíûì ÷ëåíîì

12 2a β+= +  è ðàçíîñòüþ 12d β+= , ò.å. 12 2iu i β+= ⋅ +  ( 1,2, ,2 )i m= … .
Â íàøåì ïðèìåðå ýòî (10, 18, 26, 34, 42, 50). Êàæäàÿ òàêàÿ îáðà-

çóþùàÿ ðàçëàãàåòñÿ íà 1 1 2 2
2
iu

v i β= + = ⋅ +  è 2 2
iu

v n= + = 2i β⋅ +

+ n + 1 = 2β(2m + i + 1) + 2. Åñëè i = 2l – ÷åòíîå, òî 2v = (2m + 2l +

+ 1)2β + 2 ïðèíàäëåæèò íàèìåíüøåìó óðîâíþ, à 1
2 2 2v l β+= ⋅ +  –

îñòàòî÷íîìó ìíîæåñòâó. Åñëè 2 1i l= −  – íå÷åòíîå ÷èñëî, òî îá-
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ðàçóþùàÿ 1 (2 1)2 2v l β= − +  ïðèíàäëåæèò íàèâûñøåìó óðîâíþ, à
1

2 2 (2 2 ) 2 2 ( ) 2v m l m lβ β+= + + = + +  – îñòàòî÷íîìó ìíîæåñòâó. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî îáðàçóþùàÿ èç âåðõíåãî óðîâíÿ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
áèíàðíîãî äåðåâà, âèñÿ÷èå âåðøèíû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò íó-
ëåâîìó óðîâíþ. Äðóãèì ðåáðîì îáðàçóþùèå âåðõíåãî óðîâíÿ ñî-
åäèíåíû ñ îáðàçóþùèìè èç îñòàòî÷íîãî ìíîæåñòâà. Òàê êàê âåð-
øèíû îñòàòî÷íîãî ìíîæåñòâà – ÷åòíûå îáðàçóþùèå, òî îò íèõ
èäåò îäíî ðåáðî â âåðøèíû âåðõíåãî óðîâíÿ, à îäíî ðåáðî – â
âåðøèíó ýòîãî æå ìíîæåñòâà. Ïîýòîìó ïîäãðàô ãðàôà 1( )R n  íà
ýòîì ìíîæåñòâå îáðàçóåò öèêëû.

Îáðàçóþùàÿ 1u n= +  ïðèíàäëåæèò íàèâûñøåìó óðîâíþ β ,

òàê êàê 1 2 (2 1) 2n mβ+ = + + . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà íå ñâÿçàíà ñ
îñòàòî÷íûì ìíîæåñòâîì, òàê êàê èíà÷å ñóùåñòâîâàëà áû îáðà-
çóþùàÿ èç ýòîãî ìíîæåñòâà χ , êîòîðàÿ ïî ôîðìóëàì äîëæíà

áûòü ðàâíîé ëèáî 2( 1 1) 2n n+ − = , ëèáî 2( 1 ) 2n n+ − = . Íî òàêèõ

îáðàçóþùèõ â NA-ãðàôå íå ñóùåñòâóåò, òàê êàê 3 2 1iu n≤ ≤ − .

Òàêèì îáðàçîì, êîíñòðóêöèÿ ãðàôà 1( )R n  ñòàíîâèòñÿ ïîíÿò-
íîé. Îí ñîñòîèò èç íàáîðà öèêëîâ îäèíàêîâîé äëèíû ñ îáùèì
÷èñëîì âåðøèí 2m, è êàæäàÿ èç ýòèõ âåðøèí ñîåäèíåíà ñ áèíàð-
íûì äåðåâîì ñ íàèáîëüøèì óðîâíåì β. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò
îòäåëüíàÿ êîìïîíåíòà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òàêèì æå äåðåâîì ñ
âåðõíåé âåðøèíîé (êîðíåì) 1u n= + . Íà ðèñ. 2.11 ïîêàçàí ãðàô

1(29)R  (n = 22(2 ⋅ 3 + 1) + 1; m = 3; β = 2), ñîñòîÿùèé èç òðåõ

êîìïîíåíò: áèíàðíîå äåðåâî ñ êîðíåì 1 30n + = , è äâà öèêëà
äëèíîþ 3, âåðøèíàì êîòîðîãî èíöèäåíòíû òàêèå æå áèíàðíûå
äåðåâüÿ.

Ïðåæäå ÷åì ðàññìàòðèâàòü ðåãóëÿðíûå NA-ãðàôû ñ ÷åòíûì
÷èñëîì âåðøèí, ðàññìîòðèì íåêîòîðûå îïåðàöèè íà ãðàôå ðàçëîæå-
íèé 1( )R n . Êàê èçâåñòíî, ýëåìåíòàðíûì ãîìîìîðôèçìîì â ãðàôàõ
íàçûâàåòñÿ îòîæäåñòâëåíèå (ñòÿãèâàíèå) äâóõ ñìåæíûõ âåðøèí.
Íàçîâåì ðàäèàëüíûì ãîìîìîðôèçìîì ãðàôà 1( )R n , ó êîòîðîãî 1β ≥ ,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé:

à) óäàëåíèå âñåõ âèñÿ÷èõ âåðøèí;

á) ïåðåêîäèðîâêà îñòàâøèõñÿ âåðøèí ïî ïðàâèëó 1
2
i

i

x
y = + .

Ãðàô, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
îïåðàöèé, îáîçíà÷èì 1( ( ))Gr R n . Òàê êàê ïîñëå óäàëåíèÿ âèñÿ÷èõ
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âåðøèí îñòàíóòñÿ òîëüêî ÷åòíûå âåðøèíû, òî âòîðàÿ îïåðàöèÿ
êîððåêòíà. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïåðâîé îïåðàöèè êîäû âèñÿ÷èõ

âåðøèí â ãðàôå èìåþò âèä 4i , ãäå 
1

1,2, ,
2

n
i

−
= … . Ïðèìåíÿÿ

îïåðàöèþ á) ê ýòèì âåðøèíàì, ïîëó÷àåì âñå íå÷åòíûå êîäû îò 3
äî n . ×èñëî óäàëåííûõ âåðøèí ðàâíî 1 2 (2 1)n mβ− = + , à ÷èñëî

îñòàâøèõñÿ âåðøèí ðàâíî 2 3 ( 1)n n− − − = 2n − = 2 (2 1) 1mβ + − .

Ñòðóêòóðà îñòàâøåãîñÿ ãðàôà ñîâïàäàåò ñî ñòðóêòóðîé 1( )R n′ , ãäå
12 (2 1) 1n mβ−′ = + + . Îïåðàöèÿ á) ïðåîáðàçóåò êîäû ãðàôà 1( )R n  â

êîäû ãðàôà 1( )R n′ , ó êîòîðîãî 12 3 2[2 (2 1) 1] 3N n mβ−′ ′= − = + + − =

= 2 (2 1) 1mβ + − . Åñëè îáîçíà÷èòü çàâèñèìîñòü ãðàôà ( )R n  îò ïà-

ðàìåòðîâ β  è m  êàê ( , )R m β , òî â ðåçóëüòàòå ðàäèàëüíîãî ãîìî-
ìîðôèçìà ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü

( ( , )) ( , 1)Gr R m R mβ = β − .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ðåçóëüòàòå ðàäèàëüíîãî ãîìîìîðôèçìà â
ãðàôå 1( )R n  óäàëÿþòñÿ âñå âèñÿ÷èå âåðøèíû, îáðàçóþùèå âèë-

êè. Ïîñëå 1β −  îïåðàöèé ðàäèàëüíîãî ãîìîìîðôèçìà â ãðàôå

îñòàíåòñÿ 2(2 1) 1m + +  âåðøèí.

Ðèñ. 2.11
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Ëåììà 2.13. Ãðàô ðàçëîæåíèé 1(2 1)R β +  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

áèíàðíîå äåðåâî ñ êîðíåâîé âåðøèíîé 1u n= + .

Äåéñòâèòåëüíî, 2 1n β= +  òîëüêî ïðè m = 0. Ïîñëå 1β −  ïî-

ñëåäîâàòåëüíûõ ðàäèàëüíûõ ãîìîìîðôèçìîâ ïîëó÷àåì 3n′ =  ñ
{3,4,5}U = . Ýòî âèëêà ñ âåðøèíîé 4u = , ò. å. 1u n′= + . Ïóòåì

äîáàâëåíèÿ β  ðàç âèëîê ê âèñÿ÷èì âåðøèíàì ìîæíî âîññòàíî-
âèòü èñõîäíûé ãðàô, êîòîðûé áóäåò áèíàðíûì äåðåâîì. Âåðøè-
íà ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿ èìååò êîä 2 2β + , ò. å. 1u n= + , ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òàêèì îáðàçîì, âñå ãðàôû 1( )R n  ìîæíî ñâåñòè ê 1(4 3)R m + =
= ( ,1)R m , ãäå 0m > . ×èñëî m  áóäåì íàçûâàòü êàðäèíàëüíûì ÷èñ-

ëîì ãðàôà ðàçëîæåíèé 1( )R n .

Îáîçíà÷èì 2( )bµ  – íàèáîëüøåå íå÷åòíîå ÷èñëî, íà êîòîðîå

äåëèòñÿ b .
Åñëè 4 3n m= + , òî âñå ãðàôû 1( )R n  èìåþò òîëüêî îäèí óðî-

âåíü, ãäå áóäóò âñå ÷èñëà âèäà 4 ( 1,2, ,2 1)k k m= +… . Îò ýòèõ
âåðøèí èäóò ðåáðà â îñòàòî÷íîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå ìîæíî ðàç-
äåëèòü íà äâå ðàâíûå ÷àñòè V  è W  â çàâèñèìîñòè îò ôîðìóë,
ïî êîòîðûì îíè îáðàçîâûâàþòñÿ:

{ 2(4 1) 8 2, 1,2, , };lV v l l l m= = − = − = …

{ 2(4 ) 8( 1) 2, 2, 3, ,2 1}.kW w k n k m k m m m= = − = − − + = + + +…

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê mS  èç m  ýëåìåíòîâ:

 
1 2

1 2
.m

m

m
S

i i i
 

=  
 

…
…

Îïðåäåëåíèå 2.7. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé äëÿ
ãðàôà ðàçëîæåíèé îáðàçóþùèõ 1(4 3)R m +  íàçîâåì òàêóþ

 2( ) 1
{ }

2m

m i
f i

µ + +
= ⇒ ,

ãäå 1,2, ,i m= … .
Ïðåæäå âñåãî, ïîêàæåì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå áóäåò ïåðåñòà-

íîâêîé, ò. å. ÷òî ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ âñå ÷èñëà îò 1 äî m .
Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì äâà îäèíàêî-

âûõ ÷èñëà: 2 2
1 2

( ) 1 ( )
2 2

m i m j
i i

µ + + µ +
= = = , ãäå 1 ,i j m≤ ≤ . Åñëè
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i j> , òî (2 1) 2 ( 1)p pi m j p= − + ⋅ ≥ . Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
i m> , íî ýòîãî íå ìîæåò áûòü ïî âèäó ñàìîãî îïðåäåëåíèÿ ôóíê-
öèè 2( )bµ . Ïîýòîìó âñå ÷èñëà ïîëó÷àþòñÿ ðàçíûå è íå áîëüøå m.

Îïðåäåëåíèå 2.8. Âåñîì ýëåìåíòà i  íà ïåðåñòàíîâêå mS  íà-
çûâàåòñÿ âåëè÷èíà

2( ) log 2
2 1

m
i

i
  λ = +  −  

.

Òåîðåìà 2.10. Ãðàô ðàçëîæåíèé îáðàçóþùèõ 1(4 3)R m +  ñîñ-

òîèò èç 1p +  êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, èç êîòîðûõ îäíà ÿâëÿåòñÿ
öåïüþ äëèíîþ 3, à îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ñîäåðæàò ðîâíî îäèí
öèêë èç âåðøèí îñòàòî÷íîãî ìíîæåñòâà. ×èñëî p  ðàâíî ÷èñëó

öèêëîâ â õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêå m mf S∈ , à äëèíà êàæ-

äîãî öèêëà ðàâíà ñóììå âåñîâ ýëåìåíòîâ öèêëà â òîé æå mf .

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâà V  è W  íå ïåðåñåêàþòñÿ. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè ýòî òàê, òî íàéäóòñÿ k  è l  òàêèå, ÷òî
8 2 8 2k n l− = −  èëè 8 8 6 8 2k m l− − = − . Îòñþäà 2 2( ) 1l k m= − − ,
÷òî íåâîçìîæíî.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 12 2s sx x −= − , ãäå 1x V∈ . Äëÿ

ëþáîãî 2s ≥  âñåãäà 1
12 2 2s s

sx x−= − + . Åñëè ïîäñòàâèòü çíà÷åíèå

1 8 2x l V= − ∈ , òî ïîëó÷èì 12 (2 1) 2s
sx l+= ⋅ − + , ò. å. äëÿ 2s ≥

âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèíàäëåæàò W . Ïðè ýòîì äëÿ
ðàçíûõ 1l  è 2l  ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå èìåþò îáùèõ ÷ëåíîâ.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè êàêèå-òî s rx x=  èëè 1
12 (2 1)s l+ + =

= 1
22 (2 1)r l+ + , òî ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè s r=  è 1 2l l= , ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Èòàê, êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà V
ñëóæèò íà÷àëüíûì ÷ëåíîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â êîòîðîé ïî-
ñëåäóþùèå ÷ëåíû ïðèíàäëåæàò W. Òàê êàê V  è W  ðàâíîìîù-
íû, òî ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñ÷åðïûâàþò ìíîæåñòâî W. Íàè-
áîëüøèé ÷ëåí ýòîãî ìíîæåñòâà kw  ïîëó÷èì ïðè 2 1k m= + , ò.å.

max 8 2w m= + . Òàê êàê maxsx w≤ , òî ðåøàÿ íåðàâåíñòâî ïðè ôèê-

ñèðîâàííîì i, â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëó÷àåì max 2log 2
2 1

m
s

i
 = + − 

÷ëåíîâ. Áóäåì ðàçëè÷àòü íàèìåíüøèé è íàèáîëüøèé ÷ëåíû ýòîé
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åñòü öåïî÷êà
ðàçëîæåíèé íàèáîëüøåé îáðàçóþùåé ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íà ëåâûå ñîñòàâëÿþùèå ðàçëîæåíèé. Ýòî ðàçëîæåíèå ìîæíî ïðîä-
ëèòü íà îäèí øàã âíèç, ïîëàãàÿ 0s = , òîãäà ïîëó÷èì 0 4x l= , ò. å.
ïåðâóþ ïîëîâèíó âåðøèí ïåðâîãî óðîâíÿ. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ,
ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé ñîñòàâëÿþò îñòàòî÷íûå ýëåìåíòû, ïðåâûøàþùèå 1n + ,
íî èõ ïîðÿäîê çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ m . Îäíàêî êàæ-
äûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà iv V∈  ðàçëàãàåòñÿ íà îáðàçóþùóþ 4i  è
íà êîíå÷íûé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷àëüíûé ýëåìåíò
êîòîðîé 0 4x j= . Òàê êàê ðàçíèöà ìåæäó 4i  è ýòèì êîíå÷íûì

ýëåìåíòîì äîëæíà áûòü 1 4 2n m− = + , òî j  îïðåäåëÿåì èç óðàâ-
íåíèÿ

14 4 2 (4 ) 2 2 2 ( 0), ( 1,2, )s si m j s i m++ + = ⋅ − + > = … .    (2.36)

Îòñþäà íàõîäèì 22 1 ( )
2

i m
j i m

+
− = = µ + , òàê êàê 2 1j −  – íå÷åò-

íîå ÷èñëî. Â ðåçóëüòàòå 2( ) 1
2

i m
j

µ + +
= .

Ðàññìîòðèì òåïåðü îòîáðàæåíèå 2( ) 1
2

i m
i

µ + +
⇒ . Äîêàæåì,

÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé èç mS , ò. å. ïðè èçìåíåíèè i  îò

1 äî m  j  ïðîáåãàåò ðàçíûå çíà÷åíèÿ. Äëÿ 2,3m =  ýòî ìîæíî
ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî. Ýòî ïåðåñòàíîâêè (2,1) è (1,3,2).
Ïóñòü óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m. Äîêàæåì
òî æå ñàìîå äëÿ 1m + . Òàê êàê ( 1) ( 1)i m i m+ = − + + , òî, íà÷èíàÿ

ñ 2i =  è äî i m= , ýëåìåíòû â mf  ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì ýëå-

ìåíòàì â 1mf + , íà÷èíàÿ ñ 1i =  è äî 1i m= − . Âñå îíè ïî èíäóê-
öèè ðàçëè÷íû. Îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü äâà ýëåìåíòà äëÿ i m=  è

1i m= + .

Ïåðâûé ýëåìåíò ðàâåí 2( 1) 1 2 1 1
1

2 2
m m m

m
µ + + + + +

= = + , à

âòîðîé – 2 2( 1 1) 1 ( 1) 1
2 2

m m mµ + + + + µ + +
= , ò. å. ïåðâîìó ýëåìåí-

òó â mf . Îáà ýòè ýëåìåíòû åùå íå ïîÿâëÿëèñü ïðåæäå, ïîýòîìó
èìååì âñåãäà äåëî ñ ïåðåñòàíîâêîé. Â ðàññìîòðåííîì äîêàçàòåëü-
ñòâå ïðèâåäåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ âñåõ ïåðåñòàíîâîê äëÿ ïðîèç-
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âîëüíîãî m  ïî èíäóêöèè. Äëÿ òîãî ÷òîáû çàïèñàòü âñå mf , ñ÷è-

òàÿ 2f  è 3f  çàäàííûìè, íåîáõîäèìî ñëåäîâàòü òàêèì ïðàâèëàì:

• ïåðåïèñàòü âñå, êðîìå ïåðâîãî, ýëåìåíòû èç 1mf − ;

• çàïèñàòü ýëåìåíò m ;
• çàïèñàòü ïåðâûé ýëåìåíò èç 1mf − .

Âñå ýòè ïåðåñòàíîâêè äëÿ 2,3, ,20m = …  ïðèâåäåíû â òàáë. 2.1, à
èõ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå öèêëîâ – â òàáë. 2.2 (äëÿ 16m ≤ ).

Íåòðóäíî çàìåòèòü îáùèå çàêîíîìåðíîñòè òàáë. 2.1:
1) íîìåð ÷èñëà m íàõîäèòñÿ íà (m — 1)-ì ìåñòå â ïåðåñòàíîâêå;
2) ÷èñëî i â ñëåäóþùåé ïåðåñòàíîâêå íàõîäèòñÿ íà ìåñòå,

íîìåð êîòîðîãî íà 1(mod m) ìåíüøå, ÷åì â ïðåäûäóùåé ïåðå-
ñòàíîâêå.

Ýòèõ äâóõ ïðàâèë äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ïîëíóþ òàáë. 2.1.
Òåïåðü ÷èñëî öèêëîâ èëè êîìïîíåíò íà ìíîæåñòâå âåðøèí îñ-

òàòî÷íîãî ìíîæåñòâà îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì öèêëîâ â ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ïåðåñòàíîâêå. Åùå îäíó êîìïîíåíòó â 1( )R n  äàåò îáðàçóþ-

ùàÿ 1 4( 1)n m+ = + , êîòîðàÿ ðàçëàãàåòñÿ íà äâå íå÷åòíûõ îáðàçóþ-

ùèõ 1 2 3u m= +  è 2 2( 1) 6 5u m n m= + + = + , ÷òî â ñóììå ñîñòàâëÿåò

 Ò à á ë è ö à  2.1

 m Ïåðåñòàíîâêè ïðè 2 20m≤ ≤

2 2, 1
3 1, 3, 2
4 3, 2, 4, 1
5 2, 4, 1, 5, 3
6 4, 1,5, 3, 6, 2
7 1, 5, 3, 6, 2, 7, 4
8 5, 3, 6, 2, 7, 4, 8, 1
9 3, 6, 2, 7, 4, 8, 1, 9, 5
10 6, 2, 7, 4, 8, 1, 9, 5,10, 3
11 2, 7, 4, 8, 1, 9, 5,10, 3,11, 6
12 7, 4, 8, 1, 9, 5,10, 3,11, 6,12, 2
13 4, 8, 1, 9, 5,10, 3,11, 6,12, 2,13, 7
14 8, 1, 9, 5,10, 3,11, 6,12, 2,13, 7,14, 4
15 1, 9, 5,10, 3,11, 6,12, 2,13, 7,14, 4,15, 8
16 9, 5,10, 3,11, 6,12, 2,13, 7,14, 4,15, 8,16, 1
17 5,10, 3,11, 6,12, 2,13, 7,14, 4,15, 8,16, 1,17, 9
18 10, 3,11, 6,12, 2,13, 7,14, 4,15, 8,16, 1,17, 9,18, 5
19 3,11, 6,12, 2,13, 7,14, 4,15, 8,16, 1,17, 9,18, 5,19,10
20 11, 6, 12, 2, 13, 7, 14, 4, 15, 8, 16, 1, 17, 9, 18, 5, 19, 10, 20, 3
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öåïü äëèíîþ 3. Öèêëàì â ïåðåñòàíîâêå èç fm ñîîòâåòñòâóåò öèêë
â ãðàôå 1( )R n , åñëè âìåñòî îäíîãî ýëåìåíòà ïåðåñòàíîâêè áðàòü
ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí. Òåïåðü ìîæíî âû-
áèðàòü ëþáûå îáðàçóþùèå äëÿ ðåãóëÿðíîãî ãðàôà. Åñëè âçÿòü íå-
÷åòíóþ îáðàçóþùóþ, òî åå äîïîëíåíèåì ìîæåò áûòü ÷åòíàÿ îá-
ðàçóþùàÿ ëèáî òèïà 4i, ëèáî èç îñòàòî÷íîãî ìíîæåñòâà. Âòîðîé
ñëó÷àé èñêëþ÷àåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, îñòàåòñÿ 4i , êîòîðàÿ ðàçëà-
ãàåòñÿ íà äâå íå÷åòíûå. Âñåãî ïîëó÷àåòñÿ 4 îáðàçóþùèõ è ãðàô
áóäåò ðåãóëÿðíûì ñòåïåíè 2. Åñëè æå âçÿòü ÷åòíóþ îáðàçóþùóþ
òèïà 4i , òî âìåñòå ñ äîïîëíÿþùåé íå÷åòíîé è äâóìÿ íå÷åòíûìè
ïî ðàçëîæåíèþ ïîëó÷àòñÿ òå æå 4, ÷òî òàêæå äàåò ðåãóëÿðíûé
ãðàô ñòåïåíè 2. Åñëè æå âçÿòü ÷åòíóþ îáðàçóþùóþ èç îñòàòî÷-
íîãî ìíîæåñòâà, òî íåîáõîäèìî áðàòü âñå îáðàçóþùèå îäíîé
êîìïîíåíòû, ÷òî äàåò ðåãóëÿðíûé ãðàô ñòåïåíè 2z , ãäå z  – ÷èñëî
âåðøèí â öèêëå. Èñïîëüçîâàâ òåîðåìó è òàáëèöû, ëåãêî ìîæíî
ïîñòðîèòü ãðàô 1( )R n  äëÿ ëþáîãî 1(mod 2)n ≡ .

Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð: m = 3, n = 15. Ïî òàáë. 2.1 è 2.2
îïðåäåëÿåì ïåðåñòàíîâêó è åå ïðåäñòàâëåíèå â öèêëàõ (13) (22, 31).

 Ò à á ë è ö à  2.2

 m Êîäû öèêëîâ

2  3 1(1 ,2 )

3  3 2 1(1 )(2 ,3 )

4  4 1 1 2(1 ,3 ,4 )(2 )

5 4 2 1 1 2(1 ,2 ,4 ,5 ,3 )

6  4 1 2 1 1 3(1 ,4 ,3 ,5 ,6 ,2 )

7  4 3 1 2 2 1 1(1 )(2 ,5 )(3 )(4 ,6 ,7 )

8  5 1 1 1 3 2 1 2(1 ,5 ,7 ,8 )(2 ,3 ,6 ,4 )

9  5 2 3 1 1 1 2 2 1(1 ,3 ,2 ,6 ,8 ,9 ,5 ,4 ,7 )

10  5 1 3 3 1 1 1 2 2 1(1 ,6 )(2 )(3 ,7 ,9 ,10 )(4 )(5 ,8 )

11  5 3 1 2 3 2 1 1 1 2 1(1 ,2 ,7 ,5 )(3 ,4 ,8 ,10 ,11 ,6 ,9 )

12  5 1 1 2 2 1 1 1 4 2 3 1(1 ,7 ,10 ,6 ,5 ,9 ,11 ,12 ,2 ,4 )(3 ,8 )

13  5 2 1 2 1 1 1 2 3 4 1 1 2(1 ,4 ,9 ,6 ,10 ,12 ,13 ,7 ,3 )(2 ,8 ,11 )(5 )

14  5 1 2 3 1 1 2 1 1 1 3 2 1 4(1 ,8 ,6 ,3 ,9 ,12 ,7 ,11 ,13 ,14 ,4 ,5 ,10 ,2 )

15  5 4 1 3 2 3 1 1 2 1 2 2 1 1 1(1 )(2 ,9 )(3 ,5 )(4 ,10 ,8 )(6 ,11 ,7 )(8 ,12 ,14 ,15 )

16  6 1 1 1 1 4 2 1 1 2 3 1 2 1 3 2(1 ,9 ,13 ,15 ,16 )(2 ,5 ,11 ,14 ,8 )(3 ,10 ,7 ,12 ,4 )(6 )
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Ãðàô 1(15)R  ñîñòîèò èç òðåõ êîìïîíåíò. Äëÿ 1i =  íàõîäèì îáðà-

çóþùóþ 1 8 2 6v i= − = . Âåñ ýëåìåíòà 1 ðàâåí 3, ò.å. öåïî÷êà äëè-

íîþ 3 ñîñòàâëÿåò öèêë. Íàõîäèì åãî ýëåìåíòû: 2 12 2 10v v= − = ,

3 22 2 18v v= − = . Ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ñîñòàâëÿåò öèêë èç îñòàòî÷-
íûõ îáðàçóþùèõ (6,10,18) è âñåõ îáðàçóþùèõ ïîñëå èõ ðàçëîæå-
íèÿ. Äëÿ âòîðîé êîìïîíåíòû ñîîòâåòñòâåííî òîæå íàõîäèì

12, 8 2 14i v i= = − = . Ýòà öåïî÷êà ñîñòîèò èç äâóõ âåðøèí, ïî-

ýòîìó 2 12 2 26v v= − = . Äëÿ òðåòüåé âåðøèíû 3,i =  3 8 2 22v i= − = .
Òàêèì îáðàçîì, âòîðàÿ êîìïîíåíòà ñîñòîèò èç öèêëà (14, 26, 22)
è îáðàçóþùèõ, ïîëó÷åííûõ îò èõ ðàçëîæåíèÿ. Òðåòüÿ êîìïîíåí-
òà ñîñòîèò èç îáðàçóþùåé 1 16n + =  è åå ðàçëîæåíèÿ 9 è 23.
Ãðàô 1(15)R  1( (29)),Gr R=  0 1(8) ( (15)),R Gr R=  3m =  ïðåäñòàâëåí
íà ðèñ. 2.12.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé 0(mod2)n ≡ . Òàê êàê íå÷åòíàÿ îá-
ðàçóþùàÿ èìååò ñâîèì äîïîëíåíèåì òàêæå íå÷åòíóþ îáðàçóþ-
ùóþ, òî ñòåïåíü ðåãóëÿðíîñòè ãðàôà ìîæåò áûòü ëþáîé, åñëè
âûáèðàòü òîëüêî íå÷åòíûå îáðàçóþùèå. Åñëè æå âçÿòü ÷åòíóþ
îáðàçóþùóþ, òî äëÿ âûÿñíåíèÿ âîïðîñà î ñóùåñòâîâàíèè ðåãó-
ëÿðíûõ ãðàôîâ íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ãðàô ðàçëîæåíèÿ îáðàçó-
þùèõ 0( )R n , êîòîðûé ñòðîèòñÿ ïî òîìó æå ïðèíöèïó, ÷òî è

1( )R n . Êàæäàÿ ÷åòíàÿ îáðàçóþùàÿ ðàçëàãàåòñÿ îáÿçàòåëüíî íà
îäíó ÷åòíóþ è îäíó íå÷åòíóþ, òàê êàê ðàçíèöà ìåæäó èõ çíà÷å-
íèÿìè ðàâíà 1n − , ò.å. íå÷åòíîìó ÷èñëó.

Ðèñ. 2.12
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Òåîðåìà 2.11. Ãðàô ðàçëîæåíèé 0(2 2)R m +  ñîñòîèò èç 1p +
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, èç êîòîðûõ îäíà ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé 1n − ,
à îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ñîäåðæàò ðîâíî îäèí öèêë èç âåðøèí
îñòàòî÷íîãî ìíîæåñòâà. ×èñëî p  ðàâíî ÷èñëó öèêëîâ â ïåðåñòà-

íîâêå m mf S∈ , 2( ) 1
{ }

2m

m i
f i

µ + +
= ⇒ , à  äëèíà êàæäîãî öèêëà â

ãðàôå ðàâíà ñóììå âåñîâ ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî öèêëà â mf .

Ïðè ýòîì 
2

2
n

m
−

= , à âåñ ýëåìåíòà îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è

â R1(n).
Îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêîãî æå òèïà, êàê è äëÿ

1( )R n : 1
12 2 2s s

sx x −= − + , ãäå â êà÷åñòâå 1x  âîçüìåì îáðàçóþùóþ

4i . Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå îáðàçóþùåé ðàâíî 2 1n − , ïîýòîìó

1,2, , 1
2
n

i = −… . Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî 4sx i≠  ïðè ëþáîì ,s i  è

1k ≥ . Îáîçíà÷èì 1
2
n

m = −  è, êàê è ïðåæäå, áóäåì íàçûâàòü åãî

êàðäèíàëüíûì ÷èñëîì ãðàôà 0( )R n . Òîãäà ïîëó÷àåì m  ðàçíûõ
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, òàêèõ æå, êàê è äëÿ

1( )R n , ñ åäèíñòâåííûì îòëè÷èåì, ÷òî çäåñü 1x  ïðèíàäëåæèò ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè. Çäåñü sx  íå äîëæíî ïðåâûøàòü ìàêñèìàëü-

íîãî çíà÷åíèÿ ÷åòíûõ îáðàçóþùèõ, ò. å. (4 )2si 12 2 4 2s m+− + ≤ + .

Îòñþäà äëèíà öåïî÷êè ( ) log 2
2 1

m
i s

i
 λ = = + − 

. Òàê êàê íà÷àëü-

íûé ýëåìåíò öåïî÷êè 4i  ðàçëàãàåòñÿ íà íå÷åòíóþ îáðàçóþùóþ
2 1i +  è ÷åòíóþ îáðàçóþùóþ2 2( ) 2i n i m+ = + + , êîòîðàÿ äîëæíà
áûòü ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì äðóãîé öåïî÷êè, òî ðåøèâ óðàâ-
íåíèå

12( ) 2 4 2 2 2s si m ij ++ + = ⋅ − + ,                 (2.37)

íàõîäèì 22 1 [ ]/ 2 ( )sj i m i m− = + = µ + . Ïîñêîëüêó 2j — 1 – íå÷åò-

íîå ÷èñëî, òî òîãäà 2( ) 1
2

i m
j

µ + +
= , è ìû ïðèõîäèì ê òîìó æå

ðåçóëüòàòó, ÷òî è â òåîðåìå 2.10.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóðû ãðàôà 0( )R n  ìî-

æíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåìè æå òàáëèöàìè, êîòîðûå ñîñòàâëåíû
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äëÿ 1( )R n , âûáèðàÿ ñòðîêó ñ çàäàííûì m. Ðàññìîòðèì ãðàô

0( )R n äëÿ 8n = . Ïðè ýòîì 3m =  è â òàáë. 2.2 íàõîäèì ñîîòâåòñò-
âóþùóþ ïåðåñòàíîâêó (1, 3, 2), ñîñòîÿùóþ èç äâóõ öèêëîâ. Ïîäñòà-
âèì â íèõ âåñà ýëåìåíòîâ: (1) 3, (2) 2, (3) 1λ = λ = λ = . Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåì ãðàô (ñì. ðèñ. 2.12, ñïðàâà). Èç ðèñ. 2.12 âèäíî, ÷òî
ýòîò ãðàô ïîëó÷åí èç ãðàôà 1( )R n  äëÿ 3m =  ïóòåì ðàäèàëüíîãî
ãîìîìîðôèçìà.

Ñëåäñòâèå. 1 0( (4 3)) (2 2)Gr R m R m+ = + .

Èìåÿ ïåðåä ñîáîé ãðàôû ðàçëîæåíèÿ 1( )R n  è 0( )R n , ìîæíî
ðåøàòü âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ, ñîäåðæàùèõ
ëþáûå îáðàçóþùèå. Èç ðèñ. 2.11 âèäíî, ÷òî ëþáîé îäíîðîäíûé
ãðàô, ñîäåðæàùèé õîòÿ áû îäíó îáðàçóþùóþ èç îñòàòî÷íîãî
ìíîæåñòâà, äîëæåí âêëþ÷àòü â ñåáÿ è âñå îñòàëüíûå âåðøèíû
êîìïîíåíòû. Îäíîðîäíûé ãðàô ñòåïåíè 2 – ôàêòîðîèä, è åãî
ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Äëÿ ýòîãî íàäî âçÿòü
îáðàçóþùóþ òèïà 4k , åå ðàçëîæåíèå 2 1k +  è 2k n+ è äîïîë-

íåíèå 4k n+  (íå÷åòíîå ÷èñëî). Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.10 ýòî áóäåò
ôàêòîðîèä. Âñå îñòàëüíûå ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè ìîæíî ëèøü
ñêëàäûâàòü èç òàêèõ ïîäãðàôîâ, ò.å. â ëþáîì ñëó÷àå îíà ìîæåò
áûòü òîëüêî ÷åòíîé.

Ïðè ïåðåõîäå ê ÷åòíîìó ÷èñëó âåðøèí êàðòèíà íåìíîãî
èíàÿ. Çäåñü ìîæíî ïîñòðîèòü ãðàô ñòåïåíè 1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
ëþáîé íå÷åòíîé îáðàçóþùåé è åå äîïîëíåíèþ n + u, êîòîðîå
òîæå áóäåò íå÷åòíûì. Ïîýòîìó ìîæíî ïîñòðîèòü îäíîðîäíûé
ãðàô ëþáîé ñòåïåíè.

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î ïîñòðîåíèè îäíîðîäíûõ ãðàôîâ äëÿ
çàäàííîãî u  ðåøàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ñ ïîìîùüþ òàáë. 2.1, 2.2.
Î÷åâèäíî, ÷òî ñòðîèòü òàêèå òàáëèöû äëÿ áîëüøèõ n äîâîëüíî
õëîïîòíî. Ïîýòîìó âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê àíàëèòè÷åñêèì ïóòåì
îïèñàòü ñòðóêòóðó ãðàôîâ ðàçëîæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n ?
Ïðåæäå âñåãî, ñëåäóåò íàó÷èòüñÿ îïðåäåëÿòü öèêëû, íà êîòîðûå
ðàçáèâàåòñÿ ïîäñòàíîâêà.

Ïóñòü íåîáõîäèìî íàéòè óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ öèêëà äëèíîþ k
äëÿ çàäàííîãî n èëè çàäàííîãî m. Ýëåìåíò ïîä íîìåðîì i îïðå-
äåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

 2( ) 1
( )

2m

m i
a i

µ + +
= .                        (2.38)

Òîãäà äëÿ öèêëà 1 2( , , , )ki i i…  äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ ñèñòåìà ðà-
âåíñòâ



Г Л А В А  2.  Арифметические графы (А-графы) и их свойства

79

 

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

2 2 1

3 2 2

2 1

1 2

( ) 1 / 2,

( ) 1 / 2,

( 1 ) 1 / 2,

( ) 1 / 2.
k k

k

i m i

i m i

i m

i m i
−

= µ + +

= µ + +

= µ + +
= µ + +

""""""""""                       (2.39)

Ðàâåíñòâî (2.38) äëÿ îïðåäåëåííîãî 0α ≥  ðàâíîñèëüíî ñëåäóþ-
ùåìó:

 [ ]2 2 ( ) 1mm i a iα+ = − .                       (2.40)

Òîãäà ñèñòåìó (2.39) äëÿ îïðåäåëåííîãî âåêòîðà 1 2( , , , )kα = α α α…
( 0)iα ≥  çàïèñûâàåì òàêèì îáðàçîì:

[ ]
[ ]

1

2

1 2

2 3

2 2( ) 1 ,

2 2( ) 1 ,

m i i

m i i

α

α

+ = −

+ = −

 …………….…………….                         (2.41)

 
[ ]

[ ]

1
1

1

2 2( ) 1 ,

2 2( ) 1 .

k

k

k k

k

m i i

m i i

−α
−

α

+ = −

+ = −

Èëè â ñòàíäàðòíîì âèäå:

 

1 1

2 2

1

1
1 2

1
2 3

1
1

1
1

2 2 ,

2 2 ,

...............................

2 2 ,

2 2 .

k k

k k

k k

k

i i m

i i m

i i m

i i m

−

α + α

α + α

α + α
−
α + α

− + = +

− + = +

− + = +
− = +""

                    (2.42)

Ïóñòü 
1

,
k

i
i

s
=

α =∑  òîãäà îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû ðàâåí ∆ =

( 1) (2 1) 1k s k+= − − ≠ . Ðåøåíèå ñèñòåìû ñóùåñòâóåò âñåãäà, îñòàåòñÿ

íàéòè òàêîé âåêòîð α, äëÿ êîòîðîãî îíî áóäåò öåëî÷èñëåííûì.
Íà ýòîò âåêòîð ñóùåñòâóþò äâà îãðàíè÷åíèÿ:

1 2i i≠  (óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè öèêëà),      (2.43)

 ( 1,2, , )li m l k≤ = … .                     (2.44)
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Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ öèêëîâ äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ, è â ýòîé ðà-
áîòå íå ñòàâèëàñü öåëü ðåøèòü åå ïîëíîñòüþ.

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ öèêëà äëè-
íîþ 1, ò. å. îòîáðàæåíèå ýëåìåíòà ïåðåñòàíîâêè â ñåáÿ. Ýòî ðàâ-
íîñèëüíî óñëîâèþ

2 (2 1)m i iα+ = − .                            (2.45)

Îòñþäà 1(2 1) 2m i α+ α= − − . Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ðàçíûå

çíà÷åíèÿ i è α, ïîëó÷àåì íîìåðà ïåðåñòàíîâîê, â êîòîðûõ åñòü
òîæäåñòâåííûå ïîäñòàíîâêè. Âû÷èñëèì âåñ òàêîãî ýëåìåíòà:

( )2( ) log [2 (2 1) ]/(2 1) 2 1i i i iα λ = − − − + = α +  .       (2.46)

Çíà÷åíèÿ m  ïðèâåäåíû â òàáë. 2.3 äëÿ 6i ≤  è 7α ≤ .
Òàáë. 2.3 ìîæíî ïðîäîëæèòü è äàëüøå, íå îáÿçàòåëüíî âûïîë-

íÿÿ âñå ñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ. Îáîçíà÷èì åå ýëåìåíò äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ (i, α), m(i, α). Òîãäà, êðîìå çàäàííîé î÷åâèäíîé çàêî-
íîìåðíîñòè ( , 1) 2 ( , )m i m i iα + = α + , ìîæíî çàìåòèòü ñëåäóþùóþ,
êîòîðàÿ ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî:

 ( 1, ) ( , ) (1, 1)m i m i m+ α = α + α + .                (2.47)

Ýòî ïîçâîëÿåò çàïîëíèòü òîëüêî ïåðâóþ ñòðîêó òàáëèöû, çà-
òåì ïî ñòîëáöàì çàïîëíèòü îñòàëüíûå êëåòêè, âûïîëíÿÿ òîëüêî
îäíó îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ. Â òàáë. 2.3 âûäåëåíû çíà÷åíèÿ m , äëÿ
êîòîðûõ ïî äàííûì òàáë. 2.1, 2.2 ìîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñ-
òè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Íàïðèìåð, â òàáë. 2.3 èìååòñÿ ïî äâà
îäèíàêîâûõ ýëåìåíòà m(1,3) = m(3,1) = 7. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ m = 7
â òàáë. 2.2 èìåþòñÿ äâà òîæäåñòâåííûõ îòîáðàæåíèÿ äëÿ 1i =  ñ
âåñîì 1 4α + =  è 3i =  ñ âåñîì 1 2α + = .  Àíàëîãè÷íî äëÿ m = 10

 Ò à á ë è ö à  2.3

α
i

1 2 3 4 5 6 7

1 1 3 7 15 31 63 127
2 4 10 22 46 94 190 382
3 7 17 37 77 157 317 617
4 10 24 52 108 220 444 892
5 13 31 67 139 283 571 1147
6 16 38 82 170 346 698 1402
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èìåþòñÿ òàêèå æå äâà îòîáðàæåíèÿ äëÿ 2i =  ñ âåñîì 3 è 4i =  ñ
âåñîì 2.

Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ öèêëîâ 1 2( , )i i  äëèíîþ 2.
Èç (2.42) ïîëó÷àåì ñèñòåìó

1 11
1 22 2 ,i i mα + α− + = +

2 21
1 22 2 .i i mα + α− = +                        (2.48)

Îòñþäà îïðåäåëÿåì 2 1 22 1α +α +∆ = −  è òàêèå ðåøåíèÿ:

( )

( )

1 2 1 1

2 2 1 2

1 1

1

1 1

2

2 1 2 2
,

2 1 2 2
.

m
i

m
i

α + α +α + α

α + α +α + α

+ + +
=

∆
+ + +

=
∆

                 (2.49)

Óñëîâèå (2.44) ÿâíî âûïîëíÿåòñÿ, à (2.43) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó
2 12 (2 1) 2 (2 1)m mα α+ ≠ + , ÷òî ðàâíîñèëüíî

1 2α ≠ α .                               (2.50)

Òåîðåìà 2.12. Äëÿ 1 1i =  ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

 1 1
2

( 1)
1

1

2 ( 1) 2 1 ( 0, 1)kk

k

m
γ

α α +

=

= − − α ≥ γ ≥∑ ,      (2.51)

1
2

( 1) 1
2

1

( 1) 2 1kk

k

i
γ

α + −

=

= − +∑ ,                       (2.52)

1 1 2 1( ) (2 1)( 1); ( ) 1i iλ = γ + α + λ = α + .             (2.53)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàçèì m  ÷åðåç 1i  èç âûðàæåíèÿ (2.49):

 
( )1 2 1 2 1

1

2 1
1

1

2 1 2 2

2 1

i
m

α +α + α +α + α

α +

− − −
=

+
.               (2.54)

Îòñþäà äëÿ 1 1i =

1 2 1

1

1

1

2 2 1
2 1

m
α +α + α

α +

− −
=

+
.                        (2.55)

Äëÿ íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ 2 1α = α  ïîëó÷àåì äåëåíèå íàöåëî:

( ) ( )1 11 2 1
1

1 1

1 11
1

1 1

2 1 2 12 2 1
2 1

2 1 2 1
m

α + α +α +α + α
α +

α + α +

− +− −
= = = −

+ +
.
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Ïóñòü 2 1 ( 1)α = α + δ δ ≥ , òîãäà

( )11 1
1

1 1

12 1

1 1

2 2 12 2 1
2 1

2 1 2 1
m

α + δα +δ+ α
α

α + α +

−− −
= = + −

+ +
.

Âñå äåéñòâèÿ ñâîäÿòñÿ ê äåëèìîñòè âûðàæåíèÿ 2 1δ −  íà p =
1 12 1α += − , ò. å. ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ 2 1(mod )pδ ≡ − . Òàê êàê

ïðè 1 1δ = α +  èìååì 2 1(mod )pδ ≡ , òî 12( 1)δ = α + . Ïîýòîìó

2 1 12 ( 1) ( 1)α = α + γ α + γ ≥ .                      (2.56)

Òîãäà 
1 1

1

(2 1)( 1)

1

2 [2 1]
1

2
m

α γ+ α +

α +

+
= − .

Ïîëó÷åííàÿ äðîáü äåëèòñÿ íàöåëî, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñî-
îòíîøåíèå (2.51). Çíà÷åíèå i2 íàõîäèì ïîñëå ïîäñòàíîâêè çíà-
÷åíèÿ m  è 1 1i =  â âûðàæåíèå (2.48). Îïðåäåëèì (1)λ . Äëÿ ýòîãî
â (2.51) íàéäåì ïîëîæèòåëüíîå ñëàãàåìîå ñ íàèáîëüøåé ñòåïåíüþ
äâîéêè. Ýòî ïåðâûé ÷ëåí, ó êîòîðîãî ñòåïåíü ðàâíà α1 + 2γ(α1 + 1).
Äàëåå ñëåäóþò çíàêîïåðåìåííûå ÷ëåíû, ìåíüøèå ïî çíà÷åíèþ.
Ïîýòîìó

2 1 1 1(1) log 2 2 ( 1) 1 2 (2 1)( 1)mλ = + = α + γ α + − + = γ + α +   .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ 2( )iλ  íàéäåì

1 1
2 2

( 1) ( 1)
2

1 0

2 1 ( 1) 2 1 ( 1) 2k kk k

k k

i
γ γ

α + α +

= =

− = − + = −∑ ∑ .

Òîãäà 2 2 2 1( ) log (2 1) 2 1i m iλ = − + = α +   .

Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ âûïîëíèì íåêî-
òîðûå ðàñ÷åòû:

1

2

2

2

2

1

0, 0, 0, ;

1, 2, 2, öèêë (1,2), (1) 3, (2) 1;

2, 10, 6, öèêë (1,6), (1) 5, (6) 1;

3, 42, 22, öèêë (1,22), (1) 7, (22) 1;

4, 170, 86, öèêë (1,86), (1) 9, (86) 1;

1, 0, 1, ;

1, 25

m

m i

m i

m i

m i

m

m

α = γ = = − − −
γ = = = λ = λ =
γ = = = λ = λ =
γ = = = λ = λ =
γ = = = λ = λ =

α = γ = = − − −
γ = = 2

2

2

, 7, öèêë (1,7), (1) 6, (7) 2;

2, 409, 103, öèêë (1,103), (1) 10, (103) 2;

3, 6553, 1639, öèêë (1,1639), (1) 14, (1639) 2.

i

m i

m i

= λ = λ =
γ = = = λ = λ =
γ = = = λ = λ =
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Àíàëîãè÷íóþ êàðòèíó ìîæíî ïðîñëåäèòü è äëÿ 1 2i = . Òîãäà

1 2 1 2 1 1 2 1

1 1

3 1 1

1 1

2 2 2 2 3 2 2 2
2 1 2 1

m
α +α + α +α + α α +α + α

α + α +

− − − ⋅ − −
= =

+ −
.      (2.57)

Âûïîëíèì íåîáõîäèìûå ðàñ÷åòû:

( )
( )
( )
( )
( )

2 2

2

2

2

2

1 1
1

2
1 2

3
1 2

4
1 2

5
1 2

0, 3 2 /3 2 1, , 1,3,7,15 ;

1, 3 2 4 /5, 1(mod4), 4,76,1270, ;

2, 3 2 2 /3, 0(mod2), 2,10,42, ;

3, 3 2 10 /7, 3(mod8), 22,5782, ;

4, 3 2 18 /33, 4(mod10)

m m

m m

m m

m m

m

α + α +

α +

α +

α +

α +

α = = ⋅ = − − =

α = = ⋅ − α = =

α = = ⋅ − α = =

α = = ⋅ − α = =

α = = ⋅ − α =

…

…

…

…

( )2 6
1 2

, 46,47662, ;

5, 3 2 34 /65, 5(mod12), 94, .

m

m mα +

=

α = = ⋅ − α = =

…

…

Çà èñêëþ÷åíèåì α1 = 2, ðåøåíèåì äëÿ öåëûõ m  ÿâëÿåòñÿ α2 ≡
1 1(mod 2 2)≡ α α + . Äëÿ âñåõ 1 0(mod 2)α ≡  âûðàæåíèå (2.57) äåëèò-

ñÿ íà 3 è òîãäà âîçìîæíû óïðîùåíèÿ.
Òåîðåìà 2.13. Äëÿ öèêëîâ äëèíîþ 2 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

1 1 1
2 1 2

( 1) ( 1)1
1 1

0 0

( 1) 2 2 ( 1) 2 ( 0, 1)k kk k

k k

m i
γ+ γ

α + α α ++

= =

= − − − α ≥ γ ≥∑ ∑ ,   (2.58)

( )1 1 1 1
2

( 1) 2 ( 1)
2 1

0

2 ( 1) 2 2kk

k

i i
γ

α α + α + γ α +

=

= + − −∑ ,             (2.59)

1 1 2 1( ) (2 1)( 1) ( ) 1.i iλ = γ + α + λ = α +                 (2.60)

2.7. НЕОБХОДИМЫЕ И ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ
СВЯЗНОСТИ NA-ГРАФОВ

Äëÿ ãðàôîâ, çàäàâàåìûõ îáû÷íûì ñïîñîáîì, ñóùåñòâóþò àë-
ãîðèòìû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ãðà-
ôû h-ñâÿçíûìè äëÿ ëþáîãî h>0. Ðàçóìååòñÿ, ýòè àëãîðèòìû
ïðèãîäíû è äëÿ NA-ãðàôîâ, îäíàêî ÷àñòî ìîæíî óñòàíîâèòü h-ñâÿç-
íîñòü NA-ãðàôîâ, àíàëèçèðóÿ òîëüêî ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ U.

Îïðåäåëåíèå 2.9. Èíòåðâàëîì îïðåäåëåíèÿ β(u) îáðàçóþùåé u
íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé îòðåçîê íàòóðàëüíîãî ðÿäà [i, j], äëÿ
êîòîðîãî i + j = u.
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Äëÿ âñåõ u ≤ n + 1 òàêèì èíòåðâàëîì ÿâëÿåòñÿ β(u) = [1, u — 1],
à äëÿ u ≥ n + 1 – β(u) = [u — n, n]. Â îáùåì ñëó÷àå

β(u) = [u — n + |n — u + 1|, n — |n — u + 1|].         (2.61)

Óñëîâèå 1. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñâÿçíîñòè NA-ãðàôà ñ m
îáðàçóþùèìè ÿâëÿåòñÿ

 ( )
1

.
m

i n
i

u N
=

β =∪                            (2.62)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ íå÷åòíûõ u âñå âåðøèíû èíòåðâà-
ëà β(u) îáðàçóþò ïàðîñî÷åòàíèå, à äëÿ ÷åòíûõ u îäíà âåðøèíà ñ
íîìåðîì u/2 îñòàåòñÿ èçîëèðîâàííîé. Åñëè áû äîïóñêàëèñü ïåò-
ëè, òî â ýòîé âåðøèíå áûëà áû ïåòëÿ, òàê êàê u/2 + u/2 = u.

Ëåììà 2.14. ×èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè NA-ãðàôà ñ îáðàçó-
þùèìè { }1 2,U u u=  ðàâíî

( ) ( ) ( )2 1
1 2 1 11 mod2 1 1 sgn 1 / 2

2

u u
p u u u n u n

−   = + − + − − + − − +    

( ) ( )2 21 1 sgn 1 / 2.n u n u + + − + + −                (2.63)

Åñëè 1 2, 1u u n< + , òî íà÷èíàÿ ñ u2 è äàëüøå âñå âåðøèíû –

èçîëèðîâàííûå. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ôîð-
ìóëå (2.60) ðàâíî 0, à ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå – ÷èñëó ýòèõ èçîëè-
ðîâàííûõ âåðøèí. Åñëè æå 1 2, 1u u n> + , òî ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå

áóäåò ðàâíî íóëþ, à ïðåäïîñëåäíåå ñëàãàåìîå – ÷èñëó èçîëèðî-
âàííûõ âåðøèí îò 1 äî 1 1u n− − . Ïîñëåäíèé ñëó÷àé ìîæíî ñâå-

ñòè ê ïåðâîìó, åñëè ñäåëàòü äâîéñòâåííóþ çàìåíó: 1 ,i ix n x′ = + −
2 2i iu n u′ = + − . Â îáùåì ñëó÷àå ñ÷èòàåì, ÷òî 1 2, 1u u n< + . Óäàëÿÿ

èçîëèðîâàííûå âåðøèíû, ïðèõîäèì ê ñëó÷àþ, êîãäà 2 1n u′ = − .

Äëÿ íåãî íåîáõîäèìî äîêàçàòü ïåðâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (2.60).
Â ãðàôå ïðè äâóõ îáðàçóþùèõ öèêëîâ íåò è âñå âåðøèíû èìå-

þò ñòåïåíü 0, 1 èëè 2. Äëÿ öåëîãî çíà÷åíèÿ x ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 mod2 1 mod2 1 1 / 2
x

x x x  δ = + = − = + −  .

Âñå âåðøèíû â ãðàôå, íà÷èíàÿ ñ íîìåðà 1u , èìåþò ñòåïåíü 1,

çà èñêëþ÷åíèåì ( )2uδ , êîòîðàÿ èìååò ñòåïåíü 0. Âñå âåðøèíû îò
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1 äî 1 1u −  èìåþò ñòåïåíü 2, çà èñêëþ÷åíèåì ( )1uδ , êîòîðàÿ

èìååò ñòåïåíü 1. Âñå êîìïîíåíòû ãðàôà ëèáî èçîëèðîâàííûå
âåðøèíû, ëèáî öåïè, ÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî ïîëîâèíå ÷èñëà âåð-
øèí ñî ñòåïåíüþ 1. Â ðåçóëüòàòå èìååì

( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 2 1 1 2
2

1 1
.

2 2

u u u u u u u
p u

 − − − − δ − + δ + δ = + δ =

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòó ôîðìóëó ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ 0 èëè 1 äëÿ δ(x),
ïîëó÷àåì ïåðâóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (2.63).

Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.14 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óñëîâèå.
Óñëîâèå 2. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñâÿçíîñòè NA-ãðàôà ñ m

îáðàçóþùèìè ÿâëÿåòñÿ

{ } { }
1 1
min 1, max 1.i ii m i m

u n u n
≤ ≤ ≤ ≤

≤ + ≥ +                (2.64)

Ýòî óñëîâèå ïðåâðàùàåò â íóëü ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ â ôîð-
ìóëå (2.63).

Óñëîâèå 3. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñâÿçíîñòè NA-ãðàôà ñ
äâóìÿ îáðàçóþùèìè { }1 2,U u u=  ÿâëÿåòñÿ

 11 1n u n− ≤ ≤ + .                             (2.65)

Ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 2.14, åñëè ïîëîæèòü p = 1. Òîãäà ïîñëåä-

íèå ñëàãàåìûå ðàâíû íóëþ è ( ) ( )2 1 2 1/ 2 mod2u u u u − =  . Åñëè

( )1 2 0 mod2u u≡ ≡ , òî â ëåâîé ÷àñòè äîëæíî áûòü 1 2u u= , ÷òî

íåâîçìîæíî. Åñëè îäíà èç îáðàçóþùèõ – ÷åòíàÿ, à äðóãàÿ – íå-
÷åòíàÿ, òî 2 1 1u u− = . Åñëè îáå îáðàçóþùèå – íå÷åòíûå, òî

2 1 2u u− = . Âû÷èòàÿ ýòè ðàâåíñòâà èç íåðàâåíñòâà 2 1u n≥ + , ïî-

ëó÷àåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå.
Ðàññìîòðèì äëÿ NA-ãðàôà ìàòðèöó îáðàçóþùèõ ( )i jA a= , ãäå

; 0;i j i ia i j a= + =  , 1,i j n= . Ýòà ìàòðèöà ñèììåòðè÷íà îòíîñè-

òåëüíî îáåèõ äèàãîíàëåé.
Òåîðåìà 2.14. ×èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè NA-ãðàôà, ó êîòî-

ðîãî { }1 2,U u u= , ðàâíî

( ) ( )1 2 1 21 1
.

2

n u n u u u
p

+ − + + − + δ + δ
=           (2.66)
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, ñêîëüêî ðåáåð â
ãðàôå ñîîòâåòñòâóþò îäíîé îáðàçóþùåé. Â ìàòðèöå À êàæäîìó
ðåáðó ñîîòâåòñòâóåò äâà ýëåìåíòà i j j ia a u= = . Â ñèëó ñèììåòðèè

÷èñëî òàêèõ ýëåìåíòîâ ðàâíî

( ) ( )2 2 .n nr u r n u= + −                       (2.67)

Â ðàáîòå [36] ïîêàçàíî, ÷òî

( ) 1
2 .

2n

n n u
r u

 − + − 
= ⋅  

 
                  (2.68)

Åñëè u – íå÷åòíîå, òî â (2.68) âíåøíèå ñêîáêè ìîæíî îïóñòèòü,
òàê êàê â íèõ ïîëó÷èòñÿ ÷åòíîå âûðàæåíèå. Åñëè u – ÷åòíîå, òî
â ñêîáêàõ áóäåò íå÷åòíîå ÷èñëî, ïîýòîìó ìîæíî âû÷åñòü â ÷èñ-
ëèòåëå 1, ÷òîáû ïîëó÷èòü ÷åòíîå ÷èñëî. Òàê êàê δ(u) = 0 äëÿ u
íå÷åòíîãî è δ(u) = 1 äëÿ u ÷åòíîãî, ìîæíî çàïèñàòü

 ( ) ( )1 .nr u n n u u= − + − − δ                (2.69)

Ïóñòü m – ÷èñëî ðåáåð ãðàôà, λ – åãî öèêëîìàòè÷åñêîå ÷èñëî.
Ïî ôîðìóëå Ýéëåðà p = n — m + λ. Íà ðèñ. 2.13 (X = N19, U = {14, 20})
âåðõíèå ðåáðà ñîîòâåòñòâóþò 1u , à íèæíèå ðåáðà – 2u .

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ äâóõ îáðàçóþùèõ â ãðàôå öèêëû íå îáðà-
çóþòñÿ, èíà÷å ñóùåñòâîâàëà áû ïàðà èç âåðõíåãî è íèæíåãî ðå-
áåð, ñîåäèíÿþùàÿ äâå âåðøèíû, ÷òî âîçìîæíî ëèøü ïðè

1 2u u= . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî λ = 0, òîãäà

( ) ( )21 / 2n np n r u r u = − −  .

Ðèñ. 2.13
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Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî âûðàæåíèå ôîðìóëó (2.69), ïîëó÷àåì óòâåðæ-
äåíèå òåîðåìû.

Èç ìàòðèöû À âèäíî, ÷òî åñëè ãðàô èìååò òîëüêî îäíó îáðà-
çóþùóþ, òî ÷èñëî èçîëèðîâàííûõ âåðøèí ðàâíî ( )nn r u− . Åñëè

äëÿ êàæäîãî u îáîçíà÷èòü ( )p u�  – ÷èñëî âåðøèí, íà êîòîðûå íå

äåéñòâóåò îáðàçóþùàÿ u, ò. å.

( ) ( )1p u n u u= + − + δ� ,                      (2.70)

òî ïîëó÷èì

 ( ) ( )1 2 / 2.p p u p u = + � �                      (2.71)

Èññëåäóåì òåïåðü âîïðîñ, ïðè êàêèõ îáðàçóþùèõ u1 < u2

NA-ãðàô ñâÿçåí. Äëÿ ýòîãî ðåøèì óðàâíåíèå (2.66) äëÿ p = 1,
êîòîðîå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

( ) ( )1 2

1 2

1 1
1 1 1 .

2

u u

n u n u
− + −

+ − + + − = −        (2.72)

Åñëè ( )1 2 0 mod2u u≡ ≡ , òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.72) ðàâíà

0, è ðåøåíèåì áóäóò çíà÷åíèÿ 1 2 1u u n= = + , ÷òî íåâîçìîæíî.

Ïóñòü ( )1 2 mod2u u≠ . Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.72)

ðàâíà 1 è íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:

a) 
1

2

1 0,

1 1.

n u

n u

 + − =


+ − =
 Ðåøåíèå: 

1

2

1,

2;

u n

u n

= +

= +

á) 
1

2

1 1,

1 0.

n u

n u

 + − =


+ − =
 Ðåøåíèå: 

1

2

,

1.

u n

u n

=

= +

Ïóñòü ( )1 2 1 mod2u u≡ ≡ . Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.72)

ðàâíà 2 è íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü òðè ñëó÷àÿ:

à) 
1

2

1 0,

1 2.

n u

n u

 + − =


+ − =
 Ðåøåíèå: 

1

2

1,

3;

u n

u n

= +

= +
 (n – ÷åòíîå)

á) 
1

2

1 1,

1 1.

n u

n u

 + − =


+ − =
 Ðåøåíèå: 

1

2

,

2;

u n

u n

=

= +
 (n – íå÷åòíîå)
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â) 
1

2

1 2,

1 0.

n u

n u

 + − =


+ − =
 Ðåøåíèå: 

1

2

1,

1.

u n

u n

= −

= +
 (n – ÷åòíîå)

Òåì ñàìûì äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.15. NA-ãðàô ñ îáðàçóþùèìè { }1 2,U u u=  ñâÿçåí òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà U ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ { }, 1 ,n n +

{ }1, 2n n+ +  äëÿ ïðîèçâîëüíûõ n, { }1, 1 ,n n− +  { }1, 3n n+ +  –

äëÿ ÷åòíûõ n  è { }, 2n n + – äëÿ íå÷åòíûõ n.

Åñëè ãðàô óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2, òî â íåì îòñóòñòâóþò
èçîëèðîâàííûå âåðøèíû, íàõîäÿùèåñÿ íà ðèñóíêàõ ñëåâà èëè
ñïðàâà îò ãðàôà ñ ðåáðàìè. Îáîçíà÷èì 2 1r u u= − .

Ëåììà 2.15. ×èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè NA-ãðàôà, óäîâëå-
òâîðÿþùåãî óñëîâèþ 2, ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè ðàâíî ÷èñëó ðå-
øåíèé óðàâíåíèÿ

( )mod ,i j u r+ ≡  ãäå ( )1 mod .u u r≡            (2.73)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ãðàô óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2, òî â íåì
íå áóäåò èçîëèðîâàííûõ âåðøèí íè ñïðàâà, íè ñëåâà îò ãðàôà ñ
ðåáðàìè. Òîãäà ïóòåì äîáàâëåíèÿ ôèêòèâíûõ âåðøèí, íå íàðó-
øàþùèõ ñâÿçíîñòè ãðàôà è íå óâåëè÷èâàþùèõ ÷èñëà åãî êîìïî-
íåíò, ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû 2 1u n′= + . Åñëè ðàçáèòü ÷èñëà îò 1 äî

n′  íà r êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ r  – 1 2, , ... , rS S S , òî îáðàçó-

þùèå ( )1 2 modu u r≡  îáúåäèíÿþò ïàðû òàêèõ êëàññîâ: ( )1 1, ,uS S −

( )2 2, uS S −  è ò.ä. Êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.14, ÷èñëî òàêèõ ïàð ðàâ-

íî ÷èñëó ðåøåíèé (2.73), ïðè ýòîì âîçíèêàåò ñëó÷àé, êîãäà u –
÷åòíîå. Òîãäà ðåøåíèå ïðèíàäëåæèò îäíîìó êëàññó ñ èíäåêñîì
u/2, à â ñëó÷àå ÷åòíîãî r – êëàññó ñ èíäåêñîì (r + u)/2. Â çàâè-
ñèìîñòè îò çíà÷åíèé r èëè u (âñå ñëó÷àè ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.14)
ìîæíî îïðåäåëèòü ÷èñëî òàêèõ ðåøåíèé:

 
( ) ( )

.
2

r u r u
p

+ δ + δ +
=

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòà ôîðìóëà ñîâïàäàåò ñ (2.63), åñëè â
íåå ïîäñòàâèòü 2 1u n= + .
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Ðàññìîòðèì NA-ãðàô ñ òðåìÿ îáðàçóþùèìè { }1 2 3, ,U u u u= .

Ïóñòü 1 2 1 2 3 2, ,r u u r u u D= − = −  – íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü

1r  è 2r .

Òåîðåìà 2.16. NA-ãðàô ñ ìíîæåñòâîì òðåõ îáðàçóþùèõ

{ }1 2 3, ,U u u u=  ñâÿçåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

à) 1 31, 1;u n u n≤ + ≥ +

á) ( ) ( ) ( )3 2 1 3 2 1mod2 mod2 mod2 2 0;u u u u u u− − − − − + ≤

â) D = 1 èëè D = 2 ïðè 1u  íå÷åòíîì.

Óñëîâèå à) – ýòî ïåðåíåñåííîå óñëîâèå 2. Åñëè îíî âûïîë-
íÿåòñÿ, òî çíà÷åíèå 2u  íå èãðàåò ðîëè. Ïóòåì óäàëåíèÿ èëè äî-

áàâëåíèÿ âèñÿ÷èõ ôèêòèâíûõ âåðøèí, íå íàðóøàÿ ñâÿçíîñòè
ãðàôà, ìîæíî ïîëó÷èòü 2 1u n′= + , ãäå n′  – íîâîå ÷èñëî âåð-

øèí. Íà èíòåðâàëå ( )1uβ , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ( )2uβ , âñå

âåðøèíû, çà èñêëþ÷åíèåì ( )1uδ , èìåþò ñòåïåíü 2. Àíàëîãè÷íî

íà èíòåðâàëå ( )3uβ , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ èíòåðâàëà ( )2uβ ,

âñå âåðøèíû, çà èñêëþ÷åíèåì ( )3uβ , èìåþò ñòåïåíü 2. Ñòåïåíü

1 èìåþò òå âåðøèíû, êîòîðûå ïîïàäàþò ìåæäó èíòåðâàëàìè

( )1uβ  è ( )3uβ , åñëè ( ) ( )1 3u uβ β =∩ Ø. ×èñëî òàêèõ âåðøèí ðàâ-

íî ( )3 1u n u′− + . Òàê êàê âåðøèíû ñî ñòåïåíüþ 3 îòñóòñòâóþò,

òî ãðàô áóäåò íåñâÿçåí, åñëè ÷èñëî âåðøèí ñòåïåíè 1 ïðåâûøàåò 2.
Ïîýòîìó äëÿ ñâÿçíîñòè ãðàôà íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

( ) ( ) ( ) ( )3 1 3 2 1 2u n u u u u′− + + δ + δ + δ ≤ .

Ðèñ. 2.14
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Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî âûðàæåíèå 2 1n u′ = −  è ðàñêðûâàÿ ñèìâîëû δ,

ïîëó÷àåì

( ) ( ) ( )3 2 1 3 2 11 3 mod2 mod2 mod2 2,u u u u u u− − + + − − − ≤

÷òî è äàåò íàì óñëîâèå á).
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðè D > 2 ãðàô íåñâÿçåí. Òàê êàê r1 =

1D= α , à 2 2r D= α , òî ( )3 2 1 modu u u D≡ ≡ . Ëþáàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü âåðøèí èñïîëüçóåò òîëüêî äâà ÷èñëà èç D êëàññîâ âû-
÷åòîâ ïî ìîäóëþ D. Âñå îñòàâøèåñÿ âåðøèíû ãðàôà, ïðåäñòàâ-
ëÿþùèå D — 2 êëàññà âû÷åòîâ, íå ñìåæíû ñ íèìè, òàê êàê 3D ≥ .

Ïóñòü D = 2 è u1 – íå÷åòíàÿ îáðàçóþùàÿ. Íå íàðóøàÿ îáùíîñ-
òè, ïîëàãàåì 1 2r r> . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïóòåì ïåðåíóìåðàöèè

âåðøèí 1i ix n x′ = + −  ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ. Ñîñòàâèì

ïðÿìîóãîëüíóþ ìàòðèöó ðàçìåðîì 2 1r r× . Ðàñïîëîæèì â íåé âñå

÷èñëà îò 1 äî n òàê, ÷òîáû êàæäîå x íàõîäèëîñü â ñòðîêå ñ íîìåðîì
( )2modi x r≡  è ñòîëáöå ñ íîìåðîì ( )1modj x r≡ . Òàê êàê D = 2,

òî âñåãäà ( )0 mod2i j+ ≡ , è ÷èñëà â òàáëèöå ðàñïîëàãàþòñÿ â

øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ n âîçìîæíû íå-
êîòîðûå ðàçëè÷èÿ òàáëèöû. Ïóñòü ( )1 1 1mod /n r n r n r β ≡ = −   .

1) 1 2 .r rβ = −

Ðàññìîòðèì ñòîëáöû 1 è β. Â ïåðâîì ñòîëáöå ðàñïîëîæåíû âñå
÷èñëà îò 1 äî 1 1k r + , ãäå 1/k n r=    . Â ñòîëáöå β ðàñïîëîæåíû âñå

÷èñëà îò 1n k rβ = −  äî n. Ñîñòàâèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n, 1, n — r1,

11 ,..., , 1r n+ β − β + . Ñóììà äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë ðàâíà n + 1 èëè

1 2 1 11n r u r u+ − = − = . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû

ñîñòàâëÿþò öåïü. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäà-
þò è äðóãèå ïàðû ñòîëáöîâ   (2, β — 1), (3, β — 2),..., (β/2, β/2 + 1).
Âîçüìåì òåïåðü ñòîëáöû β + 1 è 1r . Â ïåðâîì ñòîëáöå ðàñïîëîæåíû

âñå ÷èñëà, íà÷èíàÿ îò β + 1 äî (k — 1)r1 + β + 1 = n + 1 —  r1 = u1, à â
ïîñëåäíåì ñòîëáöå – ÷èñëà îò r1 äî kr1. Çäåñü òàêæå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ÷èñåë kr1, β + 1, (k — 1)r1, r1 + β1 + 1, …, u1  ñî-
îòâåòñòâóåò öåïè ñ îáðàçóþùèìè n + 1 è u1. Ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäà-
þò è ïàðû ñòîëáöîâ ( )12, 1 ,rβ + −  ( )13, 2 , ... ,rβ + − ( )1 1 / 2,u −

( )1 1 / 2 .u + 
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Òåïåðü ðàññìîòðèì ñòîëáöû 1 è 1r . Â ïåðâîì ñòîëáöå ìîæíî

íàéòè ÷èñëî 1 + r1, à â ïîñëåäíåì – kr1. Èõ ñóììà ñîñòàâëÿåò 1kr +

+ ( )1 1 1 2 11 1 1r n r n r r r+ = − β + + = + − − + 2 31n r u= + + = . Àíàëîãè÷-

íûì ñâîéñòâîì îáëàäàþò è ïàðû ñòîëáöîâ ( )12, 1 ,r −  ( )13, 2 ,...r −

…, ( )1 1/ 2, / 2 1r r + . Ñäåëàåì ãîìîìîðôíîå îòîáðàæåíèå: ìíîæåñòâî

âåðøèí, çàïèñàííûõ â i-ì ñòîëáöå, ñòÿíåì â îäíó i-þ âåðøèíó.
Ïîëó÷àåì 1r  – âåðøèííûé ãðàô H, à åãî îáðàçóþùèìè ïóñòü áó-

äåò ìíîæåñòâî { }1 11, 1, 1V r r= β + + + β + , ãäå β + 1 – íå÷åòíîå

÷èñëî, à 1r  – ÷åòíîå ÷èñëî.

Òåïåðü âîïðîñ î ñâÿçíîñòè ãðàôà G ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î
ñâÿçíîñòè ãðàôà H, êîòîðûé ëåãêî ðåøàåòñÿ.

Ïî òåîðåìå 2.11 ãðàô H ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôàêòîðîèä. Îí
áóäåò ñâÿçåí òîëüêî òîãäà, êîãäà áóäåò ãàìèëüòîíîâûì. Äëÿ ýòîãî
íåîáõîäèìî, ÷òîáû β/2 è 1 / 2r  áûëè âçàèìíî ïðîñòûìè ÷èñëà-

ìè. Ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, èáî 1 2r rβ = − , 1 2/ 2 / 2 / 2r rβ = − . Íî

( )1 2/ 2, / 2 1r r = , ïîýòîìó H – ãàìèëüòîíîâ öèêë, à ãðàô G –

ñâÿçåí.
2) 1 22 r r≤ β < − .

Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî è â äàííîì
ñëó÷àå âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëàì â ñòîëáöàõ i è j, ñîñ-
òàâëÿþò öåïü, åñëè ( ) ( )11 modi j r+ ≡ β + . Ïðè ýòîì îáðàçóþ-

ùèìè áóäóò ÷èñëà 1u  è n + 1.

Âûáåðåì â ñòîëáöå 2r + β  ýòî æå ÷èñëî. Â ïåðâîì ñòîëáöå åñòü

÷èñëî 1 2 2 31 1k r r n r u+ β + + = + + = . Àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì îá-

ëàäàþò è ïàðû ñòîëáöîâ ( )22, 1 ,r + β −  ( )23, 2 ,...,r + β −  ( )2 / 2,r + β

( )2 / 2 1r + β +  . Òî æå ñïðàâåäëèâî è â îñòàâøèõñÿ ñòîëáöàõ, åñëè

âçÿòü ïàðû ( )2 11, ,r r+ β +  ( )2 12, 1 ,...,r r+ β + −  ( )2 1 / 2,r r + + β

( )2 1 / 2 1r r + + β +  . Òàêèì îáðàçîì, çäåñü ìîæíî ñäåëàòü ãîìîìîðô-

íûå îòîáðàæåíèÿ ãðàôà G íà ãðàô H ñ îáðàçóþùèìè

{ }2 1 1 21, 1, 1, 1V r r r r= β + + β + + β + + + β + . Ýòîò ãðàô ÿâëÿåòñÿ
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ãàìèëüòîíîâûì, òàê êàê ïîëóðàçíîñòü ïåðâûõ äâóõ îáðàçóþùèõ è

1 / 2r  – âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà. È â ýòîì ñëó÷àå ãðàô G ñâÿçåí.

3) 1 2 1r r r− < β ≤ .

Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ïîäîáíûõ ðàññóæäåíèÿõ ïîëó÷àåì ãîìîìîðô-
íûå îòîáðàæåíèÿ ãðàôà G íà ãðàô H ñ àíàëîãè÷íûìè îáðàçóþùèìè

{ }1 2 1 21, 1, 1, 1V r r r r= β − + + β + + β + + β + . Ïîëóðàçíîñòü ìåæäó

ïåðâûìè äâóìÿ îáðàçóþùèìè ðàâíà 1 2/ 2 / 2r r− , êàê è â ñëó÷àå 1),

ïîýòîìó ãðàô H – ãàìèëüòîíîâ, ÷òî ðàâíîñèëüíî ñâÿçíîñòè ãðàôà G.
Òàê êàê ñëó÷àé β = 0 ðàâíîñèëåí β = r1, òî ðàññìîòðåíû âñå

ñëó÷àè, êîãäà D = 2. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íåîáõîäèìî
åùå ðàññìîòðåòü ñëó÷àé D = 1 ïðè ïðîèçâîëüíûõ îáðàçóþùèõ.
Âíà÷àëå äîêàæåì îäíî óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2.16. NA-ãðàô G ñ ìíîæåñòâîì èç ÷åòûðåõ îáðàçóþùèõ

{ }( )1 2 1 2 1 2, , , , 1U u u n u n u u u n= + + < −  èçîìîðôåí ãðàôó H ñ

îáðàçóþùèìè { }2 1 2, ,V u n u n u= − ∆ + − ∆ + − ∆ , ãäå 1 2u∆ = −  +

+ ( )1 mod2u .

Áóäåì èçîáðàæàòü ãðàô G â âèäå ãîðèçîíòàëüíîãî ðÿäà âåð-
øèí, ðåáðà, ñîîòâåòñòâóþùèå îáðàçóþùèì 2u  è 2n u+ , ïîêàçà-

íû â âåðõíåé ÷àñòè ðèñóíêà (ñì. ðèñ. 2.9), à îñòàëüíûå ðåáðà – â
íèæíåé ÷àñòè. Âîçüìåì âåðøèíó 1 è âìåñòå ñî ñìåæíûìè åé ðå-
áðàìè ïåðåìåñòèì íà ìåñòî âåðøèíû n + 1. Åñòåñòâåííî, ãðàô îò
ýòîãî íå èçìåíèòñÿ. Åñëè òåïåðü ïåðåíóìåðóåì âåðøèíû ãðàôà ïî
ïðàâèëó ( )1 , 1n i i→ → − , òî ïîëó÷èì èçîìîðôíûé NA-ãðàô ñ îáðà-

çóþùèìè { 1 2 1 22, 2, 2,U u u n u n u′ = − − + − + − }2 . Ýòè îïåðàöèè

ìîæíî ïðîäîëæàòü äî òåõ ïîð, ïîêà ïîçâîëèò çíà÷åíèå 1u . Åñëè

1u  – íå÷åòíîå, òî ìîæíî ïåðåìåñòèòü âïðàâî âñå âåðøèíû îò 1

äî ( )1 1 / 2u − . Åñëè æå 1u  – ÷åòíîå, òî âåðøèíà 1 / 2u  – âèñÿ-

÷àÿ è â êîíöå êîíöîâ îíà ñòàíåò ïåðâîé. Â ïåðâîì ñëó÷àå
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âû÷èòàåìîé âåëè÷èíû ∆ ðàâíî

( )1 12 1 / 2 1u u − = −  , à âî âòîðîì – ( )1 12 / 2 1 2u u− = − , ÷òî è

òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Êàê è äëÿ D = 2, ñòðîèì àíàëîãè÷íóþ òàáëèöó, ñîäåðæàùóþ

âñå ÷èñëà îò 1 äî k. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
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à) 1 21 r r≤ β < − .

Îïðåäåëèì ïàðû ñòîëáöîâ (i, j), íîìåðà êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ ( ) ( )11 modi j r+ ≡ β + . Ïðè ýòîì, ó÷èòûâàÿ

ïðîèçâîëüíîñòü çíà÷åíèé β, â êà÷åñòâå ðåøåíèé äëÿ ( )1 mod2β ≡

áåðåì çíà÷åíèÿ i = j = β/2, à ïðè ( )0 mod2β ≡  è ( )1 1 mod2r ≡  –

çíà÷åíèÿ ( )1 1 / 2i j r= = + β + . Â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ ãîìîìîð-

ôèçìà ïîëó÷àåì ìîäóëüíûé ãðàô H ñ îáðàçóþùèìè V =

{ }2 1 1 21, 1, 1, 1r r r r= β + + β + + β + + + β + , ãäå β + 1 ìîæåò áûòü ÷åò-

íûì èëè íå÷åòíûì. Ïî ëåììå 1.19 ýòîò ãðàô ñ ÷åòûðüìÿ îáðà-
çóþùèìè èçîìîðôåí ãðàôó H ′  ñ îáðàçóþùèìè

( ) ( ) ( ){ }2 0 1 0 1 2 01 mod2 , 1 mod2 , 1 mod2V r r r r′ = + + β + + β + + + β ,

ãäå ( ) ( )0 1mod mod2 .n r β =    Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà ñâÿçíîñòè

èñõîäíîãî ãðàôà ñ ïàðàìåòðàìè ( )1 2, ,n r r  ñâåëàñü ê òîé æå ïðî-

áëåìå, íî óæå äëÿ ãðàôà ñ ìåíüøèìè ïàðàìåòðàìè ( )1 2, ,n r r ,

ãäå

( ) ( ) { }1 1 2 1 1 2 2mod mod , max , ,n r n r r r r r r ′ ′= + = − 

{ }2 1 2 2min ,r r r r′ = − ;

á) 1 2 1r r r− ≤ β < .

Â ýòîì ñëó÷àå àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïîñòðîå-
íèþ ãîìîìîðôíîãî îáðàçà – ãðàôà H ñ ÷åòûðüìÿ îáðàçóþùèìè

{ }1 2 2 11, 1, 1, 1V r r r r= β − + + β + + β + + β + . Ïðèìåíÿÿ ëåììó

2.16, ïîëó÷àåì èçîìîðôíûé ãðàô ,H ′  ó êîòîðîãî ìíîæåñòâî îá-
ðàçóþùèõ åñòü

{ }1 2 0 1 0 1 2 01 , 1 , 2 1V r r r r r′ = − + + γ + + γ − + + γ ,

ãäå ( ) ( )0 1 1 2mod mod2n r r r γ = − +  . Òàêèì îáðàçîì, çäåñü ïðî-

áëåìà òàêæå ñâåëàñü ê òîé æå ïðîáëåìå, íî ñ ìåíüøèìè ïàðàìå-
òðàìè ( )1 2, ,n r r′ ′ ′ , ãäå

( ) ( )1 1 1 2mod mod2 ,n r n r r r ′ = + − + 
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{ } { }1 1 2 2 2 1 2 2max , , min , .r r r r r r r r′ ′= − = −

Ñëó÷àè, êîãäà 1 2r rβ = −  (èëè 1rβ = ), ñðàçó æå ïðèâîäÿò ê ãî-

ìîìîðôíîìó ãðàôó ñ òðåìÿ îáðàçóþùèìè è ñ ìåíüøèìè ïàðà-
ìåòðàìè { }1 11, 1, 1V r r= β + + + β + , ó êîòîðîãî 1r ′  è 2r ′  èìåþò

òàêèå æå çíà÷åíèÿ.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîìîðôèçìîâ ïðèâîäèò ê íàè-

ìåíüøåìó ãðàôó ñ òðåìÿ îáðàçóþùèìè, êîòîðûå íåëüçÿ ïðåîáðà-
çîâàòü, ò. å. ê îäíîìó èç òèïîâ:

{ }1 3, 1, 3 ,V n n= + +  { }2 3, 1, 2 ,V n n= + +  { }3 4, 1, 4V n n= + +

è
 { }4 4, 1, 3V n n= + + .

Ïîñëåäíÿÿ îáðàçóþùàÿ â ýòèõ ãðàôàõ çàâèñèò îò âòîðîé ñîñòàâëÿþ-

ùåé â çíà÷åíèÿõ n′ . Çíà÷åíèÿ ( )
1
kr  è ( )

2
kr  ïîñëå k øàãîâ ïîëó÷à-

þòñÿ ïî àëãîðèòìó Ýâêëèäà ïðè íàõîæäåíèè ÍÎÄ ( )1 2,r r , ïî-

ýòîìó âñåãäà ÍÎÄ ( ) ( )( )) )
1 2, 1k kr r = . Ïåðâûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ ãàìèëü-

òîíîâûì öèêëîì, ò.å. ñâÿçåí.
Âòîðîé ãðàô áåç ïåðâîé îáðàçóþùåé, êàê áûëî ïîêàçàíî,

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåïü äëèíîþ n, ïîýòîìó îí òàêæå ñâÿçåí.
Â òðåòüåì ãðàôå ïåðâàÿ îáðàçóþùàÿ ñâÿçûâàåò âåðøèíû 1 è

3. Âåðøèíà 2 – âèñÿ÷àÿ è ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì öåïè, ñîîòâåòñòâó-
þùåé îáðàçóþùèì n + 1 è n + 4. Åå âåðøèíû îáðàçóþò ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü 2, n — 1, 5, n — 4, 8, ..., â êîòîðîé îïåðàöèè âûïîë-
íÿþòñÿ ïî ìîäóëþ n. Ãðàô íåñâÿçåí, åñëè íà êàêîì-òî øàãå áó-
äóò ðàâíû äâà ñîñåäíèõ ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ýòî âîçìîæ-
íî äëÿ çíà÷åíèé n = 6, 9, 12, ... . Íî òîãäà ( )1 2 0 mod3r r≡ ≡ , ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. Ñëåäîâàòåëüíî, ( )0 mod3n ≡

è òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîáåãàåò âñå âåðøèíû, ÷òî ðàâíî-
ñèëüíî ñâÿçíîñòè ãðàôà.

Â ÷åòâåðòîì ãðàôå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò âèä 2, n — 1, 4,
n — 3, 6, ... . Åñëè îíà îáðûâàåòñÿ ðàíüøå, ÷åì ïðîáåãàåò âñå âåð-
øèíû, òî ( )1 mod2n ≡ , îòêóäà ( )1 2 0 mod2r r≡ ≡ , ÷òî òàêæå íå-

âîçìîæíî. Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé NA-ãðàô ñ òðåìÿ îáðàçóþùèìè è

èññëåäóåì âñå ñëó÷àè. Åñëè 1iu n≥ + , òî ïîÿâëÿþòñÿ èçîëèðî-
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âàííûå âåðøèíû, êîäû êîòîðûõ íà÷èíàþòñÿ ñ 1. Åñëè æå

1 1u n≤ + , òî èçîëèðîâàííûå âåðøèíû èìåþò êîäû n è ìåíüøå.

Îáùåå èõ ÷èñëî ðàâíî

1 3 1 31 1

2

u u n u n u− + + − + + −
.

Íàçîâåì ãðàô íåïëîòíûì, åñëè 3 2 1 1 0u u u u∆ = − − + > . Â

ýòîì ñëó÷àå ãðàô íå èìååò âåðøèí ñî ñòåïåíüþ 3 è ÷èñëî êîì-
ïîíåíò ðàâíî ïîëîâèíå ÷èñëà âåðøèí ñî ñòåïåíüþ 1. Âåëè÷èíà u∆
ýòî ÷èñëî îïðåäåëÿåò ñ òî÷íîñòüþ äî òåõ âåðøèí, êîòîðûå èìåþò
êîäû / 2iu  äëÿ ÷åòíûõ îáðàçóþùèõ. Â ñóììå îíî ðàâíî ∆u +

( ) ( ) ( )1 2 3u u u+δ + δ + δ . Ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò îòíîøåíèå

{ } { }1 2 1 2max , / max ,r rγ γ . Åñëè îíî ðàâíî öåëîìó ÷èñëó, òî â

ãðàôå ñóùåñòâóåò { }1 2 3min , 2 / 2u u u −   êîìïîíåíò, ïðåäñòàâ-

ëÿþùèõ âëîæåííûå äðóã â äðóãà öèêëû (ñàìûé âíóòðåííèé öèêë
ìîæåò âûðîäèòüñÿ â öåïü).

Òåîðåìà 2.17. ×èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè NA-ãðàôà ñ ìíî-
æåñòâîì { }1 2 3, ,U u u u=  ðàâíî

( ) ( ) ( )1 3 2 1 2 31 1 mod2 mod2 mod2
2

2

n u n u u u u u+ − + + − − − − −
+ ,

åñëè æå { } { }3 2 2 3 2 2 1max , 1 / min ,u u u u u u u− − − −  åñòü öåëàÿ âå-

ëè÷èíà, òî ýòî ÷èñëî óâåëè÷èâàåòñÿ íà

2 3 1 3 1 22 2 2
1

4

u u u u u u − + + − + −
  −
  

.

Ýòà ôîðìóëà ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ âñåõ ïåðå÷èñëåí-
íûõ âûøå êîìïîíåíò è ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Âîïðîñ î ñâÿçíîñòè ïðîèçâîëüíûõ NA-ãðàôîâ çàâåðøàåò óòâåð-
æäåíèå. ×èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ïëîòíîãî NA-ãðàôà ðàâíî

( )1 3 1 3 11 1 mod2
1

2 2

u u n u n u D u− + + − + + − − 
+ + 
 

,   (2.74)

ãäå D – íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë 3 2u u−  è 2 1u u− .

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïî÷òè èäåíòè÷íî äîêàçà-
òåëüñòâó òåîðåìû 2.16.
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2.8. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ОДНОРОДНЫХ ДЕРЕВЬЕВ
ПЕРВОГО РАНГА

Ïðåäñòàâëåíèå äàæå îäíîãî èç ïðîñòåéøèõ äåðåâüåâ ïåðâîãî
ðàíãà, êîòîðîå èíà÷å íàçûâàåòñÿ çâåçäîþ, â âèäå NA-ãðàôà íåâîç-
ìîæíî, â ÷åì ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî óáåäèòüñÿ, ïåðåáèðàÿ âñå
ñëó÷àè êîäèðîâàíèÿ äëÿ n = 4. Ïðè n = 3 çâåçäà âûðîæäàåòñÿ â
öåïü, êîòîðóþ åùå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå NA-ãðàôà. Òàê êàê
ëþáîé ãðàô ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå àðèôìåòè÷åñêîãî ãðàôà
(A-ãðàôà), òî âîçíèêàåò çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè.

 Îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíûé êîä âåðøèíû â ãðàôå N, à n, êàê
è ðàíüøå, ïóñòü îáîçíà÷àåò ÷èñëî âåðøèí ãðàôà. Â îïòèìàëüíîì
ïðåäñòàâëåíèè íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü N. Î÷åâèäíî, ÷òî N
âñåãäà äîëæíî ó÷àñòâîâàòü â îïòèìàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè.

Ëåììà 2.17. Â îïòèìàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè â âèäå A-ãðàôà
n-âåðøèííîé çâåçäû

N ≤ 2n — 3.

Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî â îïòèìàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè
âñåãäà ïðèñóòñòâóåò âåðøèíà ñ êîäîì 1. Åñëè åå íåò, òî ïåðåõîäÿ ê
äâîéñòâåííîé êîäèðîâêå 1i ix N x′ = + −  è 2 2i iu N u′ = + − , ãäå N –
ìàêñèìàëüíûé êîä, âñåãäà ïîëó÷àåì äëÿ íàèìåíüøåãî ÷èñëà α
íàèáîëüøåå ÷èñëî 1N N N′ = + − α < . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâàÿ
êîäèðîâêà íå áûëà îïòèìàëüíîé.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó îáðàçóþùèõ äëÿ äàííîãî ãðàôà ( )ijA a=

ðàçìåðîì N N× . Ïóñòü îïòèìàëüíîé êîäèðîâêîé áóäåò ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü 1 2 31, , , ... , nx x x x N= = . ×èñëî îáðàçóþùèõ ãðàôà
äîëæíî áûòü ðàâíûì ÷èñëó ðåáåð n — 1. Çíà÷åíèå N = 2n — 3 äî-
ñòèãàåòñÿ ïðè ñëåäóþùåé êîäèðîâêå: âñåì ïåðèôåðèéíûì (âèñÿ÷èì)
âåðøèíàì ïðèñâàèâàåì êîäû îò 1 äî n — 1, à öåíòðàëüíîé – êîä
2n — 3. Òîãäà ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ áóäåò ñëåäóþùèì: U = {2n —

— 2, 2n — 1, …, 3n — 4}. Òàê êàê âñå
ñóììû êîäîâ ïåðèôåðèéíûõ âåð-
øèí íå ïðåâûøàþò 2n — 3, òî ýòî
áóäåò äîïóñòèìàÿ êîäèðîâêà. Äâîé-
ñòâåííàÿ êîäèðîâêà äàåò öåíòðàëü-
íîé âåðøèíå êîä 1, à ïåðèôå-
ðèéíûì – 2n — 3, 2n — 2, 2n — 1, ...
…, n — 1. Íà ðèñ. 2.15 ïðèâåäåíà
êîäèðîâêà çâåçäû ïðè n = 8.Ðèñ. 2.15
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Ëåììà 2.18. Åñëè öåíòð n-âåðøèííîé çâåçäû èìååò êîä 1 èëè
2n — 3, òî êîäèðîâêà çâåçäû îäíîçíà÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè êîä öåíòðàëüíîé âåðøèíû ðàâåí 1, òî
îäíà èç ïåðèôåðèéíûõ âåðøèí èìååò êîä 2n — 3, ò. å. èìååòñÿ
îäíà îáðàçóþùàÿ 1 2 2u n= − . Ïîñòðîèì íà N-âåðøèííîì ìíî-
æåñòâå ãðàô H(u), â êîòîðîì äâå âåðøèíû ñìåæíû, åñëè èõ êîäû
â ñóììå äàþò ÷èñëî 2n — 2, ÷òî àâòîìàòè÷åñêè èñêëþ÷àåò ñîâìå-
ñòíîå ïðèñóòñòâèå ýòèõ êîäîâ â çâåçäå, òàê êàê â íåé óæå åñòü
ñîîòâåòñòâóþùåå ðåáðî. Ýòîò ãðàô ïîêàçàí íà ðèñ. 2.16, à.

Ðàññìîòðèì â òàêîì ãðàôå ïåðâîå ðåáðî (2, 2n — 4). Â îïòè-
ìàëüíóþ êîäèðîâêó ìîæåò âîéòè òîëüêî îäèí èç ýòèõ êîäîâ. Äî-
ïóñòèì, ÷òî âûáðàí êîä 2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â äàëüíåéøåì íåëü-
çÿ îäíîâðåìåííî âûáèðàòü ñìåæíûå êîäû k è k + 1, òàê êàê òîã-
äà ðåáðî (1, k + 1) èìååò äóáëèêàò (2, k). Ñîåäèíÿÿ ðåáðîì ïî-
ñëåäîâàòåëüíûå êîäû, ïîëó÷àåì ãðàô, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 2.16,
á. Â ýòîì ãðàôå, êðîìå âåðøèíû 2, íåîáõîäèìî âûáðàòü âåðøèí-
íî-íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ìîùíîñòüþ n — 3. Íî ýòî íåâîçìîæ-
íî, òàê êàê ÷èñëî îñòàâøèõñÿ âåðøèí ðàâíî 2n — 7, à âûáðàííûå
âåðøèíû òðåáóþò óäàëåíèÿ íå ìåíüøåãî êîëè÷åñòâà âåðøèí,
îòêóäà ñëåäóåò 2n — 6 > 2n — 7. Ñëåäîâàòåëüíî, êîä 2 â îïòèìàëü-
íîì âûáîðå íå ó÷àñòâóåò, è îñòàåòñÿ êîä 2n — 4. Â ðåçóëüòàòå ïî-
ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùàÿ 2 2 3u n= − , ÷òî âëå÷åò çà ñîáîé ïîÿâëåíèå â
ãðàôå H(u) ðåáåð (2, 2n — 5), (3, 2n — 6),..., (n — 2, n — 1), êàê ïîêàçà-
íî íà ðèñ 2.16, â. Â ýòîì ãðàôå âåðøèííî-íåçàâèñèìîå ìíîæåñò-

Ðèñ. 2.16
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âî ìîùíîñòè n — 2 âûáèðàåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì, ÷òî äàåò
êîäèðîâêó, êàê â ëåììå 2.17.

Òåîðåìà 2.18. Â îïòèìàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè n-âåðøèííîé
çâåçäû

N = 2n — 3.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîêàæåì, ÷òî åñëè êîä öåíòðàëü-

íîé âåðøèíû íå ðàâåí 1 èëè 2n — 3, òî ïóòåì ïåðåáîðà âñåõ êî-
äèðîâîê ýòîé âåðøèíû íåëüçÿ óìåíüøèòü îöåíêó ëåììû 2.17.
Äîêàçàòåëüñòâî ðàçáèâàåòñÿ íà ÷àñòè.

1. Ïóñòü êîä öåíòðàëüíîé âåðøèíû ðàâåí 2k (k ≥ 1). Äîñòà-
òî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì 2k ≤ n — 1, òàê êàê èíà÷å ìîæíî ê
íåìó âîçâðàòèòüñÿ ïîñëå çàìåíû 1i ix N x′ = + − . Ýòîò êîä çàäàåò

äâå îáðàçóþùèå 1 2 1u k= +  è 2 2 3 2u n k= − + . Ïîñòðîèì ãðàô òè-
ïà ãðàôà H(u) â ëåììå 2.17. Ýòî áóäåò ãðàô, ãäå ñîåäèíåíû ðåá-
ðàìè âåðøèíû, êîäû êîòîðûõ â ñóììå ðàâíû 2n — 3 + 2k èëè 2k + 1.
Áóäåì îáîçíà÷àòü íà ðèñóíêàõ òàêèå ðåáðà ãîðèçîíòàëüíûìè ëè-
íèÿìè.

Êðîìå òîãî, ðåáðàìè íàäî ñîåäèíèòü òå âåðøèíû, êîäû êî-
òîðûõ äàþò ðàçíîñòü 2k — 1 èëè 2n — 3 — 2k. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
ñóùåñòâóåò â îïòèìàëüíîé êîäèðîâêå êîä y è y + 2k — 1, òî îáðà-
çóþùàÿ y + 2k, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåáðó (y, 2k), ñîåäèíÿåò âåðøè-
íû 1 è y + 2k — 1, ÷òî íåäîïóñòèìî. Âñå òàêèå êîäû îáðàçóþò
àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ ðàçíîñòüþ d = 2k — 1. Òàê êàê

( ) ( )2 3 2 2 1 mod 2 4n k k n− − ≡ + −   , òî áóäåì ñ÷èòàòü åå åñòåñòâåí-

íûì ïðîäîëæåíèåì äëÿ ÷èñåë, áîëüøèõ 2n — 4, â êëàññå âû÷åòîâ
ïî ýòîìó ìîäóëþ. Íà ðèñóíêàõ áóäåì èçîáðàæàòü ýòè ðåáðà âåð-
òèêàëüíûìè ëèíèÿìè.

Åñëè 2k ≠ n — 1, òî ñóùåñòâóåò êîä, êîòîðûé çàâåäîìî íå èñ-
ïîëüçóåòñÿ. Åãî ìîæíî íàéòè èç ñîîòíîøåíèÿ 2k + x = 2n — 2, è
ýòî ðàâíî ñóììå 1 + N. Òàêîé êîä ðàâåí 2n — 2k — 2. Âåðøèíà ñ
ýòèì êîäîì ñîåäèíåíà ãîðèçîíòàëüíûì ðåáðîì ñ âåðøèíîé, êîä
êîòîðîé 2n — 3 + 2k — (2n — 2k — 2) = 4k — 1. Ïðîñëåäèì, íà÷èíàÿ
ñ ýòîé âåðøèíû, êóäà âåäåò âíèç öåïü èç âåðòèêàëüíûõ ðåáåð,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Ïîêàæåì, ÷òî îíà
âåäåò ê âåðøèíå  n — 1. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíåíèå

 ( ) ( ) ( )4 1 2 1 1 mod 2 4k k t n n− + − ≡ − −   .          (2.75)

Ýòî óðàâíåíèå âñåãäà èìååò ðåøåíèå, â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ,
ïîäñòàâèâ çíà÷åíèå t = n — 4. Â ðåçóëüòàòå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé ïîëó÷èì èñòèííîå ñîîòíîøåíèå
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( ) ( ) ( )1 2 4 0 mod 2 4k n n− − ≡ −   .

Âåðøèíà (n — 1) ñâÿçàíà ãîðèçîíòàëüíûì ðåáðîì ñ âåðøèíîé
2n — 3 + 2k — (n — 1) = n — 2 + 2k. Íî êîä ýòîé âåðøèíû îòëè÷àåò-
ñÿ îò êîäà âåðøèíû n — 1 íà âåëè÷èíó 2k — 1, ò. å. àðèôìåòè÷åñ-
êóþ ïðîãðåññèþ ìîæíî ïðîäîëæèòü ÷åðåç ãîðèçîíòàëüíîå ðåáðî
è äàëåå ââåðõ äî âåðøèíû ñ êîäîì 2n — 3 + 2k — (4k — 1+2k — 1) =
= 2n — 4k — 1.

Åñëè ÍÎÄ (2k — 1, n — 2) = 1, òî t = n — 4 ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì
ðåøåíèåì (2.75), òîãäà ãðàô ( )1 2,H u u  ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîé

êîìïîíåíòû (ðèñ. 2.17). Â íåì çàíÿòî 1 + 2(n — 4) = 2n — 7 âåð-
øèí, ÷òî ñ âåðøèíàìè 1, 2n — 3, 2k, 2n — 2 — 2k ñîñòàâëÿåò èñõîäíîå
÷èñëî 2n — 3. Â ãðàôå ( )1 2,H u u  äëÿ îïòèìàëüíîé êîäèðîâêè íå-

îáõîäèìî âûáðàòü n — 3 ïîïàðíî íåñìåæíûõ âåðøèí.
Î÷åâèäíî, ýòî ìîæíî ñäåëàòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì, íà÷è-

íàÿ ñ âåðøèíû 4k — 1. Óäàëÿÿ ñìåæíûå âåðøèíû, äàëåå âûáèðàåì
2n — 4k — 1, 8k — 3 è ò.ä. Â ðåçóëüòàòå â îïòèìàëüíîé êîäèðîâêå
îêàæóòñÿ âñå íå÷åòíûå âåðøèíû îò 1 äî 2n — 3. Òàêèì îáðàçîì,
âñå îáðàçóþùèå â çâåçäå áóäóò íå÷åòíûìè, ïîýòîìó íè îäíà ïàðà
âèñÿ÷èõ âåðøèí íå áóäåò ñîåäèíåíà, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ïóñòü òåïåðü ÍÎÄ (2k — 1, n — 2) = α > 1. Òîãäà óðàâíåíèå
(2.75) ïðè 2k — 1 = αs è 2n — 4 = 2αq ïðåîáðàçóåòñÿ â ñëåäóþùåå:

s(t + 2) = q [mod(2q)].                       (2.76)

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.76) ÿâëÿåòñÿ t = q — 2 = (n — 2)/ α — 2. Â
ýòîì ñëó÷àå ãðàô H ñîñòîèò èç (α + 1)/2
êîìïîíåíò. Â êîìïîíåíòå p(1), íà÷èíàþ-
ùåéñÿ ñ âåðøèíû 4k — 1, ñîäåðæàòñÿ âñå êîäû,
ðàâíûå 1(mod α). Âîçüìåì âåðøèíó ñ êîäîì
2. Îíà ñâÿçàíà ðàäèàëüíûì ðåáðîì ñ âåð-
øèíîé 2k — 1. Âî âíåøíåé êðóãîâîé öåïè
áóäóò ïåðå÷èñëåíû âñå êîäû, ðàâíûå 2(mod α),
à âî âíóòðåííåé êðóãîâîé öåïè – âñå êîäû,
ðàâíûå 0(mod α), òàê êàê 2k — 1 = 0(mod α).
Îáîçíà÷èì ýòó êîìïîíåíòó ãðàôà p(2,0).
Óðàâíåíèå st ≡ 0[mod (2q)] èìååò òîëüêî îä-
íî ðåøåíèå t = 2q, ïîýòîìó äëèíà ýòèõ öå-
ïåé ðàâíà 2q è îíè çàìûêàþòñÿ â öèêë, ÷òî
âìåñòå ñ âíóòðåííèì òàêèì æå öèêëîì äàåò
êðóãîâóþ ëåñåíêó (ðèñ. 2.18). Àíàëîãè÷íî ïî- Ðèñ. 2.17
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ëó÷àåì åùå êîìïîíåíòû p(3, α — 1), p(4, α — 2), ..., p[(α + 1)/2,
(α +3)/2].

Ðàññìîòðèì ïðèìåð íà ðèñ. 2.18, ãäå n = 22, k = 8. Â ýòîì
ãðàôå âûáîð n — 3 âçàèìíî íåñìåæíûõ âåðøèí óæå íå î÷åâèäåí.
Â êîìïîíåíòå p(1) ýòî âûïîëíÿåòñÿ, êàê è ðàíüøå, îäíîçíà÷íî.
Â äðóãèõ êîìïîíåíòàõ p(i, j) íåîáõîäèìî âûáðàòü ëèáî âñå ÷åò-
íûå êîäû, ëèáî âñå íå÷åòíûå.

Â êîìïîíåíòå p(2, 0) â îïòèìàëüíóþ êîäèðîâêó âõîäèò ëèáî
êîä 2, ëèáî êîä 2k — 1. Äîïóñòèì, ÷òî âíà÷àëå âûáðàí êîä 2. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî â ãðàôå H íàäî ñîåäèíèòü ðåáðàìè âåðøèíû, êîäû
êîòîðûõ äàþò ñóììó 2k + 2 èëè ðàçíîñòü 2k — 2.

Ðàññìîòðèì òåïåðü êîìïîíåíòó p[(α + 1)/2, (α + 3)/2]. Âî âíåø-
íåì åå öèêëå ïåðå÷èñëÿþòñÿ âñå êîäû, íå ïðåâûøàþùèå 2n — 4 è
ðàâíûå (α + 1)/2(mod α). Âî âíóòðåííåì öèêëå – òàêèå æå êîäû,
ðàâíûå (α + 3)/2(mod α). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âî âíóòðåííåì öèêëå
íàõîäÿòñÿ âñå êîäû, ïðåâûøàþùèå êîäû âíåøíåãî öèêëà íà 1.

Âîçüìåì âåðøèíó (α + 1)/2 è ñëåäóþùóþ çà íåé  2k — 1 + (α +
+ 1)/2. Ïîñëåäíþþ âåðøèíó íåîáõîäèìî ñîåäèíèòü ðåáðîì ñ âåð-
øèíîé (α + 3)/2 âíóòðåííåãî öèêëà, òàê êàê ðàçíèöà èõ êîäîâ
ðàâíà 2k — 2. Ýòè êîäû îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè, ïîýòîìó èõ íåëüçÿ
âûáèðàòü äëÿ îïòèìàëüíîé êîäèðîâêè, ò. å. äëÿ âûáîðà îñòàåòñÿ
êîä (α + 1)/2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âî âíóòðåííåì öèêëå åñòü âåð-
øèíà ñ êîäîì 2k — 1 + (α + 3)/2, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ñîåäèíèòü
ñ âåðøèíîé 4k — 2 + (α + 1)/2. Íî ïîñëåäíÿÿ âåðøèíà îäèíàêî-
âîé ÷åòíîñòè ñ (α + 1)/2, ÷òî îáóñëàâëèâàåò íåâîçìîæíîñòü åå
âûáîðà äëÿ îïòèìàëüíîé êîäèðîâêè. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå äåëàåò
íåâîçìîæíûì ïåðâîíà÷àëüíûé âûáîð âåðøèíû 2 â p(2,0).

Ðèñ. 2.18
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Îñòàåòñÿ âçÿòü êîä 2k — 1, ÷òî àâòîìàòè÷åñêè âûáèðàåò âñå
âåðøèíû ñ íå÷åòíûìè êîäàìè â ýòîé êîìïîíåíòå, â òîì ÷èñëå
ñìåæíóþ ñ âåðøèíîé 2 âåðøèíó 2k + 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â äàëü-
íåéøåì íåëüçÿ âûáèðàòü ñîñåäíèå êîäû. Ïîýòîìó â êîìïîíåíòå
p(3, 2k — 2) íàäî âûáèðàòü êîä 3 è âñå íå÷åòíûå êîäû. Â êîìïî-
íåíòå p(4, 2k — 3) óæå íåëüçÿ âûáèðàòü êîä 4, à íàäî âçÿòü êîä
2k — 3 è âñå íå÷åòíûå êîäû.

Ðàññóæäàÿ ïîäîáíûì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî åñëè
êîä öåíòðàëüíîé âåðøèíû ìåíüøå n — 1 è ðàâåí 2k, òî åäèíñò-
âåííîé îïòèìàëüíîé êîäèðîâêîé âèñÿ÷èõ âåðøèí çâåçäû ÿâëÿ-
åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ íå÷åòíûõ êîäîâ îò 1 äî 2n — 3.

2. Êîä öåíòðàëüíîé âåðøèíû ðàâåí 2k + 1 < n — 1 (k ≥ 1).
Îñíîâíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ñâÿçûâàåò âåðøèíó 4k + 1 è çà-

ïðåùåííóþ âåðøèíó 2n — 2k — 3, èìååò âèä

 4k + 1 + 2kt ≡ (2n — 2k — 3) [mod(2n — 4)].        (2.77)

Îíî ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñëåäóþùåìó:

k(t + 3) ≡ 0[mod(n — 2)].                       (2.78)

Âñåãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå t = (n — 2)/ÍÎÄ (k, n — 2) — 3 = ∆ — 3.
Òåïåðü ðàññìîòðèì öåïè, ïðåäñòàâëÿþùèå àðèôìåòè÷åñêóþ

ïðîãðåññèþ è ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû n — 1, k + 1 è n + k — 1 â
ãðàôå H, êîòîðûå ìû íàçîâåì ñðåäèííûìè, òàê êàê îíè ÿâëÿþòñÿ
ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì óæå çàäàííûõ âåðøèí 1, 2k + 1 è 2n — 3.
Âåðøèíû k + 1 è n + k — 1 â ãðàôå H(u) ïðèíàäëåæàò òðåóãîëü-
íûì ãðàíÿì. Íàïðèìåð, k + 1 ñâÿçàíà ñ 3k + 1, ýòà æå âåðøèíà
ñâÿçàíà ñ âåðøèíîé, êîä êîòîðîé 2n + 2k — 2 — (3k + 1) = 2n — k — 3,
à ïîñëåäíÿÿ, åñëè ïðèáàâèòü ê íåé êîä 2k, ñâÿçàíà ñ âåðøèíîé
2n — k — 3 + 2k = k + 1 + (2n — 4) ≡ (k + 1)[mod (2n — 4)]. Àíàëîãè÷íî
óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî ñîñòàâëÿþò òðåóãîëüíèê è âåðøèíû ñ êî-
äàìè n + k — 1, n + 3k — 1 è n + k — 1.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå öèêëà, îïðåäåëÿþùåãî àðèôìåòè÷åñ-
êóþ ïðîãðåññèþ:

2kt ≡ 0[(mod (2n — 4)],                        (2.79)

êîòîðîå ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó: kt ≡ 0[mod (n — 2)]. Î÷åâèäíî,
÷òî åãî ðåøåíèåì åñòü t = ∆. Ïðè ïîñòðîåíèè çàìêíóòîãî öèêëà,
ÿâëÿþùåãîñÿ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèåé, èñïîëüçóþòñÿ ïîâî-
ðîòû öåïåé (íà ðèñóíêàõ) â âåðøèíàõ, ïðèíàäëåæàùèõ òîëüêî
òðåì ýëåìåíòàì. Ýòè ýëåìåíòû – äâà òðåóãîëüíèêà ñ êîäàìè k + 1
è n + k — 1, à òàêæå ãîðèçîíòàëüíîå ðåáðî (n — 1, n + 2k — 1). Â
ïîñëåäíåì ñóììà êîäîâ âåðøèí ðàâíà ñóììå ìàêñèìàëüíîãî êîäà
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2n — 3 è öåíòðàëüíîãî êîäà 2k + 1; ñ äðóãîé ñòîðîíû, èõ ðàçíèöà
ðàâíà 2k, ò. å. êîäû ðåáðà ïðèíàäëåæàò àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåñ-
ñèè. Âåðøèíû 4k + 1 è k + 1 ñâÿçàíû öåïüþ ñ âåðøèíîé n — 1,
åñëè èìååò ðåøåíèå îäíî èç óðàâíåíèé:

 2k(t + 2) ≡ (n — 2) [(mod (2n — 4)],

 k(2t + 1) ≡ (n — 2) [(mod (2n — 4)].              (2.80)

Åñëè ∆ – ÷åòíîå ÷èñëî, òî t = ∆/2 — 2, è ñâÿçàííûìè áóäóò
âåðøèíû 4k + 1 è n — 1, åñëè æå ∆ – íå÷åòíîå ÷èñëî, òî t = (∆ +
+ 1)/2 è ñâÿçàííûìè áóäóò âåðøèíû k + 1 è n — 2. Â ïåðâîì ñëó÷àå
äâà òðåóãîëüíèêà ïðèíàäëåæàò îäíîé êîìïîíåíòå è âñåãî òàêèõ
êîìïîíåíò áóäåò ∆ + 1. Âî âòîðîì ñëó÷àå ÷èñëî êîìïîíåíò òàêæå
ðàâíî ∆ + 1, íî òðåóãîëüíèêè ïðèíàäëåæàò ðàçíûì êîìïîíåíòàì.
Òàêèì îáðàçîì, ãðàô H(u) ñîñòîèò èç 2n — 7 âåðøèí, è â íåì íå-
îáõîäèìî âûáðàòü âåðøèííî-íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ìîùíîñòè
n — 4. Îäíàêî, ââèäó ïðèñóòñòâèÿ òðåóãîëüíèêîâ ýòîãî ñäåëàòü
íåëüçÿ. Ýòî ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ î íåñóùåñòâîâàíèè îïòè-
ìàëüíîé êîäèðîâêè, åñëè êîä öåíòðàëüíîé âåðøèíû íå÷åòíûé.

3. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîé êîäèðîâêè,
åñëè êîä öåíòðàëüíîé âåðøèíû ðàâåí n — 1. Â ýòîì ñëó÷àå ãðàô
H(u) ñîñòîèò èç / 2 1n −    êîìïîíåíò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ñâÿçíûé êâàäðàò ñ òàêèìè êîäàìè âåðøèí: (i, n — i,
n + i — 2, 2n — i — 2)  (i = 2, 3, …, ( )1 / 2n −   ). Åñëè n – ÷åòíîå,

òî ïîñëåäíÿÿ êîìïîíåíòà åñòü âåðòèêàëüíîå ðåáðî ñ êîäàìè (n/2,
3n/2 — 2).

Ïóñòü n ≡ 1(mod 2) (ðèñ. 2.19, n = 15), òîãäà öåíòðàëüíàÿ âåð-
øèíà èìååò ÷åòíûé êîä.

Âîçüìåì äëÿ îïòèìàëüíîé êîäèðîâêè â ãðàôå H(u) âåðøèíó 2.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ãðàôå H(u) íàäî ñîåäèíèòü ðåáðàìè âåðøè-
íû, ðàçíîñòü êîäîâ êîòîðûõ ðàâíà n — 3. Â ïîñëåäíåì êâàäðàòå
ïîÿâèòñÿ äèàãîíàëü, ñîåäèíÿþùàÿ âåðøèíû (n + 1)/2 è (3n — 5)/2
(íà ðèñ. 2.19 âåðøèíû 8 è 20), ò. å. â ýòîì êâàäðàòå ìîæíî âûáðàòü

Ðèñ. 2.19
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òîëüêî âåðøèíó (n — 1)/2 = 7. Ýòà âåðøèíà ñîåäèíåíà ñ ëåâîé
íèæíåé âåðøèíîé (êîä êîòîðîé (3n — 7)/2 = 19) ïðåäûäóùåãî
êâàäðàòà, ïîýòîìó â íåì ìîæíî âûáðàòü îäíó âåðøèíó (n — 3)/2 = 6.

Ðàññóæäàÿ òàêèì îáðàçîì è äàëåå, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî
îïòèìàëüíîé êîäèðîâêîé ÿâëÿåòñÿ âûáîð â êâàäðàòàõ ëåâûõ âåðõ-
íèõ è ïðàâûõ íèæíèõ âåðøèí, ÷òî äàåò åäèíñòâåííûå êîäû 2,
3,..., (n — 1)/2 è 2n — 3, 2n — 4,..., (3n — 3)/2. Êðîìå òîãî, êàê áû-
ëî ïîêàçàíî ðàíüøå, îïòèìàëüíîé êîäèðîâêîé ÿâëÿåòñÿ íàáîð
âñåõ íå÷åòíûõ ÷èñåë îò 1 äî 2n — 3.

Ïóñòü òåïåðü n ≡ 0(mod 2). Åñëè ìû âûáåðåì âåðøèíó 2 â ïåð-
âîì êâàäðàòå, òî òàê æå, êàê è ïðåæäå, â ãðàôå H(u) íàäî âûá-
ðàòü òå æå âåðøèíû â êâàäðàòàõ, à íà ðåáðå ìîæíî âûáðàòü îäíó
ëþáóþ âåðøèíó, èáî îíè ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåííûìè îòíîñèòåëüíî
êîäà 2n — 2. Ïîëó÷àþòñÿ äâå îïòèìàëüíûå êîäèðîâêè: 2, 3,..., n/2,
3n/2 — 1, 3n/2,..., 2n — 3, ïðè ýòîì âòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ýòîé çà-
ìåíîé êîäà n/2 íà äâîéñòâåííûé 3n/2 — 2.

Âîçüìåì òåïåðü â ïåðâîì êâàäðàòå äâà äðóãèõ êîäà n — 2 è n.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ãðàôå H(u) íóæíî ñîåäèíèòü âñå âåðøèíû,
êîäû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå âåðõíÿÿ
âåðøèíà îäèíîêîãî ðåáðà ñîåäèíèòñÿ ñ äâóìÿ âåðõíèìè, à íèæ-
íÿÿ – ñ äâóìÿ íèæíèìè âåðøèíàìè ïðåäûäóùåãî êâàäðàòà. Òåì
ñàìûì êîäû ýòîãî îäèíîêîãî ðåáðà íå ìîãóò âõîäèòü â îïòèìàëü-
íóþ êîäèðîâêó, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ÷åòíîãî n
ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà îïòèìàëüíàÿ êîäèðîâêà.

Ñëåäñòâèå. ×èñëî îïòèìàëüíûõ êîäèðîâîê n-âåðøèííîé çâåç-
äû ðàâíî

n — n(mod 2).
Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî ÷åòíûõ êîäîâ, êîòîðûå ïðèñâàèâàþòñÿ

öåíòðàëüíîé âåðøèíå, ðàâíî n — 2. Ïðè ÷åòíûõ n åùå äîáàâëÿåò-
ñÿ äâå êîäèðîâêè, êîãäà êîä öåíòðàëüíîé âåðøèíû ðàâåí n — 1, à
äëÿ íå÷åòíûõ n – òîëüêî îäíà êîäèðîâêà.

2.9. ОПТИМАЛЬНАЯ КОДИРОВКА
ОДНОРОДНЫХ ДЕРЕВЬЕВ ВТОРОГО РАНГА

Íàïîìíèì, ÷òî ðàíãîì äåðåâà íàçûâàåòñÿ äëèíà ìàêñèìàëü-
íîãî ïóòè îò öåíòðà ê ïåðèôåðèéíîé (âèñÿ÷åé) âåðøèíå. ×àñòî
öåíòð äåðåâà âûáèðàþò â êà÷åñòâå êîðíåâîé âåðøèíû. Áóäåì
ðàññìàòðèâàòü îäíîðîäíûå äåðåâüÿ ñòåïåíè ρ, ó êîòîðûõ âñå âè-
ñÿ÷èå âåðøèíû íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè k îò êîðíÿ. Èíà÷å ýòè
âåðøèíû íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè âåðõíåãî ÿðóñà.



Ч А С Т Ь  I.  Числовые графы

104

Ïóñòü k = 2. Îáîçíà÷èì êîðåíü äåðåâà êàê ny , ãäå n – ÷èñëî

âñåõ âåðøèí, âåðøèíû ïåðâîãî ÿðóñà – ( )1, 2, ... ,iy i = ρ , îñòàëü-

íûå âåðøèíû âòîðîãî (âåðõíåãî) ÿðóñà – yj (j = ρ + 1, ρ + 2, …, n —1).
 Èçâåñòíî [38], ÷òî íàáîð öåïåé ìîæíî çàêîäèðîâàòü ñ ïî-

ìîùüþ äâóõ îáðàçóþùèõ. Åñëè ñäåëàòü ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó
ðåáåð äåðåâà (â íàøåì ñëó÷àå ýòî äåëàåòñÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñ-
òüþ äî ïåðåñòàíîâêè öâåòîâ), òî ïîíàäîáèòñÿ ρ êðàñîê. Åñëè ïî-
ñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé êðàñêå îäíó îáðàçóþùóþ, òî âîç-
íèêàåò âîïðîñ î ïîñòðîåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé êîäèðîâêè.

Äëÿ òîãî ÷òîáû äàòü îòâåò íà ýòîò âîïðîñ, ðàññìîòðèì îäíó
ïðîáëåìó èç òåîðèè ÷èñåë.

Çàäà÷à î ðàçíîñòÿõ. Äëÿ êàæäîãî ρ ≥ 2 íàéòè öåëûå ÷èñëà

1 1... 1x x xρ ρ −> > > =  òàêèå, ÷òî:

1) äëÿ ëþáûõ 1 ≤ i, j ≤ ρ íè îäíà ðàçíîñòü i jx x−  íå ïîâòîðÿåòñÿ;

2) õρ – ìèíèìàëüíîå.
Â îáùåì âèäå ýòà çàäà÷à åùå íå ðåøåíà, õîòÿ äëÿ ρ ≤ 11 ñ

ïîìîùüþ ÝÂÌ óäàëîñü îïðåäåëèòü âñå òàêèå ÷èñëà. Ïðè ýòîì
ïîëó÷àþòñÿ íååäèíñòâåííûå ðåøåíèÿ.

 Â òàáë. 2.4 [74] ïðèâåäåíû âñå ðåçóëüòàòû ýòèõ ðåøåíèé.
Çäåñü äî ρ = 7 âêëþ÷èòåëüíî óêàçàíû âñå âàðèàíòû ðåøåíèé, à
äàëüøå ïðèâåäåíî òîëüêî ïî îäíîìó âàðèàíòó. Â òðåòüåì ñòîëáöå
âû÷èñëåíû ðàçíîñòè ìåæäó ñîñåäíèìè ÷èñëàìè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè õ³.

Âîçüìåì ρ = 6 è ðàññìîòðèì ìàòðèöó A ðàçìåðíîñòüþ (ρ —1) ×
× ( ρ — 1), ó êîòîðîé íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàñïîëîæåíû ýëåìåí-
òû èç òðåòüåãî ñòîëáöà (ïîñëåäîâàòåëüíûå ðàçíîñòè):

1 4 10 12 17

3 9 11 16

6 8 13 .

2 7

5

A

 
 
 
 =
 
 
 
 

Íèæå äèàãîíàëè âñå 0ija = , à äëÿ ( )ija j i>  ýëåìåíòû îáðàçóþòñÿ

ïî ïðàâèëó

1, 1 ...ij ii i i jja a a a+ += + + + .
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 Ò à á ë è ö à  2.4

ρ õρ Ðàçíîñòü Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

2 2 1 1,2
3 4 1,2 1,2,4
4 7 1,3,2 1,2,5,7
5 12 1,3,5,2 1,2,5,10,12

2,5,1,3 1,3,8,9,12
6 18 1,3,6,2,5 1,2,5,11,13,18

1,3,6,5,2 1,2,5,11,16,18
1,7,4,2,3 1,2,9,12,14,18
1,7,3,2,4 1,2,9,13,15,18

7 26 1,3,6,8,5,2 1,2,5,11,19,24,26
1,6,4,9,3,2 1,2,8,12,21,24,26
1,10,5,3,4,2 1,2,12,17,20,24,26
2,1,7,6,5,4 1,3,4,11,17,22,26
2,5,6,8,1,3 1,3,8,14,22,23,26

8 35 1,3,5,6,7,10,2 1,2,5,10,16,23,33,35
9 45 1,4,7,13,2,8,6,3 1,2,6,13,26,28,36,42,45
10 56 1,5,4,13,3,8,7,12,2 1,2,7,11,24,27,35,42,54,56
11 73 1,3,9,15,5,14,7,10,6,2 1,2,5,14,29,34,48,55,65,71,73

Ïîêàæåì, ÷òî âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A íå ïîâòî-
ðÿþòñÿ. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ïî ñóùåñòâó 1ii i ia x x+= − . Òîãäà

( ) ( ) ( )1 2 1 1 1...ij i i i i j j j ia x x x x x x x x+ + + + += − + − + + − = − .

Ïî ïîñòðîåíèþ õ³ òàêèå, ÷òî íèêàêèå èõ ðàçíîñòè íå ñîâïàäàþò,
çíà÷èò, âñå ija  ðàçëè÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ ñóììà ïîñëåäî-

âàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû A äàåò íàì íå-
ïîâòîðèìîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

1 2 5 11 13 18

6 7 10 16 18 23

8 9 12 18 20 25
.

14 15 18 24 26 31

17 18 21 27 29 34

18 19 22 28 30 35

B

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

Â ýòîé ìàòðèöå â ïåðâîé ñòðîêå çàïèñàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ix .
Âî âòîðîé ñòðîêå çàïèñàíû òå æå ýëåìåíòû, óâåëè÷åííûå íà ïî-
ñëåäíåå çíà÷åíèå ðàçíîñòè (ò.å. íà 5). Â òðåòüåé ñòðîêå çàïèñàíû
ýëåìåíòû âòîðîé ñòðîêè, óâåëè÷åííûå íà ïðåäïîñëåäíåå çíà÷å-
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íèå ðàçíîñòè (ò. å. íà 2) è ò.ä. Êàê âèäíî, â ìàòðèöå âñå ýëåìåíòû,
çà èñêëþ÷åíèåì ïîä÷åðêíóòûõ, ðàçëè÷íû. Ïîä÷åðêíóòûå ýëåìåí-
òû îáðàçóþò äèàãîíàëü è ðàâíû xρ . Ýòà äèàãîíàëü îáóñëàâëèâàåò

ñèììåòðèþ äëÿ ýëåìåíòîâ, ÷òî îáíàðóæèâàåòñÿ è ïðè îáðàçîâà-
íèè ìàòðèöû:

1 , 1 2ij n j n ia a x+ − + − ρ+ = .

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ix , ïîñòðîåííàÿ äëÿ âåê-
òîðà ðàçíîñòåé (1, 3, 6, 2, 5), ìîæíî ïîñòðîèòü è äëÿ îáðàòíîãî
âåêòîðà (5, 2, 6, 3, 1). Áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
äâîéñòâåííîé, â ìàòðèöå B åé ñîîòâåòñòâóåò ïåðâûé ñòîëáåö. Âîçü-
ìåì äâà ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòà ìàòðèöû, îäíîâðåìåííî íå ïðè-
íàäëåæàùèõ ïîä÷åðêíóòîé äèàãîíàëè, è ïîêàæåì, ÷òî îíè ðàç-
ëè÷íû. Åñëè îíè íàõîäÿòñÿ â îäíîé ñòðîêå èëè â îäíîì ñòîëáöå,
òî îíè ðàçëè÷íû âñåãäà. Ïóñòü èõ ñòðîêè è ñòîëáöû íå ñîâïàäà-
þò, ò.å. ñðàâíèâàåì ija  è kla , ãäå l > j.

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
1) i > k,

òîãäà

1,ij kja a d= +  2.kl kja a d= +

Çäåñü 1d  è 2d  – ñóììà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ äèàãîíàëè
ìàòðèöû A, ò. å. ðàçëè÷íûå âåëè÷èíû, ÷òî ðàâíîçíà÷íî íåñîâïà-
äåíèþ ýëåìåíòîâ ija  è kla ;

2) i < k,
òîãäà

1,ij kja a d= − 2.kl kja a d= −

Çäåñü 1d  è 2d  èìåþò òå æå ñâîéñòâà, ÷òî è â ñëó÷àå 1), ïîýòîìó

âñåãäà ija  íå ðàâíî kla .

Âåðíåìñÿ ê îäíîðîäíîìó äåðåâó âòîðîãî ðàíãà äëÿ ρ = 6
(ðèñ. 2.20). Ïðåäñòàâèì, ÷òî ïîëó÷åíà êîäèðîâêà âåðøèí ýòîãî
äåðåâà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïòèìàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ.

Îòíîñèòåëüíî ýòîé êîäèðîâêè ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.19. Äëÿ îïòèìàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîðîäíîãî

äåðåâà âòîðîãî ðàíãà ñòåïåíè k ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

( )
,

max 4 1 ,i ji j
y y xρ− ≤ −

ãäå xρ  – ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå çàäà÷è î ðàçíîñòÿõ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàåì ïåðåêîäèðîâêó äåðåâà ïî ïðàâèëó

i i ny y y′ = −  äëÿ âñåõ âåðøèí. Òîãäà 0ny′ =  è îáðàçóþùèå ðåáåð,

ñìåæíûõ ñ êîðíåì, áóäóò èìåòü âèä ( )1, 2, ... ,i iu y i′= = ρ . Òå æå

îáðàçóþùèå äîëæíû áûòü è äëÿ ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû
ïåðâîãî è âòîðîãî ÿðóñîâ. Êîäû âèñÿ÷èõ âåðøèí, ñâÿçàííûõ ñ
ïåðâîé âåðøèíîé, áóäóò èìåòü âèä 1k iy y y′ = − . Â îáùåì ñëó÷àå êî-
äû âèñÿ÷èõ âåðøèí, ñâÿçàííûõ ñ j-é âåðøèíîé ïåðâîãî ÿðóñà (j = 1,
2, …, ρ), áóäóò èìåòü âèä k i jy y y′ = −  ( ), 1, 2,..., 1j i k n≠ = ρ + ρ + − .

Òàêèì îáðàçîì, êîäû âèñÿ÷èõ âåðøèí áóäóò ïðåäñòàâëÿòü
âñåâîçìîæíûå ðàçíîñòè ìåæäó êîäàìè ïåðâûõ ρ âåðøèí, ñâÿ-
çàííûõ ñ êîðíåì äåðåâà, â òîì ÷èñëå è îòðèöàòåëüíûå. Íå îïðå-
äåëÿÿ êîäû ( )1, 2, ... ,iy i = ρ , çàôèêñèðóåì êîäû âèñÿ÷èõ âåð-

øèí. Ïðèáàâèì ñíîâà ê íèì ÷èñëî, ðàâíîå 
,

max 1i ji j
y y− + . Èç

òàáë. 2.4 íàì èçâåñòíî, ÷òî îíî ðàâíî 18. Òàêèì îáðàçîì, êîðåíü
äåðåâà èìååò âèä 18ny = , à âèñÿ÷èå âåðøèíû ïðèîáðåòàþò êîäû,
ðàñïîëîæåííûå â ñòðîêàõ ìàòðèöû B. Ïðè ýòîì âèñÿ÷èì âåðøè-
íàì, ñâÿçàííûì ñ k-é âåðøèíîé (k = 1, 2,..., ρ), ñîîòâåòñòâóþò
êîäû ñòðîêè ïîä íîìåðîì (7 — k), èñêëþ÷àÿ ïîä÷åðêíóòûå ýëå-
ìåíòû, îòíîñÿùèåñÿ ê êîðíþ äåðåâà.

2.10. О ГАМИЛЬТОНОВОСТИ АРИФМЕТИЧЕСКИХ ГРАФОВ

Åñëè â àðèôìåòè÷åñêîì ãðàôå îáðàçóþùàÿ u < n + 1, òî âåð-
øèíà n íå îõâà÷åíà ýòîé îáðàçóþùåé; åñëè u > n + 1, òî âåðøè-
íà 1 íå îõâà÷åíà ýòîé îáðàçóþùåé. Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè â

Ðèñ. 2.20
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àðèôìåòè÷åñêîì ãðàôå ãàìèëüòîíîâà öèêëà óïèðàåòñÿ â àíàëèç
îáðàçóþùèõ ýòîãî ãðàôà, òàê êàê ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ïðè
ýòîì äîëæíà áûòü ≥ 2. Â ýòîì ñëó÷àå îñîáóþ ðîëü ïðèîáðåòàåò
îáðàçóþùàÿ u = n + 1, êîòîðàÿ îõâàòûâàåò îáå âåðøèíû 1 è n.
Íàéäåì ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî îáðàçóþùèõ, äëÿ êîòîðûõ ãðàô
áóäåò ãàìèëüòîíîâûì. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ îáðàçóþ-
ùèõ ãðàô íå áóäåò ãàìèëüòîíîâûì, òàê êàê ïðè ýòîì ëèáî âåð-
øèíà 1, ëèáî âåðøèíà n áóäåò èìåòü ñòåïåíü ≤ 1.

Òåîðåìà 2.20. Àðèôìåòè÷åñêèé ãðàô ñ îáðàçóþùèìè

 
1

, 1,
2

n
U n n n

 +  = + +    

ãàìèëüòîíîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå äâå îáðàçóþùèå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

öåïü, íà÷èíàþùóþñÿ â âåðøèíå n, è îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü n, 1, n – 1, 2, n – 2, …. Åñëè n = 2k, òî öåïü çàêàí÷èâàåò-
ñÿ â âåðøèíå k, à åñëè n = 2k+1, òî öåïü çàêàí÷èâàåòñÿ â âåðøè-
íå k + 1. ×òîáû îáðàçîâàòü ãàìèëüòîíîâ öèêë, íåîáõîäèìî ýòó
êîíå÷íóþ âåðøèíó ñîåäèíèòü ñ âåðøèíîé n. Äëÿ ýòîãî è íåîá-

õîäèìà îáðàçóþùàÿ 
1

2
n

u n
+ = +   

.

Ñëåäñòâèå. Äâîéñòâåííûé àðèôìåòè÷åñêèé ãðàô áóäåò èìåòü
îáðàçóþùèå

1
1, 2, 1

2
n

U n n
 +  = + + +    

.

Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ öåïü áóäåò èìåòü êîíå÷-

íûå âåðøèíû 1 è 
1

2
n + 
  

, ÷åì è îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäíÿÿ îáðà-

çóþùàÿ. Èç òåîðåìû 2.20 è ñëåäñòâèÿ ëîãè÷íî ñäåëàòü òàêæå âû-
âîä î òîì, ÷òî ëþáîé ãàìèëüòîíîâ ãðàô ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì
îáðàçóþùèõ äîëæåí âñåãäà èìåòü îáðàçóþùóþ u = n + 1. Íà ðèñ. 2.21
ïðèâåäåí ïðèìåð ãàìèëüòîíîâà ãðàôà äëÿ n = 11 (À-ãðàô ñ U =
= (11, 12, 17)) è äâîéñòâåííîãî ê íåìó (ñ U = (7, 12, 13)). Áóäåì
îáîçíà÷àòü ∆ – ðàçíèöà ìåæäó îáðàçóþùåé u = n + 1 è áëèæàéøåé
îáðàçóþùåé ê íåìó. Â òåîðåìå 2.20 áûëè ðàññìîòðåíû ãðàôû ñ
∆ = 1. Ðàññìîòðèì ãðàôû ñ ∆ = 2, ò. å. ãðàôû ñ u = n + 1 è u = n — 1.
Çäåñü âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ñëó÷àè:

à) ïóñòü 2n k= . Â ýòîì ñëó÷àå îáðàçóþùèå îáåñïå÷èâàþò ïî-
ëó÷åíèå îäíîé öåïè n, 1, n — 2, 3, n — 4, 5, …, 2, n — 1. Òîãäà äî-
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ñòàòî÷íî îäíîé îáðàçóþùåé u = 2n — 1, ÷òîáû îáúåäèíèòü ýòó
öåïü â ãàìèëüòîíîâ öèêë;

á) 2 1n k= + . Â ýòîì ñëó÷àå îáðàçóþùèå ñîçäàþò äâå öåïè –
îäíó ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè, îäíó – ñ íå÷åòíûìè. Â çàâèñèìîñòè
îò çíà÷åíèÿ k ýòî ïðèâîäèò ê äâóì âàðèàíòàì:

á1) 4 1n l= + . Ïðè ýòîì íå÷åòíûå íîìåðà îáðàçóþò öåïü
4 1,1,4 1,3,4 3,5, ,2 1l l l l+ − − +… , à ÷åòíûå íîìåðà îáðàçóþò öåïü

4 ,2,4 2,4,4 4,6, ,2l l l l− − … . Çäåñü äîñòàòî÷íî äîáàâèòü îäíó îáðà-

çóþùóþ 6 1u l= + , ÷òîáû ñîåäèíèòü äâå öåïè â ãàìèëüòîíîâ
öèêë. Ïðè ýòîì ñîåäèíÿòñÿ ìàêñèìàëüíûé íîìåð îäíîé öåïè ñ
ìèíèìàëüíûì íîìåðîì äðóãîé;

á2) 4 3n l= + . Ïðè ýòîì íå÷åòíûå íîìåðà îáðàçóþò öåïü 4l +
3,1,4 1,3,4 1,5, ,2 1l l l+ + − +… , à ÷åòíûå íîìåðà – öåïü 4l + 2, 2, 4l,

4,4 2,6, ,2 2l l− +… . Çäåñü íå ñóùåñòâóåò îäíîé îáðàçóþùåé, äî-
ñòàòî÷íîé äëÿ òîãî, ÷òîáû îáúåäèíèòü äâå öåïè â ãàìèëüòîíîâ
öèêë. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî äâå îáðàçóþùèå: ëèáî 1 6 3u l= + ,

2 6 5u l= + , ëèáî 1 8 5u l= + , 2 4 3u l= + . Îäíàêî ïîñëåäíèé ñëó÷àé

ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ 1∆ = , ïîýòîìó îí îòïàäàåò. Îñòàåòñÿ ïåðâûé
ñëó÷àé. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

 Òåîðåìà 2.21. Ïðè 2∆ =  äëÿ ãàìèëüòîíîâîñòè ãðàôà äîñòà-
òî÷íî òðåõ îáðàçóþùèõ, çà èñêëþ÷åíèåì 4 3n l= + , êîãäà òðåáó-
åòñÿ ÷åòûðå îáðàçóþùèõ.

 Äëÿ äâîéñòâåííîãî ãðàôà èìååì òå æå ñëó÷àè. Íà ðèñ. 2.22
ïðèâåäåí ïðèìåð ãðàôà äëÿ 13n =  (À-ãðàô ñ 13n = , U = (12, 14,
19)).

Ðàññìîòðèì òåïåðü À-ãðàôû ñ 3∆ = .
Òåîðåìà 2.22. Äëÿ ãàìèëüòîíîâîñòè À-ãðàôà ñ 3∆ =  íåîáõî-

äèìî è äîñòàòî÷íî ÷åòíûõ îáðàçóþùèõ.

Ðèñ. 2.21
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ýòîì ñëó÷àå äâå ïåðâûå îáðàçóþùèå èìåþò
âèä 1 21, 2u n u n= + = − . Îíè îáðàçóþò äâå öåïè, äëÿ ïðåîáðàçî-
âàíèÿ èõ â ãàìèëüòîíîâ öèêë ïîíàäîáÿòñÿ åùå äâå îáðàçóþùèõ.
Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ:

 à) ( )0 mod3n ≡ . Ïåðâóþ öåïü ñîñòàâëÿþò âåðøèíû n, 1, n — 3,

4, …, 3, n — 2. Âòîðóþ öåïü ñîñòàâëÿþò âåðøèíû, íîìåðà êîòîðûõ
ðàâíû ( )1 mod3− . Íà÷àëüíûé îòðåçîê öåïè n — 1, 2, n — 4, 5, … .

Êîíåö öåïè çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ n. Åñëè 2n k= , òî êîíåö öåïè
ðàâåí 1k − , à åñëè n =2k + 1, òî – 1k + ;

 á) ( )1 mod3n ≡ . Ïåðâàÿ öåïü ñîñòîèò èç âåðøèí, íîìåðà êî-

òîðûõ ðàâíû ( )1 mod3 . Íà÷àëüíûé îòðåçîê öåïè ,1, 3,4, ,n n − …  à

êîíå÷íàÿ âåðøèíà íàõîäèòñÿ òàê æå, êàê è â ñëó÷àå à). Âòîðàÿ
öåïü ñîñòîèò èç âåðøèí 1,2, 4,5, ,3, 2n n n− − −… ;

 â) ( )2 mod3n ≡ . Ïåðâóþ öåïü ñîñòàâëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

âåðøèí ,1, 3,4, ,2, 1n n n− −… . Âòîðàÿ öåïü ñîñòîèò èç âåðøèí,

íîìåðà êîòîðûõ ðàâíû ( )0 mod3 . Íà÷àëüíûé îòðåçîê öåïè

2,3, 5,6,n n− − … . À êîíå÷íàÿ âåðøèíà îïðåäåëÿåòñÿ òàê: äëÿ

2n k=  êîíåö öåïè ðàâåí 2k + , à äëÿ 2 1n k= +  êîíåö öåïè ðà-
âåí 1k + .

 Âî âñåõ ñëó÷àÿõ äëÿ îáðàçîâàíèÿ ãàìèëüòîíîâà öèêëà íåîá-
õîäèìî äîáàâèòü åùå äâå îáðàçóþùèå, ïðè ýòîì ìåíüøèì èõ
êîëè÷åñòâîì íåëüçÿ îáîéòèñü. Íà ðèñ. 2.23 ïðèâåäåí ïðèìåð äëÿ
À-ãðàôà ñ n = 16, U = (14, 17, 21, 31). Ðàññìîòðèì òåïåðü À-ãðàôû
ñ 4∆ = . Äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.23. Äëÿ ãàìèëüòîíîâîñòè À-ãðàôîâ ñ 4∆ =  ïðè
4n k= , 4 3k +  äîñòàòî÷íî ÷åòûðåõ îáðàçóþùèõ, ïðè 4 2n k= +

äîñòàòî÷íî òðåõ îáðàçóþùèõ è ïðè 4 1n k= +  íåîáõîäèìî 5 îá-
ðàçóþùèõ.

Ðèñ. 2.22
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî âñå ñëó÷àè,
ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî îáðàçóþùèå ðàâíû 1 1u n= + , 2 3u n= − :

 à) 4n k= . Îáðàçóþùèå ñîñòàâëÿþò äâå öåïè. Ïåðâàÿ ïðîõîäèò
ïî âåðøèíàì ,1, 4,5, ,4, 3n n n− −… . Âòîðàÿ öåïü ïðîõîäèò ïî âåð-

øèíàì 1,2, 5,6, ,3, 2n n n− − −… . ×òîáû îáúåäèíèòü ýòè öåïè â ãà-

ìèëüòîíîâ öèêë, íåîáõîäèìî äîáàâèòü äâå îáðàçóþùèå:  1 2 1,u n= −

2 2 5u n= −  ëèáî 1 22 2, 2 4u n u n= − = − ;

 á) 4 3n k= + . Îáðàçóþùèå ñîñòàâëÿþò òðè öåïè. Ïåðâàÿ öåïü
ïðîõîäèò ïî âåðøèíàì ,1, 4,5, ,3, 2n n n− −… . Âòîðàÿ öåïü ïðîõî-

äèò ïî âåðøèíàì 1,2, 5,6, ,2 2n n k− − +… . À òðåòüÿ öåïü ïðåäñòà-

âëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 3,4, 7,8, ,2n n k− − … . Çäåñü ñó-
ùåñòâóþò äâà ñïîñîáà äîáàâëåíèÿ äâóõ îáðàçóþùèõ, ÷òîáû ïî-
ëó÷èòü ãàìèëüòîíîâ öèêë. Ïåðâûé ñïîñîá: 1 22 3, 4 2u n u k= − = + .

Íî ïîñëåäíÿÿ îáðàçóþùàÿ ðàâíà 1n − , è òîãäà ïðèõîäèì ê ñëó-
÷àþ 2∆ = , òàê êàê ïî òåîðåìå 2.21 äëÿ ãàìèëüòîíîâîñòè ãðàôà
äîñòàòî÷íî ÷åòûðåõ îáðàçóþùèõ. Âòîðîé ñïîñîá: 1 2 ,u n k= +

2 8 2u k= + . Âñëåäñòâèå ÷åãî èìååì ÷åòûðå îáðàçóþùèå;

â) 4 2n k= + . Â ýòîì ñëó÷àå äâå îáðàçóþùèå ñîñòàâëÿþò äâå öå-
ïè. Â ïåðâîé öåïè ÷åðåäóþòñÿ âåðøèíû ñ íîìåðàìè 1(mod4) è
2(mod4). Âî âòîðîé öåïè ÷åðåäóþòñÿ âåðøèíû ñ íîìåðàìè
3(mod4) è 0(mod4). Ïåðâàÿ öåïü èìååò âèä ,1, 4,5, ,2, 1n n n− −… , à

âòîðàÿ èìååò âèä 2,3, 7,7, ,4, 3n n n− − −… . Î÷åâèäíî, ÷òî çäåñü

äîñòàòî÷íî îäíîé îáðàçóþùåé 4 3u n= − , ÷òîáû îáúåäèíèòü äâå
öåïè â ãàìèëüòîíîâ öèêë;

ã) 4 1n k= + . Â ýòîì ñëó÷àå îáðàçóþùèå ñîñòàâëÿþò òðè öå-
ïè. Â ïåðâîé öåïè íàõîäÿòñÿ âñå âåðøèíû, íîìåðà êîòîðûõ ðàâ-
íû 1(mod4), à èìåííî: ,1, 4,5, ,2 1n n k− +… . Âî âòîðîé öåïè ÷åðå-
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äóþòñÿ âåðøèíû, íîìåðà êîòîðûõ ðàâíû 2(mod4) è 0(mod4), à
èìåííî: 1,2, 5,6, ,4, 3n n n− − −… . Â òðåòüåé öåïè íàõîäÿòñÿ âñå
âåðøèíû, íîìåðà êîòîðûõ ðàâíû 3(mod4), à èìåííî: n — 2, 3, n —
— 5, 7, ,2 1k −… . Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü îáúåäè-
íèòü òðè öåïè â ãàìèëüòîíîâ öèêë ñ ïîìîùüþ äâóõ îáðàçóþùèõ.
Ýòî 1 22 3, 4 .u n u k= − =  Íî ïîñëåäíÿÿ îáðàçóþùàÿ ðàâíà 1n − , à

ýòî ñëó÷àé 2∆ = , âñëåäñòâèå ÷åãî ïî òåîðåìå 2.2 äîñòàòî÷íî òðåõ
îáðàçóþùèõ. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî äîáàâèòü òðè îáðàçóþ-
ùèå. Èòîãî, â ñóììå ïîëó÷àåì ïÿòü îáðàçóþùèõ.

Íà ðèñ. 2.24 ïðèâåäåí ïðèìåð äëÿ À-ãðàôà ñ 18n =  (U=
( )15,19, 33= ). Ìîæíî ïðîäîëæàòü èññëåäîâàíèÿ äëÿ À-ãðàôîâ ñ

áîëüøèì ÷èñëîì ∆ , èñïîëüçóÿ òå æå ïðèåìû. Âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê
ïåðå÷èñëåíèþ öåïåé, ãäå âñòðå÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå âåðøèíû ñ íî-
ìåðàìè ( )modi ∆ .

2.11. ОБ ИЗОМОРФИЗМЕ NA-ГРАФОВ

Ðàññìîòðèì ñàìûå ïðîñòåéøèå ÷èñëîâûå ãðàôû – íàòóðàëü-
íûå àðèôìåòè÷åñêèå ãðàôû ñ îäíîé îáðàçóþùåé, ò. å. ÷èñëîâûå
ãðàôû, ó êîòîðûõ nX N= , { }U u= , à ( , )i j i jF x x x x= + . Äëÿ íèõ

âîïðîñ îá èçîìîðôèçìå ðåøàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.24. Â êëàññå NA-ãðàôîâ ñ îäíîé îáðàçóþùåé êàæ-

äîìó ãðàôó ( , )G X u=  ñ îáðàçóþùåé 1u n≤ +  ñîîòâåòñòâóåò
ìíîæåñòâî åìó èçîìîðôíûõ, ñîñòîÿùåå èç:

à) òðåõ ãðàôîâ ñ îáðàçóþùèìè 1 ( 1)uu u= − − , 2 2 2u n u= + − ,

3 2 2 ( 1)uu n u= + − + −  äëÿ u n< ;

á) 3 (mod 2)u−  ãðàôîâ òåõ æå òèïîâ, ãäå ãðàô 3u  ìîæåò íå
ñóùåñòâîâàòü ïðè u n= ;
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â) 1 ( 1)u+ −  ãðàôîâ ïåðâûõ äâóõ òèïîâ, êîòîðûå ìîãóò íå ñó-

ùåñòâîâàòü äëÿ 1u n= + .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ðàñïîçíàâàíèè èçîìîðôíûõ ãðàôîâ èñ-

ïîëüçóþòñÿ èíâàðèàíòû ãðàôà, ñðåäè êîòîðûõ íàèáîëåå âàæíû-
ìè ÿâëÿþòñÿ: 1) ÷èñëî âåðøèí; 2) ÷èñëî ðåáåð; 3) âåêòîð ñòåïå-
íåé âåðøèí 1 2( , , )nS s s s= … , âûïèñàííûé â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ

1 2 ns s s≤ ≤ ≤" . Òàê êàê ÷èñëî âåðøèí ó ðàññìàòðèâàåìûõ ãðàôîâ
ñîâïàäàåò ïî óñëîâèþ, à ñòåïåíè âåðøèí ó NA-ãðàôîâ ñ îäíîé
îáðàçóþùåé ðàâíû 0 èëè 1, òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñîâïàäåíèå
ó âñåõ ãðàôîâ ÷èñëà ðåáåð.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó ( )ijA a=  îáðàçóþùèõ n-âåðøèííîãî ïîë-

íîãî NA-ãðàôà, â êîòîðîé 0iia = , à (0 , )ija i j i j n= + < ≤ :

 

0 3 4 5 1

3 0 5 6 2

4 5 0 7 3

5 6 7 0 4

1 2 3 4 5 0

n

n

n
A

n

n n n n n

+ 
 + 
 +

=  
+ 

 
  + + + + + 

…
…
…
…

… … … … … …

.          (2.81)

Êàæäîé îáðàçóþùåé u i j= +  ñîîòâåòñòâóåò äèàãîíàëü (ëèíèÿ),
îðòîãîíàëüíàÿ îñíîâíîé äèàãîíàëè, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâ-
íû u . Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ÷åòíûå u , ëèíèÿ êîòîðûõ ïåðå-
ñåêàåòñÿ ñ ãëàâíîé äèàãîíàëüþ ñ íóëåâûìè ýëåìåíòàìè. Îáîçíà-
÷èì ( )r u  – ÷èñëî ðåáåð, ñîîòâåòñòâóþùèõ îáðàçóþùåé u . Ðà-

íåå [48] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ( ) (2 2 )r u r n u= + − . Îáðàçóþùàÿ

2 2u n u′ = + −  íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé ê u . Äëÿ 1u n≤ +  ñïðà-
âåäëèâî óðàâíåíèå

1
( )

2
u

r u k
− = =  

.                           (2.82)

Åñëè ðåøèòü ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî u , òî ïîëó÷èì

{2 1,2 2}u k k∈ + + .                          (2.83)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýëåìåíòû â ñêîáêàõ âûðàæàþòñÿ îäèí
÷åðåç äðóãîé ïî ôîðìóëå

( 1) , 1,2ju
i ju u j= − − = .                     (2.84)
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè NA-ãðàô ñ îäíîé îáðàçóþùåé u èìååò k
ðåáåð, òî ñòîëüêî æå ðåáåð èìååò è NA-ãðàô ñ îáðàçóþùåé

( 1)uu − − . Åñëè åùå âçÿòü NA-ãðàôû ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè äâîéñò-
âåííûìè îáðàçóþùèìè, òî ïîëó÷èì åùå 2 ãðàôà ñ òåì æå êîëè-
÷åñòâîì ðåáåð. Âñå ÷åòûðå ãðàôà èìåþò k  ðåáåð è 2n k−  èçîëè-
ðîâàííûõ âåðøèí. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå îíè èçîìîðôíû, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïóñòü u n= . Åñëè 0(mod 2)n ≡ , òî ÷èñëî ðåáåð ãðàôà ðàâíî

1
2
n
− . Òàêîå æå ÷èñëî ðåáåð äàþò è îáðàçóþùèå 1 1u n= − ,

2 2 2 2u n n n= + − = +  è 3 3 2 ( 1) 2 3u n n n= + − − = + . Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èì ÷åòûðå èçîìîðôíûõ ãðàôà. Åñëè 1(mod 2)n ≡ , òî ÷èñëî

ðåáåð ãðàôà ðàâíî 
1

2
n −

. Òàêîå æå ÷èñëî ðåáåð äàåò è îáðàçóþ-

ùàÿ 1 1u n= + . Íî ïîñëåäíÿÿ îáðàçóþùàÿ äâîéñòâåííà ñàìà ñåáå,
ïîýòîìó äîáàâëÿåòñÿ òîëüêî îäèí èçîìîðôíûé ãðàô ñ îáðàçóþ-
ùåé 3 2 2 2u u n n= + − = + . Èòîãî, â ñóììå èìååì òîëüêî òðè èçî-

ìîðôíûõ ãðàôà, à âñåãî ê èñõîäíîìó äîáàâëÿåòñÿ 3 (mod 2)u−
ãðàôîâ.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé 1u n= + . Åñëè 0(mod 2)n ≡ , òî

ãðàô ñîäåðæèò 
2
n

 ðåáðà è íè îäíîé èçîëèðîâàííîé âåðøèíû.

Åñëè óìåíüøèòü çíà÷åíèå u , òî ÷èñëî ðåáåð óìåíüøèòñÿ. Åñëè
óâåëè÷èòü u , òî äâîéñòâåííàÿ îáðàçóþùàÿ óìåíüøèòñÿ, ò. å.
îïÿòü ÷èñëî ðåáåð óìåíüøèòñÿ. Òàê êàê 1u n= +  – ñàìîäâîéñò-
âåííàÿ îáðàçóþùàÿ, òî åé áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü åäèíñòâåííûé
ãðàô. Åñëè 1(mod 2)n ≡ , òî ýòîò ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê u n=  è

1(mod 2)n ≡ , ò. å. ïîëó÷àåòñÿ âñåãî òðè èçîìîðôíûõ ãðàôà. Â

îáùåì ñëó÷àå ê èñõîäíîìó ãðàôó äîáàâëÿåòñÿ 1 ( 1)u+ −  èçîìîðô-
íûõ ãðàôîâ. Ýòèì è çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Íà ðèñ. 2.25 ïðèâåäåí ïðèìåð èçîìîðôèçìîâ NA-ãðàôà ñ
10n =  è 8u = .
Òåîðåìà 2.24 äàåò èñ÷åðïûâàþùèé îòâåò îá èçîìîðôèçìå

NA-ãðàôîâ ñ îäíîé îáðàçóþùåé. Îäíàêî ìîæíî ïðåäïîëîæèòü,
÷òî NA-ãðàô ñ îäíîé îáðàçóþùåé ìîæåò áûòü èçîìîðôíûì
äðóãîìó ãðàôó ñ íåñêîëüêèìè îáðàçóþùèìè, åñëè ÷èñëî ðåáåð
îäíîãî ãðàôà ðàâíî ñóììå ðåáåð äðóãîãî, à ñòåïåíè âåðøèí îáî-



Г Л А В А  2.  Арифметические графы (А-графы) и их свойства

115

èõ ãðàôîâ ðàâíû 0 èëè 1. Íåêîòîðûå ïðîÿñíåíèÿ â ýòîò âîïðîñ
âíîñèò ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2.19. NA-ãðàô ñ îäíîé îáðàçóþùåé íå ìîæåò áûòü
èçîìîðôíûì NA-ãðàôó ñ ÷èñëîì îáðàçóþùèõ áîëüøå 2.

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå âî âòîðîì ãðàôå íàéäóòñÿ äâå
îáðàçóþùèå 1v  è 2v , êîòîðûå ëèáî îáå ìåíüøå 2n + , ëèáî îáå

áîëüøå n. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò ðåáðà 1(1, 1)v −  è 2(1, 1)v − , à

âî âòîðîì ñëó÷àå – ðåáðà 1( , )n v n−  è 2( , )n v n− . Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî âî âòîðîì ãðàôå ëèáî âåðøèíà 1, ëèáî âåðøèíà n  èìåþò
ñòåïåíü, ïðåâûøàþùóþ 1. À ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ïåðâûé
ãðàô òàêèõ âåðøèí íå èìååò.

NA-ãðàôû ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ
ìîãóò èìåòü âåðøèíû, ñòåïåíü êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò 1. Êàê ñëåäñò-
âèå ëåììû 2.19 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ íèõ 1 1v n≤ + , à 2 1v n≥ + .

Ëåììà 2.20. Íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè òîãî,
÷òî NA-ãðàô ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè 1 2{ , }V v v=  èìååò ñòåïåíè
âåðøèí íå áîëüøå 1, åñòü ñëåäóþùèå:

à) 1 1v n≤ − ;

á) 2 3v n≥ + ;

â) 2 1 1v v n− > − .                        (2.85)

Ïåðâîå óñëîâèå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî åñëè 2v  ñîîòâåòñòâóåò

òîëüêî îäíîìó ðåáðó, òî ýòî ðåáðî ( 1, )n n− . Òîãäà ìàêñèìàëüíîå

çíà÷åíèå 1v  ñîîòâåòñòâóåò ðåáðó (1, 2)n − , ò. å. 1 1 ( 2)v n≤ + −  =

= 1n − . Àíàëîãè÷íî, åñëè 1v  ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü òîëüêî îäíî ðåáðî,
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à èìåííî (1,2) , òî ìèíèìàëüíîå 2v  ñîîòâåòñòâóåò ðåáðó (3, )n ,

îòêóäà 2 3v n≥ + . Ìàêñèìàëüíûé íîìåð äëÿ 1v  ñîîòâåòñòâóåò ðåá-

ðó 1(1, 1)v − , à ìèíèìàëüíûé íîìåð âåðøèíû äëÿ 2v  – ðåáðó

2( , )v n n− . ×òîáû ðåáðà íå áûëè èíöèäåíòíûìè, íåîáõîäèìî âû-

ïîëíåíèå óñëîâèÿ 2 1 1v n v− > −  èëè 2 1 1v v n− > − , ÷òî è òðåáîâà-
ëîñü äîêàçàòü.

Ïóñòü k – êîëè÷åñòâî ðåáåð â NA-ãðàôå ñ îäíîé îáðàçóþùåé u ,

ò. å. 
1

2
u

k
− =   

. Íà îñíîâàíèè äâóõ ëåìì ìîæíî äîêàçàòü áîëåå

ñèëüíûé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 2.25. Â êëàññå NA-ãðàôîâ ( , )G X V=  ñ äâóìÿ îáðà-

çóþùèìè 1 2{ , }V v v=  êàæäîìó NA-ãðàôó ( , )G X u=  ñ îäíîé îáðà-

çóþùåé 5 1u n≤ ≤ +  ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî åìó èçîìîðôíûõ,
ñîñòîÿùåå èç:

a) 4( 1)k −  ãðàôîâ ñ îáðàçóþùèìè

(1) {2 1, 2 2 2 1}V i n k i= + − + + , (2) {2 1, 2 2 2 }V i n k i= + − + ,

(3) {2 2, 2 2 2 1}V i n k i= + − + + , (4) {2 2,2 2 2 }V i n k i= + − + ,

( 1,2, , 1)i k= −…  äëÿ u n< ;

á) [ ]4 (mod 2) ( 1)u k− −  ãðàôîâ òåõ æå òèïîâ, ãäå ãðàô ñ (4)V

ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü, äëÿ u n= ;

â) 2 ( 1) ( 1)u k + − −   ãðàôîâ ïåðâûõ òðåõ òèïîâ, ãäå ïîñëåäíèå

äâà òèïà ìîãóò íå ñóùåñòâîâàòü, äëÿ 1u n= + .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â NA-ãðàôå ñ îäíîé îáðàçóþùåé u n< ,

è ïî óñëîâèþ ÷èñëî ðåáåð â íåì 2k ≥ . Ýòî ÷èñëî ìîæíî ðàçáèòü íà
k — 1 ñóììó èç äâóõ ÷èñåë: (1, k — 1), (2, k — 2), (3, k — 3), …, (k — 1, 1).
Âîçüìåì êàêóþ-ëèáî ïàðó èç ýòîãî ðàçáèåíèÿ ( , )i k i−  è ïîñòà-

âèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ñîñòàâëÿþùåé äâå îáðàçóþùèå 1v  è

2v′ , êîòîðûå â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþò i  ðåáðàì è k i−  ðåáðàì ñî-
îòâåòñòâåííî. Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, ýòî ìîæåò áûòü ïðè óñëî-
âèè 1 {2 1,2 2}v i i∈ + +  è 2 {2( ) 1,2( ) 2}v k i k i′ ∈ − + − + . Ïðè òàêèõ

çíà÷åíèÿõ 1 2, 1v v n′ ≤ +  è ïî ëåììå 2.19 ãðàô ñ òàêèìè îáðàçóþùè-
ìè íå ìîæåò áûòü èçîìîðôíûì NA-ãðàôó ñ îäíîé îáðàçóþùåé.
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Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çàìåíèòü 2v′  íà äâîéñòâåííóþ îáðàçóþùóþ

2 22 2v n v′= + −  èëè 2 {2 2 2 ,v n k i∈ − +  2 2 2 1}n k i− + + . Â ýòîì ñëó-
÷àå ïîëó÷åííûé ãðàô áóäåò èìåòü ñòåïåíè âåðøèí íå áîëåå åäè-
íèöû, à ÷èñëî ðåáåð áóäåò ðàâíî k . Êîìáèíèðóÿ çíà÷åíèÿ 1v  è

2v , ïîëó÷àåì äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ i  ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ

èçîìîðôíûõ ãðàôà, à âñåãî òàêèõ ãðàôîâ áóäåò ðîâíî 4( 1)k − .

Ïóñòü k n= . Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ äâóõ îáðàçóþùèõ ìîãóò
íå óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì (2.6). Ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ óñëîâèÿ à) è
á), êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî âñå òèïû ìíîæåñòâ îáðàçóþùèõ
( ) ( 1,2,3,4)jV j = è ïðîâåðèì äëÿ íèõ óñëîâèå â). Ïðè ýòîì âîñïîëü-

çóåìñÿ çíà÷åíèÿìè 
1

2
n

k
− =   

 è 2 2 (mod 2)k n n= − + . Ïîëó÷àåì

íåðàâåíñòâà
1 : 2 (mod 2) 1;j n n n= + − > −

2 : 1 (mod 2) 1;j n n n= + − > −

3 : 1 (mod 2) 1;j n n n= + − > −

4 : (mod 2) 1.j n n n= − > −                      (2.86)

Êàê âèäíî, ïåðâûå òðè íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ âñåãäà, à ÷åò-
âåðòîå – ëèøü ïðè 0(mod 2)n ≡ . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èç ÷åòûðåõ
òèïîâ èçîìîðôíûõ ãðàôîâ, ïðèâåäåííûõ â ïóíêòå à), îäèí òèï
ãðàôà ñ ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ (4)V  ïðè íå÷åòíîì n  íå ñóùåñò-
âóåò. Îáùåå êîëè÷åñòâî èçîìîðôíûõ ãðàôîâ ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì i  â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî âûðàçèòü êàê 4 (mod 2)u− , ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïóñòü u = n + 1. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå òðóäíîñòåé ñ ïîñòðî-
åíèåì ãðàôîâ áóäåò áîëüøå. Ïðîâåðèì óñëîâèå (2.85,â) äëÿ êàæäîãî
òèïà îáðàçóþùèõ ( ) ( 1,2,3,4)jV j = . Ïðè ýòîì ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ

2
n

k  =   
 è 2 (mod 2)k n n= − . Ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà òèïà (2.86):

1 : (mod 2) 1;j n n n= + > −

2 : (mod 2) 1 1;j n n n= + − > −

3 : (mod 2) 1 1;j n n n= + − > −

4 : (mod 2) 2 1.j n n n= + − > −                 (2.87)
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Çäåñü ÷åòâåðòîå íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ íè ïðè êàêèõ n. Âòîðîå
è òðåòüå íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ ëèøü äëÿ 1(mod 2)n ≡ , à ïåðâîå
íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ âñåãäà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ÷åòíîì
n  ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé èçîìîðôíûé ãðàô ñ ìíîæåñòâîì
îáðàçóþùèõ (1)V . Ïðè íå÷åòíîì n  òàêèõ ãðàôîâ óæå 3, êîòîðûå
èìåþò ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ (1) (2),V V , (3)V  ñîîòâåòñòâåííî. Â
îáùåì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî òàêèõ ãðàôîâ ïðè ôèêñèðîâàííîì i ðàâíî
2 ( 1)n− − , ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð íà ðèñ. 2.26 äëÿ NA-ãðàôîâ, èçîìîðôíûõ
ãðàôó G = (X, u), 9n = , 8u = .

Ðèñ. 2.26
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Îáúåäèíèâ òåîðåìû 2.24 è 2.25, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé
âûâîä.

Ñëåäñòâèå. Êàæäîìó NA-ãðàôó ñ îäíîé îáðàçóþùåé 1u n≤ +
ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî èçîìîðôíûõ NA-ãðàôîâ, ñîñòîÿùåå èç:

à) 4k  ãðàôîâ äëÿ u n< ;
á) [4 (mod 2)]u k−  ãðàôîâ äëÿ u n= ;

â) [2 ( 1) ]n k− −  ãðàôîâ äëÿ 1u n= + , ãäå 
1

2
u

k
− =   

.

Î÷åâèäíî, ÷òî àëãîðèòì ïðîâåðêè èçîìîðôèçìà äëÿ NA-ãðàôîâ ñ
îäíîé îáðàçóþùåé ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì.
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Г Л А В А  3

МОДУЛЬНЫЕ ГРАФЫ (M-ГРАФЫ)
И ИХ СВОЙСТВА

3.1. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ МОДУЛЬНЫХ ГРАФОВ

Êàê è â ñëó÷àå ñ àðèôìåòè÷åñêèìè ãðàôàìè, çäåñü âîçíèêàåò
âîïðîñ î ïðåäñòàâëåíèè ãðàôîâ â âèäå Ì-ãðàôîâ.

Ëåììà 3.1. Ëþáîé êîíå÷íûé ãðàô ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
îïðåäåëåííîãî Ì-ãðàôà.

Âîçüìåì îïÿòü êàêîå-ëèáî ÷èñëî k > 1 è çàêîäèðóåì êàæäóþ
âåðøèíó ãðàôà 1 (1 )i

ix k i n−= ≤ ≤ . Êàæäîìó ðåáðó ãðàôà ( , ),i jx x

, ni j N∈ , ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî 1 1i j
iju k k− −= − . Òîãäà

ãðàô ( , )G X U=  ñ 2 1{1, , , , }nX k k k −= …  è { ( , )ijU u i j=  – ðåáðî

ìåæäó âåðøèíàìè 1 1èi jk k− − áóäåò îäíèì èç èñêîìûõ Ì-ãðàôîâ.
Çäåñü òàêæå êàæäîå ðåáðî ïðåäñòàâëåíî åäèíñòâåííîé îáðàçóþùåé.
Åñëè ýòî íå òàê, òî ñóùåñòâóåò ïàðà ðåáåð ( , )i j  è ( , )s r  òàêèõ, ÷òî

1 1 1 1i j r sk k k k− − − −− = − .

Ïåðåñòàâèì â ïðÿìûõ ñêîáêàõ ñëàãàåìûå òàê, ÷òîáû ðàçíîñòè
áûëè ïîëîæèòåëüíûìè. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
i j r s< < < . Òîãäà

1 1 1 1j i s rk k k k− − − −− = − .

Îòñþäà 1 1( 1) ( )i s i i j i r ik k k k k− − − − −+ = + . Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà 1ik −

ýòî âûðàæåíèå ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó: 1 0(mod )k≡ , ÷òî íå-
âîçìîæíî è ïîäòâåðæäàåò ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû.

Ïî àíàëîãèè ñ NA-ãðàôàìè íàçîâåì Ì-ãðàôû, ó êîòîðûõ Õ =
{1,2, , } nn N= =… , íàòóðàëüíûìè ìîäóëüíûìè ãðàôàìè (NM-ãðàôàìè).

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó ( )ijA a= , ãäå ,ija i j= −  1 ,i j n≤ ≤ . Ýòà

ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâîëüíîìó ïîëíîìó íàòóðàëüíîìó ìî-
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äóëüíîìó ãðàôó, êîòîðûé èìååò n âåðøèí è âñåâîçìîæíûå îáðà-
çóþùèå îò ìèíèìàëüíîé u = 1 äî ìàêñèìàëüíîé u = n — 1:

0 1 2 3 1

1 0 1 2 2

2 1 0 1 3

1 2 3 4 0

n

n

A n

n n n n

− 
 − 
 = −
 
 
 − − − − 

"
"
"

" " " " " "
"

.              (3.1)

Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòðèöà ïðåäñòàâëÿåò óêàçàííûé ãðàô îäíîçíà÷-
íî, òàê êàê ó íåãî ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ ñîñòîèò èç îòðåçêà íàòó-
ðàëüíîãî ðÿäà {1,2, , 1}U n= −…  èëè 1nU N −= . Ëþáîå ïîäìíîæåñò-

âî ýòîãî ìíîæåñòâà îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé NM-ãðàô ( , )G X U= .
Â äàëüíåéøåì áåç èñêëþ÷åíèÿ âñå NM-ãðàôû áóäåì ñ÷èòàòü n-âåð-
øèííûìè.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ìàòðèöåé îáðàçóþùèõ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
NM-ãðàôà ( , )G X U=  íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà ( ) ( )ijA G a= , ó êîòîðîé

ija i j= − , åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå u U∈ , ÷òî | |u i j= − , è 0ija =

äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé i  è j  (1 , )i j n≤ ≤ .
Â ýòîé ìàòðèöå êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò è åìó ñèììåòðè÷-

íûé ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó ðåáðó ãðàôà. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî
êàæäîé îáðàçóþùåé ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî ðåáåð, ÷èñëî êîòî-
ðûõ ðàâíî

( )nr u n u= − .                                 (3.2)

Ýëåìåíòû ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå îáðàçóþùåé u, ðàñïî-
ëîæåíû ïàðàëëåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè. Áóäåì íàçûâàòü èõ ñî-
âîêóïíîñòü ëèíèåé u â ìàòðèöå. ×èñëî ëèíèé, ïåðåñåêàþùèõ i-þ
ñòðîêó (ñòîëáåö) ìàòðèöû, ðàâíî ñòåïåíè âåðøèíû xi. Íàèáîëüøåå
÷èñëî ðåáåð ñîîòâåòñòâóåò îáðàçóþùåé u = 1.

Â äàëüíåéøåì íàì ÷àñòî ïðèäåòñÿ èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèÿ
(mod )x a , ãäå a – öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à x – öåëîå. Ïðè

ýòîì âñåãäà áóäóò ïîäðàçóìåâàòüñÿ òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå âû÷åòû.
Ëåììà 3.2. NM-ãðàô ( , )G X U=  ñ îäíîé îáðàçóþùåé { }U u=

ñîñòîèò èç u êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, èç êîòîðûõ 
n

u n
u

  −  
 ÿâëÿþòñÿ

öåïÿìè èç 1
n
u

  −  
 âåðøèí, îñòàëüíûå – öåïÿìè èç 

n
u

 
     âåðøèí.
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Çäåñü x    – áëèæàéøåå öåëîå, íå ìåíüøåå x. Äåéñòâèòåëü-

íî, åñëè 0(mod )n u≡ , òî n ku= , è ïîëó÷àåì u  öåïåé èç k
âåðøèí, êîòîðûå ñîäåðæàò ñëåäóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíûå
âåðøèíû: {1, 1,2 1, ,( 1) 1}u u k u+ + − +… , {2, u + 2, 2u + 2, …, (k — 1) +

+ 2} , ,…  { ,2 ,3 , , }u u u ku… . Êàæäàÿ i-ÿ öåïü (1 )i u≤ ≤  ñîäåðæèò âñå

êîäû (mod )i u . Çäåñü 
n

k
u

  =  
, 0

n
u n

u
  − =  

, ïîýòîìó öåïåé äëè-

íîþ 1k −  íåò. Åñëè æå 0(mod )n u≠ , òîãäà èç ýòîãî ñïèñêà ÷àñòü

ïîñëåäíèõ öåïåé íà îäíó âåðøèíó óðåçàåòñÿ, (mod )n u  öåïåé

ñîñòîÿò èç 
n
u

 
    âåðøèí, îñòàëüíûå öåïè ñîäåðæàò íà îäíó âåðøèíó

ìåíüøå. È òàêèõ öåïåé, åñëè ïîäñ÷èòàòü, (mod )u n u−  èëè

n
u n

u
  −  

 â îáùåì ñëó÷àå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìèíèìàëüíûé êîä

ïðàâîãî êîíöà öåïåé ðàâåí 1n u− + . Ìîæíî âû÷èñëèòü ÷èñëî
âñåõ ðåáåð ãðàôà, ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî â êàæäîé öåïè ðåáåð íà
åäèíèöó ìåíüøå, ÷åì âåðøèí:

( ) 2 1n

n n n n
r u u n u n u n u

u u u u
              = − − + + − − = −                            

,   (3.3)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò âûðàæåíèþ (3.2).
Íà ðèñ. 3.1 ïðèâåäåí NM-ãðàô äëÿ n = 23, u = {5}. Ïðè u = 1  ïî

ëåììå 3.2 ãðàô äîëæåí ïðåäñòàâëÿòü îäíó öåïü, è â ýòîì ìîæíî
íåïîñðåäñòâåííî óáåäèòüñÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü NM-ãðàôû ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè, ó êîòî-
ðûõ 1 2{ , }U u u=  è 2 1u u≥ . Ïðåæäå âñåãî èçó÷èì ïðîñòûå ãðàôû, ó

êîòîðûõ ñòåïåíè âåðøèí íå ïðåâûøàþò 2.
Íàéäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ýòî òðåáî-
âàíèå âûïîëíÿåòñÿ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîò-
ðèì âåðøèíó 1 è åå áëèæàéøèå âåðøèíû
a = u1 + 1 è b = u2 + 1. Òàê êàê a b≤ , òî
íåîáõîäèìî, ÷òîáû 2a u n+ ≥ , èíà÷å âåð-
øèíà a áóäåò îáÿçàòåëüíî ñìåæíîé ñ âåðøè-
íîé 1a u+  è åå ñòåïåíü áóäåò ðàâíîé 3.
Ïîýòîìó âñå âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü íå
áîëüøå 2 ïðè óñëîâèè 1 2u u n+ ≥ .Ðèñ. 3.1
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À. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

1 2u u n+ = .

Åñëè n ≡ 0(mod u1), òî 
1

n
k

u
=

è 2 1( 1)u k u= − . Òîãäà ãðàô ÿâ-
ëÿåòñÿ ôàêòîðîèäîì, ñîñòîÿ-
ùèì èç u öèêëîâ äëèíîþ k.
Äåéñòâèòåëüíî, ëþáàÿ âåðøèíà i
(1 )i u≤ ≤  ñâÿçàíà öåïüþ èç k — 1

ðåáåð ñ ïîìîùüþ îáðàçóþùåé 1u  ñ âåðøèíîé 1( 1) 1k u− + , íî îíè

ñìåæíû áëàãîäàðÿ îáðàçóþùåé 2u , ÷òî âìåñòå ñîçäàåò öèêë.

Åñëè 10(mod )n u≠ , òî 1n ku r= +  (1 )r u≤ <  è u2 = (k — 1) u1 + r.
Èçîáðàçèì ãðàô â âèäå ïàðàëëåëüíûõ öåïåé, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ îáðàçóþùåé 1u  (ðèñ. 3.2). Ñ ïîìîùüþ îáðàçóþùåé u2 ñîåäè-

íÿþòñÿ ïàðû âåðøèí 1[1,( 1) 1]k u r− + + , 1[2,( 1) 2]k u r− + + ,…

…, 1 1[ 1, 1]u r ku− + + , … , 1 1[ , ]u ku r n+ = .
Òàêèì îáðàçîì, âñå ëåâûå êîíöû öåïåé ñîåäèíÿþòñÿ ñ ïðà-

âûìè êîíöàìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ãðàôà ðàâ-
íû 2, è ãðàô ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðîèäîì. Öèêë, êîòîðûé íà÷èíàåòñÿ
â âåðøèíå 1, ñîåäèíÿåòñÿ ñ ïðàâûì êîíöîì öåïè ïîä íîìåðîì r,
çàòåì ëåâûé êîíåö ïîñëåäíåé öåïè – ñ ïðàâûì êîíöîì öåïè
ïîä íîìåðîì 2r è ò. ä., ïîêà íå çàêîí÷èòñÿ â ïðàâîé âåðøèíå
ïåðâîé öåïè 1 1ku + . ×èñëî öåïåé, êîòîðûå ïðîõîäèò äàííûé öèêë,
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

10(mod )l r u⋅ ≡ .                             (3.4)

Åñëè r  è u  – âçàèìíî ïðîñòûå, ò. å. íå èìåþò îáùèõ
äåëèòåëåé, òî 1l u= , è ãðàô ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàìèëüòîíîâ öèêë.
Åñëè æå îíè èìåþò îáùèé äåëèòåëü, òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå äëÿ

1l u≤ . Òîãäà ãðàô ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåñêîëüêî öèêëîâ.
Î÷åâèäíî, ÷òî â óðàâíåíèå (3.4) ìîæíî âìåñòî r  ïîäñòàâëÿòü n ,
òàê êàê 1(mod )n r u≡ . Òåì ñàìûì äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 3.3. NM-ãðàô ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè 1 2{ , }U u u=  è

óñëîâèåì 1 2u u n+ =  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð p  öèêëîâ äëèíîþ

n
p

, ãäå p = ÍÎÄ 1( , )n u  – íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë n è u1.

Ðèñ. 3.2
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Â òåîðèè ÷èñåë [14] èçâåñòíà ôóíêöèÿ Ýéëåðà ϕ(x), êîòîðàÿ ðàâ-
íà êîëè÷åñòâó ÷èñåë, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ x è íå ïðåâûøàþùèõ åãî.

Ñëåäñòâèå. NM-ãðàô ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè 1 2{ , }U u u=  ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåí 
( )
2
nϕ

 ñïîñîáàìè êàê ãàìèëüòîíîâ öèêë. Ïðè

ýòîì { , }U u n u= −  è ÍÎÄ( , ) 1n u = .
Çäåñü áåðåòñÿ ïîëîâèíà ôóíêöèè, òàê êàê ïàðû îáðàçóþùèõ

óïîðÿäî÷åíû 2 1u u≥ .

Á. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà 1 2 1u u n+ = + .
Ýòîò ñëó÷àé ëåãêî ñâåñòè ê ïðåäûäóùåìó, åñëè ââåñòè ôèêòèâ-

íóþ âåðøèíó 1n + . Òîãäà 1n n′ = + , 1 2u u n′+ =  è ìîæíî äîêàçàòü
àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ, à çàòåì óäàëèòü ôèêòèâíóþ âåðøèíó.

Íà ðèñ. 3.3 ïîêàçàí òàêîé ãðàô äëÿ 24n = , 1 7u = , 2 18u = .
Ôèêòèâíàÿ âåðøèíà 25 ñîåäèíåíà ïóíêòèðíûìè ðåáðàìè ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðøèíàìè. Óäàëåíèå ôèêòèâíîé âåðøèíû
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî îäèí èç öèêëîâ ïðåâðàùàåòñÿ â öåïü.

Ëåììà 3.4. NM-ãðàô ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè 1 2{ , }U u u=  ïðè óñ-

ëîâèè 1 2 1u u n+ = +  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð èç p — 1 öèêëîâ äëè-

íîþ 
1n

p
+

 è îäíîé öåïè äëèíîþ 
1

1
n

p
+

− , ãäå ρ = ÍÎÄ (u1, n + 1).

Åñëè ãðàô âìåñòå ñ ôèêòèâíîé âåðøèíîé ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòî-
íîâûì öèêëîì, òî óäàëåíèå ïîñëåäíåé ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ
ãàìèëüòîíîâîé öåïè.

Ñëåäñòâèå. NM-ãðàô ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè 1 2{ , }U u u=  ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåí 
( 1)

1
2

nϕ +
−

ñïîñîáàìè êàê ãàìèëüòîíîâà
öåïü. Ïðè ýòîì { , 1}U u n u= − +
è ÍÎÄ( 1, ) 1n u+ = .

Çäåñü â îòëè÷èå îò ñëåäñò-
âèÿ ëåììû 3.2 âû÷èòàåòñÿ åäè-
íèöà, òàê êàê ïàðà îáðàçóþùèõ
(1. n) íåâîçìîæíà. Íàïðèìåð, íà
ðèñ. 3.3 èìååì: ϕ(n + 1) = ϕ(25) =
= ϕ(52). Ñëåäóÿ [14], ïðîâîäèì

âû÷èñëåíèÿ: 2 1
(5 ) 5(5 ) 20

5
ϕ = − = ,

Ðèñ. 3.3
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(25)
1 9

2
ϕ

− = . Ïåðå÷èñëèì òå ïàðû îáðàçóþùèõ, êîòîðûå ïðåä-

ñòàâëÿþò ãàìèëüòîíîâó öåïü: (2,23), (3,22), (4,21), (6,19), (7,18),
(8,17), (9,16), (11,14), (12,13). Ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî óáåäèòüñÿ,
÷òî ýòî ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîñòè.

3.2. О СВЯЗНОСТИ НАТУРАЛЬНЫХ
МОДУЛЬНЫХ ГРАФОВ (NM-ГРАФОВ)

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÷èñëîâûå ãðàôû â ñâÿçè ñ ïîèñêîì ýôôå-
êòèâíûõ àëãîðèòìîâ íà ãðàôàõ ïðèâëåêàþò âñå áîëüøåå âíèìà-
íèå èññëåäîâàòåëåé. Îêàçàëîñü, ÷òî â âû÷èñëèòåëüíîì ñìûñëå
ïðåäñòàâëåíèå ãðàôîâ â âèäå ÷èñëîâûõ ïî òàêèì ïàðàìåòðàì,
êàê áûñòðîäåéñòâèå è îáúåì ïàìÿòè, äàåò íåñîìíåííîå ïðåèìó-
ùåñòâî ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöèîííûìè ñïîñîáàìè.

Êðîìå [22–35], ïîÿâèëîñü ìíîãî ïóáëèêàöèé, ãäå â îòëè÷èå
îò àðèôìåòè÷åñêèõ ðàññìîòðåí øèðîêèé êëàññ äðóãèõ ÷èñëîâûõ
ãðàôîâ. Åùå â ðàáîòå [38] áûëè óêàçàíû íåñêîëüêî êëàññîâ ÷èñ-
ëîâûõ ãðàôîâ, èçó÷åíèå êîòîðûõ èìåëî áû âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå
çíà÷åíèå.

Â ïàðàãðàôå 3.1 îïèñàíû NM-ãðàôû ñ îäíîé îáðàçóþùåé, à òàê-
æå íåêîòîðûå NM-ãðàôû ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè. Äëÿ ïîëíîãî
îïèñàíèÿ òàêèõ ãðàôîâ îïðåäåëèì ðÿä õàðàêòåðíûõ äëÿ íèõ
ñâîéñòâ, êîòîðûå óñòàíàâëèâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü çàäàí NM-ãðàô ( , )G X U= , ó êîòîðîãî | |X =
= n è 1 2{ , , , }mU u u u= … . Òîãäà γ ãðàôîâ G  ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

NM-ãðàô ( , )Χ ΥΓ = , ó êîòîðîãî {1,2, , , 1, , }n n nΧ = + γ =… … Nγn, à

1 2{ , , , }mu u uΥ = … .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî îïðåäåëåííàÿ íóìåðàöèÿ nγ  âåð-

øèí äëÿ Γ  îáðàçóåò γ  íåñâÿçíûõ ãðàôîâ. Ïóñòü â ãðàôå G  âåð-

øèíû èìåþò êîä 1,2, , 1,n nα = −… . Êàæäîìó çíà÷åíèþ α  ïîñòà-
âèì â ñîîòâåòñòâèå â ãðàôå Γ  êîä ( 1) (1 )βα = α − γ + β ≤ β ≤ γ . Äëÿ

ôèêñèðîâàííîãî β ïîëó÷àåì β-þ êîïèþ ãðàôà G  ñ êîäàìè β,
,2 , ,( 1)nγ + β γ + β − γ + β… . Åñëè â ãðàôå G âåðøèíû α1 è α2

ñìåæíûå, òî 1 2 Uα − α ∈ . Â ãðàôå Γ  ýòèì âåðøèíàì ñîîòâåòñòâóþò

äâå âåðøèíû 1
1( 1)βα = α − γ + β  è 2

2( 1)βα = α − γ + β . Ñ îäíîé

ñòîðîíû, îíè – ñìåæíûå, òàê êàê 1 2
2 2 Υβ βα − α = α − α γ ∈ . Ñ
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äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ 1 2β ≠ β  ëþáûå âåðøèíû è 2 2( 1)α − γ + β  –
íåñìåæíûå. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî àáñîëþòíàÿ ðàçíèöà èõ
êîäîâ ðàâíà 1 2 1 2( )α − α γ + β − β  è íèêîãäà íå ìîæåò áûòü ðàâíîé

1uγ  èëè 2,uγ  òàê êàê 1 21 ≤ β − β < γ .

Òåîðåìà 3.1 äàåò âîçìîæíîñòü èçó÷àòü òîëüêî òå NM-ãðàôû,
äëÿ êîòîðûõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü îáðàçóþùèõ ðàâåí 1.
Îäíîé èç âàæíåéøèõ õàðàêòåðèñòèê ëþáûõ ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ
ñâÿçíîñòü.

Ñëåäñòâèå. NM-ãðàô ( , )G X U=  ñ m  îáðàçóþùèìè, äëÿ êîòî-

ðûõ ÍÎÄ 1 2( , , , ) 0mu u u = γ >… , íåñâÿçåí.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè çàêîäèðîâàòü âñå âåðøèíû òàêîãî ãðàôà

êîäàìè ( 1) (1 )βα = α − γ + β ≤ β ≤ γ , òî îíè ïðèìóò âñå çíà÷åíèÿ

îò 1 äî n , è äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé β  âñå âåðøèíû áóäóò íåñìåæ-
íûå, ò. å. ïðèíàäëåæàòü ðàçíûì êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ NM-ãðàôîâ ñ îäíîé îáðàçóþùåé âîïðîñ
î ñâÿçíîñòè ðàçðåøàåòñÿ ëåãêî: ãðàô ñâÿçåí òîëüêî äëÿ 1u = , è
òîãäà îí ÿâëÿåòñÿ öåïüþ. Äëÿ NM-ãðàôîâ ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.2. NM-ãðàô ( , )G X U=  ñ ìíîæåñòâîì 1 2{ , }U u u=
ñâÿçåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà:

1) ÍÎÄ 1 2( , ) 1u u = ;

2) 1 2 1u u n+ ≤ + .
Ïåðâîå óñëîâèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.1. Íåîáõîäèìîñòü âòî-

ðîãî óñëîâèÿ âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé. Äëÿ ñâÿçíîñòè
âåðøèí ëþáîãî ãðàôà G  íåîáõîäèìî íå ìåíåå 1n −  ðåáðî. Òàê
êàê êàæäîé îáðàçóþùåé u  ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî n u−  ðåáåð, òî
ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü 1 2( ) ( ) 1n u n u n− + − ≥ − , îòêóäà è ñëåäóåò
óñëîâèå 2). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åãî äîñòàòî÷íîñòè ïîñòðîèì ñíà÷àëà
ãðàô ( , )G X U′ ′= , ãäå { }U u′ = , à 1 2min{ , }u u u= . Ïîñêîëüêó

2
n

u  ≤   
, òî ýòîò ãðàô íå èìååò èçîëèðîâàííûõ âåðøèí è ïðåä-

ñòàâëÿåò íàáîð u öåïåé. Êàæäàÿ öåïü ñîäåðæèò òîëüêî âåðøèíû
ñ êîäîì (mod )i u  äëÿ 1 i u≤ ≤ . Äîáàâèì ê ãðàôó G ′  îáðàçóþùóþ

1 2max{ , }v u u= . Åé ñîîòâåòñòâóåò íå ìåíåå 1u −  ðåáðî, ïîýòîìó åå

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå v n= − λ , ãäå 1uλ ≥ − . Âîçüìåì ðîâíî 1u −
ðåáðî, ñîîòâåòñòâóþùèõ îáðàçóþùåé v , èíöèäåíòíûõ âåðøèíàì n,
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1, , 2n n u− − +… n, n — 1,..., n — u + 2. Åñëè ñòÿíóòü êàæäóþ öåïü â
îäíó âåðøèíó, òî îñòàíóòñÿ òîëüêî ýòè ðåáðà, è ñâÿçíîñòü ãðàôà
íå íàðóøèòñÿ. Äîêàæåì, ÷òî â ðåçóëüòàòå ñòÿãèâàíèÿ ïîëó÷èòñÿ
öåïü, ò. å. èñõîäíûé ãðàô G  ñâÿçåí. Åñëè ýòî íå öåïü, òî ñðåäè

1u −  ðåáðà íàéäóòñÿ k  òàêèõ, êîòîðûå îáðàçóþò öèêë, ÷òî ñîîò-
âåòñòâóåò óðàâíåíèþ

1( ) 0(mod )n k vk u− λ ≡ ≡ .                     (3.5)

Òàê êàê 1 1k u≤ ≤ − , òî ýòî âîçìîæíî ëèøü òîãäà, êîãäà v  è u
èìåþò îáùèé äåëèòåëü, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ 1).

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè â NM-ãðàôå G = (X, U) ñ m îáðàçóþùèìè
( 2)m ≥  íàéäóòñÿ òàêèå ,u v U∈ , ÷òî ÍÎÄ( , ) 1u v =  è 1u v n+ ≤ + ,
òî ãðàô ñâÿçåí.

Äëÿ óêàçàííûõ NM-ãðàôîâ ïåðâîå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷-
íûì, íî íå íåîáõîäèìûì. Íà ðèñ. 3.4 ïðèâåäåí ïðèìåð NM-
ãðàôà ñ 16n =  è {6,10,15}U = , â êîòîðîì äëÿ äâóõ ëþáûõ åãî îá-

ðàçóþùèõ iu  è ju  (1 , 3)i j≤ ≤  ÍÎÄ( , ) 1i ju u ≠ , òåì íå ìåíåå, êàê

ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî óáåäèòüñÿ, ãðàô ñâÿçåí.
Ñëåäñòâèå 2. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñâÿçíîñòè NM-ãðàôà G =

= (X, U) ñ m îáðàçóþùèìè ÿâëÿåòñÿ

1

( 1) 1
m

i
i

u m n
=

≤ − +∑ .                        (3.6)

Äåéñòâèòåëüíî, êàæäàÿ îáðàçóþùàÿ u äàåò ðîâíî in u−  ðåáåð.
Ñðåäè ñâÿçíûõ ãðàôîâ íàèìåíüøåå ÷èñëî ðåáåð, ðàâíîå n — 1, ñîäåð-
æèò öåïü. Ïîýòîìó

 
1

( ) 1
m

i
i

n u n
=

− ≥ −∑ ,                          (3.7)

îòêóäà ïîñëå óïðîùåíèé ïîëó÷àåì (3.6). Â ÷àñòíîì ñëó÷àå äëÿ m = 1
èìååì u ≤ 1, ÷òî âîçìîæíî òîëü-
êî ïðè 1u = . Åñëè âûïîëíÿåò-
ñÿ óñëîâèå (3.6), òî ñ ó÷åòîì
ñëåäñòâèÿ 1 èç òåîðåìû 3.2 óñëî-
âèå 2) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè-
÷åñêè.

Äëÿ ãðàôîâ ñ ÷èñëîì îáðà-
çóþùèõ áîëüøå äâóõ îòâåò íà
âîïðîñ î ñâÿçíîñòè íå òàê î÷å-
âèäåí. Ïîäõîäÿùèå ïðèìåðû íà
ðèñóíêàõ óæå ïðîâåðÿòü äîâîëü- Ðèñ. 3.4
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íî ñëîæíî. Â NM-ãðàôå ñ 106n =  è ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ
{20,42,70,105}U =  ëþáûå òðè îáðàçóþùèå èìåþò îáùèé äåëèòåëü,

ïðè ýòîì ãðàô îñòàåòñÿ ñâÿçíûì. Îá ýòîì ñâèäåòåëüñòâóåò ñëåäó-
þùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.3. NM-ãðàô ( , )G X U=  ñ m  îáðàçóþùèìè ( 1m ≥ )
ñâÿçåí, åñëè:

1) ÍÎÄ 1 2( , , ) 1mu u u =… ;
2) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.6) ñëåäñòâèÿ 2 èç òåîðåìû 3.2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ – ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî îáðàçóþùèõ,

äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò îáùèé äåëèòåëü, ðàâíûé d. Î÷åâèäíî, ÷òî
2 1m≤ λ ≤ − , èíà÷å âûïîëíèòü óñëîâèå 1) òåîðåìû 3.3 íåâîçìîæ-
íî. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ïîëàãàåì, ÷òî èìè ÿâëÿþòñÿ ïåðâûå λ
îáðàçóþùèõ, ò. å.

 ÍÎÄ 1 2 1( , , , ) 1u u u u dλ − λ = ≥… .                     (3.8)

Ãðàô ( , )G X U′ ′= , ó êîòîðîãî 1 2{ , , , }U u u uλ′ = … , ñîñòîèò èç d êîì-
ïîíåíò ñâÿçíîñòè, êàê óòâåðæäàåò ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 3.2. Â ñèëó
óñëîâèÿ 2) òåîðåìû 3.2 âñåãäà íàéäåòñÿ òàêîå 1iu n d≤ − +  ( )i ≥ λ ,

êîòîðîå íå äåëèòñÿ íà d , èíà÷å áûëî áû 1λ +  òàêèõ îáðàçóþ-
ùèõ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñîãëàøåíèþ î ìàêñèìàëüíîñòè λ . Îáðà-
çóåì ãðàô G ′′ , äîáàâèâ d — 1 ðåáðî, ñîîòâåòñòâóþùèõ îáðàçóþùåé

iu  è èíöèäåíòíûõ âåðøèíàì n, 1, 2, , 2n n n d− − − +… . Ýòè ðåáðà

ñîåäèíÿþò ïàðû âåðøèí èç ðàçíûõ êîìïîíåíò ãðàôà G ′ . Åñëè
ñòÿíóòü êàæäóþ êîìïîíåíòó â âåðøèíó, òî ñâÿçíîñòü ãðàôà G ′′
íå íàðóøèòñÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì öåïü èç d  âåðøèí, ÷òî
ñâèäåòåëüñòâóåò î ñâÿçíîñòè ãðàôà G''. Åñëè ýòî íå òàê, òî
îáðàçóåòñÿ öèêë äëèíîþ ìåíüøå d . Íî ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó,
÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

 0(mod ) (1 )iu k d k d≡ ≤ ≤ .                    (3.9)

Ýòî âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà iu  è d  èìåþò îáùèé äåëèòåëü,

íàïðèìåð 1c ≥ . Íî òîãäà

ÍÎÄ 1 2( , , , , ) 1iu u u u cλ = ≥… ,

è ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî îáðàçóþùèõ, èìåþùèõ îáùèé äåëèòåëü, ñî-
ñòàâèò λ + 1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Ýòî è çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
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Ïîñëåäíèé ïðèìåð NM-ãðàôà òåïåðü ìîæíî ëåãêî èññëåäîâàòü.
Çäåñü λ = 3, ïîýòîìó ÍÎÄ(30, 42, 70) = 2. Òàê êàê ÍÎÄ(2, 105) = 1,
òî ãðàô ñâÿçåí.

3.3. О ЦИКЛОМАТИЧЕСКОМ ЧИСЛЕ NM-ГРАФОВ

Ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå ñòåïåíåé âåðøèí äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
NM-ãðàôà ( , )G X U= , ãäå 1 2, { , , , }n mX N U u u u= = … . Êàæäîé

îáðàçóþùåé iu  ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî in u−  ðåáåð, îäíàêî íå âñÿêàÿ
âåðøèíà èíöèäåíòíà ðåáðàì êàæäîé îáðàçóþùåé. Âñå îáðàçóþ-
ùèå ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè:

1. 
2i

n
u  ≤   

. Â ýòîì ñëó÷àå ðåáðà, ñîîòâåòñòâóþùèå äàííîé

îáðàçóþùåé, èíöèäåíòíû âñåì âåðøèíàì è äàþò ïðèáàâëåíèå ê
èõ ñòåïåíÿì, ðàâíîå 1 èëè 2, â òàêîì ïîðÿäêå: âåðøèíàì ñ íî-
ìåðàìè îò 1 äî iu  è îò 1in u− +  äî n  – åäèíèöó, îñòàëüíûì âåð-
øèíàì – äâîéêó.

2. 
2i

n
u  ≥   

. Â ýòîì ñëó÷àå âåðøèíû ñ íîìåðàìè îò in u−  äî ui

íå èíöèäåíòíû ðåáðàì, ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçóþùåé iu , îñòàëü-
íûå âåðøèíû ïîëó÷àþò ïðèáàâêó ê ñòåïåíè, ðàâíóþ 1. Çäåñü òàêæå
ïåðâîå ìíîæåñòâî âåðøèí ìîæåò áûòü ïóñòûì, åñëè 1in u− + =

= 1iu + , ÷òî âîçìîæíî ëèøü ïðè ÷åòíîì n  è 
2i

n
u = .

Â òåîðåìå 3.3 îïèñàíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñâÿçíîñòè NM-ãðà-
ôà. Â îáùåì ñëó÷àå ýòè óñëîâèÿ íå ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè. Íà
ðèñ. 3.5 ïîêàçàí NM-ãðàô ñ n = 23, è U = {8, 12, 21}, ó êîòîðîãî
ÍÎÄ(8, 12, 21) = 1, 8 12 21 2 23 1+ + ≤ ⋅ + , ò. å. âûïîëíÿþòñÿ óñëî-
âèÿ 1) è 2), íî ãðàô íå ñâÿçåí, îí ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò,
îäíà èç êîòîðûõ – öèêë (4, 16, 8, 20, 12, 4).

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî åñëè óâåëè÷èòü ÷èñëî âåðøèí ãðàôà äî 24,
òî ïîÿâèòñÿ ðåáðî (3, 24), êîòîðîå ñâÿæåò äâå êîìïîíåíòû, è ãðàô
ñòàíåò ñâÿçíûì.

Äîïóñòèì, ÷òî â ãðàôå ïðèâåäåíû âñå ðåáðà, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå íàáîðó îáðàçóþùèõ èç 1 2 1( , , )kU v v v −= … , äëÿ êîòîðûõ

ÍÎÄ 1 2 1( , , , ) 1kv v v − = λ ≥… , è ñóùåñòâóåò â U  îáðàçóþùàÿ kv , äëÿ

êîòîðîé ÍÎÄ( , ) 1kv λ = . Òîãäà ãðàô G ′  íà ìíîæåñòâå èç n  âåðøèí

è ñ íàáîðîì óêàçàííûõ 1k −  îáðàçóþùèõ áóäåò ñîñòîÿòü èç λ
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êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, à âåðøèíû ñ íîìåðàìè îò 1 äî λ  áóäóò
ïðåäñòàâëÿòü ðàçíûå êîìïîíåíòû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íå
òàê, òî êàêàÿ-òî ïàðà âåðøèí ,i j  èç ýòîãî ìíîæåñòâà ïðèíàäëå-
æèò îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

( )1 2
, 1,2, ,

r sji u u u u U s rα α α = α± ± ± ± ⊂ =" … .    (3.10)

Ïîñêîëüêó 
1
(mod )

s
u uα α≡ λ , òî (mod )i j≡ λ , ÷òî íåâîçìîæíî.

Äîáàâèì ê ãðàôó G ′  îáðàçóþùóþ kv . Ê ãðàôó G ′  äîáàâÿòñÿ íîâûå

ðåáðà, è λ  èç íèõ (1, 1),(2, 2), ,( , )k k kv v v+ + λ + λ…  äîëæíû ñâÿçàòü

âñå êîìïîíåíòû ãðàôà G ′  â îäíó. Ýòî ìîæåò íå ïðîèçîéòè ïî äâóì
ïðè÷èíàì. Ïåðâàÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÷èñëà òèïà 1 kr v i+  (1 , )r i≤ ≤ λ
íå âñå ðàçíûå ïî modλ. Òîãäà îáðàçóþùàÿ kv  íå îáåñïå÷èâàåò

ñâÿçíîñòè âñåãî ãðàôà G ′ . Íî ýòî ðàâíîñèëüíî ñïðàâåäëèâîñòè
ðàâåíñòâà

1 2 1 2( )(mod ) (1 , )k kr v i r v i r r+ ≡ + λ ≤ < λ           (3.11)

èëè 1 2( ) 0(mod )kr r v− ≡ λ . Òàê êàê 1 2( )r r− ≤ λ , òî ÍÎÄ( , ) 1kv λ ≠ ,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïåðâîíà÷àëüíîìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Ðèñ. 3.5
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Âòîðàÿ ïðè÷èíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íå õâàòàåò ðåáåð, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ îáðàçóþùåé kv , äëÿ ñâÿçûâàíèÿ λ  êîìïîíåíò. Ýòî

âîçìîæíî òîëüêî ïðè 1kv n≥ − λ + . Òåì ñàìûì äîêàçàíà ñëåäó-
þùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.4. Äëÿ ñâÿçíîñòè NM-ãðàôà ( , )G X U=  ñ n  âåðøè-

íàìè è m  îáðàçóþùèìè ( 1m ≥ ), 1 2{ , , , }mU u u u= …  íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàøëîñü õîòÿ áû îäíî òàêîå ïîäìíîæåñòâî
îáðàçóþùèõ 1 2{ , , , } ( 1)kV v v v U k= ⊆ ≥… , ó êîòîðîãî:

1) ÍÎÄ 1 2( , , , ) 1kv v v =… ;

2) 
1

( 1) 1
m

i
i

u m n
=

≤ − +∑ ;

3) kv n≤ − ÍÎÄ 1 2 1( , , , ) 1kv v v − +… .
Ïîñëåäíåå óñëîâèå òåîðåìû ñóùåñòâåííî, òàê êàê áîëüøèíñòâî

óòâåðæäåíèé â òåîðèè ãðàôîâ çâó÷èò ïî-ðàçíîìó, â çàâèñèìîñòè
îò òîãî, ñâÿçåí ãðàô èëè íåñâÿçåí. Òàê êàê ñâÿçíîñòü ãðàôà çà-
âèñèò îò âåëè÷èíû ÍÎÄ 1 2( , , , )m mu u u = λ… , òî óñëîâèå 3) áóäåò îò-

íîñèòüñÿ ê îáðàçóþùåé mu .

Íàçîâåì äåôèöèòîì ãðàôà ( )G∆  âåëè÷èíó, êîòîðàÿ îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

0, åñëè ,
( )

â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
m m

m m

u n
G

u n

≤ − λ
∆ =  − + λ

       (3.12)

Âûðàæåíèå (3.12) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ôîðìóëû

( )
2

m m m mu n u n
G

− + λ + − + λ
∆ = .                    (3.13)

Ãðàô, ó êîòîðîãî ( ) 0G∆ = , áóäåì íàçûâàòü áåçäåôèöèòíûì.
Òåîðåìà 3.5. Öèêëîìàòè÷åñêîå ÷èñëî NM-ãðàôà ñ n  âåðøè-

íàìè è m  îáðàçóþùèìè ( 1m ≥ ) ðàâíî

1

3
( ) ( 1)

2

m
m m m m

i
i

u n u n
G m n u

=

− + λ + − + λ
χ = − − +∑ .      (3.14)

Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ áåçäåôèöèòíîãî ãðàôà. Òîãäà ÷èñ-
ëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà ðàâíî ( ) mP G = λ . Â ýòîì ñëó÷àå
âåðíà èçâåñòíàÿ ôîðìóëà Ýéëåðà äëÿ ãðàôà ñ n  âåðøèíàìè è r
ðåáðàìè:

( ) ( )G r n P Gχ = − + .                         (3.15)
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Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà 
1

( )
m

i
i

r n u
=

= −∑ , ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (3.14), ãäå ïî-

ñëåäíåå ñëàãàåìîå áóäåò λ . Ïóñòü òåïåðü äåôèöèò ãðàôà ( ) 0G∆ ≥ .

Óäàëèì â ãðàôå ðåáðà, ñîîòâåòñòâóþùèå îáðàçóþùåé mu . Ïîëó-

÷èì áåçäåôèöèòíûé ãðàô G ′  ñ îáðàçóþùèìè 1 2 1{ , , , }mU u u u −= …
è ñ ÷èñëîì êîìïîíåíò ( )P G ′ = ÍÎÄ 1 2 1 1( , , , )m mu u u − −= λ… . Âîçâðà-
ùåíèå óäàëåííûõ ðåáåð óìåíüøàåò ÷èñëî ýòèõ êîìïîíåíò íà âå-
ëè÷èíó, ðàâíóþ ÷èñëó íîâûõ ðåáåð. Åñëè ÷èñëî ýòèõ ðåáåð ðàâíî
ÍÎÄ 1( , )m mu−λ , òî ( ) mP G = λ , à èíà÷å ÷èñëî òàêèõ ðåáåð ðàâíî

m mn uλ − + . Â îáùåì ñëó÷àå ÷èñëî êîìïîíåíò ñòàíîâèòñÿ ðàâ-

íûì 2 m mn uλ − + , ÷òî è ñîîòâåòñòâóåò (3.14).
Èññëåäóåì óñëîâèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ â NM-ãðà-

ôå ýéëåðîâà öèêëà èëè öåïè. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïåðâîãî íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ãðàôà áûëè ÷åò-
íûìè ÷èñëàìè. Èç èçëîæåííîãî â ïàðàãðàôå 3.2 âûòåêàåò, ÷òî
÷èñëî îáðàçóþùèõ ãðàôà äîëæíî áûòü ÷åòíûì.

Òåîðåìà 3.6. Äëÿ òîãî ÷òîáû â ñâÿçíîì NM-ãðàôå ñóùåñòâî-
âàë ýéëåðîâ öèêë, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìíîæåñòâî
åãî îáðàçóþùèõ èìåëî âèä

1 2 1 2 1{ , , , , , , , , }k k kU u u u n u n u n u n u−= − − − −… … .        (3.16)

Ïðè ýòîì ãðàô áóäåò îäíîðîäíûì ñòåïåíè 2k .
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âñå îáðàçóþùèå ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò òîëüêî

óñëîâèþ 1), òî â ãðàôå íå ìîæåò áûòü ýéëåðîâà öèêëà, èáî âåð-
øèíû ñ íîìåðàìè 1 31, 1u u+ +  è âñå îñòàëüíûå âåðøèíû ñ íîìå-

ðàìè 2 1l +  èìåþò íå÷åòíóþ ñòåïåíü, ðàâíóþ 2 1l + . Ïóñòü â U
âñòðå÷àþòñÿ îáðàçóþùèå, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ 2. Äëÿ 1k =
î÷åâèäíî, ÷òî ãðàô òèïà (3.16) ñîäåðæèò ýéëåðîâ öèêë, îí æå è
ãàìèëüòîíîâ, òàê êàê ñòåïåíü êàæäîé åãî âåðøèíû ðàâíà 2.
Ïóñòü òåîðåìà 3.6  ñïðàâåäëèâà äëÿ çàäàííîãî k . Äîêàæåì åå
äëÿ 1k + . Äîáàâèì ê ãðàôó îáðàçóþùóþ 1ku + , óäîâëåòâîðÿþùóþ

óñëîâèþ 1 è åùå êàêóþ-íèáóäü 2 1k ku u+ +≥ . Åñëè 2ku +  óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèþ à), òî âåðøèíà 1 1ku + +  èìååò íå÷åòíóþ ñòåïåíü.

Ïóñòü 2ku +  óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2). Òîãäà îáðàçóþùèå 1ku +  è

1ku +  äîáàâëÿþò ê ñòåïåíè êàæäîé âåðøèíû ñ íîìåðàìè îò 1 äî

1ku +  ðîâíî äâà ðåáðà. Åñëè 2 1k ku n u+ +≥ − , òî âåðøèíà 1 1ku + +
èìååò íå÷åòíóþ ñòåïåíü, ðàâíóþ 2 1k + . Åäèíñòâåííî âîçìîæ-
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íûé âàðèàíò, ÷òîáû âñå âåðøèíû èìåëè ÷åòíóþ ñòåïåíü, ýòî
êîãäà 2 1k ku n u+ += − . Òåïåðü, åñëè êàæäàÿ îáðàçóþùàÿ iu  ïðèáàâ-
ëÿåò ê âåðøèíàì ïî îäíîìó ðåáðó, òî âòîðîå ðåáðî äîáàâëÿåò
îáðàçóþùàÿ in u− , à òàì, ãäå iu  ïðèáàâëÿåò ê âåðøèíàì äâà ðåáðà,

îáðàçóþùàÿ in u−  íå äàåò íè îäíîãî. Â ðåçóëüòàòå ÷èñëî ðåáåð,
èíöèäåíòíûõ êàæäîé âåðøèíå, ðàâíî ÷èñëó îáðàçóþùèõ, ïîýòîìó
ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ðàâíà 2k , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû â ñâÿçíîì è áåçäåôèöèòíîì
NM-ãðàôå ñóùåñòâîâàëà ýéëåðîâà öåïü, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû åãî ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ èìåëî âèä 0 1 1{ , , 1}k kU U u u+ += + ,

ãäå 0U  – ìíîæåñòâî òèïà (3.16).
Äåéñòâèòåëüíî, â ãðàôå ñîäåðæàòñÿ òîëüêî äâå âåðøèíû íå-

÷åòíîé ñòåïåíè 1 1ku + +  è 1kn u +− , îñòàëüíûå âåðøèíû èìåþò
÷åòíóþ ñòåïåíü. Â ýòîì ñëó÷àå ýéëåðîâà öåïü íà÷èíàåòñÿ â îä-
íîé èç ýòèõ âåðøèí è çàêàí÷èâàåòñÿ â äðóãîé.

Ñëåäñòâèå 2. Ëþáîé áåçäåôèöèòíûé ñâÿçíûé NM-ãðàô ñ îáðàçó-
þùèìè òèïà (3.16) ìîæíî ðàçëîæèòü íà k ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ.

Ýòî î÷åâèäíî, òàê êàê ëþáàÿ ïàðà îáðàçóþùèõ iu  è in u−  îáðà-
çóåò ãàìèëüòîíîâ öèêë.

Ïîñòðîèì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ôóíêöèîíàëüíóþ çà-
âèñèìîñòü äîáàâëåíèÿ ê ñòåïåíè âåðøèíû, çàâèñÿùåé îò íîìåðà
âåðøèíû è çíà÷åíèÿ îáðàçóþùåé (ðèñ.3.6). Îáîçíà÷èì ýòó âåëè-
÷èíó ( )iρ . Åå çíà÷åíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïàðàãðàôîì 3.2 ëåãêî
âû÷èñëèòü:

1, åñëè ( )( ) 0;

( ) 2
2 2 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

1

k k

k

i u n u i

i u
n

− − − ≤
ρ =   −  + 

           (3.17)

Ó÷èòûâàÿ õàðàêòåð ÷åòûðåõ îáëàñòåé, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 3.5,
÷òîáû íå âîçíèêàëî ðàçíî÷òåíèé ïðè âû÷èñëåíèè ôîðìóë (3.17),
ïðÿìûå, êîòîðûå äåëÿò ýòó êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü, ñäâèíóòû
íà 0,5 åäèíèöû.

Òåïåðü, åñëè âçÿòü ïðîèçâîëüíîå i0, òî ìîæíî îïðåäåëèòü åãî ñòå-
ïåíü, ñêëàäûâàÿ çíà÷åíèÿ 0( )iρ  íà ïåðåñå÷åíèè âåðòèêàëè 0i i=
è ãîðèçîíòàëè ( 1,2, , )ku u k m= = … . Íàïðèìåð, íà ðèñ. 3.6 äëÿ

8i =  âû÷èñëÿåì (8) 2ρ =  ïðè 4u =  è 7u = ; (8) 1ρ =  ïðè 9u = ;

(8) 0ρ =  ïðè 13u = . Òîãäà ñòåïåíü âåðøèíû 8 ðàâíà 5. Íàçîâåì
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ìíîæåñòâî 1 2{ , , , }mU u u u= …  ñæàòûì, åñëè â íåì ïðîâåäåíû ñëå-
äóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

1) âñå îáðàçóþùèå 
2i

n
u  ≥   

 çàìåíÿþòñÿ îáðàçóþùèìè iu′ =

= 1n − ;
2) âñå îáðàçóþùèå óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ïî âîçðàñòàíèþ.
Ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî îáîçíà÷èì òàê: { }1 2, , , mϕ = ϕ ϕ ϕ… .

Ëåììà 3.6. Ñâÿçíûé áåçäåôèöèòíûé NM-ãðàô ñ 2l âåðøèíàìè
ìîæíî ïîêðûòü q  öåïÿìè, ãäå q  îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèé

 
2 1 2

0 1

2 2 1
1 1

äëÿ íå÷åòíûõ ,

äëÿ ÷åòíûõ .

ò ò

j j
j j

m m

j j
j j

q m

q m

+
= =

+
= =

= ϕ − ϕ

= ϕ − ϕ

∑ ∑

∑ ∑
           (3.18)

Ýòî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè çíà÷åíèÿìè

iϕ è 1i +ϕ  ÷èñëî âåðøèí, èìåþùèõ íå÷åòíóþ ñòåïåíü, ðàâíî ðàç-

íîñòè 1i i+ϕ − ϕ . Â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè m ïîëó÷àþòñÿ ðàçíûå
ðåçóëüòàòû.

Ðèñ. 3.6
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 3.4. СТРУКТУРА МНОЖЕСТВА NM-ГРАФОВ
С ДВУМЯ ОБРАЗУЮЩИМИ

Ðàññìîòðèì íàòóðàëüíûå ìîäóëüíûå ãðàôû (NM-ãðàôû), ó
êîòîðûõ ñòåïåíè âåðøèí íå ïðåâûøàþò ÷èñëî 2. Â äàëüíåéøåì
ðå÷ü áóäåò èäòè òîëüêî î òàêèõ ãðàôàõ, êîòîðûå äëÿ êðàòêîñòè
áóäåì íàçûâàòü 2-ãðàôàìè. Î÷åâèäíî, ÷òî NM-ãðàôû ñ
ìíîæåñòâîì 1{ }U u= , ò. å. ñ îäíîé îáðàçóþùåé, ÿâëÿþòñÿ

ïðîñòåéøèìè 2-ãðàôàìè. Ïóñòü äàëüøå 
1

,
n

a
u

 
=  

 
 1(mod )b n u≡ ,

ïðè ýòîì áóäóò áðàòüñÿ òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå âû÷åòû. Òîãäà
÷èñëî âåðøèí òàêîãî ãðàôà 1n au b= + . Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü
òàêèå NM-ãðàôû, êîòîðûå ïîñëå äîáàâëåíèÿ âòîðîé îáðàçóþùåé
îñòàþòÿ 2-ãðàôàìè. Òàê êàê âñå êîìïîíåíòû ýòèõ ãðàôîâ ñîñòîÿò
èç âåðøèí ñî ñòåïåíÿìè 1 è 2, òî âåñü ãðàô ÿâëÿåòñÿ íàáîðîì
öåïåé è öèêëîâ.

Ïóñòü mP  – ïðîñòàÿ öåïü èç m âåðøèí, à mC  – ïðîñòîé öèêë

èç m âåðøèí. Åñëè ãðàô G  ñîñòîèò èç r  öåïåé è s  öèêëîâ, òî
åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

{ }1 2 1 2
1 2 1 2

, , , ; , , ,r s
r st t t q q qG P P P C C Cα α α β β β= … … ,             (3.19)

ãäå iα  – ÷èñëî öåïåé ñ êîëè÷åñòâîì âåðøèí ( 1,2, )it i r= … , à βj –

÷èñëî öèêëîâ ñ êîëè÷åñòâîì âåðøèí ( 1,2, , )jq j s= … .

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé NM-ãðàô ( , )G X U= , ãäå 1{ }U u= ,

1n au= , ( 2)a ≥ , à 0b = . Òàê êàê ÷èñëî âåðøèí ó òàêîãî ãðàôà
êðàòíî çíà÷åíèþ ïåðâîé îáðàçóþùåé, íàçîâåì åãî êðàòíûì è
èññëåäóåì âîïðîñ, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ íîâîé îáðàçóùåé 2u
ãðàô îñòàíåòñÿ 2-ãðàôîì.

Òåîðåìà 3.7. Êðàòíûé ãðàô G  áóäåò îñòàâàòüñÿ 2-ãðàôîì,
åñëè âòîðàÿ îáðàçóþùàÿ ïðèíàäëåæèò îòðåçêó 1[( 1) ; 1]a u n− − ,
ïðè ýòîì:

 1) äëÿ 1( 1) ( 2)u a u a= − ≥  { }1u
aG C= ;                         (3.20)

 2) äëÿ 2 1 1( 1) (1 )u a u k k u= − + ≤ ≤  { }1 1(mod ) (mod );u k k u k
c dG P P −= ,

ãäå 1 1
u

c a
k

  = +    
, 1ud a

k
 =   

.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê èçâåñòíî èç ïàðàãðàôà 3.1, NM-ãðàô ñ
îäíîé îáðàçóþùåé 1u  è 1n au=  åñòü íàáîð 1u  öåïåé ñ ÷èñëîì
âåðøèí a . Îí áóäåò îñòàâàòüñÿ 2-ãðàôîì ïðè äîáàâëåíèè íîâîé
îáðàçóþùåé 2u  òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 2u  áóäåò ñîåäèíÿòü
åãî âèñÿ÷èå âåðøèíû. Ýòî âåðøèíû ñ íîìåðàìè 1, 2, …, (a — 1)u1 +
+ 1 11,( 1) 2, ,a u au n− + =… , è èõ ÷èñëî ðàâíî 12u . Íàèìåíüøàÿ ðàç-

íèöà íîìåðîâ ñðåäè íèõ ðàâíà 1( 1)a u− , à íàèáîëüøàÿ – 1n − .

Ýòî è îïðåäåëÿåò äèàïàçîí çíà÷åíèé 2u . Åñëè 2 1( 1)u a u= − , òî âñå
öåïè ãðàôà ñ îäíîé îáðàçóþùåé ïðåîáðàçóþòñÿ â öèêëû äëèíîþ
a  (ïðè óñëîâèè 2a ≥ ), ÷òî è äîêàçûâàåò ïóíêò 1 òåîðåìû 3.7.
Åñëè 2 1( 1) 1u a u= − + , ò. å. 1k = , òî ïîëó÷àåì öåïü ñ ÷èñëîì

âåðøèí n , òàê êàê 2u  ñîåäèíÿåò 1u  öåïåé ïî ïàðàì âåðøèí

1[1,( 1) 2],a u− +  1 1 1[2,( 1) 3], ,[ 1, ]a u u au n− + − =… . Â ýòîì ñëó÷àå

1 0(mod 1)u ≡  è ïîëó÷àåì 1{ }dG P= , ãäå 1
11

u
d a au n = = =  

.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíîå 1 1k n≤ ≤ − . Ïðîâåäåì ñòÿ-
ãèâàíèå ãðàôà G  òàêèì îáðàçîì, ÷òî åãî i-ÿ êîìïîíåíòà

1( 1,2, , )i u= …  ñòÿãèâàåòñÿ â i-þ âåðøèíó íîâîãî ãðàôà. Íîâûé ãðàô

( , )G X U′ ′ ′=  áóäåò ñîñòîÿòü èç âåðøèí 1{1,2, , }X u′ = …  è { }U k′ = .

Äåéñòâèòåëüíî, u k′ =  ñâÿçûâàåò äâå âåðøèíû i  è i k+ , ÷òî â
ãðàôå G  ñîîòâåòñòâóåò ñâÿçûâàíèþ äâóõ êîìïîíåíò ñ íîìåðàìè i
è i + k îáðàçóþùåé 1( 1)a u k− +  ÷åðåç âåðøèíû i è 1( 1)i k a u+ + − .
Äëÿ ãðàôîâ ñ îäíîé îáðàçóþùåé ñïðàâåäëèâà ëåììà 3.2.

Çàìåòèì, ÷òî âñåãäà (mod )
n

u n n u
u

  = −  
. Åñëè 0(mod )n u≡ , òî

n n
u u

   =      
, èíà÷å 1

n n
u u

   = +      
. Ñ ó÷åòîì ýòîãî, ïîäñòàâëÿÿ 1,n u=

u k= , ïîëó÷àåì ïðè 1 0(mod )u k≡  ðîâíî k  öåïåé èç 1u
k

 âåðøèí,

à ïðè 1 0(mod )u k≡  – ñîîòâåòñòâåííî 1(mod )k u k−  öåïåé ñ ÷èñ-

ëîì âåðøèí 1u
k

 
  

 è 1(mod )u k  öåïåé ñ ÷èñëîì âåðøèí 1 1
u
k

  +  
.

Åñëè âåðíóòüñÿ òåïåðü ê èñõîäíîìó ãðàôó G , òî ÷èñëî âåðøèí
êàæäîé èç ïîëó÷åííûõ öåïåé íåîáõîäèìî óìíîæèòü íà a , ÷òî è
äîêàçûâàåò òåîðåìó 3.7.
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Òåïåðü ëåììó 3.7 ìîæíî ïåðåôðàçèðîâàòü òàê: NM-ãðàô ñ n
âåðøèíàìè è îäíîé îáðàçóþùåé { }U u=  ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
íàáîðà öåïåé äâóõ òèïîâ:

 { }(mod ) (mod );n u u n u
c dG P P −= ,                      (3.21)

ãäå 1,
n n

c d
u u

   = + =      
.

Ðàññìîòðèì NM-ãðàôû ñ îäíîé îáðàçóþùåé, ó êîòîðûõ n = au1 +
+ 1, ò. å. b = 1, è áóäåì äîáàâëÿòü âòîðóþ îáðàçóþùóþ u1. Ðàññóæäàÿ
òàê æå, êàê è äëÿ êðàòíûõ ãðàôîâ, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî äèàïàçîí
åå èçìåíåíèÿ, íå âûâîäÿùèé íîâûé ãðàô èç êëàññà 2-ãðàôîâ, åñòü
îòðåçîê 1[( 1) 1, 1]a u n− + − . Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîå èçìåíå-

íèå 2u  è ïðåäñòàâèì íîâûé ãðàô ñ îáðàçóþùèìè 1 2{ , }U u u= .
Äëÿ ýòîãî âûïîëíèì äâå îïåðàöèè:

1) âåðøèíû îäíîé êîìïîíåíòû 1 1 1[ , , 2 , ,( 1) ]i i u i u a u i+ + − +…
ñòÿíåì â îäíó âåðøèíó ñ íîìåðîì i è ýòè âåðøèíû íàçîâåì íîâûìè
(íà ðèñ. 3.7 èçîáðàæåíû â âèäå êðóæêîâ);

2) âåðøèíó ñ íîìåðîì n  ïåðåíóìåðóåì â âåðøèíó ñ íîìåðîì

1 1u +  è íàçîâåì åå ñòàðîé âåðøèíîé (íà ðèñ. 3.7 ïîêàçàíà â âèäå
òî÷êè).

Òåì ñàìûì ãðàô ( , )G X U  ïðåîáðàçîâàëñÿ â ãðàô ( , )G X U′ ′= ,

â êîòîðîì 1 1n u′ = + , à îáðàçóþùàÿ u1 ñâÿçûâàåò íîâóþ âåðøèíó 1

Ðèñ. 3.7
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è ñòàðóþ âåðøèíó u1 + 1 (ðèñ.3.7, à, á, 0;G G G′⇒ ⇒  n = 21, u = 10,
k = 4).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî íîâàÿ îáðàçóþùàÿ 2 1( 1)u a u= − +
+ 1(1 )k k u≤ ≤  äëÿ ãðàôà G áóäåò äåéñòâîâàòü â ãðàôå G ′  êàê îá-

ðàçóþùàÿ 2u k′ = . Ýòà îáðàçóþùàÿ ïðåîáðàçóåò ãðàô G ′  â ãðàô
0( , )G X U′ ′ , ãäå 1{ , }U u k′ = . Íîâûå è îäíà ñòàðàÿ âåðøèíû ãðàôà 0G

îáðàçóþò k êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Åñëè ñòàðàÿ âåðøèíà ïîïàäàåò
â ïåðâóþ êîìïîíåíòó, ÷òî áûâàåò ïðè ðàâåíñòâå 1 21 1(mod )u u+ ≡
èëè 1 0(mod )u k≡ , òî ïåðâàÿ êîìïîíåíòà áëàãîäàðÿ îáðàçóþùåé

1u  ÿâëÿåòñÿ öèêëîì. Â íåì 1u
k

 
  

 íîâûõ âåðøèí è îäíà ñòàðàÿ.

Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû (èõ ÷èñëî 1k − ) áóäóò öåïÿìè èç 1u
k

 
  

íîâûõ âåðøèí.
Åñëè ñòàðàÿ âåðøèíà ïîïàäàåò â äðóãèå (íå ïîñëåäíþþ) êîì-

ïîíåíòû, òî ãðàô 0G  ðàçáèâàåòñÿ íà öåïè òðåõ òèïîâ (ðèñ. 3.7, â).

Îäíà öåïü áëàãîäàðÿ îáðàçóþùåé u1 ñîñòîèò èç 12 1
u
k

  +  
 íîâûõ

âåðøèí è îäíîé ñòàðîé, 1(mod ) 1u k −  öåïåé ñîñòîÿò èç 1 1
u
k

  +  

íîâûõ âåðøèí è 11 (mod ) 1k u k− − −  öåïåé èç 1u
k

 
  

 íîâûõ âåðøèí.

È åñëè, íàêîíåö, ñòàðàÿ âåðøèíà ïðèíàäëåæèò ïîñëåäíåé
êîìïîíåíòå, ÷òî áûâàåò òîëüêî ïðè 1 1 0(mod )u k+ ≡ , òî ãðàô 0G

ñîñòîèò èç öåïåé äâóõ òèïîâ. Îäíà öåïü ñîñòîèò èç 12 1
u
k

  +  
 íîâûõ

âåðøèí è îäíîé ñòàðîé è 2k −  öåïåé èç 1 1
u
k

  +  
 íîâûõ âåðøèí.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè 1 1 0(mod )u k+ ≡  èìååò ìåñòî 1 ( 1)(mod )u k k= − ,
ïîýòîìó ïîñëåäíèé ñëó÷àé ìîæíî ñâåñòè ê ïðåäûäóùåìó, êîãäà
êîëè÷åñòâî òðåòüèõ òèïîâ öåïåé ðàâíî 1 ( 1) 0k k− − − = . Òàê êàê

íîâûå âåðøèíû êðàòíû a  âåðøèíàì ãðàôà G , òî âñå âûøåïðè-
âåäåííûå ðàññóæäåíèÿ íåòðóäíî ïðèìåíèòü ê èñõîäíîìó ãðàôó G .
Òåì ñàìûì äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 3.8. Ãðàô ( , )G X U  ñ îäíîé îáðàçóþùåé { }U u=  è ÷èñ-

ëîì âåðøèí 1n au= +  ïðèíàäëåæèò êëàññó 2-ãðàôîâ ñî âòîðîé îá-
ðàçóþùåé u2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 2 1( 1)u a u k= − +

1(1 1)k u≤ ≤ − , ïðè ýòîì:

1) åñëè 1 0(mod )u k≡ , òî { }1 1

1 1
/ / 1;k

u a k u a kG P C−
+= ;                (3.22)

2) åñëè 1 0(mod )u k≠ , òî

1 1

11 1

(mod ) 1 1 (mod )

2 1 1 1
; ;u k k u k

uu u aa a
kk k

G P P P− − −
        + + +                

  =  
  

.

 Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ãðàô ( , )G X U  ñ îäíîé îáðàçóþ-

ùåé, ó êîòîðîãî 1n au b= +  1(2 1)b u≤ ≤ − . Èç òåîðåìû 3.8 âûòå-
êàåò, ÷òî íîâàÿ îáðàçóþùàÿ u2, êîòîðàÿ íå âûâîäèò ãðàô èç êëàññà
2-ãðàôîâ, äîëæíà èìåòü âèä 2 1( 1)u a u k= − +  ( 1 1b k u≤ ≤ − ).
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî äâà ñëó÷àÿ:

1) 1(mod )u k b k+ ≤  (ðèñ. 3.8, à).

Îñîáûé ñëó÷àé çàíèìàåò ñîîòíîøåíèå 1 0(mod )u k≡ . Òîãäà,

î÷åâèäíî, ãðàô áóäåò ñîñòîÿòü èç b  öèêëîâ è k b−  öåïåé. ×èñëî

âåðøèí â öèêëàõ áóäåò ðàâíî 1 1
u a
k

+ , à â öåïÿõ – 1au
k

. Ïóñòü

òåïåðü ñïðàâåäëèâî 1 0(mod )u k≠ . Åñëè 1(mod )u k b< , òî èç
âñåãî ãðàôà ìîæíî âûäåëèòü ïîäãðàô íà âåðøèíàõ ïåðâûõ

1(mod )u k b+  ãîðèçîíòàëüíûõ êîìïîíåíò. Åñëè êàæäóþ êîìïî-

íåíòó ñòÿíóòü â îäíó âåðøèíó, òî ïîëó÷èì ãðàô * * *( , )G X U  ñ

îäíîé îáðàçóþùåé, ãäå *
1(mod )n b u k= + , à *

1(mod )u u k= . Ñîãëà-

ñíî ëåììå 3.2 ýòîò ãðàô ñîñòîèò èç * *(mod )n u  öåïåé ñ 
*

* 1
n
u

 
+ 

 

âåðøèíàìè è * * *(mod )u n u−  öåïåé ñ 
*

*

n
u

 
 
 

 âåðøèíàìè. Åñëè

ïîäñòàâèòü ñþäà èñõîäíûå ïàðàìåòðû, òî ïîñëå óïðîùåíèé

ïîëó÷èì * *
1(mod ) [mod (mod )]n u b u k= , 

*

*
1

1
(mod )

n b
u ku

   
= +   

   
.
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âåðøèíû áûëè ðàçíûå, ïðèõîäèì ê âûâîäó,
÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå – åäèíèöà – îòíîñèòñÿ ê êðóãëûì âåðøè-
íàì, à âòîðîå – ê òî÷êàì. Â ðåçóëüòàòå ÷èñëî âåðøèí â öåïÿõ

ïåðâîãî òèïà áóäåò ðàâíûì 1 1

1

1
(mod )

u u b
a a

k k u k

        + +                    
, â

öåïÿõ âòîðîãî òèïà – 1 1

1

1 1 1
(mod )

u u b
a a

k k u k

        + + + +                   
, à

èñõîäíûé ãðàô ( , )G X U  ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

[ ] [ ]{ }1 1 1 1mod (mod ) (mod ) mod (mod ) (mod ); ;b u k u k b u k k b u k
c d eG P P P− − −= , (3.23)

ãäå

1 1

1

1 1
(mod )

u u b
d a a

k k u k

        = + + +                    
,

1 1
u

c d a
k

 = + +  
, 1ue a

k
 =   

.

Ðèñ. 3.8
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Åñëè 1(mod )u k b≥ , òî îáðàçóþùàÿ 1(mod )u k  ñâÿçûâàåò
òîëüêî äâå êîìïîíåíòû ïîäîáíîãî ãðàôà. Îäíà èç íèõ èìååò

1 1
u

a
k

   +    
 âåðøèí, à äðóãàÿ – 1 1

u
k

  +  
 âåðøèí. Òàêèì îáðàçîì,

â ýòîì ñëó÷àå ãðàô ( , )G X U  ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

11

2

2 1 1
;b k b

uu aa
kk

G P P −
     + +        

  =  
  

;                          (3.24)

2) (mod )u k b k+ >  (ðèñ. 3.8, á).

Èç ðèñ. 3.8 âèäíî, ÷òî â ãðàôå 0( , )G X U′ ′  ìîæíî âûäåëèòü ïîä-
ãðàô íà b ïåðâûõ ãîðèçîíòàëüíûõ êîìïîíåíòàõ. Åñëè êàæäóþ êîì-
ïîíåíòó ñòÿíóòü â îäíó âåðøèíó, òî ó ïîëó÷åííîãî ãðàôà * * *( , )G X U

÷èñëî *n b= , à {* *
1 1(mod ) ,U u k u= =  }*

2 1(mod )u k u k= − . Òàê êàê

1(mod )b u k≤ , òî âòîðàÿ îáðàçóþùàÿ íå íóæíà, è ãðàô ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

[ ] [ ]{ }1 1 1mod (mod ) (mod ) mod (mod );b u k u k b u k
c dG P P −= ,          (3.25)

ãäå

1 1

1

1 1 2
(mod )

u ub
c a a

u k k k

       = + + + +               
,

à

1 1

1

1 1
(mod )

u ub
d a a

u k k k

      = + + +           
.

3.5. ИЗОМОРФИЗМ НАТУРАЛЬНЫХ МОДУЛЬНЫХ ГРАФОВ

Íàòóðàëüíûå ìîäóëüíûå ãðàôû ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñíûé
êëàññ ÷èñëîâûõ ãðàôîâ, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ ñìåæíîñòè çàäàåòñÿ
ìîäóëåì ðàçíîñòè íà ìíîæåñòâå âåðøèí, êîäû êîòîðûõ çàäàþòñÿ
íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Äëÿ òàêèõ ãðàôîâ áàçîâûå àëãîðèòìû èç
òåîðèè ãðàôîâ ìîãóò áûòü íàìíîãî ìåíåå åìêèå êàê ïî âðåìåíè,
òàê è ïî ïàìÿòè. Ïîòîìó èíòåðåñíîé äëÿ ðàññìîòðåíèÿ åñòü
ïðîáëåìà ïîèñêà èçîìîðôíûõ ãðàôîâ â êëàññå NM-ãðàôîâ.
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Êàê èçâåñòíî, èçîìîðôíûå ãðàôû èìåþò ðÿä ñîâïàäàþùèõ
ïàðàìåòðîâ (èíâàðèàíòîâ), ñðåäè êîòîðûõ òàêèå ïðîñòåéøèå: à) êî-
ëè÷åñòâî âåðøèí, á) êîëè÷åñòâî ðåáåð, â) âåêòîð ñòåïåíåé âåðøèí.

Â ýòîì ïàðàãðàôå, åñëè íå óêàçàíî èíà÷å, ðàññìàòðèâàþòñÿ
ãðàôû ñ êîëè÷åñòâîì îáðàçóþùèõ, íå ïðåâûøàþùèõ 2. Â ïðåäû-
äóùåì ïàðàãðàôå ïîêàçàí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ èçîìîðôèçìà
äëÿ íàòóðàëüíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ãðàôîâ ñ êîëè÷åñòâîì îáðàçó-
þùèõ ìåíüøå 2, à òàêæå ïðîâåäåíî ïåðå÷èñëåíèå èçîìîðôíûõ
êîìïîíåíò. ×òî êàñàåòñÿ íàòóðàëüíûõ ìîäóëüíûõ ãðàôîâ, òî èç-
âåñòíû íåêîòîðûå èõ ñâîéñòâà, íàïðèìåð ñâÿçíîñòü [43], öèêëî-
ìàòè÷åñêîå ÷èñëî [41] è äðóãèå. Ýòè ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò ïðîâî-
äèòü èññëåäîâàíèå èçîìîðôèçìà òàêèõ ãðàôîâ è äàæå îñóùåñòâ-
ëÿòü ïåðå÷èñëåíèå èçîìîðôíûõ êîìïîíåíò.

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì NM-ãðàôû ñ îäíîé îáðàçóþùåé.
Ïóñòü ( , )G X U= , X N∈ , X n= , à { }U u= . Èç [43] âûòåêàåò,

÷òî äëÿ êàæäîé îáðàçóþùåé u U∈  ñóùåñòâóåò ðîâíî n u−  ðåáåð.
Ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî ðåáåð â èçîìîðôíûõ ãðàôàõ ñîâïàäàåò, òî
ýòî óñëîâèå äëÿ NM-ãðàôîâ ñ îäíîé îáðàçóþùåé ìîæíî èçëî-
æèòü â âèäå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 3.7. Äâà NM-ãðàôà ñ îäíîé îáðàçóþùåé 1 ( , )G X u=  è

2 ( , )G X v=  èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u v= .
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïåðå÷èñëèòü âñå íåèçîìîðôíûå NM-

ãðàôû ñ n  âåðøèíàìè è îäíîé îáðàçóþùåé.
Â ëåììå 3.2 [51] äîêàçàíî, ÷òî NM-ãðàô ( , )G X u=  ñîñòîèò èç u

êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, ñðåäè êîòîðûõ 
n

u n
u
  −  

 ÿâëÿþòñÿ öåïÿìè èç

1
n
u
  −  

 âåðøèí êàæäàÿ, à îñòàëüíûå – öåïÿìè èç 
n
u
 
  

 âåðøèí

êàæäàÿ. Çäåñü x    – áëèæàéøåå öåëîå, íå ìåíüøåå x . Äëÿ ãðàôîâ

ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ëåììà.
Ëåììà 3.8. Äâà NM-ãðàôà ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè áóäóò èçî-

ìîðôíûìè ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóììà èõ îáðàçóþùèõ ñîâïàäàåò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò î ñîâïàäåíèè

âòîðîãî óñëîâèÿ èíâàðèàíòîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü 1 ( , )G X U= ,

2 ( , )G X V= , ãäå 1 2{ , }U u u= , 1 2{ , }V v v=  èçîìîðôíû. Òîãäà êîëè-
÷åñòâî ðåáåð ó íèõ äîëæíî ñîâïàäàòü, ò. å.

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )n u n u n v n v− + − = − + − .

Ðàñêðûâ ñêîáêè, ïîëó÷àåì u1 + u2 = v1 + v2.



Г Л А В А  3. Модульные графы (M-графы) и их свойства

143

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè íåáîëüøîì èçìåíåíèè ëåììà 3.8
ìîæåò áûòü ïðèìåíèìà è äëÿ ãðàôîâ ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì
îáðàçóþùèõ. Èíà÷å ãîâîðÿ, ëåììà 3.8 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì áîëåå
îáùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 3.9. Åñëè äâà NM-ãðàôà ñ îäèíàêîâûì êîëè÷åñòâîì
îáðàçóþùèõ èçîìîðôíû, òî ñóììà èõ îáðàçóþùèõ ñîâïàäàåò.

Ýòî óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì â îáùåì ñëó÷àå. Íà
ðèñ. 3.9 ïîêàçàíû ãðàôû ñ øåñòüþ âåðøèíàìè è îáðàçóþùèìè

{2,4}U = (ðèñ. 3.9, à), {1,5}V =  (ðèñ. 3.9, á). Ýòè ãðàôû íå áóäóò
èçîìîðôíûìè, õîòÿ èõ îáðàçóþùèå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ëåì-
ìû 3.9. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãðàôû ñ îáðàçóþùèìè {3, 4}  è {2, 5}
áóäóò èçîìîðôíû (ðèñ. 3.10).

Òàêèì îáðàçîì, ïîèñê äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íå ñòîëü î÷åâè-
äåí, ïîñêîëüêó îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ðåáåð äëÿ íàòóðàëüíûõ
ìîäóëüíûõ ãðàôîâ íå ãàðàíòèðóåò èçîìîðôíîñòè.

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè îáîçíà÷èì 1 2( , )nG u u  – NM-ãðàô ñ n

âåðøèíàìè è ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ 1 2{ , }U u u= .
Êàê èçâåñòíî [88], ó ñâÿçíîãî ãðàôà ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè

íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü 1 2ÍÎÄ( , ) 1u u = , à 1 2 1u u n+ ≤ + .
Èñõîäÿ èç ýòèõ óñëîâèé, ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.

Òåîðåìà 3.9 Ãðàôû 1 2( , )nG u u , 1 2( , )nG v v  – èçîìîðôíû, åñëè:

1) 1 2 1 2 { , 1}u u v v n n+ = + ∈ + ;

2) 1 2 1 2ÍÎÄ( , ) ÍÎÄ( , ) 1u u v v= = .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðàôû, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì óñëîâèÿì,

áóäóò ëèáî ãàìèëüòîíîâûì öèêëîì ( 1 2u u n+ = ), ëèáî ãàìèëüòî-
íîâîé öåïüþ, ñëåäîâàòåëüíî, èõ èçîìîðôíîñòü î÷åâèäíà.

Òåîðåìà 3.10. Ãðàôû 1 2( , )nG u u ,  1 2( , )nG v v  èçîìîðôíû, åñëè

1 2 1 2u u v v+ = + , 1 2 1 2ÍÎÄ( , ) ÍÎÄ( , ) 1u u v v= =  è 1 2 1u u n+ = − .

Ðèñ. 3.9 Ðèñ. 3.10
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðàôû ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè ñîñòîÿò èç äâóõ
ãðàíåé, ñîäåðæàùèõ ñîîòâåòñòâåííî ÷åòûðå âåðøèíû è 1n −  âåð-
øèí. Íàëîæèì ÷åòûðåõóãîëüíûå ãðàíè îäíà íà äðóãóþ òàê, ÷òî-
áû âåðøèíû ñî ñòåïåíüþ 3 îäíîãî ãðàôà (òàêèõ äâå) íàëîæèëèñü
íà òàêèå æå âåðøèíû äðóãîãî ãðàôà. Îñòàëèñü íåóëîæåííûìè

4n −  âåðøèí. Íî ýòè âåðøèíû ñîåäèíåíû â öåïü êàê â îäíîì,
òàê è â äðóãîì ãðàôå. Ñëåäîâàòåëüíî, íàëîæèâ ýòè öåïè, ïîëó-
÷èì âçàèìîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãðàôàìè, ò. å. ýòè
ãðàôû èçîìîðôíû.

Òåîðåìà 3.11. Ãðàôû ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè 1 2( , )nG u u , 1 2( , )nG v v
íå áóäóò èçîìîðôíûìè, åñëè

1 2 1 2u u v v+ = + , 1 2 1 2ÍÎÄ( , ) ÍÎÄ( , ) 1u u v v= =  è 1 2 1u u n+ < − .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 1 2( , )nG u u  è 1 2( , )nG v v  – äâà ãðàôà,
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû è îíè èçîìîðôíû.
Ïóñòü 1 2: X Xϕ →  – âçàèìíîîäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ
âåðøèíû ïåðâîãî ãðàôà â âåðøèíû âòîðîãî. Èìååì ãðàíü äëè-
íîþ u1 + u2, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç u1 + u2 âåðøèí âèäà 1, 1 + u1, 1 +
+ 2u1, …, 1 + ku1 = u1 + u2, u1, 2u1, ku1, ãäå k – ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

1 2( 1) 1k u u− = − . Òîãäà â èçîìîðôíîì ãðàôå ýòà ãðàíü èìååò âèä

1 1 1 1 2 1 1 1(1), (1 ), (1 2 ), , (1 ), ( ), (2 ), ( )u u ku u u u u kuϕ ϕ + ϕ + ϕ + = + ϕ ϕ ϕ… .

Îäíàêî ýòà ãðàíü âî âòîðîì ãðàôå îáðàçóåòñÿ òîëüêî òåì æå
ñïîñîáîì, ÷òî è â ïåðâîì, ò. å. 1 1 11, 1 , 1 2 , ,1v v lv+ + + =…  v1 + v2,

1 1 1, 2 ,v v lv , ãäå l – ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ (l — 1)v1 =

= 2 1u − . Ïîñêîëüêó 1 2 1 2u u v v+ = + , òî 1 1ku lv= , ku1 + ku2 = lv1 +

+ lv2, ñëåäîâàòåëüíî, k l= . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îáðàçóþùèå 1 1u v= ,
ò. å. òàêèå ãðàôû ñîâïàäàþò. Òåîðåìà 3.11 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.12. Ãðàôû ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè 1 2( , )nG u u , 1 2( , )nG v v
íå áóäóò èçîìîðôíûìè, åñëè

1 2 1 2u u v v+ = + , 1 2 1 2ÍÎÄ( , ) ÍÎÄ( , ) 1u u v v= =  è 1 2 1u u n+ > + .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàêèå ãðàôû íå áóäóò ñâÿçíûìè, áîëåå òîãî,
â òàêèõ ãðàôàõ íå áóäåò ñîâïàäàòü âåêòîð ñòåïåíåé âåðøèí ââèäó
òîãî, ÷òî êîëè÷åñòâî âåðøèí ñòåïåíè 0, ò. å. êîëè÷åñòâî èçîëè-
ðîâàííûõ âåðøèí, çàâèñèò îò âåëè÷èíû áîëüøåé îáðàçóþùåé.
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Îäíàêî íå âñå íåñâÿçíûå ãðàôû áóäóò íåèçîìîðôíûìè. Äëÿ
íåêîòîðûõ èç íèõ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.13. Ãðàôû ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè 1 2( , )nG u u , 1 2( , )nG v v

ó êîòîðûõ u1 + u2 = v1 + v2, 1 2 1 2ÍÎÄ( , ) ÍÎÄ( , ) 1u u v v c= = > , èçîìîðô-

íû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàôû 1 2( , )n
c

u u
G

c c 
  

 è 1 2( , )n
c

v v
G

c c 
  

èçîìîðôíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðàôû, óêàçàííûå â óñëîâèè òåîðåìû 3.13,

ñîñòîÿò èç c  êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Ïîýòîìó èçîìîðôèçì òàêèõ
ãðàôîâ âîçìîæåí ëèøü ïðè óñëîâèè èçîìîðôèçìà êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè èñõîäíûõ ãðàôîâ. Ýòè êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïðåäñòàâ-

ëÿþò ñîáîé (mod )n c  ãðàôîâ ñ ÷èñëîì âåðøèí n
c
 
  

 è (mod )c n c−

ãðàôîâ ñ ÷èñëîì âåðøèí n
c
 
  

. Åñëè ãðàôû ñ ÷èñëîì âåðøèí n
c
 
  

èçîìîðôíû, òî èçîìîðôíû è ãðàôû ñ êîëè÷åñòâîì âåðøèí n
c
 
  

,

ïîñêîëüêó ïîñëåäíèå ÿâëÿþòñÿ ïîäãðàôàìè ïåðâûõ.
Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïóñòü çàäàíû äâå ìàòðèöû èíöèäåíòíîñòè

âåðøèí ãðàôîâ, èç êîòîðûõ 1A  ñîîòâåòñòâóåò ãðàôó 1G , à 2A  –

ãðàôó 2G . Ýòè ãðàôû áóäóò èçîìîðôíûìè 1 2( )G G≅ , åñëè íàéäå-

òñÿ òàêàÿ ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà P , äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî

 2 1
TA PA P= .

Ìàòðèöå P  ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñòàíîâêà 
1 2

1 2

n

n
p

i i i
 

=  
 

…
…

òàêàÿ, ÷òî åñëè íà ìíîæåñòâå âåðøèí ãðàôà 2G ñäåëàòü ïåðåñòà-

íîâêó p , òî ïîëó÷åííûé ãðàô ñòàíåò ïîëíîé êîïèåé ãðàôà 1.G
Ðàññìîòðèì ìàòðèöó îáðàçóþùèõ ïîëíîãî NM-ãðàôà.
Êàæäîé îáðàçóþùåé 1 1u n≤ ≤ −  â ìàòðèöå À:

0 1 2 3 1

1 0 1 2 2

2 1 0 1 3

1 2 3 4 0

n

n

A n

n n n n

− 
 − 
 = −
 
 
 − − − − 

…
…
…

… … … … … …
…

             (3.26)
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ñîîòâåòñòâóåò äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë u , ðàñïîëîæåííûõ
ïàðàëëåëüíî íàä è ïîä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ, ñîñòîÿùåé èç íóëåé.
Ìàòðèöà îáðàçóþùèõ ïðîèçâîëüíîãî NM-ãðàôà îòëè÷àåòñÿ îò
ìàòðèöû (3.26) òåì, ÷òî íà ìåñòå íåñóùåñòâóþùèõ îáðàçóþùèõ
ñòîÿò íóëè. Ïîýòîìó ñòåïåíü i -é âåðøèíû is  â òàêèõ ãðàôàõ ðàâ-
íà êîëè÷åñòâó íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â i -é ñòðîêå (ñòîëáöå) ìà-
òðèöû îáðàçóþùèõ. Ïîñòðîèì ãðàôèê ñòåïåíåé âåðøèí ãðàôà,
èñõîäÿ èç óêàçàííûõ ñâîéñòâ ìàòðèöû îáðàçóþùèõ:

1) åñëè 2 1u n≤ − , òî îáðàçóþùàÿ u  äîáàâëÿåò ê ñòåïåíè âåð-
øèíû j  âåëè÷èíó

 

1 äëÿ 1 ;

( ) 2 äëÿ 1 ;

1 äëÿ 1 ;
j

j u

u u j n u

n u j n

≤ ≤
∆ = + ≤ ≤ −
 − + ≤ ≤

                 (3.27)

 2) åñëè 2 1u n> − , òî îáðàçóþùàÿ u  äîáàâëÿåò ê ñòåïåíè âåð-
øèíû j  âåëè÷èíó

 

1 äëÿ 1 ;

( ) 0 äëÿ 1 ;

1 äëÿ 1 .
j

j n u

u n u j u

u j n

≤ ≤ −
∆ = − + ≤ ≤
 + ≤ ≤

               (3.28)

Åäèíñòâåííàÿ îáðàçóþùàÿ ïðè 0(mod 2)n ≡ , êîòîðàÿ äîáàâëÿåò

âñåãäà åäèíèöó ê ñòåïåíè ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû, ýòî 
2
n

u = . Ãðàô

ñ ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ 1 2{ , , , }mU u u u= …  èìååò âåêòîð ñòåïåíåé

1 2( , , , )nS s s s= … , ãäå

 ( ); 1,2, ,j j
u U

s u j n
∈

= ∆ =∑ … .                   (3.29)

Ïîñòðîèì ãðàôèêè îáðàçóþùèõ, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (3.27)
è (3.28) äëÿ 22, {7, 16}n U= =  (ðèñ. 3.11: à – u1 = 7, á – u2 = 16).

Ïóòåì íàëîæåíèÿ òàêèõ ãðàôèêîâ äëÿ êàæäîé îáðàçóþùåé
ïîëó÷èì ñóììàðíûé ãðàôèê ôóíêöèè ñòåïåíåé âåðøèí, êîòîðóþ
îáîçíà÷èì ( )S G . Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ãðàôèêè îáðàçóþùèõ èìåþò

öåíòðàëüíóþ îñü ñèììåòðèè, òî è ãðàôèê ( )S G  òîæå áóäåò ñèì-
ìåòðè÷íûì. Ïîýòîìó âñå ñâîéñòâà òàêèõ ãðàôèêîâ áóäóò èçó-
÷àòüñÿ òîëüêî äëÿ èõ ëåâîé ïîëîâèíû. Ãðàôèêè îáðàçóþùèõ äëÿ
(3.27) èìåþò ïîäúåì â òî÷êå j u= , à äëÿ îáðàçóþùèõ (3.28) –
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ñïóñê â òî÷êå j n u= − . Ïðè ïîñòðîåíèè ãðàôèêà ôóíêöèè ( )S G
íåêîòîðûå ïîäúåìû ìîãóò íàêëàäûâàòüñÿ íà ñïóñêè è íåéòðàëè-
çîâàòü äðóã äðóãà. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè k lu u n+ =
( )k l≠ . Åñëè òàêèõ îáðàçóþùèõ íåò, òî ÷èñëî ïîäúåìîâ ôóíê-

öèè ( )S G  áóäåò ðàâíî ÷èñëó îáðàçóþùèõ òèïà (3.27), à ÷èñëî
ñïóñêîâ – ÷èñëó îáðàçóþùèõ òèïà (3.28). Êàê ïðèìåð ðàññìîò-
ðèì ãðàôèê ( )S G  íà ðèñ. 3.12.

Ïîäñ÷èòàâ ÷èñëî ïîäúåìîâ è ñïóñêîâ ãðàôèêà (íàïîìèíàåì,
÷òî âñå äåëàåòñÿ äëÿ ëåâîé ïîëîâèíû ãðàôèêà, ò. å. 1 11j≤ ≤ ),
íàõîäèì, ÷òî îíî ðàâíî 5 (òðè ñïóñêà è äâà ïîäúåìà). Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî äîëæíî áûòü íå ìåíüøå 5 îáðàçóþùèõ. Òàê êàê
min ( ) 3S G = , à max ( ) 5S G = , òî ÷èñëî îáðàçóþùèõ äîëæíî áûòü
â ýòèõ ïðåäåëàõ, ÷òî îïðåäåëÿåò îêîí÷àòåëüíî ÷èñëî îáðàçóþùèõ,
ðàâíîå 5. Ïîäúåìû íà ãðàôèêå ïðèñóòñòâóþò â òî÷êàõ 6, 8j = , ÷òî

Ðèñ. 3.11

Ðèñ. 3.12
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ñîîòâåòñòâóåò îáðàçóþùèì 1 26, 8u u= = . Ñïóñêè ïðèñóòñòâóþò â

òî÷êàõ 2, 4, 10j = . Ýòî ñîîòâåòñòâóåò îòíîøåíèÿì 3 10n u− = ,

4 4n u− = , 5 2n u− = , îòêóäà 3 12u = , 4 18u =  è 5 20u = . Íåïîñðåä-
ñòâåííî ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòè îáðàçóþùèå è ñîîòâåòñòâóþò
äàííîìó ãðàôèêó.

Âåêòîð ñòåïåíåé ãðàôà 4 10 8(3 ,4 ,5 )S = , ãäå âåðõíèé èíäåêñ
óêàçûâàåò ÷èñëî âåðøèí ñ äàííîé ñòåïåíüþ. Åñëè âåêòîð ñ÷èòàòü
îäíèì èç èíâàðèàíòîâ ãðàôà, òî ýòîìó âåêòîðó ñîîòâåòñòâóåò
ìíîãî NM-ãðàôîâ. Íàçîâåì ãðàôèê ôóíêöèè ( )S G  äëÿ çàäàí-

íîãî âåêòîðà S  êàíîíè÷åñêèì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîç-
ðàñòàþùèì (ðèñ. 3.13).

Ãðàô, ñîîòâåòñòâóþùèé êàíîíè÷åñêîìó ãðàôèêó ôóíêöèè ( )S G ,
íàçîâåì êàíîíè÷åñêèì. Çäåñü ÷èñëî ïîäúåìîâ ðàâíî 2, à ñïóñêîâ
íå áóäåò íèêîãäà ïî ïðàâèëó ïîñòðîåíèÿ. Íî ÷èñëî îáðàçóþùèõ
äîëæíî áûòü, ïî êðàéíåé ìåðå, òðè. Òðåòüÿ îáðàçóþùàÿ íå äîëæíà
èìåòü íè ïîäúåìîâ, íè ñïóñêîâ, è òàêàÿ îáðàçóþùàÿ ñóùåñòâóåò

äëÿ ÷åòíûõ n  è èìååò âèä 3 2
n

u = . Òàêèì îáðàçîì, êàíîíè÷åñêèé

ãðàôèê ( )S G  ñòðîèòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ òðåõ

îáðàçóþùèõ 1 2u =  (òî÷êà ïîäúåìà 2j = ), 2 7u =  (òî÷êà ïîäúåìà

7j = ) è 3 11u = . Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî îáðàçóþùèõ êàíîíè÷åñêîãî

ãðàôà ðàâíî min ( )S G . Åñëè çíà÷åíèÿ ãðàôèêà óâåëè÷èòü âñþäó
íà åäèíèöó, òî òîãäà ïðèøëîñü áû èñïîëüçîâàòü ÷åòûðå îáðàçó-
þùèõ, õîòÿ ïîäúåìîâ áûëî áû ïî-ïðåæíåìó 2. Â ýòîì ñëó÷àå äâå
îáðàçóþùèå â ñóììå äîëæíû íå äîïóñêàòü íè ïîäúåìîâ, íè ñïóñ-
êîâ. Òàêèå îáðàçóþùèå ñóùåñòâóþò è èìåþò âèä 3u  è 4 3u n u= − ,
íî ïðè ýòîì êàíîíè÷åñêèé ãðàôèê ñòðîèòñÿ íå åäèíñòâåííûì

Ðèñ. 3.13
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îáðàçîì. Âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîäûòîæèòü â âèäå
óòâåðæäåíèé.

Óòâåðæäåíèå 3.1. Äëÿ èçîìîðôíûõ NM-ãðàôîâ ÷èñëî îáðàçó-
þùèõ íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì.

Óòâåðæäåíèå 3.2. Êàíîíè÷åñêèé ãðàô, ðåàëèçóþùèé çàäàí-
íûé âåêòîð ñòåïåíåé 1 2( , , , )nS s s s= … , ñîäåðæèò íàèìåíüøåå ÷è-
ñëî îáðàçóþùèõ.

Â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåìû èçîìîðôèçìà NM-ãðàôîâ
ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ãðàôèê ñòåïåíåé âåðøèí, ïðè ýòîì

÷àñòü ãðàôèêà ìîæåò ïðèíàäëåæàòü îáðàçóþùåé 
2
n

u =  (äëÿ ÷åò-

íûõ n ) èëè íàáîðó ïàð îáðàçóþùèõ òèïà u  è n u− . Îñòàëüíûå
îáðàçóþùèå ÿâëÿþòñÿ íàäñòðîéêîé íàä íèìè. Ñàìè ýòè ïàðû
îáðàçóþùèõ, îòäåëüíî âçÿòûå â ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèÿõ, ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ðåãóëÿðíûå ãðàôû. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ íèõ ëþ-
áîé ãðàôèê ñòåïåíåé âåðøèí íå ñîäåðæèò íè ïîäúåìîâ, íè ñïó-
ñêîâ, ò. å. ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, ÷òî è åñòü îïðåäåëåíèåì ðåãóëÿð-
íîñòè ãðàôà. Òåì ñàìûì äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 3.10. Âñå ðåãóëÿðíûå NM-ãðàôû ñòåïåíè 2k  èìåþò
ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ âèäà 1 2 2 1{ , , , , , , , }k kU u u u n u n u n u= − − −… … ,

ãäå 1

1
1

2
n

u
− ≤ ≤   

, ( 1,2, , )i k= … . Ðåãóëÿðíûé NM-ãðàô ñòåïåíè

2 1k +  âîçìîæåí ëèøü ïðè ÷åòíîì ÷èñëå âåðøèí è îòëè÷àåòñÿ îò

ãðàôà ñòåïåíè 2k  äîïîëíèòåëüíîé îáðàçóþùåé 
2
n

u = .

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ðåãóëÿðíûé ãðàô ñ îäíîé îáðàçóþùåé
ñóùåñòâóåò òîëüêî äëÿ ÷åòíîãî ÷èñëà âåðøèí. Ðàññìîòðèì ðåãó-
ëÿðíûå ãðàôû ñòåïåíè 2, ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ êîòîðûõ ïðåä-
ñòàâëåíû â âèäå { , }U u n u= − , ãäå 1 1u n≤ ≤ − . Òàêèõ ìíîæåñòâ

1
2

u − 
  

, íî íåêîòîðûå èç íèõ ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü èçîìîðôíûì

ãðàôàì. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè 1u  è 2u  – âçàèìíî ïðîñòûå, à òàêæå

1 2u u n+ = , òî òàêîé ãðàô ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì öèêëîì.

Ëåììà 3.11. ×èñëî NM-ãðàôîâ ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè, ÿâëÿ-

þùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûìè öèêëàìè, ðàâíî 
( )
2
nϕ

, ãäå ( )nϕ  – ôóíê-

öèÿ Ýéëåðà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ÍÎÄ( , ) 1u n u− = , òî è

ÍÎÄ( , ) 1u n = , à âñåãî òàêèõ çíà÷åíèé u  åñòü ( )nϕ . Ñðåäè ïàð

( , )u n u−  âñåãäà u n u< − , ïîýòîìó êîëè÷åñòâî òàêèõ ïàð, îáå îá-

ðàçóþùèå êîòîðûõ âçàèìíî ïðîñòûå, ðàâíî ( )
2
nϕ . Ïîêàæåì, ÷òî

ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà P , êîòîðàÿ ïåðåâî-
äèò ëþáîé ãàìèëüòîíîâ öèêë ñ îáðàçóþùèìè { , }U u n u= −  â òà-

êîé æå öèêë ñ îáðàçóþùèìè {1, 1}U n= − . Ýòîé ìàòðèöå ñîîò-

âåòñòâóåò ïåðåñòàíîâêà 
1 ( 1)k u

p
k

+ − 
=  
 

, ãäå 1,2, ,k n= … . Äåéñò-

âèòåëüíî, ëþáàÿ ëèíåéíàÿ ôîðìà ( 1) 1u k − +  ïðè ÍÎÄ( , ) 1u n =
ïðîáåãàåò âñå âû÷åòû ïî mod u , åñëè k  ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò
1 äî n .

Ñëåäñòâèå. Åñëè äëÿ äâóõ NM-ãðàôîâ ( , )nG u n u−  è ( , )nG v n v−
ÍÎÄ( , ) ÍÎÄ( , ) 1u n v n c= = > , òî òàêèå ãðàôû èçîìîðôíû è ÷èñëî

èõ ðàâíî 
2

n
c

 ϕ  
  .

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà

[67] òàêèå ãðàôû ðàñïàäàþòñÿ íà c  êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ñ 
n
c

âåðøèíàìè. Åñëè ê êàæäîé êîìïîíåíòå ïðèìåíèòü ëåììó 3.11,
òî ïîëó÷èì óêàçàííûé ðåçóëüòàò.

Òåïåðü ìîæíî ïîëíîñòüþ îïèñàòü ñòðóêòóðó ðåãóëÿðíûõ ãðà-
ôîâ ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè.

Òåîðåìà 3.14. Ãðàô 1 2( , )nG u u  – ïëîñêèé ãðàô; åñëè 1 2n u u≥ + ,

òî îí ñîñòîèò èç 1 2n u u k− − +  öèêëîâ, èç êîòîðûõ k  öèêëîâ

èìåþò äëèíó 1 2u u
k
+

 è 1 2n u u− −  öèêëîâ èìåþò äëèíó 4, ãäå

1 2ÍÎÄ( , )k u u= .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè 1 2n u u< + , òî ãðàô ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì

ôàêòîð-ãðàôà, ïîýòîìó îí – ïëîñêèé. Ïóñòü 1 2n u u≥ + .

Ðàññìîòðèì ïîäãðàô 
1 2 1 2( , )u uG u u+  ãðàôà 1 2( , )nG u u . Îí ñîñòîèò

èç k öèêëîâ (1,2, , )iC k… , ãäå 1 2ÍÎÄ( , )k u u= . Öèêë Ci ñîñòîèò èç

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí [ ]1 1 2( ) mod( )i tu u u+ + , ãäå 0,1,t = …
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1 2..., 1
u u

k
+

− . Êàæäàÿ íîâàÿ âåðøèíà ñ íîìåðîì 1 2j u u+ +  ( 1)j ≥

äîáàâëÿåòñÿ ê âíåøíåé ñòîðîíå öèêëà ( )( )1 2mod [ ]iC j i u u≡ +  è

îêðóæàåò âåðøèíó j , îáðàçóÿ íîâûé öèêë äëèíîþ 4 ñ âåðøèíà-

ìè 1 2 1 2( , , , )j u u j u j j u+ + + + . Â ðåçóëüòàòå äëèíà âíåøíåãî öèê-

ëà Ci íå èçìåíèòñÿ, à âåðøèíà j  çàêðîåòñÿ âåðøèíîé 1 2j u u+ + .

È ýòîò ïðîöåññ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äëÿ âñåõ öèêëîâ iC , ïîêà j

íå äîñòèãíåò 1 2n u u− − .

Â èòîãå èìååì k  öèêëîâ äëèíîþ 1 2u u
k
+  è 1 2n u u− −  öèêëîâ

äëèíîþ 4.
Ïðèìåð. {6, 9}U = . Äëÿ 15n =  ïîëó÷àåì (ðèñ. 3.14, ðåáðà ïî-

êàçàíû ïîëóæèðíûìè ëèíèÿìè) òðè öèêëà äëèíîþ 5. Äîáàâëÿÿ
âåðøèíû (óâåëè÷èâàÿ n ) äî 25, èìååì

âåðøèíà 16 îêðóæàåò âåðøèíó 1, îáðàçóÿ öèêë (16, 7, 1, 10);
âåðøèíà 17 îêðóæàåò âåðøèíó 2, îáðàçóÿ öèêë (17, 8, 2, 11);
âåðøèíà 23 îêðóæàåò âåðøèíó 8, îáðàçóÿ öèêë (23, 14, 8, 17);
âåðøèíà 24 îêðóæàåò âåðøèíó 9, îáðàçóÿ öèêë (24, 15, 9, 18);
âåðøèíà 25 îêðóæàåò âåðøèíó 10, îáðàçóÿ öèêë (25, 16, 10, 19).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì åùå 25 — 15 = 10 ÷åòûðåõâåðøèííûõ
öèêëà.

Òåîðåìà 3.14 ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü àëãîðèòì ïëîñêîé óêëàäêè
NM-ãðàôà ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè.

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ïîëíîñòüþ ðåøåíà ïðîáëåìà èçî-
ìîðôèçìà äëÿ NM-ãðàôîâ ñ äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè îáðàçóþùè-
ìè. Î÷åâèäíî, ÷òî ðåãóëÿðíûå NM-ãðàôû ñòåïåíè 2 ïðè n  ïðîñ-
òîì âñåãäà èçîìîðôíû, òàê êàê èõ âñåõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè-
äå n -âåðøèííîãî ãàìèëüòîíîâà öèêëà.

Ðèñ. 3.14
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Ðàññìîòðèì ðåãóëÿðíûå NM-ãðàôû ñòåïåíè 4. Â çàâèñèìîñòè
îò çíà÷åíèé n  âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

Ïóñòü n – ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà âñå ïàðû îáðàçóþùèõ ( , )i n i−

1
( 1, 2, , )

2
n

i
−

= …  ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãàìèëüòîíîâû öèêëû. Îáî-

çíà÷èì êàæäûé òàêîé öèêë Ci. Òåïåðü êàæäûé ðåãóëÿðíûé NM-ãðàô
ñòåïåíè 4 ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê êîììóòàòèâíóþ êîìïîçèöèþ
äâóõ òàêèõ öèêëîâ ( )i jCC i j≠ . Ïîñêîëüêó iC  è jC  èçîìîðôíû,

òî ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà S , êîòîðàÿ ïåðåâîäèò jC  â iC .

Ëåììà 3.12. Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ öèêëà jC  â iC  ( )i j≠  íåîá-

õîäèìî ïðèìåíèòü ïåðåñòàíîâêó
1

1

[( 1) 1] (mod ), èëè
( ) :

[ ( 1) 1] (mod ), 1, 2, , .j i

k j i n
S C C k

n k j i n k n

−

−

 − +
→ → 

− − + = …
 (3.30)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî S  åñòü
ïåðåñòàíîâêà, ò. å. äëÿ äâóõ ðàçíûõ ÷èñåë 1 2k k≠  ðåçóëüòàòû ïå-
ðåñòàíîâîê òàêæå áóäóò ðàçíûìè. Íàéäåì ñíà÷àëà ïåðåñòàíîâêó
äëÿ ïåðåâîäà jC  â 1C , çàòåì ïåðåñòàíîâêó, ïåðåâîäÿùóþ 1C  â iC .

Äëÿ ýòîãî íóæíî ïåðåâåñòè 1 â 1, 1 j+  – â 2 è â îáùåì ñëó÷àå

äëÿ ëþáîãî 2 l n< ≤  íåîáõîäèìî ( 1) 1l j− +  ïåðåâåñòè â l . Ðå-

øàÿ óðàâíåíèå 
1

4
n − 
  

 îòíîñèòåëüíî l , ïîëó÷àåì èñêîìóþ ïåðå-

ñòàíîâêó:
1

1( ) : [( 1) 1](mod ), 1, 2, ,jS C C k k j n k n−→ → − + = … .  (3.31)

Òåïåðü äëÿ ïåðåâîäà 1C  â iC  íåîáõîäèìî 1 ïåðåâåñòè â 1, 2 ïå-

ðåâåñòè â 1 i+  è â îáùåì ñëó÷àå ÷èñëî 2 l n< ≤  ïåðåâåñòè â
1 ( 1)l i+ − . Ïîñëå ÷åãî èìååì ïåðåñòàíîâêó

 1( ) : [( 1) 1](mod ), 1, 2, ,iS C C k k i n k n→ → − + = … .   (3.32)

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ïåðåñòàíîâêè (3.31) è (3.32), ïî-
ëó÷àåì öåïî÷êó

 1 1[( 1) 1](mod ) [( 1) 1](mod )k k j n k j i n− −→ − + → − + ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Âòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà â (3.30) òîæäåñò-
âåííà ïåðâîé, åñëè öèêë ïðîñìàòðèâàòü íå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, à
ïðîòèâ íåå.
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Ñëåäñòâèå. Ïåðåñòàíîâêè (3.31) è (3.32) ìîæíî çàïèñàòü â îáùåì
âèäå:

 1[1 ( 1) ](mod )k k j i n−→ ± − .                  (3.33)

Ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî ïðè âñåõ îïèñàííûõ è äàëüíåéøèõ ïðåîáðà-
çîâàíèÿõ âåðøèíà ñ íîìåðîì 0(mod )n  îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ âåð-
øèíîé n. Èññëåäóåì ïðîáëåìó èçîìîðôèçìà ñíà÷àëà ñðåäè ãðàôîâ

òèïà 1

1
( 1, 2, )

2j

n
CC i

−
= … . Êàçàëîñü áû, ñðåäè íèõ íåò èçîìîðô-

íûõ, òàê êàê åñëè íàêëàäûâàòü íà ãðàô 1 iCC  ãðàô 1 , ,jCC j i>  ïî

îäíîèìåííûì âåðøèíàì, òî öèêë ïåðâîãî ãðàôà (1, 2, , 1, 1)i +…
âñåãäà ìåíüøå öèêëà (1, 2, , 1, 1)j +…  è ãðàôû íèêîãäà íå ñîâïàäóò.

Îäíàêî ïðåîáðàçîâàíèå 1jC C→  ìîæåò ïðèâåñòè ê ïðåîáðàçîâà-

íèþ 1 iC C→  â òîì æå ãðàôå, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçóåò âòîðîé

ãðàô â 1iCC , êîòîðûé èçîìîðôåí ïåðâîìó.

Ëåììà 3.13. Äâà NM-ãðàôà 1 1 jG CC=  è 2 1 iG CC=  èçîìîðôíû,

åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

1(mod )ij n≡ ± .                            (3.34)

Ïîñêîëüêó i j≠ , òî ãðàôû áóäóò èçîìîðôíûìè, åñëè ïðè ïå-

ðåõîäå 1 iC C→  â ãðàôå 2G  öèêë jC  ïåðåéäåò â 1C . Ýòîìó ïðî-

öåññó ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñòàíîâêà (3.31). Â òî æå âðåìÿ â öèêëå Cj

íîìåðà âåðøèí ñîñòàâëÿþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ 1, 1 + j, …,
[1 ( 1)](mod )j k n+ −  äëÿ 1, 2, ,k n= … . Ïðèìåíÿÿ ê ýòîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ïåðåñòàíîâêó (3.32), ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íîìåðîâ 1, 1 , , [1 ( 1)](mod )ij ij k n+ + −…  äëÿ òåõ æå çíà÷åíèé k .
Åñëè èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå (3.34), òî ïîëó÷èì ëèáî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü (1, 2, , )n… , ëèáî (1, , 1, ,2)n n − … , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

öèêëó 1C . Ýòî è ïîäòâåðæäàåò ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 3.13.

Òåîðåìà 3.15. Äâà NM-ãðàôà 1 i jG CC=  è 2 p qG C C=  èçîìîðô-

íû, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé:

(mod );

(mod ).

qi pj n

pi qj n

≡ ±
≡ ±

                           (3.35)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äâà ðåãóëÿðíûõ NM-ãðàôà ìîãóò áûòü èçî-
ìîðôíûìè òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ:
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1) åñëè pC  ïåðåâåñòè â iC , òî qC  ïåðåéäåò â jC ;

2) åñëè pC  ïåðåâåñòè â jC , òî qC  ïåðåéäåò â iC .

Â ïåðâîì ñëó÷àå ýòî äîñòèãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïåðåñòàíîâêè (3.33)
1[1 ( 1) ](mod )k k p i n−→ ± − . Òîãäà âåðøèíû öèêëà Cq, êîòîðûå îáðà-

çóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü [1 ( 1) ](mod )k q n+ − , ïåðåéäóò â âåðøèíû
1[1 ( 1) ](mod )k qp i n−± − . Ïîñêîëüêó ïðè ýòîì q jC C→ , òî äîëæíî

âûïîëíÿòñÿ ðàâåíñòâî 11 ( 1) [1 ( 1) ](mod )k qp i k j n−± − ≡ + − .
Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ïåðâîå ðàâåíñòâî èç ôîðìó-

ëû (3.35). Âòîðîå ðàâåíñòâî èç (3.35) ïîëó÷èì, åñëè ãðàô p qC C

ïðåäñòàâèòü êàê q pC C , êàê ñëåäñòâèå ïåðâîãî.

Ñëåäñòâèå. Ìíîæåñòâî âñåõ íåèçîìîðôíûõ ðåãóëÿðíûõ NM-ãðà-

ôîâ ñòåïåíè 4 ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó 1{ }iCC , 
1

2, 3, ,
2

n
i

−
= … .

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âçÿòü ïðîèçâîëüíûé ãðàô CiCj ( 1, 1)i j≠ ≠ ,

òî îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ òàêîé ãðàô 1 xCC , êîòîðûé åìó èçîìîðôåí.
Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.15, ïîòîìó ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòñÿ îäíî
èç ðàâåíñòâ:

(mod )xi j n≡ ±  èëè (mod )xj i n≡ ± .

Ïîñêîëüêó n  – ïðîñòîå, òî ðåøåíèå ýòèõ ðàâåíñòâ ñóùåñòâóåò
âñåãäà. Îíî ðàâíî

1(mod )x ji n−≡ ±  èëè 1(mod )x ij n−≡ ± .           (3.36)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äâà èçîìîðôíûõ ãðàôà i jCC  è p qC C  ìîæíî

ïðåîáðàçîâàòü â ãðàôû 1 sCC  è 1 tCC , è òîãäà ñëåäñòâèå ñòàíîâèòñÿ
î÷åâèäíûì.

Ëåììà 3.14. ×èñëî âñåõ íåèçîìîðôíûõ NM-ãðàôîâ ñòåïåíè 4

ðàâíî 1
4

n − 
  

.

Ðàññìîòðèì âñå ïàðû 1 iCC  
1

( 2, 3, , )
2

n
i

−
= …  è íàéäåì äëÿ êà-

æäîãî i  îáðàòíûé ýëåìåíò 1 (mod )i n− ≡ λ . Ïî ëåììå 3.13 ãðàôû

1 iCC  è 1CCλ  èçîìîðôíû. Åñëè 
1

2
n −

λ ≤ , òî Cλ  – ýòî NM-ãðàô ñ

îáðàçóþùèìè ( , )nλ − λ . Åñëè 
1

2
n −

λ > , òî ( ) 1(mod )i n n− λ ≡ −  è



Г Л А В А  3. Модульные графы (M-графы) и их свойства

155

èçîìîðôíûìè áóäóò ãðàôû 1 iCC  è 1 nCC −λ . Âñåãî ãðàôîâ 
1

2
r + 
  

íàñ÷èòûâàåòñÿ 
3

2
n

r
−

= . Åñëè ýòî ÷åòíîå ÷èñëî, òî íåèçîìîðô-

íûõ ãðàôîâ áóäåò 
2
r

, åñëè r  – íå÷åòíîå, òî íàéäåòñÿ òàêîé ãðàô

1CCα , äëÿ êîòîðîãî ( 1) 1(mod )n nα − ≡  èëè 2 1(mod )nα = − . Ó

ýòîãî ãðàôà íåò èçîìîðôíûõ ñðåäè ãðàôîâ 1 iCC . Äëÿ îáîèõ ñëó-

÷àåâ ÷èñëî íåèçîìîðôíûõ ãðàôîâ ðàâíî 
1

2
r + 
  

 èëè 1 6CC , ÷òî è

òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ïðèìåð. Ïóñòü 17n = . Ïåðå÷èñëèì ãðàôû: 1 2CC , 1 3CC , 1 4CC ,

1 5CC , 1 6CC , 1 7CC , 1 8CC , âñåãî 7 ãðàôîâ èëè 
17 3

7
2
−

= . Íàõîäèì

12 9− = , 13 6− = , 14 13− = , 15 7− = , 16 3− = , 17 5− = , 18 15− = . Ñðåäè
ýòèõ ýëåìåíòîâ ñóùåñòâóþò òðè, êîòîðûå áîëüøå 8, ýòî 9, 13 è 15.
Çàìåíèì èõ íà 8, 4 è 2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì òðè ïàðû èçîìîðô-
íûõ ãðàôîâ:

1 2 1 8CC CC≅ ; 1 3 1 6CC CC≅ ; 1 5 1 7CC CC≅ .

Ãðàô 1 4CC  íå èìååò èçîìîðôíîé ïàðû. Âñåãî ïîëó÷àåì

17 1
4

2
−  =  

 òèïà íåèçîìîðôíûõ ãðàôîâ. Íà ðèñ. 3.15 ïîêàçàíû äâà

èçîìîðôíûõ ãðàôà 1 4CC  è 3 5C C , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñî-

îòíîøåíèÿ (3.35), òàê êàê 1 3 4 5(mod 17)⋅ ≡ ⋅ .
Ïóñòü â êàíîíè÷åñêîì ðàçëîæåíèè

1 2
1 2

l
ln p p pα α α= " ,                         (3.37)

ãäå 1 2, , , lp p p…  – ðàçíûå ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñëà n . Òîãäà ìîæ-
íî óòâåðæäàòü, ÷òî âñå äåëèòåëè ÷èñëà n  èñ÷åðïûâàþòñÿ âñåìè
÷èñëàìè:

1 2
1 2

l
ld p p pβ β β= " ,                            (3.38)

ãäå

1 1 2 20 , 0 , , 0 l l≤ β ≤ α ≤ β ≤ α ≤ β ≤ α… .         (3.39)
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Äåéñòâèòåëüíî, ñ îäíîé ñòîðîíû, âñÿêîå d òàêîãî âèäà ÿâ-
ëÿåòñÿ äåëèòåëåì n. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñÿêîå ÷èñëî d, êîòîðîå
äåëèò n, íå ìîæåò èìåòü ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé, îòëè÷íûõ îò

1 2, , , lp p p… , à èõ ïîêàçàòåëè ñòåïåíè íå ìîãóò ïðîòèâîðå÷èòü
óñëîâèÿì (3.39).

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé 1d = . Òîãäà âñå iC , äëÿ êî-

òîðûõ ÍÎÄ( , ) 1i n = , ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãàìèëüòîíîâ öèêë. Ïî-

ñêîëüêó 
1

2
n

i
− ≤   

, òî òàêèõ öèêëîâ ðîâíî 
( )
2
nϕ

, ãäå ( )nϕ  – ôóíê-

öèÿ Ýéëåðà.
Åñëè d > 1, òî ãðàô ñ îáðàçóþùèìè ( , )d n d−  ñîñòîèò èç d öèê-

ëîâ äëèíîþ 
n
d

, ò. å. ÿâëÿåòñÿ 2-ôàêòîðîì èç d  êîìïîíåíò ñâÿç-

íîñòè. Ïîýòîìó êàæäûé ãðàô äëÿ ôèêñèðîâàííîãî n , çàäàííîãî

â âèäå (3.37), ñ îáðàçóþùèìè ( , )i n i− , ãäå 
1

1,2, ,
2

n
i

− =   
… , áó-

äåì îáîçíà÷àòü iF . Óïîðÿäî÷èì ìíîæåñòâî âñåõ äåëèòåëåé sd
òèïà (3.38) ñ óñëîâèåì (3.39) â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Î÷åâèäíî,

÷òî îáùåå ÷èñëî òàêèõ äåëèòåëåé ðàâíî 
1

( 1)
l

j
j =

α +∏ . Èç ýòîãî êî-

ëè÷åñòâà íåîáõîäèìî èçúÿòü ìíîæèòåëü d n= , êîãäà j jβ = α , à

Ðèñ. 3.15
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ïðè 0(mod 2)n ≡  – è 
2
n

d = , òàê êàê ýòè ìíîæèòåëè íå áóäóò

âõîäèòü â çíà÷åíèÿ îáðàçóþùèõ. Îáùåå êîëè÷åñòâî óïîìÿíóòûõ
ãðàôîâ iF  ìîæíî ðàçáèòü íà êëàññû ïî ïðèçíàêó ÍÎÄ( , ) si n d=
( 1,2, )s = … .

Ëåììà 3.15. ×èñëî NM-ãðàôîâ s-êëàññà ïðè ôèêñèðîâàííîì s

ðàâíî 
( )

2 s

n
d

ϕ
.

Ýòî ëåãêî ïîêàçàòü äëÿ 1-êëàññà, ãäå ãðàôû iF  èìåþò èíäåêñû,
âçàèìíî ïðîñòûå ñ n , ò. å. èõ çíà÷åíèÿ ïðîáåãàþò ïåðâóþ ïîëî-
âèíó ïðèâåäåííîé ñèñòåìû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n  è îáðàçóþò

ìíîæåñòâî 1 1 2{1 , , , }J i i iλ= = … , ãäå 
( )
2
nϕ

λ = .

Ãðàôû Fi  s-êëàññà èìåþò èíäåêñû i, äëÿ êîòîðûõ ÍÎÄ( , ) si n d= .

Åñëè ðàçäåëèòü ýòè èíäåêñû íà sd , òî ïîëó÷èì íèæíèå èíäåêñû

s

i
j

d
= , äëÿ êîòîðûõ ÍÎÄ( , ) 1

s s

i n
d d

= . Åñëè îáîçíà÷èòü 
s

n
n

d
′ = ,

òî ïîëó÷èì 1-êëàññ äëÿ n′ , ãäå çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ ãðàôîâ jF

ïðîáåãàþò ïåðâóþ ïîëîâèíó ïðèâåäåííîé ñèñòåìû âû÷åòîâ J ′  ïî

ìîäóëþ n′  è ãäå 
( )
2
n′ϕ

λ = . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî ãðàôîâ s-êëàññà

ðàâíî 
( )

( )
2 2

s

s

n
d n

d

ϕ
ϕ

= , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ëåììà 3.15 ïîçâîëÿåò èçó÷àòü ïðîáëåìó èçîìîðôèçìà ñðåäè
ãðàôîâ, ïîëó÷åííûõ êîìïîçèöèåé äâóõ ãðàôîâ èç s -êëàññà, êî-
òîðûé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

( )
{ }, ; 1,2, , ; ,

2
s

j r s r s

n
F F j i d r i J

ϕ
= = = λ ∈ λ =… .    (3.40)

Î÷åâèäíî, ÷òî NM-ãðàôû ôèêñèðîâàííîãî s-êëàññà èçîìîðôíû.
Ðàññìîòðèì òåïåðü êîìïîçèöèþ èç äâóõ ãðàôîâ iF  è jF , êîòîðàÿ

îáðàçóåò ðåãóëÿðíûé NM-ãðàô ñòåïåíè 4. Íà÷íåì ñ s-êëàññà äëÿ
1d = . Òàê æå, êàê è äëÿ ïðîñòîãî n , ìîæíî óòâåðæäàòü î ñïðà-

âåäëèâîñòè ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 3.14 î òîì, ÷òî âñå ãðàôû òèïà

i jF F  èçîìîðôíû îïðåäåëåííîìó ãðàôó 1 ( 1)xF F x ≠ . Ïîýòîìó
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ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî â 1-êëàññå íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü
ïðîáëåìó èçîìîðôèçìà äëÿ ãðàôîâ 1 iF F , ãäå 1 \ {1}i J∈ .

Ðàññìîòðèì äâà ãðàôà 1 1 iG F F=  è 2 1 ( )jG F F i j= ≠ . Åñëè îíè

èçîìîðôíû, òî äëÿ íèõ äîëæíî âûïîëíÿòñÿ óñëîâèå (3.36). Îä-
íàêî äëÿ íåïðîñòîãî n  ìîãóò âñòðåòèòñÿ òàêèå ãðàôû 1 xF F , äëÿ
êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî óñëîâèå

2 1(mod )x n≡ ± .                                (3.41)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òàêèå ãðàôû íå èìåþò ñåáå èçîìîðôíûõ. Ïî-
ýòîìó íåîáõîäèìî âñå òàêèå ãðàôû îáíàðóæèòü è ïåðå÷èñëèòü.
Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ÷èñëî n  â âèäå

1 2 3
2 3 12 ; 0; 1; 2,3, ,k

k in p p p i kαα α α= α ≥ α ≥ =" … .     (3.42)

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 1 2p = , íî â îòëè÷èå îò äðóãèõ ìíîæè-
òåëåé îí ìîæåò îòñóòñòâîâàòü.

Èçâåñòíî [66], ÷òî ñðàâíåíèå 2 (mod )x a n≡  ðàâíîñèëüíî ñèñ-
òåìå ñðàâíåíèé

1

2

2

2
2

2

(mod 2 ),

(mod ),

(mod ).k
k

x a

x a p

x a p

α

α

α

≡
≡

≡
"""""""

                          (3.43)

×èñëî a â çàâèñèìîñòè îò ñóùåñòâîâàíèÿ èëè îòñóòñòâèÿ ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (3.43) íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì (íåâû÷åòîì)
ïî ìîäóëþ n .

Ëåììà 3.16. ×èñëî (—1) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ñèñòå-
ìû (3.43) ïðè óñëîâèè

21

13
1(mod2)

2 2

k
i

i

p

=

  +
≡ α + 

∏ .               (3.44)

Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî ñðàâíåíèå 12 1(mod 2 )x α≡ −  íå ìîæåò

èìåòü ðåøåíèå äëÿ α1 > 1. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè òàêîå ðåøåíèå
ñóùåñòâóåò, òî îíî äîëæíî áûòü íå÷åòíûì ÷èñëîì. Ïóñòü

2 1x r= + . Òîãäà 12 1 0(mod 2 )x α+ ≡ . Ïîäñòàâèì çíà÷åíèå x  è

ïîëó÷èì 12(2 1) 1 0(mod 2 )r α+ + ≡  èëè 122(2 2 1) 0(mod 2 )r r α+ + ≡ .

Â ñêîáêàõ ñòîèò íå÷åòíîå ÷èñëî, ïîýòîìó α1 = 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ α1 = 0 èëè 1 ïåðâûé ìíîæèòåëü â (3.44) ðàâåí 1,
à äëÿ α1 > 1 îí ðàâåí íóëþ. Äëÿ äðóãèõ ìîäóëåé  èçâåñòíî [66], ÷òî
( 1)−  ìîæåò áûòü êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p ,

åñëè 1(mod 4)p ≡ . Åñëè õîòÿ áû îäèí èç ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé â

ñèñòåìå (3.43) îòëè÷åí îò 1(mod 4) , òî ïðè 1a = −  ñèñòåìà íå

èìååò ðåøåíèÿ. Ñîñòàâèì âûðàæåíèå: 
2

1
(mod 2)

2

k
i

i

p

=

+ ε =  
 

∏ .

Ëåãêî îïðåäåëèòü, ÷òî åñëè íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí ìíîæèòåëü
3(mod 4)jp ≡  2,3, ,j k= … , òî 0(mod 2)ε ≡ . Âìåñòå ñ îãðàíè÷å-

íèåì íà 1α  ýòî è äàåò óñëîâèå (3.44).
Îïðåäåëèì òåïåðü êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (3.43) äëÿ

çàäàííîãî ÷èñëà α , åñëè ðåøåíèå ñóùåñòâóåò. Ñîñòàâèì äëÿ

âñåõ i = 1, 2, …, k ÷èñëà 
ii

i

n
M

pα=  è iM ′  ïðè óñëîâèè i iM M ′ ≡

≡ 1(mod )i
ip
α± .

Ïóñòü ix±  åñòü ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ 2 (mod )i
i ix a pα≡ . Òîãäà

îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.43) ñîãëàñíî [10] áóäåò èìåòü âèä
 1 1 1 2 2 2 (mod )k k kx x M M x M M x M M n′ ′ ′≡ ± ± ± ±" .        (3.45)

Îïðåäåëèì âèä ýòîãî ðåøåíèÿ äëÿ 1a = − . Åñëè 1 0α = , òî

ïåðâîå ñëàãàåìîå â (3.45) îòñóòñòâóåò. Îñòàåòñÿ åùå ñëó÷àé 1 1α = .

Òîãäà 1 1(mod 2)x ≡ , à 1 1 1(mod 2)
2
n

M M ′ = ≡ . Ïîñêîëüêó 
2
n
≡

≡ (mod )
2
n

n− , òî ïåðâîå ñëàãàåìîå áóäåò ðàâíî 
2
n

. Â èòîãå âàðüè-

ðîâàòü çíàêàìè â (3.45) ìîæíî òîëüêî äëÿ îñòàâøèõñÿ 1k −
ìíîæèòåëåé, îòêóäà ïîëó÷àåì 12k −  ðåøåíèé (3.45). Ïîñêîëüêó

äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôîâ âûáèðàþòñÿ òîëüêî 
1

2
n

x
− ≤   

, òî îêîí-

÷àòåëüíîå ÷èñëî ãðàôîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðàâîé ÷àñòè 1a = − ,
áóäåò ðàâíî

2

21

13
(mod 2) 2

2 2

k
ki

i

p −

=

  +  ⋅   α +   
∏ .              (3.46)

Äëÿ 1a =  ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.43)
ðàçðåøàåòñÿ ïðîùå. Èçâåñòíî, ÷òî (+1) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì
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âû÷åòîì äëÿ ëþáîé ñòåïåíè ïðîñòîãî ìîäóëÿ, è åñòü î÷åâèäíîå
ðåøåíèå 1(mod ) ( 1,2, , )i

i ix p i kα= ± = … . Íî äëÿ ñòåïåíè äâîéêè,

êðîìå óêàçàííûõ ðåøåíèé, ïðè 1 3α ≥  ïîÿâëÿþòñÿ äâà äîïîëíè-

òåëüíûõ ðåøåíèÿ 1 12 1y α −= ± . Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå
1 1 12 22 2 2 1 1(mod 2 )y α − α α≡ ± + ≡ . Îáùåå ÷èñëî ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ

12 1(mod 2 )x α≡  ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 12 ( )2 f− α , ãäå f(0) = f(1) = 2,

(2) 1f =  è 1( 3) 0f α ≥ = . Òàêîé ïîäõîäÿùåé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ

1 12
1 1

4
( ) ; 0

2
f

 
α = α ≥ α − α + 

.                   (3.47)

Èñïîëüçóÿ îñòàëüíûå ìíîæèòåëè, îòëè÷íûå îò 12α , ïîëó÷àåì
12k −  ðåøåíèé ñèñòåìû (3.43), êîòîðûå â îòëè÷èå îò (3.45) çàïè-

ñûâàåì â âèäå

1 1
1 1 2 2( 1 2 ) (mod )k kx M M M M M M nα − ′ ′ ′= ± ± ± ± ±" .     (3.48)

Çäåñü ïàðàìåòðû iM  è iM ′  âû÷èñëÿþòñÿ ïî òåì æå ôîðìóëàì,
÷òî è äëÿ ðåøåíèÿ (3.45). Îáùåå ÷èñëî ðåøåíèé ñèñòåìû (3.43)
áóäåò ðàâíî 11 ( )2k f+ − α .

Èç ýòîãî êîëè÷åñòâà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôîâ îòáèðàþò òîëüêî
1

2
n

x
− ≤   

 è èñêëþ÷àþò ðåøåíèå 1(mod )x n≡ . Îêîí÷àòåëüíîå

÷èñëî ãðàôîâ, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðàâîé ÷àñòè 1a = , áóäåò ðàâíî

1( )2 1k f− α − .                             (3.49)

Ýòî ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 3.16. ×èñëî íåèçîìîðôíûõ NM-ãðàôîâ 1-êëàññà 1 iF F ,

ãäå \ {1},i J∈  ðàâíî

 11 ( )3

21

1( ) 3
(mod 2) 2 2 1

4 2 2

k
j k fk

j

pn − − α−

=

+   ϕ
+ ⋅ + −  α +   

∏ .    (3.50)

Äåéñòâèòåëüíî, èç îáùåãî ÷èñëà 
( )

1
2
nϕ

−  îáðàçîâàííûõ ïàð

1 iF F  íåîáõîäèìî âû÷åñòü ÷èñëî îáîñîáëåííûõ ãðàôîâ, íå èìåþ-
ùèõ ñåáå èçîìîðôíûõ, ýòî (3.36) è (3.49). Â ðåçóëüòàòå îñòàíóòñÿ
ãðàôû, èìåþùèå ðîâíî ïî îäíîìó ñåáå èçîìîðôíûõ. Ýòî êîëè-
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÷åñòâî íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü ïîïîëàì è äîáàâèòü (3.36) è (3.49).
Â ðåçóëüòàòå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì (3.50).

Ïðèìåð. Äëÿ n = 130 = 2 ⋅ 5 ⋅ 13 âû÷èñëÿåì ϕ(130) = 130 ×
1 4 12

( ) 48
2 5 13

× ⋅ ⋅ = .

Íàõîäèì

J = {1, 3, 7, 9, 11, 17, 19, 21, 23, 29, 31, 33, 37,

41, 43, 47, 49, 51, 53, 57, 59, 61, 63},

1

3
1

2

 
= α + 

; 
5 1 13 1

21 1(mod 2)
2 2
+ +

ε = ⋅ = ≡ .

Ñëåäîâàòåëüíî, ( 1)−  ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì äëÿ çàäàí-
íîãî n .

Ñðàâíåíèå 2
2 1(mod 5)x ≡ −  äàåò ðåøåíèå 2 2(mod 5)x ≡ ± , à

ñðàâíåíèå 2
3 1(mod 13)x ≡ −  – ñîîòâåòñòâåííî 3 5(mod 13)x ≡ ± .

Íàõîäèì 2 2 3

130 130
26; 1; 10

5 13
M M M′= = = = = ; 3 4(mod 13)M ′ ≡ .

Â ðåçóëüòàòå îáùåå ðåøåíèå çàïèñûâàåì òàê: õ ≡ 65 ± 2 ⋅ 26 ±
± 5 ⋅ 40 (mod 130).

Ïîëó÷àåì ÷åòûðå ðåøåíèÿ: 1 2 3 447, 57, 83, 73x x x x= = = = .
Ïîñëåäíèå äâà ðåøåíèÿ îòáðàñûâàåì, òàê êàê îíè áîëüøå
130 1

64
2
−  =  

. Ãðàôû 1 47F F è 1 57F F  íå èìåþò ñåáå èçîìîðôíûõ

íà ìíîæåñòâå 1 xF F , ãäå \ {1}x J∈ . Äëÿ ïðàâîé ÷àñòè 1a =  ïîëó-

÷àåì îáùåå ðåøåíèå: 65 26 40(mod 130)x = ± ± .

Çäåñü òàêæå ÷åòûðå ðåøåíèÿ 1 2 3 41, 51, 79, 129x x x x= = = = .
Äâà ïîñëåäíèõ ðåøåíèÿ îòáðàñûâàåì, òàê êàê îíè áîëüøå ÷åì 64.
Èç äâóõ îñòàâøèõñÿ 1 1x =  íåïðèåìëåìî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

51x = , à ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàô 1 51F F  íå èìååò ñåáå èçîìîðôíûõ.
Îñòàëüíûå ïàðû èìåþò ñåáå èçîìîðôíûå ãðàôû ïî ïðàâèëó (3.34):

1 3 1 43 3 43 129 1(mod 130)F F F F≅ ⇐ ⋅ = ≡ − ;

1 7 1 37 7 37 259 1(mod 130)F F F F≅ ⇐ ⋅ = ≡ − ;

1 9 1 29 9 29 261 1(mod 130)F F F F≅ ⇐ ⋅ = ≡ ;
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1 11 1 59 11 59 649 1(mod 130)F F F F≅ ⇐ ⋅ = ≡ − ;

1 17 1 23 17 23 391 1(mod 130)F F F F≅ ⇐ ⋅ = ≡ ;

1 19 1 41 19 41 779 1(mod 130)F F F F≅ ⇐ ⋅ = ≡ − ;

1 21 1 31 21 31 651 1(mod 130)F F F F≅ ⇐ ⋅ = ≡ ;

1 27 1 53 27 53 1431 1(mod 130)F F F F≅ ⇐ ⋅ = ≡ ;

1 49 1 61 49 61 2989 1(mod 130)F F F F≅ ⇐ ⋅ = ≡ − .

Âñåãî ïîëó÷èëè 13 íåèçîìîðôíûõ ãðàôîâ. Åñëè ïîäñòàâèòü

130n =  â âûðàæåíèå (3.50), òî íàéäåì: 3 3 3 1 248
2 2 1 13

4
− − −+ + − = .

Ðàñïðîñòðàíèì ýòî èññëåäîâàíèå íà ïðîèçâîëüíîå ÷åòíîå êî-
ëè÷åñòâî îáðàçóþùèõ. Â ýòîì ñëó÷àå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî îáðà-
çóþùèõ ñîñòàâèò 1n − , ïðè êîòîðîì ãðàô áóäåò ïîëíûì. Áîëåå
òîãî, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïîëíûé ãðàô äëÿ çàäàííîãî n ,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîìó ñïîñîáó çàäàíèÿ åãî îáðàçóþ-

ùèõ. Ïóñòü 2 ,
2
n

U m l l  = = <   
. Â ýòîì ñëó÷àå ãðàôû äëÿ ïðîñ-

òîãî n òàêæå áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé êîìïîçèöèþ èç l  ãà-
ìèëüòîíîâûõ öèêëîâ. Äëÿ òàêèõ ãðàôîâ ïðîâåðêà èçîìîðôèçìà
îñóùåñòâëÿåòñÿ òàêèì æå ñïîñîáîì – ñîîòâåòñòâóþùèå öèêëû
ãðàôîâ ïðèâîäÿòñÿ ê 1C  è ñðàâíèâàþòñÿ. Ïî ñóòè, íåîáõîäèìî
ïðîâåñòè ïðåîáðàçîâàíèå ìàññèâà îáðàçóþùèõ è ñðàâíèòü èõ.
Äëèíà ýòîãî ìàññèâà – l , îáðàçóþùèå â íåì ëèøü òå, êîòîðûå

ìåíüøå 
2
n 
  

.

Äëÿ ãðàôîâ ñ ñîñòàâíûì n  èñïîëüçóåòñÿ ïîäîáíûé ïîäõîä.
Äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà ñðåäè îáðàçóþùèõ ãðàôà åñòü âçàèìíî ïðîñòûå
ñ n , ïðèìåíÿåì ìåòîä ñðàâíåíèÿ ìàññèâîâ îáðàçóþùèõ, ïðèâå-
äåííûõ ê åäèíè÷íîìó ãàìèëüòîíîâó öèêëó, à â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ
òàêîâûõ – ãðàô ðàçáèâàåòñÿ íà ñåìåéñòâî èçîìîðôíûõ êîìïî-
íåíò ñâÿçíîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó èç âû-
øåïðèâåäåííûõ ïîäõîäîâ. Åùå îäèí âèä ãðàôîâ, êîòîðûé ñîäåð-
æèò ìíîæåñòâî ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ îáðàçóþùèõ, íå èìååò
èçîìîðôíûõ, ïîñêîëüêó ñâîäèòñÿ ê ãðàôàì âèäà (3.41).
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ПРОБЛЕМЫ ПОСТРОЕНИЯ
ЭФФЕКТИВНЫХ АЛГОРИТМОВ НА ЧИСЛОВЫХ

ГРАФАХ

Â ýòîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ âàæíàÿ ïðîáëåìà îá îöåíêå ñëîæ-
íîñòè àëãîðèòìîâ íà ÷èñëîâûõ ãðàôàõ. Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû,
êîòîðûå ïîçâîëÿþò â äàëüíåéøåì íà ýòèõ ãðàôàõ äëÿ íåêîòîðûõ
ñëîæíûõ çàäà÷ ñòðîèòü ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû.

4.1. ОБ ОБЩЕМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ ЧИСЛОВЫХ ГРАФОВ

Èç âñåõ ÷èñëîâûõ ãðàôîâ íàòóðàëüíûå àðèôìåòè÷åñêèå (NA-
ãðàôû) è íàòóðàëüíûå ìîäóëüíûå (NM-ãðàôû) ãðàôû ïî ñïîñîáó
çàäàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñàìûìè ïðîñòûìè. Óæå îáû÷íûå àðèôìåòè÷å-
ñêèå (À-ãðàôû) è ìîäóëüíûå (Ì-ãðàôû) òðåáóþò çàäàíèÿ ñïîñîáà
(ôóíêöèè), ïî êîòîðîìó èç íàòóðàëüíîãî ðÿäà ÷èñåë èçûìàþòñÿ
òå, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíàì, íå ïðèíàäëåæàùèì ìíî-
æåñòâó X . Â îáùåì ñëó÷àå â çàâèñèìîñòè îò âèäà ÷èñëîâîãî
ãðàôà ñóùåñòâóþò äâà ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûõ ñïîñîáà èõ çà-
äàíèÿ.

Ïåðâûé, íàèáîëåå îáùèé ñïîñîá, çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
×èñëîâûì ãðàôîì G = (X, U, F, g) íàçûâàåòñÿ n-âåðøèííûé ãðàô,

ïðåäñòàâëåííûé äâóìÿ ìíîæåñòâàìè {1,2, , , , } nX n N N= =… …  –

ìíîæåñòâîì âåðøèí è U N∈  – ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ, ôóíê-
öèåé ñìåæíîñòè ( , )i jF x x  è ôóíêöèåé èñêëþ÷åíèÿ ( )g x . Âåðøè-

íà kx X∉ , åñëè ( ) 0kg x = , à âåðøèíû ,i jx x X∈  ñìåæíû, åñëè

( , )i jF x x U∈ .

Åñëè ( , )i j i jF x x x x= + , òî òàêîé ÷èñëîâîé ãðàô íàçûâàåòñÿ

àðèôìåòè÷åñêèì, åñëè æå ( , ) | |i j i jF x x x x= − , òî – ìîäóëüíûì.

Îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè ( )g x  íèêàêèõ îïðåäåëåííûõ ñâîéñòâ íå
ïðåäïîëàãàåòñÿ, â êîíöå êîíöîâ, îíà ìîæåò ïðîñòî ïåðå÷èñëÿòü
ìíîæåñòâî âåðøèí, íå ïðèíàäëåæàùèõ X .
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Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, êîãäà çàäàííûé ãðàô èìååò îïðåäå-
ëåííóþ ñòðóêòóðó, â ÷àñòíîñòè, íåñêîëüêî îñåé ñèììåòðèè èëè
ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþùèåñÿ ÷àñòè, çàäàíèå ôóíêöèé ( , )i jF x x

è ( )g x  íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà.

Ïðèìåíåíèå òåîðèè ãðàôîâ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ïðàêòè÷åñ-
êîé äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà ïîêàçàëî, ÷òî ïîäàâëÿþùåå áîëü-
øèíñòâî ãðàôîâ, êîòîðûå ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü, íîñèëè
èìåííî òàêóþ ñïåöèôè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Ìîæíî ïåðå÷èñëèòü
ìíîæåñòâî ðàáîò èç îáëàñòè ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïàðàëëåëüíûõ ïðîöåññîâ, òåîðåòè÷åñêèõ
îñíîâ ñîçäàíèÿ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ìíîãèõ äðóãèõ,
ãäå ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðàôû, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
÷èñëîâûõ ãðàôîâ óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð èç ðàáîòû [16, ñ. 42, ðèñ. 2.4]. Çäåñü óðà-
âíåíèå ðàñïîçíàâàåìîé ðåàëèçàöèè ñèãíàëà ix  ñ ýòàëîíîì ñëîâà
ïðîèçâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ ãðàôà, ïðåäñòàâëåííîãî (â óìåíüøåí-
íîì âèäå) íà ðèñ. 4.1. Ïî ñâîåé ñòðóêòóðå ýòî äîâîëüíî ïðîñòîé
ãðàô, êîòîðûé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ÷èñëîâîãî ãðàôà ñëå-
äóþùèì îáðàçîì (ðèñ. 4.2). Â äàííîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ãðàô ñ
÷èñëîì âåðøèí 39n = , ò. å. {1,2, ,39}X = … , ( , ) ,i j j iF x x x x= −

( ) 0(mod 8)g x ≡ , à {1,8,9}U = . Òàêèì îáðàçîì, èíôîðìàöèÿ î ãðà-

Ðèñ. 4.1 Ðèñ. 4.2
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ôå óêëàäûâàåòñÿ â 6 ÷èñåë. Â  [16] ãðàô ïî ðàçìåðàì áîëüøå, îí
ïî âåðòèêàëè èìååò 21 âåðøèíó è ïî ãîðèçîíòàëè – 14 âåðøèí,
ò. å. âñåãî 294. ×èñëîâîé ãðàô, íà ðèñ. 4.2 (ñ ó÷åòîì äîáàâëåííûõ
ôèêòèâíûõ âåðøèí) áóäåò èìåòü 308n =  âåðøèí è çàäàâàòüñÿ
òàêèì îáðàçîì:
 {1,2, ,308}, ( , ) , ( ) 0(mod22), {1,22,23}i j j iX F x x x x g x U= = − ≡ =… .

Àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå äîïóñêàåò è ãðàô ðåøåíèÿ çàäà-
÷è î ìãíîâåííîì ïåðèîäå îñíîâíîãî òîíà, ïðèâåäåííûé íà ðèñ.
4.3 [16, ñ.185, ðèñ. 9.6]. Ýòîò ãðàô ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ÷èñëî-
âîãî ãðàôà ñ òîé æå ñàìîé ïîðîæäàþùåé ôóíêöèåé, ÷òî è â ïðåäû-
äóùåì ïðèìåðå, ò. å. ( , )i j j iF x x x x= − , íî ñ äðóãèì ìíîæåñòâîì

îáðàçóþùèõ.

Ðèñ. 4.3
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Ðåàëèçàöèÿ ïðåäûäóùåãî ãðàôà â âèäå ÷èñëîâîãî ïîêàçàíà íà
ðèñ. 4.4. Çäåñü íà ðèñóíêå ñîõðàíÿþòñÿ âñå ñòðåëêè, ÷òî è íà îñ-
íîâíîì ðèñóíêå, íî îíè äëÿ óäîáñòâà ëèøü îáîçíà÷åíû. Ãðàô
ïðåäñòàâëåí â âèäå n = 62, ò. å. {1,2, ,62}X = … , ( , ) ,i j j iF x x x x= −

( ) 0(mod9),g x ≡  U = { 17, 8,1,10,19}− − ; ïîñêîëüêó ( , )i jF x x  –

ôóíêöèÿ íåñèììåòðè÷íàÿ, òî ãðàô îðèåíòèðîâàí. Åñëè áû îí

Ðèñ. 4.4
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íå áûë îðèåíòèðîâàííûì, òî åãî ìîæíî áûëî áû ïðåäñòàâèòü è
äðóãîé ôóíêöèåé – 1( , ) | 1 |i j j iF x x x x= − − , à {0,9,18}U = .

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð èç òîé æå ðàáîòû [16, ñ. 159,
ðèñ. 8.1], ãäå ôóíêöèÿ ñìåæíîñòè íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé. Íà
ðèñóíêå íàíåñåíû ïóíêòèðîì ñòðåëêè, êîòîðûå ñîåäèíÿþò âåð-
øèíû öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè ïî ïðàâèëàì:

à) âåðøèíó (0,0)  ñ âåðøèíàìè (1, ), 1 8i i≤ ≤ ;

á) âåðøèíó ( , )i j  ñ âåðøèíàìè ( 1, ), 8 1i k k j+ ≥ ≥ ≥ ;

â) âåðøèíû (8, )j  ñ âåðøèíîé (9,9) .
×òîáû ðåàëèçîâàòü ýòîò ãðàô â âèäå ÷èñëîâîãî ãðàôà, ðàñ-

ñìîòðèì ñëåäóþùèé ãðàô èç 80 âåðøèí, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé 10 êîëîíîê ïî 8 âåðøèí â êàæäîé. Íóìåðàöèÿ âåðøèí
íà÷èíàåòñÿ ñ íóëÿ äî 79, èäåò ñíèçó ââåðõ.

Âåðøèíû {1, 2, …, 7} è {72, 73, …, 78} áóäóò ôèêòèâíûìè.
Âåðøèíà 0 ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå (0,0)  íà ðèñ. 4.5 (ãðàô äëÿ îöå-

íèâàíèÿ îïåðàòîðà íàñòðîéêè S), à âåðøèíà 79 – âåðøèíå (9,9) .
Îñòàëüíûå ñâÿçè ëåãêî ïåðåíîñÿòñÿ íà íîâûé ãðàô. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåì ãðàô íà ðèñ. 4.6. Ãðàô ïðåäñòàâëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

79n = ,  ( ) {1,2, ,7; 72,73, ,78}, {8,9,10,11,12,13,14,15}g x U= =… … .

Ðèñ. 4.5
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Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé ïîäîáíûé ãðàô, ó êîòîðîãî n st= , ìîæíî
ðåàëèçîâàòü â âèäå ÷èñëîâîãî ãðàôà ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè:

1n st= − , {0,1, , 1}X st= −… ,

( ) {1,2, , 1; ( 1) ,( 1) 1, , 1}g x s s t s t st= − − − + −… … ,

{ , 1, ,2 1}U s s s= + −… .

Äåéñòâèòåëüíî, U  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáðàçóþùèå, êîòîðûå
ñâÿçûâàþò âåðøèíû äâóõ ñîñåäíèõ ñòîëáöîâ, ìèíèìàëüíàÿ ðàç-
íîñòü êîäîâ êîòîðûõ ðàâíà s . Íîìåð êàæäîãî ñòîëáöà, â êîòî-
ðîì íàõîäèòñÿ âåðøèíà ix , ðàâåí ks (íîìåðà íà÷èíàþòñÿ ñ íó-

ëÿ). Ïîýòîìó åñëè íàéäóòñÿ äâå âåðøèíû ix  è jx , ðàçíîñòü êî-

òîðûõ ïðèíàäëåæèò U , íî îíè íàõîäÿòñÿ íå â ñîñåäíèõ ñòîëá-
öàõ, òî ìíîæèòåëü k áóäåò áîëüøå 1, è òîãäà ( , ) 2j iF x x s≥ , ò. å.

âåðøèíû ãðàôà ix  è jx  áóäóò íåñìåæíûìè.

Âî ìíîãèõ ìîíîãðàôèÿõ, ïîñâÿùåííûõ ïîñòðîåíèþ è èññëå-
äîâàíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ñèñòåì, îñîáåííî óñïåøíûì îêàçàëîñü èñïîëüçîâàíèå ãðàôîâ, â
÷àñòíîñòè ïðè îïèñàíèè ãðàôîâ ñèñòåì, ðåàëèçóþùèõ çàäàííûé
àëãîðèòì. Â òîé èëè èíîé ìåðå ãðàôû äëÿ ýòèõ öåëåé ïðèìåíÿ-
þòñÿ äàâíî, îäíàêî èõ èñïîëüçîâàíèå íîñèëî ôðàãìåíòàðíûé
õàðàêòåð è íå ïîëó÷èëî äîëæíîãî ðàçâèòèÿ. Ýòî ïðîèñõîäèëî èç-
çà òîãî, ÷òî ñðàâíåíèå ñèñòåì è àëãîðèòìîâ íà óðîâíå ãðàôîâ
íåèçáåæíî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èññëåäîâàòü ãðàôû íà

Ðèñ. 4.6
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èçîìîðôèçì, ãîìîìîðôèçì. Êðîìå òîãî, ìíîãèå çàäà÷è íà ãðà-
ôàõ ÿâëÿþòñÿ NP-ïîëíûìè. Åñëè àëãîðèòì çàïèñûâàåòñÿ ïðîèç-
âîëüíûì ãðàôîì, òî îòñþäà âîçíèêàþò ïåññèìèñòè÷åñêèå âûâî-
äû î íåâîçìîæíîñòè ðåøèòü çàäà÷ó ýôôåêòèâíûìè ìåòîäàìè è
íåîáõîäèìîñòè ïðèâëåêàòü äëÿ ýòîãî ïîëíûé ïåðåáîð âàðèàíòîâ.

Â îñíîâå ýòèõ âûâîäîâ ëåæèò ìåòîäîëîãè÷åñêàÿ îøèáêà, ñâÿ-
çàííàÿ ñ ïðåäïîëîæåíèåì î ïðîèçâîëüíîñòè ãðàôà àëãîðèòìà.
Íà ñàìîì äåëå ãðàôû àëãîðèòìîâ òàêîâûìè íå ÿâëÿþòñÿ, ìíîãèå
èç íèõ, êàê ïðàâèëî, îáëàäàþò òàêèìè ñâîéñòâàìè, êàê ñèììåò-
ðè÷íîñòü, ïåðèîäè÷íîñòü èëè ïîäîáèå îòäåëüíûõ ÷àñòåé. Â ýòîì
îòíîøåíèè ÷èñëîâûå ãðàôû è ñïîñîáû èõ ïðåäñòàâëåíèÿ ìîãóò
áûòü ïîëåçíûìè, èäåò ëè ðå÷ü îá îáúåìå êîìïüþòåðíîé ïàìÿòè
èëè áûñòðîäåéñòâèè àëãîðèòìîâ.

 Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ýëåìåíòàðíûé äâóìåðíûé
ðåøåò÷àòûé ãðàô, êîòîðûé ïîâñåìåñòíî èñïîëüçîâàí â [17, ñ. 153,
ðèñ.15.1] (ðèñ. 4.7).

Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîé ãðàô ëåãêî ðåàëèçîâàòü ñ ïîìîùüþ M-
ãðàôà, èñïîëüçóÿ òîëüêî äâå îáðàçóþùèå. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå, ïîêàçàííîå íà ðèñ. 4.2, ãäå ïîäîáíûé
ãðàô îòëè÷àåòñÿ îò ðåøåò÷àòîãî íàëè÷èåì äèàãîíàëüíûõ äóã.
Ñóùåñòâóþò àëãîðèòìû, ãðàôû êîòîðûõ ìîæíî çàäàâàòü ðåøåò-
÷àòûìè ãðàôàìè ðàçìåðíîñòüþ 3. Ê òàêîìó àëãîðèòìó ìîæåò
ïðèâåñòè çàäà÷à îá óìíîæåíèè äâóõ ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö.
Óêàçàííûé àëãîðèòì ïðèâåäåí â ðàáîòå [17, ñ. 70, ðèñ. 6.2].

Íà ðèñ. 4.8 ïîêàçàíà ðåàëèçàöèÿ òðåõìåðíîãî ðåøåò÷àòîãî ãðàôà
â âèäå Ì-ãðàôà. Çäåñü 71n = , {0,1,2,...,71},X =  ( ) 0(mod4),g x ≡

( , )i j i jF x x x x= − , {1,4,12}U = . Ôèêòèâíûå âåðøèíû, êîòîðûå ñîñòàâ-

ëÿþò âåðõíèé ñëîé, ëåãêî îïðåäåëÿþòñÿ ñâîéñòâîì äåëèìîñòè íà 4.
Îäíèì èç ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé ïîâûøåíèÿ ïðîèçâî-

äèòåëüíîñòè è ýôôåêòèâíîñòè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ èõ ñïåöèàëè-
çàöèÿ íà êëàññå ðåøàåìûõ çà-
äà÷. Âîçðàñòàþùèå òðåáîâàíèÿ
ê ñêîðîñòè ðåøåíèÿ ñîâðå-
ìåííûõ çàäà÷ è ñâÿçàííûé ñ
ýòèì ïåðåõîä ê íîâåéøèì òåõ-
íîëîãèÿì ñâåðõáîëüøèõ èíòåã-
ðàëüíûõ ñõåì (ÑÁÈÑ) ïðèâåëè
ê ðàçðàáîòêå ñïåöèàëèçèðîâàí-
íûõ ëîêàëüíî ñâÿçàííûõ ñèñ-
òåì. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îòíîñèò- Ðèñ. 4.7
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ñÿ ê ñèñòîëè÷åñêèì ìàññèâàì [73], îáëàäàþùèõ âûñîêèì óðîâ-
íåì áûñòðîäåéñòâèÿ, êîòîðûé äîñòèãàåòñÿ áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî
ñòðóêòóðà ñèñòîëè÷åñêîãî ìàññèâà àäåêâàòíà ñòðóêòóðå ðåàëèçóå-
ìîãî èì ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà è ìàêñèìàëüíî ó÷èòûâàåò
îñîáåííîñòè òåõíîëîãèè ÑÁÈÑ [74].

Ïðèìåðû ðåàëèçàöèè áûñòðîãî àëãîðèòìà äëÿ óìíîæåíèÿ ìà-
òðèö è ñèíòåçà íîâûõ àðõèòåêòóð ñèñòîëè÷åñêèõ ìàññèâîâ ïðè-
âåäåíû â [52, 53], ãäå èñïîëüçîâàíû òðåõìåðíûå ðåøåò÷àòûå
ãðàôû, à òàêæå â [16], ãäå èñïîëüçóåìûå ãðàôû ìîæíî ëåãêî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ÷èñëîâûõ ãðàôîâ. Îäíàêî ïî ìåðå óñëîæíåíèÿ ñòðó-
êòóðû ãðàôîâ, ýòî, êàê óêàçûâàëîñü ðàíüøå, íå âñåãäà âîçìîæíî.
Ñóùåñòâóåò áîëåå ñëîæíûé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëîâûõ ãðà-
ôîâ, îòëè÷íûé îò îïèñàííîãî ðàíåå. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ èñê-
ëþ÷åíèÿ èìååò â êà÷åñòâå àðãóìåíòà íå âåðøèíû, à îáðàçóþùèå.
Îáîçíà÷èì åå h(u). Ïðè ýòîì h(ui) óêàçûâàåò òå âåðøèíû, ê êî-
òîðûì íåëüçÿ ïðèìåíÿòü äàííóþ îáðàçóþùóþ. Â êà÷åñòâå èëëþ-
ñòðàöèè ðàññìîòðèì ïðèìåð ñèñòîëè÷åñêîãî ìàññèâà íà ðèñ. 4.9
[17, ñ. 236, ðèñ. 23.7]. Íà ýòîì ðèñóíêå äóãè, èäóùèå ñëåâà íà-
ïðàâî âíèç, íå âñþäó èìåþò ìåñòî. Òî æå ñàìîå îòíîñèòñÿ è ê
äóãå, èäóùåé ñïðàâà íàëåâî âíèç. Åñëè ýòèì äóãàì ïîñòàâèòü â
ñîîòâåòñòâèå îáðàçóþùèå, òî äëÿ íåêîòîðûõ âåðøèí ýòè îáðàçó-

Ðèñ. 4.8
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þùèå íå ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû, õîòÿ âåðøèíû è íå ôèêòèâíûå.
Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåì ôóíêöèþ g  äëÿ óêàçàííûõ îáðàçóþùèõ.

Ñ ó÷åòîì èçëîæåííîãî ïîëó÷àåì ÷èñëîâîé ãðàô (ðèñ. 4.10) â

Ðèñ. 4.9

Ðèñ. 4.10
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âèäå íåêîòîðîãî ðåøåò÷àòîãî ãðàôà. Ýòîò ãðàô ìîæíî ðåàëèçî-
âàòü â âèäå Ì-ãðàôà ñ ïàðàìåòðàìè: 28,n =  {1,2,...28}X = ,

( ) 0(mod6)g x ≡ , ( , ) | |i j i jF x x x x= − , { 6,1,5}U = − , (1) { 25}h x= > ,

( 6) { 5(mod 6)}h x− = ≡ . Çäåñü ââåäåíà ôóíêöèÿ ( )h u , êîòîðàÿ ïðè-
ìåíÿåòñÿ ê äâóì îáðàçóþùèì. Îíà çàïðåùàåò ïðîâîäèòü ãîðèçîí-
òàëüíûå äóãè íà ïÿòîé ãîðèçîíòàëè. Àíàëîãè÷íî çàïðåùàþòñÿ
âåðòèêàëüíûå äóãè íà ïîñëåäíåé âåðòèêàëè.

Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ÷èñëîâûå ãðàôû
ìîæíî óñïåøíî èñïîëüçîâàòü â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàó÷íûõ èñ-
ñëåäîâàíèé, à òàêæå ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

4.2. ОЦЕНКА СЛОЖНОСТИ БАЗОВОГО
АЛГОРИТМА ПОИСКА В ГЛУБИНУ НА NM-ГРАФАХ

Ïîíÿòèå ÷èñëîâîãî ãðàôà, ââåäåííîå â [23], ïîëó÷èëî øèðî-
êîå ïðèìåíåíèå. Âñå èçâåñòíûå àëãîðèòìû íà ãðàôàõ ïîñòðîåíû
ñ ó÷åòîì òðàäèöèîííûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðàôîâ. Òî æå îòíîñèòñÿ
è ê îöåíêå òðóäîåìêîñòè ýòèõ àëãîðèòìîâ. Ïîñêîëüêó ïðåäñòàâ-
ëåíèå ãðàôîâ â âèäå ÷èñëîâûõ ãðàôîâ îòëè÷àåòñÿ îò èçâåñòíûõ
ïðåäñòàâëåíèé, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîèòü äëÿ íèõ íàè-
áîëåå öåëåñîîáðàçíûå àëãîðèòìû è îöåíèòü èõ îòíîñèòåëüíóþ
ñëîæíîñòü.

Îïèøåì âêðàòöå îäèí èç òàêèõ òèïè÷íûõ àëãîðèòìîâ, êàêèì
ÿâëÿåòñÿ ïîèñê â ãëóáèíó. Öåëü ýòîãî àëãîðèòìà – ïîñòðîåíèå
îñòîâíîãî ëåñà äëÿ äàííîãî ãðàôà. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñëåäó-
þùåå ïðîõîæäåíèå âåðøèí íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà. Âûáèðà-
åì è ïîñåùàåì íà÷àëüíóþ (ïðîèçâîëüíóþ) âåðøèíó ãðàôà x0.
Çàòåì âûáèðàåì ïðîèçâîëüíîå ðåáðî (x0, xi), èíöèäåíòíîå x0, è
ïîñåùàåì âåðøèíó xi. Âîîáùå, ïóñòü x – ïîñëåäíÿÿ ïîñåùåííàÿ
âåðøèíà. Âûáèðàåì êàêîå-íèáóäü íå ðàññìîòðåííîå ðåáðî (x, y),
èíöèäåíòíîå x . Åñëè âåðøèíà y óæå ïîñåùàëàñü, òî èùåì íîâîå
ðåáðî, èíöèäåíòíîå x . Åñëè y íå ïîñåùàëîñü, òî èäåì â âåðøè-
íó y è íà÷èíàåì ïîèñê ñ íåå. Â ñëó÷àå íåâîçìîæíîñòè ïðîäâè-
æåíèÿ âïåðåä âîçâðàùàåìñÿ ê âåðøèíå x  (ê âåðøèíå, îò êîòî-
ðîé ìû ïðèøëè ê y) è íà÷èíàåì ïîèñê ñ íåå. Â èòîãå âåðíåìñÿ ê
âåðøèíå 0x  è îáíàðóæèì íåâîçìîæíîñòü ïðîäîëæàòü îò íåå ïîèñê.

Èùåì òåïåðü íîâóþ, ðàíåå íå ïîñåùàåìóþ âåðøèíó ix  è âíîâü
âåäåì îò íåå ïîèñê. Ïîèñê çàêîí÷èòñÿ, åñëè ïîñåòèì òàêèì îá-
ðàçîì âñå âåðøèíû ãðàôà.
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Ýòîò ìåòîä îáõîäà íàçûâàåòñÿ ïîèñêîì â ãëóáèíó, ïîñêîëüêó
ïðîöåññ èäåò â íàïðàâëåíèè âïåðåä (âãëóáü) äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî
âîçìîæíî.

Ïîèñê â ãëóáèíó â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ( , )G X U=  ðàç-

áèâàåò ðåáðà U  íà äâà ìíîæåñòâà T  è B . Ðåáðî ( , )iu x y=  ïî-

ìåùàåòñÿ â T  òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè â ïðîöåññå ïîèñêà ìû
ïðîøëè ïî ýòîìó ðåáðó. Ïîäãðàô ( , )G X T′ =  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ëåñ, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ãëóáèííûì îñòîâíûì ëåñîì. Åñëè ëåñ
ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî äåðåâà, òî G ′  áóäåì íàçûâàòü ãëóáèí-
íûì îñòîâíûì äåðåâîì. Â ýòîì ñëó÷àå âåðøèíà 0x , ñ êîòîðîé íà-
÷èíàåòñÿ îáõîä, ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ýòîãî äåðåâà.

Îöåíêà òðóäîåìêîñòè îïèñàííîãî àëãîðèòìà äëÿ íàòóðàëüíûõ
àðèôìåòè÷åñêèõ ãðàôîâ (NA-ãðàôîâ) ïðèâåäåíà â [42]. Â äàííîì
ïàðàãðàôå ïðèâîäèòñÿ òàêàÿ îöåíêà äëÿ íàòóðàëüíûõ ìîäóëüíûõ
ãðàôîâ (NM-ãðàôîâ). Íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåìîå ïðåäñòàâëå-
íèå ãðàôîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ â âèäå ñïèñêîâ ñìåæíîñòåé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ãðàô íà ðèñ. 4.11, à, ãäå íî-
ìåðà âåðøèí çàïèñàíû âíóòðè êðóæêîâ. Çàäàííûé ãðàô áóäåò
ïðåäñòàâëåí ìàññèâîì ÍÀ×ÀËÎ ðàçìåðíîñòüþ n  è äâóìÿ ìàññè-
âàìè ÊÎÍÅÖ è ÑËÅÄÓÞÙÈÉ ðàçìåðíîñòüþ 2m  (ðèñ. 4.12).

Â i-ÿ÷åéêå ìàññèâà ÍÀ×ÀËÎ óêàçàí íîìåð ÿ÷åéêè ìàññèâà
ÊÎÍÅÖ, ñ êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ çàïèñü êîíå÷íûõ âåðøèí j äëÿ

âñåõ ðåáåð ( , )i j . Êîíåö çàïèñè îòìå÷àåòñÿ íóëåì â ÿ÷åéêå ìàñ-
ñèâà ÑËÅÄÓÞÙÈÉ.

Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó.
ÏÎÈÑÊ Â ÃËÓÁÈÍÓ íà íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå.
Âõîä: ãðàô G = (X, U), ïðåäñòàâëåííûé òàáëèöàìè ñïèñêà ñìåæ-

íîñòåé ñ ïîìîùüþ ìàññèâîâ ÍÀ×ÀËÎ, ÊÎÍÅÖ è ÑËÅÄÓÞÙÈÉ.

Ðèñ. 4.11
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Âåðøèíû Ðåáðà

ÍÀ×ÀËÎ ÊÎÍÅÖ ÑËÅÄÓÞÙÈÉ

1 1 1 3 2

2 4 2 9 3
3 6 3 10 0
4 9 4 4 5
5 12 5 7 0
6 14 6 1 7
7 16 7 5 8
8 18 8 6 0
9 21 9 2 10
10 23 10 9 11

11 10 0
12 3 13
13 8 0
14 3 15
15 8 0
16 2 17
17 8 0
18 5 19
19 6 20
20 7 0
21 1 22
22 4 0
23 1 24
24 4 0

Ðèñ. 4.12

Âûõîä: ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà U íà äâà ìíîæåñòâà T è B.
Ïðè ðàáîòå àëãîðèòìà, ðåàëèçóþùåãî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è,

áóäåò èñïîëüçîâàíà ðåêóðñèâíàÿ ïðîöåäóðà ÏÎÈÑÊ (x). Ïðîöå-
äóðà ÏÎÈÑÊ( )x  äîáàâëÿåò ðåáðî ( , )x y  â T, åñëè âåðøèíà y
âïåðâûå äîñòèãíóòà âî âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ ïî ðåáðó èç âåðøèíû x.
Âñå âåðøèíû ãðàôà ïåðâîíà÷àëüíî ïîìå÷åíû êàê «íîâûå».

ÏÐÎÖÅÄÓÐÀ ÏÎÈÑÊ (x)
1) ïîìåòèòü âåðøèíó x êàê «ñòàðóþ»;
2) íàéòè î÷åðåäíóþ âåðøèíó y, ñìåæíóþ ñ x ;
3) åñëè âåðøèíà y  ïîìå÷åíà êàê «ñòàðàÿ», ïåðåéòè ê 2;
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4) äîáàâèòü ðåáðî (x, y) ê T ;
5) ïåðåéòè ê ÏÎÈÑÊ (y);
6) åñëè íå âñå âåðøèíû, ñìåæíûå ñ x, ðàññìîòðåíû, ïåðåéòè ê 2;
7) êîíåö.
Îáùèé àëãîðèòì, ðåøàþùèé çàäà÷ó, âûãëÿäèò òàê:
1) T ⇐ ∅ ;
2) ïîìåòèòü âñå âåðøèíû ãðàôà êàê «íîâûå»;
3) íàéòè âåðøèíó õ, îòìå÷åííóþ êàê «íîâàÿ»;
4) ÏÎÈÑÊ (x);
5) åñëè íå âñå âåðøèíû ãðàôà «ñòàðûå», ïåðåéòè ê 3;
6) êîíåö.
Ýòî îïèñàíèå àëãîðèòìà ïðèãîäíî äëÿ âñåõ ñòðóêòóð èñõîä-

íûõ äàííûõ.
Êîíêðåòíûé àëãîðèòì (àëãîðèòì P) ðàñïèñàí äåòàëüíåå â [47]

è ñîñòîèò èç 24 øàãîâ. Ýòîò àëãîðèòì ïî ñìûñëîâîé íàãðóçêå
ìîæíî ðàçáèòü íà òðè ÷àñòè. Ê ïåðâîé ÷àñòè ìîæíî îòíåñòè
øàãè 1–7, ãäå âûïîëíÿåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíàÿ îáðàáîòêà. Âòîðàÿ,
îñíîâíàÿ, ÷àñòü îõâàòûâàåò øàãè 8–19, ãäå îñóùåñòâëÿåòñÿ îá-
õîä ïî âåðøèíàì ãðàôà. Òðåòüÿ ÷àñòü àëãîðèòìà (øàãè 20–24)
ðàáîòàåò â òîì ñëó÷àå, åñëè ãðàô íå ñâÿçåí. Òîãäà äëÿ êàæäîé
êîìïîíåíòû ãðàôà ïîèñê (îáõîä âåðøèíû ãðàôà) íà÷èíàåòñÿ çà-
íîâî.

Ïîñëå ðàáîòû àëãîðèòìà ìàññèâ T  ñîäåðæèò ðåáðà îñòîâíîãî
äåðåâà èñõîäíîãî ãðàôà, îòìå÷åííûå íà ðèñ. 4.11, à ïîëóæèðíûìè
ëèíèÿìè. Ýòè ðåáðà èìåþò âèä ( [ ], )iw T i i= , ãäå 2 i n≤ ≤ , ò. å.

2 (6,2),w =  3 (1,3),w =  4 (2,4),w =  5 (3,5),w =  6 (8,6),w =  7 (8,7),w =

8 9 10(5,8), (4,9), (4,10)w w w= = = . Ñòðåëêè íà ýòèõ ðåáðàõ è ïî-
ðÿäêîâûå íîìåðà âíå êðóæêîâ óêàçûâàþò ïîðÿäîê îáõîäà âåðøèí
ãðàôà. Ê ìíîæåñòâó B  îòíîñÿòñÿ îñòàâøèåñÿ ðåáðà, à èìåííî:

[(9,1), (10), (3,6)]B = .
Ðàññìîòðèì òîò æå àëãîðèòì, íî çàïèñàííûé äëÿ äðóãîé ñòðóêòó-

ðû èñõîäíûõ äàííûõ. Ïóñòü çàäàí òîò æå ãðàô, íî íóìåðàöèÿ
âåðøèí áóäåò òàêîé, êàê íà ðèñ. 4.11, á (íîìåð âåðøèíû – â
êðóæêå). Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå NM-ãðàôà ñ ìíîæåñòâîì
âåðøèí {1,2, ,9,10}X = …  è ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ {3,5}U = .

Ïîèñê â ãëóáèíó ìîæíî îðãàíèçîâàòü ðàçëè÷íûì ñïîñîáîì,
âñå çàâèñèò îò ïîðÿäêà âûáîðà ñìåæíûõ âåðøèí. Áóäåì ïîëàãàòü,
÷òî â äàííîì àëãîðèòìå ïðîäâèæåíèå â ãëóáèíó èäåò êàê ìîæíî
äàëüøå âäîëü ðåáåð, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðâîé îáðàçóþùåé 1u .
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Àëãîðèòì Q (Ïîèñê â ãëóáèíó). Íàòóðàëüíûé ìîäóëüíûé ãðàô
( , )G X U=  ñ n  âåðøèíàìè è p  îáðàçóþùèìè çàäàí ìàññèâîì

(2 )U p , ãäå { 5, 3,3,5}U = − − . Èñïîëüçóþòñÿ äâà ðàáî÷èõ ìàññèâà

( )S n  è ( )T n ; ïåðâûé – äëÿ îòìåòîê âåðøèí ãðàôà, âòîðîé –

äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåáåð ìíîæåñòâà T . Èñïîëüçóþòñÿ ÷åòûðå ïåðå-
ìåííûõ 1 2, ,r r r  è 3r . Êàê è â àëãîðèòìå P , ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

1, 1n p≥ ≥ . Àëãîðèòì ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïîèñêà T-îñòîâíîãî ëåñà

çàäàííîãî ãðàôà. Ïåðâûå ÷àñòè àëãîðèòìîâ P  â [ 47] è Q  ñîâ-
ïàäàþò áóêâàëüíî, òðåòüÿ ÷àñòü àëãîðèòìà Q  (øàãè 23–25) ñîîò-
âåòñòâóåò øàãàì 20–24 àëãîðèòìà P , ïîýòîìó ïðèâîäèòñÿ òîëü-
êî îñíîâíàÿ ÷àñòü Q  àëãîðèòìà. Â 1r  ïåðâîíà÷àëüíî íàõîäèòñÿ

íîìåð ïåðâîé âåðøèíû, 1 1,r =  2r p= .

8. Óñòàíîâèòü 3r n= .
9. [Îòìå÷àåòñÿ âåðøèíà êàê «ñòàðàÿ». Â êà÷åñòâå îòìåòêè áó-

äåì èñïîëüçîâàòü ÷èñëî 1]. 1[ ] 1S r = .

10. [Íà÷àëüíàÿ óñòàíîâêà] 1i = .
11. [Ïðîïóñê îáðàçóþùåé, èñïîëüçîâàííîé íà ïðåäûäóùåì øà-

ãå]. Åñëè [ ]i T i= , òî ïåðåéòè ê øàãó 14.
12. [Îïðåäåëåíèå ñìåæíîé âåðøèíû] 1[ ]r u i r= + .
13. [Îòðèöàòåëüíàÿ âåðøèíà ?] Åñëè r > 0, òî ïåðåéòè ê øàãó 19.
14. [Ïðîäâèæåíèå] 1i i= + .
15. [Èñïîëüçîâàíû âñå îáðàçóþùèå ?] Åñëè 2i r≤ , òî âåðíóòü-

ñÿ ê øàãó 11. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âîçâðàùàåìñÿ ïî ðåáðó ìíî-
æåñòâà T  â ïðåäûäóùóþ âåðøèíó.

16. [Âåðíóëèñü â íà÷àëüíóþ âåðøèíó ?] Åñëè 1[ ] 0T r = , ÷òî
ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàêîì òîãî, ÷òî âåðíóëèñü â íà÷àëüíóþ âåðøèíó,
îò êîòîðîé íèêóäà íåëüçÿ ïðîäâèíóòüñÿ, òî íåîáõîäèìî ïîèñêàòü
«íîâóþ» íà÷àëüíóþ âåðøèíó. Äëÿ ýòîãî íàäî ïåðåéòè ê øàãó 23.

17. [Ïðîäîëæåíèå ïîèñêà ïðåäûäóùåé âåðøèíû] 1[ ]i T r= .
18. [Âîññòàíîâëåíèå íîìåðà ïðåäûäóùåé âåðøèíû]. Åñëè

1[ ] 0T r = , òî ïåðåéòè ê øàãó 25. Óñòàíîâèòü 1 1 [ ]r r u i= −  è âåð-
íóòüñÿ ê øàãó 14.

19. [Ïðåâûøàåò ëè íîìåð âåðøèíû ìàêñèìàëüíûé íîìåð ?]
Åñëè 3r r> , òî âåðíóòüñÿ ê øàãó 18.

20. [Ïðîïóñê «ñòàðîé» âåðøèíû]. Åñëè [ ] 1S r = , òî âåðíóòüñÿ
ê øàãó 14.
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21. [Äîáàâëåíèå ðåáðà â T ]. [ ]T r i= .
22. [Íà÷àëî ïîèñêà ñ «íîâîé» âåðøèíû]. Óñòàíîâèòü 1r r=  è

âåðíóòüñÿ ê øàãó 9.
23. [Ïðîäâèæåíèå] 1i i= + .
24. [Ïðîïóñê «ñòàðîé» âåðøèíû]. Åñëè [ ] 1S r = , òî âåðíóòüñÿ

ê øàãó 14.
25. Êîíåö.
Ïîñëå ðàáîòû àëãîðèòìà Q ìàññèâ T ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î

ðåáðàõ îñòîâíîãî äåðåâà èñõîäíîãî ãðàôà, îòìå÷åííûõ íà ðèñ. 4.11, á
ïîëóæèðíûìè ëèíèÿìè. Ýòè ðåáðà èìåþò âèä [ ]( [ ] , )iw i u T i i= − ,

ãäå 2 i n≤ ≤ . Äëÿ ïðèäàíèÿ èì âèäà, ñîîòâåòñòâóþùåãî âèäó ìàñ-
ñèâà T  â àëãîðèòìå P , íàäî âûïîëíèòü ñëåäóþùèå îïåðàöèè.

01. [Íà÷àëüíàÿ óñòàíîâêà]. Óñòàíîâèòü 2i = .
02. [Ðàñøèôðîâêà ïåðâîé âåðøèíû ðåáðà]. Óñòàíîâèòü

[ ] [ [ ]]T i i u T i= − .
03. [Ïðîäâèæåíèå]. Óâåëè÷èòü i  íà 1.
04. [Êîíåö ìàññèâà T ?] Åñëè 3i r≤ , òî âåðíóòüñÿ ê øàãó 02.
05. Êîíåö.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðåáðà âèäà ( [ ], )iw T i i= , ò.å. 2 (7,2),w =

3 (8,3)w = , 4 (1,4),w =  5 (2,5),w =  6 (3,6)w = , 7 8(4,7), (5,8),w w= =

9 (6,9),w =  10 (7,10)w = . Îñòàâøèåñÿ ðåáðà ïðèíàäëåæàò ìíîæåñò-

âó [(1,6), (4,9), (5,10)]B = . Ïîðÿäêîâûå íîìåðà âîçëå êðóæêîâ è
íàïðàâëåíèå ñòðåëîê óêàçûâàþò ïîðÿäîê îáõîäà âåðøèí ãðàôà.

Ïîïûòàåìñÿ ïðîâåñòè ñðàâíèòåëüíóþ îöåíêó äâóõ îïèñàííûõ
àëãîðèòìîâ. Äâóìÿ âàæíûìè ìåðàìè ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ ÿâ-
ëÿþòñÿ âðåìåííàÿ è åìêîñòíàÿ ñëîæíîñòè, ðàññìàòðèâàåìûå êàê
ôóíêöèè îò ðàçìåðà èñõîäíûõ äàííûõ. ×òîáû òî÷íî îïðåäåëèòü
âðåìåííóþ è åìêîñòíóþ ñëîæíîñòè, íàäî óêàçàòü âðåìÿ, íåîáõî-
äèìîå äëÿ âûïîëíåíèÿ êàæäîãî øàãà àëãîðèòìà, è îáúåì ïàìÿ-
òè, èñïîëüçóåìûé äëÿ èñõîäíûõ äàííûõ è ðàáî÷èõ ìàññèâîâ.
Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî âåñîâûõ êðèòåðèåâ äëÿ îöåíêè àëãîðèò-
ìîâ. Âîñïîëüçóåìñÿ ëîãàðèôìè÷åñêèì âåñîâûì êðèòåðèåì, îïè-
ñàííûì â [6], ñóòü êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòü e(i) –
ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà öåëûõ ÷èñëàõ, çàäàííàÿ ðàâåíñò-
âàìè äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ i .

Ëîãàðèôìè÷åñêèé âåñîâîé êðèòåðèé îñíîâàí íà äîïóùåíèè,
÷òî öåíà âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè (åå âåñ) ïðîïîðöèîíàëüíà äëèíå
åå îïåðàíäîâ. Â ðàáîòå [47] îïðåäåëåíî âðåìÿ ïîèñêà íà÷àëüíîãî
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Ò à á ë è ö à  4.1

Íîìåð
øàãà

Àëãîðèòì P
×èñëî

âûïîëíåíèé
Àëãîðèòì Q

×èñëî
âûïîëíåíèé

08
3 1( ) ( ) 1e M e r+ + n ( )e p 1

09 4 1( ) ( )e M e r+ n 3 1( ) ( ) 1e M e r+ + n

10 1( ) ( )e M e r+ n 1 1n −

11 2( ) ( )e M e r+ m 4( ) ( ) ( )e M e i e i+ + m

12 4 1( ) ( ) 1e M e r+ + m 7 1( ) ( ) ( )e M e r e i+ + m

13 16( ) ( ) ( )e M e r e r+ + 1n − ( ) 1e r + m

14 3 2 1( ) ( ) ( )e M e r e r+ + 1n − ( ) 1e i + 1n −

15 2( )e r 1n − ( ) ( )e i e p+ m

16 ( ) 1e r + m 4 1( ) ( ) 1e M e r+ + 1n −

17 3 1( ) ( ) 1e M e r+ + 1n − 4 1( ) ( ) ( )e M e r e i+ + 1n −

18 3 1( ) ( )e M e r+ 1n − 7 1( ) ( )e M e r+ m

19 16( ) ( )e M e r+ 1n − ( ) ( )e n e r+ m

20 – – 3( ) ( ) 1e M e r+ + 1n −

21 – – 4( ) ( ) ( )e M e r e i+ + 1n −

22 – – ( )e r 1n −

àäðåñà ìàññèâîâ ÍÀ×ÀËÎ, ÊÎÍÅÖ, ÑËÅÄÓÞÙÈÉ, S, T, SS, U  –
ñîîòâåòñòâåííî 1 2 3( ), ( ), ( )e M e M e M , 4 5 6( ), ( ), ( )e M e M e M  è 7( )e M ,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè âåëè÷èíàìè.

×òîáû âû÷èñëèòü ñóììàðíîå âðåìÿ, íåîáõîäèìî îöåíèòü çíà-
÷åíèÿ, êîòîðûå ïðèíèìàþò ïàðàìåòð i  è ïåðåìåííûå r , 1r , 2r .

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èõ ñðåäíåå çíà÷åíèå ðàâíî 
1

2
n +

. Òîãäà ìîæíî

ñ î÷åíü ìàëîé ïîãðåøíîñòüþ ïðèíÿòü 1 2( ) ( ) ( ) ( )e i e r e r e r= = = =
= 3( ) ( ) 1e r e n= − . Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â òàáë. 4.1 è ñóììè-
ðóÿ, ïîëó÷àåì îöåíêè äëÿ àëãîðèòìîâ P è Q:

[1 3 4 1 2( )(11 3 8) 4 ( ) 2 ( ) ( ) ( )t e n n m n e M e M e M e M= + − + + + + +

] [ ]4 262 ( ) 9 ( ) ( ) 1 7e M m e M e M+ − + + − + ;
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2 ( )(9 9 8)t e n n m= + − +

+ [ ] [ ]3 4 4 72 ( ) 3 ( ) 4 ( ) ( ) ( ) 7n e M e M m e M e M e p+ − + + − + ( ) 4e p + .

Òåïåðü íåòðóäíî îïðåäåëèòü âðåìåííóþ ñëîæíîñòü äëÿ îáùèõ
÷àñòåé àëãîðèòìîâ:

[ ]3( )(9 1) 3 ( ) 1 3e n n n e M− + − + .

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì îöåíêè âðåìåííîé ñëîæíîñòè àëãî-
ðèòìîâ:

[ ]3 4 2 6( ) ( )(20 3 9) 7 ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) 10t P e n n m n e M e M e M e M= + − + + + + − +

[ ]4 2( ) 2 ( ) 1 10m e M e M+ + − + ;

( ) ( )(18 9 9)t Q e n n m= + − +

+ [ ] [ ]3 4 4 75 ( ) 3 ( ) 5 ( ) 2 ( ) ( ) 7n e M e M m e M e M e p+ − + + − + ( ) 7e p + .

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ åìêîñòíîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî îíà ðàâíà ñóììå âåëè÷èí ( )ie x  ïî âñåì èñïîëüçóåìûì

ýëåìåíòàì ïàìÿòè, ãäå ix  – íàèáîëüøåå ÷èñëî, õðàíÿùååñÿ â ýòîé
ïàìÿòè. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ÷èñëî ðàâíî n. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ àëãî-
ðèòìà P òðåáóåòñÿ ïàìÿòü îáúåìîì 4n m n n n+ + + + =  4( )n m+
ÿ÷ååê. Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó ( ) 4( ) ( )V P n m e n= + . Äëÿ àëãîðèò-

ìà Q  òðåáóåòñÿ ïàìÿòü îáúåìîì 2n p+ , ò. å. ( ) ( )(2 )V Q e n n p= + .
Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â âû÷èñëèòåëüíîì ñìûñëå àëãî-

ðèòì Q íåìíîãî ëó÷øå àëãîðèòìà P, íî ïî åìêîñòíîé îöåíêå îí

íàìíîãî ïðåâûøàåò àëãîðèòì P, ïîòîìó ÷òî 
4m

p
n

≈ .

Ìû âûïîëíèëè îöåíêó àëãîðèòìà Q äëÿ ïîèñêà â ãëóáèíó íà
NM-ãðàôàõ, îäíàêî ýòà îöåíêà ñïðàâåäëèâà è äëÿ M-ãðàôîâ. Ýòî
âèäíî èç òîãî, ÷òî àëãîðèòì Q ðàáîòàåò è äëÿ M-ãðàôîâ, åñëè â
ìàññèâå S âíà÷àëå ïîìåòèòü íîìåðà íåñóùåñòâóþùèõ âåðøèí
êàê «ñòàðûå».

Ðàçëè÷èå ñòðóêòóð äàííûõ ïðèâîäèò ê ðàçíûì îöåíêàì òðó-
äîåìêîñòè è äðóãèõ àëãîðèòìîâ. Â àëãîðèòìàõ íà ãðàôàõ íàèáî-
ëåå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ñëåäóþùèå îïåðàöèè, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê
ðàçíûì îöåíêàì:

1P  – äëÿ âåðøèíû x íàéòè î÷åðåäíóþ ñìåæíóþ ñ íåé âåðøèíó;

1Q  – ïðîâåðèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè âåðøèíû x  è y  ñìåæíûìè.
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Îöåíèì ýòè îïåðàöèè äëÿ ïåðâîé ñòðóêòóðû äàííûõ.
Ïîèñê íà÷àëà ìàññèâîâ äëÿ àëãîðèòìà 1P  èìååò âåñ

[ ] [ ]4 5 1( ) ( ) ( ) ( )e M e x e M e r+ + + .

Åñëè íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü î÷åðåäíóþ âåðøèíó, ñìåæíóþ ñ x ,
òî âåñ ýòèõ îïåðàöèé ðàâåí [ ] [ ]5 2( ) ( ) ( ) ( )e M e r e r e r+ + + .

Äëÿ âòîðîé ñòðóêòóðû ïîèñê ïåðâîé ñìåæíîé âåðøèíû äîñòè-
ãàåòñÿ ïóòåì ïîèñêà òàêîãî ÷èñëà iu , ÷òî 0iu x+ > . Îòñþäà âåñ

àëãîðèòìà P  ðàâåí

[ ]1

1
1 ( ) ( [ ]) ( ) ( ) ( ) 2

2
p

e i e U i e r e x e M
+

+ + + + + + .

Îöåíèì òåïåðü îïåðàöèþ 1Q  äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ. Äëÿ ïåðâîé

ñòðóêòóðû äàííûõ êàæäûé øàã â ñðåäíåì ïîâòîðÿåòñÿ 
1

2
n +

 ðàç,

ïîýòîìó îáùèé âåñ àëãîðèòìà 1Q  ðàâåí

[ ]3 4 5 1

1
1 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 1

2
n

e M e M e M e r e r e x e y
+

+ + + + + + + + .

Äëÿ ñòðóêòóðû M-ãðàôà âåñ àëãîðèòìà 1Q  c ó÷åòîì òîãî, ÷òî

øàãè ïîâòîðÿþòñÿ â ñðåäíåì 
1

2
p +

 ðàç, áóäåò ðàâåí

[ ]1

1
1 ( ) ( ) ( [ ]) 2 ( ) ( 1) ( )

2
p

e x y e M e U i e i e i e p
+

+ + + + + + + + .

Äëÿ îêîí÷àòåëüíîé îöåíêè âåñà àëãîðèòìîâ ó÷òåì, ÷òî ñðåä-

íèå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí 1, , ,x y r r  è [ ]U i  ðàâíû 
1

2
n +

, à ïåðåìåí-

íîé i  – 
1

2
p +

. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ÷èñëà, ïîëó÷àåì

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( [ ]) loge x e y e r e r e U i n= = = = ≈ .

Â ôîðìóëå îïðåäåëåíèÿ âåñîâ àëãîðèòìîâ åñòü ìíîæèòåëü
1

2
p +

, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ êàê ñðåäíåå ÷èñëî øàãîâ ïðè ïîñëå-

äîâàòåëüíîì ïîèñêå. Îäíàêî, ââèäó óïîðÿäî÷åííîñòè ìíîæåñòâà
U , ìîæíî îðãàíèçîâàòü ïîèñê ñî ñðåäíèì ÷èñëîì øàãîâ, ðàâ-
íûì 2log p .
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Ïðè ñðàâíåíèè äâóõ ñòðóêòóð äàííûõ ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî
âåñà 1( )t P  äëÿ äâóõ ñòðóêòóð äàííûõ îäíîãî ïîðÿäêà. Åñëè æå p

çàâèñèò îò n , òî 1P  íåñêîëüêî ëó÷øå äëÿ òðàäèöèîííûõ ñòðóêòóð

äàííûõ. Îäíàêî 1Q  çíà÷èòåëüíî ëó÷øå äëÿ NM-ãðàôîâ. Äàæå ïî-

ëàãàÿ, ÷òî ( )p O n≈ , ïîëó÷àåì ïîðÿäêè òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà

1Q  ñîîòâåòñòâåííî 2( log )O n n  è 2
2(log )O n , ò.å. äëÿ NM-ãðàôîâ

âûèãðûø çíà÷èòåëüíûé. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ åìêîñòíîé ñëîæíîñòè
àëãîðèòìîâ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ðàâíà ñóììå âåëè÷èí ( )ie x  ïî
âñåì èñïîëüçóåìûì ýëåìåíòàì ïàìÿòè, ãäå x – íàèáîëüøåå ÷èñëî,
õðàíèìîå â ýòîé ïàìÿòè. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ÷èñëî ðàâíî n. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ àëãîðèòìà ïîèñêà â ãëóáèíó äëÿ ïåðâîé ñòðóêòóðû
äàííûõ òðåáóåòñÿ ïàìÿòü îáúåìîì 4 3 4( )n m n n m+ + = +  ÿ÷ååê. Îò-

êóäà èìååì îöåíêó 1 24( ) logV n m n= + .
Äëÿ âòîðîé ñòðóêòóðû äàííûõ òðåáóåòñÿ ïàìÿòü îáúåìîì

2n p+ , ò. å.

2 2(2 ) logV n p n= + .

Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî â âû÷èñëèòåëüíîì ñìûñëå
ïðåäñòàâëåíèå ãðàôà â âèäå NM-ãðàôîâ ïî âñåì ïàðàìåòðàì
èìååò íåñîìíåííîå ïðåèìóùåñòâî ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöèîí-
íûìè ñïîñîáàìè ïðåäñòàâëåíèÿ. Ýòîò âûâîä ñïðàâåäëèâ è äëÿ
M-ãðàôîâ.

Çäåñü ïîêàçàíî ïðåèìóùåñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôîâ â âèäå
M-ãðàôîâ äëÿ àëãîðèòìîâ, ðàçðàáîòàííûõ è ïðèìåíÿåìûõ íà
ãðàôàõ ñ òðàäèöèîííûì ïðåäñòàâëåíèåì â âèäå ñïèñêîâ ñìåæíî-
ñòåé. Îäíàêî ìîæíî ïîñòðîèòü òàêèå æå àëãîðèòìû ñïåöèàëüíî
äëÿ M-ãðàôîâ, êîòîðûå èìåþò åùå áîëüøå ïðåèìóùåñòâ ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ðàññìîòðåííûìè.

4.3. ОПТИМАЛЬНЫЙ АЛГОРИТМ ПОИСКА В ГЛУБИНУ
НА NM-ГРАФАХ С ДВУМЯ ОБРАЗУЮЩИМИ

Îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî ÷èñëîâûõ ãðàôîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ
îáû÷íûìè ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ íèõ ïðîáëåìà ðàçìåùåíèÿ
äàííûõ ðåøàåòñÿ çíà÷èòåëüíî ïðîùå, îñîáåííî ýòî îòíîñèòñÿ ê
íàòóðàëüíûì ãðàôàì, ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðûõ ìîæíî çàäàâàòü
îäíèì ÷èñëîì. Êàê áûëî äîêàçàíî ðàíåå [85], â ñèëó ðàçëè÷íûõ
çàêîíîâ èçîìîðôèçìà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñëîâûõ ãðàôîâ ìîæíî
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òàê ìîäèôèöèðîâàòü ìíîæåñòâî èõ âåðøèí, ÷òî îíî áóäåò ïðåä-
ñòàâëåíî êàê íàòóðàëüíûé ðÿä, çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðûõ ÷èñåë.
Îäíàêî ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò èìåòü
ïðîèçâîëüíûé îáúåì. Íà ïðàêòèêå îíî çíà÷èòåëüíî ìåíüøå
ìíîæåñòâà âåðøèí, è ýòî îáóñëàâëèâàåò áîëüøîå ïðåèìóùåñòâî
ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì ãðàôîâ â âèäå ñïèñêîâ
ñìåæíîñòåé, ãäå îáúåì ïàìÿòè ïðîïîðöèîíàëåí ñóììå ÷èñåë
âåðøèí è ðåáåð. Ïðåèìóùåñòâî ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè ðàçðàáîòêå
íà ãðàôàõ ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ. Ìîæíî ïðèâåñòè ñðàâíåíèå
òèïè÷íûõ àëãîðèòìîâ, çàïèñàííûõ äëÿ ãðàôîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â
âèäå ñïèñêîâ ñìåæíîñòåé è â âèäå ÷èñëîâûõ ãðàôîâ. Òàêèìè òè-
ïè÷íûìè àëãîðèòìàìè ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìû, â îñíîâå êîòîðûõ
ëåæèò ñèñòåìàòè÷åñêèé ïðîñìîòð âñåõ âåðøèí ãðàôà, ïðè ýòîì
êàæäàÿ âåðøèíà ïðîñìàòðèâàåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç. Òàêèìè àëãî-
ðèòìàìè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ áàçîâûìè äëÿ êîíñòðóêöèè áîëåå
ñëîæíûõ àëãîðèòìîâ, ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìû ïîèñêà â ãëóáèíó è
ïîèñêà â øèðèíó.

Ïåðâîå òàêîå ñðàâíåíèå äëÿ àðèôìåòè÷åñêèõ ãðàôîâ àëãîðèòìà
ïîèñêà â ãëóáèíó áûëî ïðîâåäåíî â [42], ãäå è ïîäòâåðäèëîñü
ïðåèìóùåñòâî ÷èñëîâûõ ãðàôîâ. Çàòåì â [47] áûëà ïðîäåëàíà
àíàëîãè÷íàÿ ðàáîòà äëÿ ìîäóëüíûõ ãðàôîâ è ñ òåì æå ðåçóëüòà-
òîì. Â îáåèõ ðàáîòàõ àëãîðèòì áûë çàïèñàí â òîì âèäå, â êàêîì
îí áûë ðàíüøå ðàçðàáîòàí äëÿ îáû÷íûõ ãðàôîâ, ò. å. ïðåèìóùå-
ñòâî ÷èñëîâûõ ãðàôîâ áûëî ÷èñòî òåõíè÷åñêèì çà ñ÷åò óäîáíîé
çàïèñè èñõîäíûõ äàííûõ è ìåíüøåãî âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà.
Â ðàáîòå [47] áûëà ïðèâåäåíà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ìíîãèå àëãî-
ðèòìû äëÿ ÷èñëîâûõ ãðàôîâ íå íóæíî ñòðîèòü â ïðèâû÷íîì ïî-
íèìàíèè, à ìîæíî áëàãîäàðÿ ñïåöèôè÷åñêîé ñòðóêòóðå äàííûõ
âûäàòü ãîòîâîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Òîãäà ñëîæíîñòü
àëãîðèòìà áóäåò îöåíèâàòüñÿ òîëüêî âðåìåíåì âû÷èñëåíèÿ íåêî-
òîðûõ ïðîñòûõ ïàðàìåòðîâ è çàïèñè îòâåòà. Çäåñü ýòîò ðåçóëüòàò
ðàññìîòðåí äëÿ àëãîðèòìà ïîèñêà â ãëóáèíó íà íàòóðàëüíûõ ìî-
äóëüíûõ ãðàôàõ.

Îáùàÿ èäåÿ àëãîðèòìà äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôà ñîñòîèò â òîì,
÷òî, íà÷èíàÿ ñ êàêîé-ëèáî ôèêñèðîâàííîé âåðøèíû, ïî ðåáðó
ïåðåõîäèì íà íîâóþ âåðøèíó è îò íåå ïðîäîëæàåì ïîèñê íîâûõ
âåðøèí. Åñëè ýòî íåâîçìîæíî, òî âîçâðàùàåìñÿ ïðîéäåííûì
ïóòåì äî òåõ ïîð, ïîêà ïîÿâèòñÿ âîçìîæíîñòü ïåðåéòè íà íîâóþ
âåðøèíó. Ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà îêàæåìñÿ â èñõîäíîé
âåðøèíå è íåò âîçìîæíîñòè ïðîäîëæèòü ïîèñê. Â ðåçóëüòàòå ðà-
áîòû àëãîðèòìà âûäàåòñÿ ñïèñîê ïàð âåðøèí èñõîäíîãî ãðàôà,
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êîòîðûå â ñîâîêóïíîñòè ïðåäñòàâëÿþò îðèåíòèðîâàííîå îñòîâíîå
äåðåâî, êîðíåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíàÿ âåðøèíà ïîèñêà.

Òàêèì îáðàçîì, ïîèñê â ãëóáèíó â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå
( , )G X U=  ðàçáèâàåò ðåáðà íà äâà ìíîæåñòâà T  è B . Ðåáðî r

ïîìåùàåòñÿ â T  â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè â ïðîöåññå
ïîèñêà ìû ïðîøëè ïî ýòîìó ðåáðó. Ïîäãðàô ( , )H X T=  íàçûâàåò-
ñÿ ãëóáèííûì îñòîâíûì äåðåâîì, ïîýòîìó àëãîðèòì çàêàí÷èâàåòñÿ
ïîñòðîåíèåì ìíîæåñòâà T , ñîñòîÿùåãî èç 1n −  îðèåíòèðîâàí-
íûõ ðåáåð âèäà [ ] ( , )i ir i x y= .

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ñâÿçíûé NM -ãðàô. Èçâåñòíî [87],
÷òî ñâÿçíîñòü åãî îáåñïå÷èâàåò íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî îáðàçó-
þùèõ 

1 2
( , ,..., ),( )

ki i iu u u k m≤ , íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü êîòîðûõ

åñòü 1. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé 2k = . Ïóñòü ýòî îáðàçóþùèå

1u  è 2u , ãäå 1u ≤ 2u , è îíè âçàèìíî ïðîñòû. Ïîäãðàô ' '( , )G X Y= ,

ãäå 1 2{ , }U u u= , ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ãðàôîì, ñòåïåíè âåðøèí êîòî-
ðîãî íå áîëüøå 4. Ïîýòîìó â àëãîðèòìå ïîèñê íîâûõ âåðøèí íå
âñåãäà èìååò àëüòåðíàòèâó, ÷òî óïðîùàåò ðåøåíèå çàäà÷è.

Â ïðîöåññå ïîèñêà ðåáðà îñòîâíîãî äåðåâà áóäåì ïîìåùàòü
âåðøèíû â äâóìåðíûé ìàññèâ T . Íîìåð ïåðâîãî ýëåìåíòà ýòîãî
ìàññèâà áóäåì íàçûâàòü òåêóùèì íîìåðîì, à çíà÷åíèå âòîðîãî
ýëåìåíòà – òåêóùèì êîäîì âåðøèíû. Êðîìå òîãî, èñïîëüçóåì
ìàññèâ S îáúåìîì u1.

Âû÷èñëèì ïàðàìåòðû 1 2s u u= + , 
n

p
s
 =   

, 2

1

u
k

u

 
=  
 

 è ïîëîæè-

òåëüíûé âû÷åò 2 1(mod )u u∆ =− . Íàçîâåì øàãîì âïåðåä ñëîæåíèå

òåêóùåãî êîäà âåðøèíû ñ îáðàçóþùåé 1u  è øàãîì íàçàä âû÷èòà-

íèå èç òåêóùåãî êîäà âåðøèíû îáðàçóþùåé 2u . Ðàññìîòðèì àë-
ãîðèòì Q, êîòîðûé ñîñòîèò èç òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèé.

1. [Íà÷àëüíàÿ óñòàíîâêà]. Â êà÷åñòâå òåêóùåãî êîäà óñòàíîâèì i =
= 1, òåêóùèé êîä âåðøèíû óñòàíîâèì 1l = , 1j = , (1) 1v = .

2. [Ïðÿìîé øàã]. Âû÷èñëèòü 1( )r v i u= + .

3. [Çàïîëíåíèå ìàññèâà T ]. Óñòàíîâèòü ( )[ ] ( ),T i v i r= , 1,i i= +

( ) .v i r=
4. [Ñðàâíèòü]. Åñëè 2r u≤ , òî ïåðåéòè ê øàãó 2.

5. [Çàïîìíèòü]. Óñòàíîâèòü [ ]S j r= , 1j j= + .
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6. [Îáðàòíûé øàã]. Âû÷èñëèòü 2( )r v i u= − . Åñëè 1r > , ïåðåéòè
ê øàãó 3.

7. Êîíåö.
Ëåììà 4.1. Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà Q ïîëó÷èòñÿ öèêë Z,

â êîòîðîì ïåðå÷èñëÿþòñÿ âñå âåðøèíû èíòåðâàëà 1 2[1,2,..., ]u u+ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Öèêë ïîëó÷èòñÿ ââèäó òîãî, ÷òî êîä òåêóùåé

âåðøèíû â êîíöå àëãîðèòìà ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì 1. Òàê êàê 1u  è 2u

âçàèìíî ïðîñòû, òî ýòî îòíîñèòñÿ è ê ∆  ñ 1u . Ïî óñëîâèþ øàãà 2

êîä âåðøèíû íå äîëæåí áûòü áîëüøå 1u + 2u . Â íà÷àëå àëãîðèòìà

èäåò ïåðå÷èñëåíèå âñåõ êîäîâ, ðàâíûõ 1(mod )u . Çàòåì èäåò ïå-

ðåõîä (ïîñëå øàãà íàçàä) ê ìíîæåñòâó êîäîâ 1(1 )(mod )u+ ∆  è ò. ä.

Òàê êàê ∆ è u1 âçàèìíî ïðîñòû, òî ëèíåéíàÿ ôîðìà 1(1 )(mod )ñ u+ ∆
ïðè ïîäñòàíîâêå â íåå âìåñòî c  ïîëîæèòåëüíûõ âû÷åòîâ 0,1,...
…, 1 1u −  òàêæå ïðîáåãàåò âñå ýòè âû÷åòû. Â ñóììå ýòî è äàåò

âåñü èíòåðâàë 1 2[1,2,..., ]u u+ .

Ëåììà 4.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1 2[1,2,..., ]u u+  â öèêëå Z  çà-
íèìàåò ìåñòà, íîìåðà êîòîðûõ ñîñòàâëÿþò àðèôìåòè÷åñêóþ
ïðîãðåññèþ ïî 1 2mod( )u u+  ñ íà÷àëîì 1a =  è ðàçíèöåé d k> .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó îáõîä ãðàôà íà÷èíàåòñÿ ñ âåð-
øèíû 1, òî ê âåðøèíå 2 ìû ïðèéäåì ÷åðåç a  ïðÿìûõ è b  îáðàò-
íûõ øàãîâ, òîãäà a  è b  ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì äèîôàíòîâà óðàâ-
íåíèÿ:

1 2 1au bu− = .                                  (4.1)

Òàê êàê u1 è u2 âçàèìíî ïðîñòû, òî ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñóùå-
ñòâóåò.

×òîáû íàéòè åãî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå äðîáè
2

1

u
u

 â âèäå êîíå÷íîé íåïðåðûâíîé äðîáè [78]. Â ðåçóëüòàòå ðå-

øåíèÿ ïîëó÷àåì d a b= + . Î÷åâèäíî, d k> , ÷òî îïðåäåëÿåòñÿ

ñàìèì àëãîðèòìîì Q , ãäå ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ íå ìåíüøå k
ïðÿìûõ øàãîâ è îäèí îáðàòíûé. Ñäåëàâ d  øàãîâ, ïðèéäåì â
âåðøèíó 2. Ïîíÿòíî, ÷òî ïîñëå ( 1)dα α >  øàãîâ ïðèéäåì â âåð-

øèíó 1α + , åñëè ïðîäâèæåíèå áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïî öèêëó Z .

Åñëè ñäåëàòü 1+ 1u  øàãîâ, òî îêàæåìñÿ âî âòîðîé òî÷êå öèêëà.
Ýòî ðàâíîñèëüíî ñîîòíîøåíèþ
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1 1 2( ) 1du u u x= + + .                            (4.2)

Åñëè ïîäñòàâèòü â (4.2) d a b= +  è x b= , òî ïîëó÷èì óðàâíå-
íèå (4.1), ÷òî äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 4.2.

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà Q  ìû ïðèéäåì â âåðøèíó
1+ 2u . Åñëè òåïåðü ê åå êîäó ïðèáàâèòü îáðàçóþùóþ 1u , òî ïîëó-

÷èì âåðøèíó 1 21 u u+ + , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ïîñëå íàè-

áîëüøåé âåðøèíû â öèêëå Z . Ñîãëàñíî ëåììå 4.1, ïðèìåíÿÿ
àëãîðèòì Q , ïîëó÷àåì îáõîä âñåõ âåðøèí â èíòåðâàëå
[1+ 1u + 2u ,…, 12u + 22u ]. Ýòîò àëãîðèòì ìîæíî ïðèìåíèòü p  ðàç è

ïîëó÷èòü îáõîä âñåõ âåðøèí ãðàôà îò 1 äî 1(p u + 2)u . Îïðåäåëèòü

p  ìîæíî èç óñëîâèÿ 1 2( )p u u n+ < , îòêóäà 
1 2

n
p

u u

 
=  + 

. Äëÿ òîãî

÷òîáû èñïîëüçîâàòü ýòî ñâîéñòâî, çàìåíèì øàãè 3 è 7 àëãîðèòìà
Q  íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé, êîòîðàÿ îðãàíèçóåò ñîîòâåò-
ñòâóþùèé öèêë.

Ïîêàæåì íà ïðèìåðå (ðèñ. 4.13) êàê ðàáîòàåò àëãîðèòì. Çäåñü n =

= 51, U = {4, 17}. Âû÷èñëèì s = u1 + u2 = 21. Îòñþäà 
51

2
21

p  = =  
. Çà

ïåðâûé öèêë àëãîðèòì ïðîõîäèò öåïü, â êîòîðîé ïåðå÷èñëÿþòñÿ
âåðøèíû îò 1 äî 21. Âî âòîðîì öèêëå ïåðå÷èñëÿþòñÿ âåðøèíû
îò 22 äî 42. Íà ðèñ. 4.13 ýòè äâà ìíîæåñòâà âåðøèí îïðåäåëÿþò
ðàçðåçû (à) è (á).

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà Q  è äâóõ óêàçàííûõ çàìåí
ïîëó÷èì â ìàññèâå T  öåïü èç 1 2( )p u u+  îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð

ñ íà÷àëüíîé âåðøèíîé 1 è êîíå÷íîé 1 2 1( ) 1p u u u+ − + . Åñëè íîìåð
ïîñëåäíåé âåðøèíû ìåíüøå n , òî îñòàþòñÿ åùå íåïîñåùåííûå
âåðøèíû.

×òîáû èõ ïîñåòèòü (óçíàòü ïîðÿäîê îáõîäà âåðøèí ïðè ïîèñ-
êå â ãëóáèíó), ïðèìåíèì íîâûé àëãîðèòì R , îïèñàííûé íèæå è
ðåçóëüòàò ðàáîòû êîòîðîãî ïîêàçàí íà ðèñ. 4.14.

1. [Íà÷àëüíàÿ óñòàíîâêà]. Óñòàíîâèòü 1,i j ps= = .

2. [Íàéòè íà÷àëî âåòâè äåðåâà]. Âû÷èñëèòü [ ]v S i k= + .
3. [Ïðÿìîé øàã]. Óñòàíîâèòü 1i i= + , âû÷èñëèòü 1r v u= + .
4. [Ñðàâíèòü]. Åñëè r n< , òî ïåðåéòè ê øàãó 6.
5. [Òåêóùèå óñòàíîâêè]. Ïîëîæèòü [ ] ( , ), , 1T j v r v r j j= = = +

è ïåðåéòè ê øàãó 3.
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Ðèñ. 4.13

Ðèñ. 4.14
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6. [Ñðàâíèòü]. Åñëè 1i u< , òî ïåðåéòè ê øàãó 2.
7. Êîíåö.
Î êîððåêòíîñòè ïðèâåäåííîãî àëãîðèòìà óòâåðæäàåò ñëåäóþ-

ùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 4.1. Äëÿ ìîäóëüíîãî ãðàôà, ó êîòîðîãî ñóùåñòâóþò äâå

îáðàçóþùèå, îáåñïå÷èâàþùèå åãî ñâÿçíîñòü, àëãîðèòì Q ñ ðàñøè-
ðåíèÿìè è àëãîðèòì R âûäàþò ðåøåíèå çàäà÷è î ïîèñêå â ãëóáèíó.

Åñëè ìîäóëüíûé ãðàô ñîäåðæèò l  îáðàçóþùèõ ( 2)l > , îáåñ-
ïå÷èâàþùèõ åãî ñâÿçíîñòü, òî äëÿ íåãî ðåøåíèå çàäà÷è ïîèñêà â
ãëóáèíó äîñòèãàåòñÿ íåìíîãî ñëîæíåå, íî ïî÷òè ñ òåì æå îáúå-
ìîì âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé.

4.4. ОПТИМАЛЬНЫЙ АЛГОРИТМ ПОИСКА В ГЛУБИНУ
ДЛЯ ПРОИЗВОЛЬНЫХ NM-ГРАФОВ

Îáû÷íî ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà ïîèñêà â ãëóáèíó äîâîëü-
ñòâóþòñÿ ïðåäúÿâëåíèåì äâóõ ìíîæåñòâ ðåáåð – ìíîæåñòâà Ò,
ïðåäñòàâëÿþùåãî îñòîâíîå äåðåâî, è ìíîæåñòâà Â, ïðåäñòàâëÿ-
þùåãî îñòàëüíûå ðåáðà ãðàôà. Ñàì àëãîðèòì â îñíîâíîì çàâèñèò
îò ñïîñîáà âûáîðà ñìåæíûõ âåðøèí íà êàæäîì øàãå.

Àëãîðèòì, îïèñàííûé â ïàðàãðàôå 4.3, îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî
äîìèíèðóþùèì ïðåäïî÷òåíèåì ïðè òàêîì âûáîðå ÿâëÿåòñÿ ïåð-
âàÿ îáðàçóþùàÿ NM-ãðàôà èç äâóõ âîçìîæíûõ.

×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîëó÷åííûìè ðåçóëüòàòàìè, íåîáõî-
äèìî åùå ñîñòàâèòü ïîðÿäîê îáõîäà âåðøèí NM-ãðàôà. Äëÿ
ýòîãî èçîáðàçèì äåðåâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâó T (ðèñ. 4.15).

Â àëãîðèòìå Q  èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà â ìàññèâå S  ñîõ-
ðàíÿþòñÿ íîìåðà òåõ âåðøèí, â êîòîðûõ äåðåâî T  ðàçâåòâëÿåòñÿ.

Ðèñ. 4.15
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Â íàøåì ïðèìåðå ýòî âåðøèíû (â ïîðÿäêå îáõîäà) 42, 41, 40, 39.
Îáîçíà÷èì èõ 1( ), 1,2,3, ,S i i u= … . Òîãäà îò âåðøèíû S (i) èäåò

âåòâü äëèíîþ 
1

( )
i

n S i
u

 −
λ =  

 
, çàêàí÷èâàþùàÿñÿ âèñÿ÷åé âåðøèíîé

1( )S i u+ λ . ×òîáû ïðîäîëæèòü îáõîä, íåîáõîäèìî âåðíóòüñÿ ïî

ýòîé âåòâè â âåðøèíó ( )S i . Âñå âåðøèíû öåïè îáîçíà÷åíû ïåð-

âûìè â ìàññèâå ðåáåð T . Òàêèì îáðàçîì âåñü îáõîä ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèí, åñëè ïîñëå
âåðøèíû S (i) âñòàâèòü âåðøèíû âåòâè â ïðÿìîì è îáðàòíîì ïî-
ðÿäêå, çà èñêëþ÷åíèåì ïîñëåäíåé âåòâè, ãäå çàêàí÷èâàåòñÿ îáõîä.

Â íàøåì ïðèìåðå îíà èìååò òàêîé âèä: L = [1, 5, 9, 13, 17,
21, 4, 8, 12, 16, 20, 3, 7, 11, 15, 19, 2, 6, 10, 14, 18, 22, 26, 30, 34,
38, 42, (46, 50, 46, 42), 25, 29, 33, 37, 41, (45, 49, 45, 41) 24, 28,
32, 36, 40, (44, 48, 44, 40), 23, 27, 31, 35, 39, 43, 47, 51].

Êàæäûé ðàç ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà ïîèñêà â ãëóáèíó íà
ëþáîì ãðàôå âîçíèêàåò äèëåììà: ëèáî ëåãêî ïðåäñòàâèòü îñòîâîå
äåðåâî T , êîòîðîå, ìîæåò áûòü, íåóäîáíî îáõîäèòü, ëèáî î÷åíü
ñëîæíî ïðåäñòàâèòü óêàçàííîå äåðåâî, íî êîòîðîå î÷åíü ëåãêî
îáõîäèòü. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñàìûì óäîáíûì äåðåâîì ÿâëÿåòñÿ
ãàìèëüòîíîâà öåïü. Íî âîïðîñ î òîì, ñóùåñòâóåò ëè â NA-ãðàôå
ãàìèëüòîíîâà öåïü, ïîêà îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Âîïðîñ îá óìåíü-
øåíèè ÷èñëà âåðøèí, ïðèíàäëåæàùèõ âåòâÿì â äåðåâå T , ïîëó-
÷åííûì ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Q â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ìîæíî
÷àñòè÷íî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ òàêîãî ïðèåìà. Óâåëè÷èì íà åäèíèöó
äëèíó êàæäîé öåïè, ïîëó÷åííîé áëàãîäàðÿ ïðèìåíåíèþ òîëüêî
îáðàçóþùåé 1u . Íà ðèñ. 4.14 ïåðâàÿ öåïü çàêàí÷èâàåòñÿ â 21.
Ïðîäëèì åå äî 25. Ñëåäóþùàÿ öåïü â òîì æå ñòîëáöå áóäåò íà-
÷èíàòüñÿ íå ñ âåðøèíû 4, à ñ âåðøèíû 8 (25 — 17 = 8) è çàêàí-
÷èâàòüñÿ âåðøèíîé 24. Òî÷íî òàêæå áóäóò ïðîïóùåíû âåðøèíû
3 è 2. Îíè áóäóò âèñÿ÷èìè ïî îòíîøåíèþ ê îñíîâíîé öåïè. Íà
ðèñ. 4.13 ýòî îòìå÷åíî ïåðåíîñîì ðàçðåçà (à) íà îäèí èíòåðâàë
ïðàâåå. Åñëè ïðîäåëàòü òó æå îïåðàöèþ ñ àíàëîãè÷íûìè öåïÿìè
âî âòîðîì ñòîëáöå íà ðèñ. 4.14, òî ïîëó÷èì âèñÿ÷èå âåðøèíû 26,
27 è 28, à ðàçðåç (á) ïåðåäâèíåòñÿ íà äâà èíòåðâàëà ïðàâåå. È
îñòàíåòñÿ åùå îäíà âèñÿ÷àÿ âåðøèíà – 51. Âñåãî ïîëó÷èì 7 âåð-
øèí, íå ïðèíàäëåæàùèõ îñíîâíîé öåïè, ÷òî íà äâå ìåíüøå, ÷åì
íà ðèñ. 4.15.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè àëãîðèòì Q  äàåò ðåøåíèå â âèäå îñíîâ-
íîé öåïè 1 2( )p u u+  è 1 2( )n p u u− +  âåðøèí íà îòâåòâëåíèÿõ, òî ñ
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ïîìîùüþ îïèñàííîãî ïðèåìà ìîæíî ïîëó÷èòü îñíîâíóþ öåïü ñ

1 2( 1)p u u+ +  âåðøèíàìè è íà p âåðøèí ìåíüøå íà îòâåòâëåíèÿõ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü L  ïðåîáðàçóåòñÿ â 1 [L = 1, 5, 9, 13, 17, 21,
25, 8, (4,8), 12, 16, 20, 24, 7, (3, 7), 11, 15, 19, 23, 6, (2, 6), 10, 14,
18, 22, 26, 30, 34, 38, 42, 46, 50, 33, (29, 33), 37, 41, 45, 49, 32,
(28, 32), 36, 40, 44, 48, 31, (27, 31), 35, 39, 43, 47, 51 ] .

Ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ îñòîâíîãî äåðåâà T
îïðåäåëÿåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.2. Ñëåäóþùèé íàáîð ðåáåð NM-ãðàôà ñ äâóìÿ îá-
ðàçóþùèìè îïðåäåëÿåò îñòîâíîå äåðåâî: 1 1[ ( 1) , ]i u i u+ λ − + λ , ãäå

i – âåðøèíû, à òàêæå ðåáðà 2( , )i i u+  äëÿ 11,2, , 1i u= −… .
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî i  ýòà ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü îïðåäåëÿåò öåïü ñ íà÷àëîì â âåðøèíå i  è êîòîðàÿ
çàêàí÷èâàåòñÿ ìàêñèìàëüíî áîëüøèì íîìåðîì. Ïîñëåäíèå 1 1u −
ðåáåð ñâÿçûâàþò ýòè öåïè â îáùåå îñòîâíîå äåðåâî. Î÷åâèäíî,
÷òî îáðàçóþùèå 2u  â ýòèõ ðåáðàõ íå îáðàçóþò öèêë, èíà÷å ñóùå-
ñòâîâàëî áû íåíóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

2 1 10(mod ), 0 1au u a u≡ < ≤ − .                    (4.3)

Íî ýòî âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 1u  è 2u  èìåþò îá-
ùèé ìíîæèòåëü, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.

Äëÿ ýòîãî äåðåâà ëåãêî îðãàíèçîâàòü îáõîä ïî âñåì âåðøèíàì,
õîòÿ â íåì ïðîõîäû âïåðåä è âîçâðàòû çàíèìàþò áîëüøå âåð-
øèí, ÷åì â ïðåäûäóùèõ ðåøåíèÿõ. Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì αi =

1 2 1( )(mod ) 0,i u u−= α + >  α0 = 1, (i = 1, 2, …,  ui — 1), à βi =

1max{ }ik
ku n= α + ≤ . Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáõîäà âåðøèí

NA-ãðàôà áóäåò ñõåìàòè÷åñêè âûãëÿäåòü òàê:

[ ]
1 1

3 0 1 2
1

1
u

i i i
i

L u
−

−
=

= β → → α + → β → α∪ .             (4.4)

Çäåñü ñòðåëêàìè îáîçíà÷åí ïóòü âäîëü öåïè ñ ïîìîùüþ îáðàçó-
þùåé 1u . Äëÿ ïðèìåðà (ñì. ðèñ. 4.13) âû÷èñëèì ïàðàìåòðû:

0 149, (1 17)(mod4) 2,β = α ≡ + =

1 2 2 350, 2 17 3(mod4), 51, 3 17 4(mod4)β = α = + ≡ β = α = + ≡ .
Â ðåçóëüòàòå îáõîä âñåõ âåðøèí áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïî ìàð-

øðóòó: 4 [L = 49, 45, 41, 37, 33, 29, 25, 21, 17, 13, 9, 5, 1, 18, (22,
26, 30, 34, 38, 42, 46, 50, 42, 38, 34, 30, 26, 22,18), 14, 10, 6, 2, 19,
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(23, 27, 31, 35, 39, 43, 47, 51, 47,43, 35, 31, 27, 23, 19), 15, 11, 7,
3, 20, (24, 28, 32, 36, 40, 44, 48, 44, 36, 28, 24, 20), 16, 12, 8, 4 ] .

Òåïåðü, êîãäà ïîëó÷åíû äâà ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ îñòîâíûõ
äåðåâüåâ è, ñîîòâåòñòâåííî, äâà ñïîñîáà îáõîäà âñåõ âåðøèí
NM-ãðàôà, ìîæíî ïåðåéòè ê ïîñòðîåíèþ îñòîâíûõ äåðåâüåâ è èõ
îáõîäîâ äëÿ NM-ãðàôîâ ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì îáðàçóþùèõ,
áîëüøèì äâóõ.

Ïóñòü çàäàí ñâÿçíûé íàòóðàëüíûé ìîäóëüíûé ãðàô, ó êîòîðîãî

1 2{ , , , }mU u u u= … , èç êîòîðûõ l – ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî îáðàçóþùèõ,

îáåñïå÷èâàþùèõ ñâÿçíîñòü. Ðàññìîòðèì ïîäãðàô G ′  íà ïîäìíî-
æåñòâå ýòèõ îáðàçóþùèõ, êîòîðûå ïåðåíóìåðóåì 1 2{ , , }lU u u u′ ′ ′ ′= … .

Ïî òåîðåìå 3.3 ãðàô G ′  òàêæå áóäåò ñâÿçíûì è äëÿ íåãî ñïðà-
âåäëèâû óñëîâèÿ

à) ÍÎÄ 1 2( , , , ) 1lu u u =… ;

á) ÍÎÄ
1 2

( , , , ) 1
ki i iu u u d= >… ; k l< .       (4.5)

Âîçüìåì íàèìåíüøèå îáðàçóþùèå u1 è u2. Îáîçíà÷èì ÍÎÄ

1 2( , )u u =  (1,2) 1d > . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîäãðàô íà ìíîæåñòâå îá-

ðàçóþùèõ 1 2{ , }u u  áóäåò ñîñòîÿòü èç (1,2)d  êîìïîíåíò. Ïîñòðîèì

íà êàæäîé èç ýòèõ êîìïîíåíò îñòîâíîå äåðåâî ïî àëãîðèòìó Q ,
ò. å. ïî òèïó, êàê íà ðèñ. 4.15. Êàæäîå i-å äåðåâî
( 1,2, , (1,2))i d= …  ñîäåðæèò âñå âåðøèíû [mod (1,2)]i d , è êàæäîå

òàêîå äåðåâî ñîäåðæèò 1

(1,2)
u

d
 ïîääåðåâüåâ, îáðàçîâàííûõ îäíîé

îáðàçóþùåé 1u . Äîáàâëåíèå òðåòüåé îáðàçóþùåé 3u  ïðèâåäåò ê
óìåíüøåíèþ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè äî ÷èñëà, ðàâíîãî íàèáîëü-
øåìó îáùåìó äåëèòåëþ ÍÎÄ 1 2 3( , , ) (1,2,3)u u u d= . È â êàæäîé òà-

êîé êîìïîíåíòå áóäåò 
(1,2)

(1,2,3)
d

d
 ïîääåðåâüåâ, îáðàçîâàííûõ ñ ïî-

ìîùüþ îáðàçóþùèõ 1u  è 2u . Ïðîäîëæàÿ ââîä íîâûõ îáðàçóþùèõ,
âñå âðåìÿ óìåíüøàåì ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ïîëó÷àåìîãî
ãðàôà. Íà j-ì øàãå ïðè ââîäå îáðàçóþùåé ju  ïîëó÷àåì (1,2, , )d j…

êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, à â êàæäîé èç íèõ ïî 
(1,2, , 1)

(1,2, , )
d j

d j
−…

…
 ïîä-

äåðåâüåâ, îáðàçîâàííûõ ñ ïîìîùüþ îáðàçóþùèõ 1 2 1, , , ju u u −… . È

íàêîíåö, ïðè ââîäå îáðàçóþùåé lu  ïîëó÷àåì ñâÿçíûé ãðàô.
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Ýòè ðàññóæäåíèÿ ïîìîãóò íàì ïîñëåäîâàòåëüíî ïîñòðîèòü îñòîâ-
íîå äåðåâî. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.3. Ñëåäóþùèé íàáîð èç l  òèïîâ ðåáåð NM-ãðàôà, ó
êîòîðîãî l  îáðàçóþùèõ, îáåñïå÷èâàþùèõ ñâÿçíîñòü, îïðåäåëÿåò
îñòîâíîå äåðåâî:

1) 1 1 1
1

[ ( 1) , ], 1,2, , ; 1,2, ,
n i

i u i u i u
u

 −
+ λ − + λ = λ =  

 
… … ;

2) 2 1( , ), 1,2, , (1,2)i i u i u d+ = −… ;

3) 3( , ) 1,2, , (1,2) (1,2,3)i i u i d d+ = −… ;
…………………………………………
l ) ( , ), 1,2, , (1,2, , ) 1.li i u i d l+ = −… …
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.3 âûòåêàåò èç ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ

îñòîâíîãî äåðåâà, îïèñàííîãî âûøå.
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Â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ ëåò âîçðàñòàåò èíòåðåñ ê ïðîáëåìàì ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ. Òåðìèíîì «ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ» îáîçíà-
÷àåòñÿ îáøèðíîå ïîëå äåÿòåëüíîñòè, ñâÿçàííîé êàê ñ ðåàëüíûìè
æèçíåííûìè ïîòðåáíîñòÿìè (ðàñïîçíàâàíèåì ëþäüìè è æèâîò-
íûìè «îáðàçîâ» â îêðóæàþùåé èõ ñðåäå), òàê è ñ ðåøåíèåì íàó÷-
íûõ è òåõíè÷åñêèõ çàäà÷ (ðàñïîçíàâàíèåì ëþäüìè èëè àâòîìàòè-
÷åñêèìè ñèñòåìàìè òðåêîâ â ïóçûðüêîâûõ êàìåðàõ, ñ÷èòûâàíèåì
ñèìâîëîâ, êëàññèôèêàöèåé õðîìîñîì è ò. ä.). Îñîáîãî âíèìàíèÿ
çàñëóæèâàåò òîò ôàêò, ÷òî ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ, çàðîæäåíèå
êîòîðîãî áûëî îáóñëîâëåíî íåîáõîäèìîñòüþ ðåøåíèÿ çàäà÷ çðè-
òåëüíîãî àíàëèçà, íûíå â îñíîâíîì íå èìååò ïðÿìîãî îòíîøå-
íèÿ ê ýòèì çàäà÷àì. Øèðîêî èçâåñòíûå ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ,
òàêèå êàê ìåòîä îáîáùåííîãî ïîðòðåòà [15], ïîòåíöèàëüíûõ ôóíê-
öèé [2], àëãîðèòìû Áîíãàðäà [9, 10] è Ðîçåíáëàòòà [52], áûëè
îðèåíòèðîâàíû èìåííî íà çàäà÷è çðèòåëüíîãî àíàëèçà. Ýòè ìå-
òîäû óñïåøíî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷: ìåäèöèí-
ñêîé äèàãíîñòèêè, ïðîãíîçèðîâàíèÿ äîëãîâå÷íîñòè ïðèáîðîâ,
ðàñïîçíàâàíèÿ íåôòåíîñíûõ è âîäîíîñíûõ ïëàñòîâ [23]. Îäíàêî
ðàñïîçíàâàíèå èçîáðàæåíèé íàõîäèòñÿ âíå ýòîé ñôåðû. Äîñòè-
æåíèÿ â ïðèìåíåíèè ñèñòåì ðàñïîçíàâàíèÿ èçîáðàæåíèé îáóñ-
ëîâëåíû â çíà÷èòåëüíî ìåíüøåé ñòåïåíè ðåêîìåíäàöèÿìè îá-
ùåé òåîðèè, ÷åì ó÷åòîì ñïåöèôè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé êàæäîé
îòäåëüíîé ïðèêëàäíîé çàäà÷è. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò îá îïðåäå-
ëåííîì ðàçðûâå ìåæäó òåîðèåé ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, ñôîðìè-
ðîâàâøåéñÿ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè, è ñóùåñòâóþùåé ïðàêòèêîé
ðàñïîçíàâàíèÿ èçîáðàæåíèé.

Âñå ðàçíîîáðàçèå èçâåñòíûõ ìåòîäîâ è íàïðàâëåíèé â ñîâðå-
ìåííîì ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîé èëè èíîé
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ôîðìàëèçàöèè óêàçàííîãî íåôîðìàëüíîãî òðåáîâàíèÿ. Íàèáîëåå
ãëóáîêèå è âìåñòå ñ òåì îáøèðíûå èññëåäîâàíèÿ âûïîëíåíû â
øêîëàõ, ðóêîâîäèìûõ Þ.È. Æóðàâëåâûì [28–31], Â.Í. Âàïíè-
êîì [15, 16], Ø.Þ. Ðàóäèñîì [50, 51], Í.Ã. Çàãîðóéêî [32–34],
Â.À. Êîâàëåâñêèì [7, 36–38, 45, 60, 61], Â.À. ßêóáîâè÷åì [62],
è ïðèâåäåíû â ðàííèõ ðàáîòàõ Ì.À. Àéçåðìàíà, Ý.Ì. Áðàâåðìà-
íà, Ë.È. Ðîçîíîýðà [1], À.Ã. Èâàõíåíêî [35], Ðîçåíáëàòòà [52],
Ê.Ñ. Ôó [56, 57] è äð. Ñîâîêóïíîñòü ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé,
èçëîæåííûõ â óêàçàííûõ ðàáîòàõ, ñôîðìèðîâàëà ñîâðåìåííóþ
òåîðèþ îáó÷åíèÿ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, ïëîäîòâîðíîñòü êîòîðîé
ïðîøëà äëèòåëüíóþ è ìíîãîñòîðîííþþ ïðîâåðêó íà áîëüøîì
êîëè÷åñòâå ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ìåäèöèíû, ãåîëîãèè, ñîöèîëîãèè
è äðóãèõ íå ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê.

Ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ âñåãäà ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå íåêîòî-
ðîé ñèñòåìû îáðàáîòêè äàííûõ (èíôîðìàöèè), èìåþùåé âõîä è
âûõîä. Íà âõîä ñèñòåìû äàííûå ìîãóò ïîñòóïàòü îò ìíîæåñòâà
ðàçëè÷íûõ èñòî÷íèêîâ: ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà, íàõîäÿùåãîñÿ â
íåêîòîðîé ñðåäå, íåêîòîðîãî ïðîöåññà èëè êàê ðåçóëüòàò ýêñïå-
ðèìåíòà, èëè êàê ìåòåîðîëîãè÷åñêèå, ýêîíîìè÷åñêèå, èëè ïðîñ-
òî íåêîòîðûå îòâëå÷åííûå äàííûå. Äàííûå, ïîñòóïàþùèå íà
âõîä ñèñòåìû ðàñïîçíàâàíèÿ, êàê ïðàâèëî, âåñüìà ñëîæíû è
âêëþ÷àþò ñèãíàëû, êîòîðûå ÷àñòî ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè
èëè âðåìåííûìè ôóíêöèÿìè. Âûõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ ñðàâíèòåëüíî
ïðîñòà: îíà ñâîäèòñÿ ê óêàçàíèþ îäíîãî èç íåñêîëüêèõ êëàññîâ.
Íàïðèìåð, åñëè âõîäíîé èíôîðìàöèåé ñëóæàò ðåçóëüòàòû èçìå-
ðåíèÿ êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè, ïîëó-
÷åííûå ñêàíèðîâàíèåì, òî âûõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ óêàçûâàåò íà-
çâàíèÿ ñèìâîëîâ, íàíåñåííûõ íà ýòó ïîâåðõíîñòü.

Ðåçóëüòàòîì ðàñïîçíàâàíèÿ ÷åëîâåêîì ëèö, ãîëîñîâ è ò. ä.
÷àñòî ÿâëÿåòñÿ èäåíòèôèêàöèÿ íåêîòîðîãî îïðåäåëåííîãî îáúåê-
òà. Ïîä èäåíòèôèêàöèåé â äàííîì ñëó÷àå ïîíèìàåòñÿ ïðèñâîå-
íèå ðàññìàòðèâàåìîìó îáúåêòó íàäëåæàùåãî è îäíîçíà÷íîãî íà-
çâàíèÿ. ×åëîâåêó â ïðîöåññå èäåíòèôèêàöèè ñîâñåì íå îáÿçàòåëü-
íî ÿâíûì îáðàçîì îïðåäåëÿòü õàðàêòåðíûå ïðèçíàêè îáúåêòà.
Èìååò çíà÷åíèå, â ñóùíîñòè, òîëüêî îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò
ïðîöåññà íàáëþäåíèÿ, âîñïðèÿòèÿ è ðàñïîçíàâàíèÿ. Àâòîìàòè-
÷åñêèå ñèñòåìû, çàìåíÿþùèå ðàñïîçíàâàíèå ïîñðåäñòâîì îðãà-
íîâ ÷óâñòâ ÷åëîâåêà, äîëæíû îñóùåñòâëÿòü òàêóþ æå èäåíòèôè-
êàöèþ, êàê è ÷åëîâåê, ñòàëêèâàþùèéñÿ ñ îïðåäåëåííûì îáúåê-
òîì. Îäíàêî ðàñïîçíàþùèå ñèñòåìû äîëæíû ÿâíûì îáðàçîì èñ-
ïîëüçîâàòü õàðàêòåðíûå ïðèçíàêè îáúåêòà.
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Êëàññèôèêàöèÿ âêëþ÷àåò âñå ïðîöåññû, çàêàí÷èâàþùèåñÿ
óêàçàíèåì íåêîòîðîãî êëàññà (èëè ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó) äëÿ
ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ èëè äàííûõ. Ðåçóëüòàò ðàñïîçíàâàíèÿ
òîæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïîäîáíîå óêàçàíèå êëàññà – â òàêîì
ñìûñëå ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ðàçíîâèäíîñòåé
êëàññèôèêàöèè. Êëàññèôèêàöèÿ âêëþ÷àåò òàêæå ïðîñòûå ïðî-
öåññû, â îñíîâå êîòîðûõ ëåæèò, íàïðèìåð, èñïîëüçîâàíèå íåêî-
òîðîãî èçìåðåííîãî è íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèé (äëÿ
îïðåäåëåíèÿ òîãî, íàõîäèòñÿ ëè çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû â áåçîïà-
ñíûõ ïðåäåëàõ). È ñíîâà òðàäèöèÿ (à òàêæå îáëàñòü ïðèëîæåíèÿ)
îïðåäåëÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííàÿ êëàññèôèêàöèÿ äîñòàòî÷íî ñëî-
æíîé äëÿ òîãî, ÷òîáû ñ÷èòàòü åå ðàñïîçíàâàíèåì. Â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà êàæäûé êëàññ ñîäåðæèò òîëüêî îäèí îáúåêò, êëàññèôèêà-
öèÿ ýêâèâàëåíòíà èäåíòèôèêàöèè.

Êëàññû, âîçíèêàþùèå â ðåçóëüòàòå ðåàëèçàöèè ïðîöåññà ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ, ìîãóò áûòü äèñêðåòíûìè (îáúåêò ëèáî ÿâëÿåòñÿ, ëè-
áî íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì íåêîòîðîãî êëàññà) èëè íå÷åòêèìè
(îáúåêòàì ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè
êëàññó). Â ñëó÷àå íå÷åòêèõ êëàññîâ íåêîòîðûé îáúåêò ìîæåò õà-
ðàêòåðèçîâàòüñÿ ïðèíàäëåæíîñòüþ ê îäíîìó èëè íåñêîëüêèì
êëàññàì, çíà÷åíèå êîòîðîé ìîæåò çàäàâàòüñÿ â ïðåäåëàõ 0–1.
Èíîãäà ðåçóëüòàòîì ïðîöåññà ðàñïîçíàâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèñâîå-
íèå àíàëîãîâîé (íåïðåðûâíîé) ïåðåìåííîé íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ
ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèè ìåæäó äèñêðåòíûìè êëàññàìè.

Â áîëüøèíñòâå çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ, ðåøàâøèõñÿ äî ñèõ ïîð,
êëàññû áûëè äèñêðåòíûìè.

Ñóùåñòâóåò öåëûé ðÿä ìåòîäîâ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, ïðèãîä-
íûõ äëÿ îòíåñåíèÿ îáúåêòà ê îäíîìó èç íåñêîëüêèõ êëàññîâ ïî
çàäàííûì ïðèçíàêàì è ñ ó÷åòîì èçìåí÷èâîñòè îáðàçîâ. Ýòè ìå-
òîäû ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò òèïîâ ïðèçíàêîâ è ñîîòíîøåíèÿ
ñîáñòâåííîé è ìåæêëàññîâîé èçìåí÷èâîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ
îáðàçîâ. Â äîïîëíåíèå ê ñïåöèàëèçèðîâàííûì è ýâðèñòè÷åñêèì
ìîæíî âûäåëèòü äâà îáøèðíûõ ñåìåéñòâà ìåòîäîâ ïðèíÿòèÿ ðå-
øåíèé.

1. Ìåòîäû ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè ðåøåíèé ïðèìåíèìû ïðè
ðàáîòå ñ îáúåêòàìè, ïðèçíàêàìè êîòîðûõ ñëóæàò ÷èñëîâûå çíà-
÷åíèÿ, ïðè÷åì ýòè çíà÷åíèÿ ó îáúåêòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó
êëàññó, íåîäèíàêîâû. Àïðèîðíûå ñâåäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåí-
íûìè äëÿ âûáîðà ïðèçíàêîâ; ñâåäåíèÿ îá îòêëîíåíèÿõ çíà÷åíèé
ïðèçíàêîâ ó îáúåêòîâ îäíîãî è òîãî æå êëàññà äîëæíû ñîáèðàòü-
ñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ýòè ðàçíîâèäíîñ-
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òè ñâåäåíèé ñïîñîáñòâóþò ôîðìèðîâàíèþ ðåøàþùèõ ôóíêöèé,
îáåñïå÷èâàþùèõ êëàññèôèêàöèþ.

2. Ëèíãâèñòè÷åñêèå ìåòîäû (íàçûâàåìûå òàêæå ñòðóêòóðíûìè
èëè ñèíòàêñè÷åñêèìè) ïðèìåíèìû ïðè ðàáîòå ñ îáúåêòàìè, ïðè-
çíàêàìè êîòîðûõ ñëóæàò íåïðîèçâîäíûå ýëåìåíòû (èëè êîíãëî-
ìåðàòû íåïðîèçâîäíûõ ýëåìåíòîâ) è èõ îòíîøåíèÿ. Íåêîòîðàÿ
ãðàììàòèêà îïðåäåëÿåò ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ îáðàçà èç íåïðîèç-
âîäíûõ ýëåìåíòîâ. Èñïîëüçóåòñÿ ìíîæåñòâî òèïîâ ãðàììàòèê (â
òîì ÷èñëå ñòîõàñòè÷åñêèå), îáëàäàþùèõ ðàçëè÷íîé øèðîòîé
ãðàììàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ è ñëîæíîñòüþ. Òàêèå ãðàììàòèêè ÷à-
ñòî óäàåòñÿ îïðåäåëÿòü íà îñíîâå àïðèîðíûõ ñâåäåíèé îá îáðà-
çàõ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ èõ ïîëó÷åíèÿ ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü
ê ãðàììàòè÷åñêîìó âûâîäó ïî çíà÷èòåëüíîé âûáîðêå îáðàçîâ.
Âûïîëíåíèå êëàññèôèêàöèè ïðè çàäàííûõ íåïðîèçâîäíûõ ýëå-
ìåíòàõ è èõ îòíîøåíèÿõ òðåáóåò ãðàììàòè÷åñêîãî ðàçáîðà.

Öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíåíèå êîìáèíàöèé ýòèõ äâóõ ìåòîäîâ.
Ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ óñëîâèé èçìåí÷èâîñòü îáðàçà è

ðàçëè÷èÿ ìåæäó îáðàçàìè ìîæíî îïðåäåëèòü ñòðîãî. Åñëè ðàñ-
ñìàòðèâàåìûå îáðàçû ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü íåêîòîðûì íàáî-
ðîì k ïðèçíàêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðèíèìàåò íåïðåðûâíûå
èëè äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ, òî ìîæíî çàäàòü k-ìåðíîå âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî, êàæäàÿ êîîðäèíàòà êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò îäèí
ïðèçíàê (ïðèçíàêîâîå ïðîñòðàíñòâî). Â ýòîì ñëó÷àå îáðàç çà-
äàåòñÿ íåêîòîðîé òî÷êîé k-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Åñëè ââåñòè
ïîíÿòèå ðàññòîÿíèÿ (åâêëèäîâà, ïðÿìîóãîëüíîãî, êâàðòàëû è ò. ä.),
òî îáðàçû, íàõîäÿùèåñÿ íà íåáîëüøîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà,
ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäíûìè, à îáðàçû, ðàçäåëåííûå çíà÷èòåëüíûì
ðàññòîÿíèåì, – ðàçëè÷íûìè. Îáðàç, îáëàäàþùèé ìàëîé èçìåí-
÷èâîñòüþ, ò. å. ìàëûìè âàðèàöèÿìè çíà÷åíèé ïðèçíàêîâ ðàçëè÷-
íûõ ïðåäñòàâëåíèé äàííîãî îáðàçà, îïðåäåëÿåòñÿ íåáîëüøèì õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèì îáúåìîì â k-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (öåíòðîì
ýòîãî îáúåìà ìîãóò ñëóæèòü, íàïðèìåð, ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïðè-
çíàêîâ). Èíîãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ïðåäñòàâëåíèÿ íåêîòî-
ðîãî îáðàçà äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ â ïðåäåëàõ ïîäîáíîãî ìàëîãî
îáúåìà (ãèïîòåçà «êîìïàêòíîñòè») ïðè óñëîâèè ïðàâèëüíîãî
âûáîðà ïðèçíàêîâ. Øóìû, ñâÿçàííûå ñ èçìåðåíèåì è ïåðåäà÷åé
äàííûõ, ïðèâîäÿò ê óâåëè÷åíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îáúåìà.

Åñëè ðàçëè÷íûå îáðàçû äàëåêî îòñòîÿò äðóã îò äðóãà è çàíè-
ìàþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå îáúåìû, òî î÷åíü
ïðîñòîå ðåøåíèå çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ñîñòîèò â êëàññèôèêà-
öèè ïðåäúÿâëåííîãî îáðàçà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëîæåíèåì îáëàñ-
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òè k-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ ïðåäñòàâëÿþ-
ùàÿ ýòîò îáðàç òî÷êà. Ïðàêòè÷åñêè, îäíàêî, ýòè îáúåìû ÷àñòî íå
ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè, à îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì îáðà-
çàì, ïåðåñåêàþòñÿ. Çíà÷åíèÿ ïðèçíàêîâ èíîãäà ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ñëó÷àéíûå ïåðåìåííûå (ñ ó÷åòîì ñëó÷àéíîé ïðèðîäû
øóìîâ, âîçíèêàþùèõ â ñèñòåìàõ èçìåðåíèÿ è êàíàëàõ ñâÿçè). Â
ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèå îáëàñòè ìîæíî ñ÷èòàòü ïëîòíîñ-
òüþ ðàñïðåäåëåíèÿ îáðàçîâ. Ñëåäóåò íàéòè îïòèìàëüíûå ðàçäå-
ëÿþùèå ïîâåðõíîñòè, îáåñïå÷èâàþùèå êëàññèôèêàöèþ îáðàçîâ
ñ íåèçâåñòíîé êëàññîâîé ïðèíàäëåæíîñòüþ. Êðîìå èíòåðïðåòà-
öèè êàê ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé ïðèçíàêè ìîæíî çàäàâàòü ñ
ïîìîùüþ íå÷åòêèõ ïîíÿòèé; â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ìîæíî ââåñòè
ìåðû ñõîäñòâà.

Åñëè ðàññìàòðèâàåìûå îáðàçû ïðåäñòàâèòü íåêîòîðîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ äâîè÷íûõ ñèìâîëîâ (íàïðèìåð, íóëåé è åäèíèö),
òî â êà÷åñòâå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îáðàçàìè ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ðàññòîÿíèå Õýììèíãà (÷èñëî íåñîâïàäåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèì-
âîëîâ îáåèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé). Êàê è ïðåæäå, ÷åì ìåíüøå
ðàññòîÿíèå Õýììèíãà, ðàçäåëÿþùåå îáðàçû, òåì áîëüøèì ñõîäñò-
âîì îíè îáëàäàþò.

Âûøå áûëè ðàññìîòðåíû çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ, â êîòîðûõ
ìàêñèìóì ñõîäñòâà ïî ïàðàìåòðàì ìîæíî áûëî íàéòè ïðîñòåé-
øèìè ñðåäñòâàìè. Ýòà ïðîñòîòà äîñòèãàëàñü çà ñ÷åò òîãî, ÷òî õà-
ðàêòåð çàâèñèìîñòè ñõîäñòâà îò îïòè÷åñêèõ ìåøàþùèõ ïàðàìåò-
ðîâ ïîçâîëÿåò íàéòè ìàêñèìóì àíàëèòè÷åñêèì ïðèåìîì. ×èñëî
äðóãèõ, íå îïòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ áûëî íåâåëèêî, òàê ÷òî ìîæíî
áûëî îñóùåñòâèòü ïîëíûé ïåðåáîð èõ çíà÷åíèé.

Ñóùåñòâóåò ìíîãî äðóãèõ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àåâ, êîãäà
èçîáðàæåíèÿ èëè âîîáùå ñèãíàëû çàâèñÿò îò áîëüøîãî ÷èñëà íå
îïòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Íàïðèìåð, èçîáðàæåíèå íàïèñàííîé îò
ðóêè «ïå÷àòíîé» áóêâû ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíî òàêèìè
ïàðàìåòðàìè, êàê âûñîòà è øèðèíà áóêâû, êîîðäèíàòû êîíöîâ
ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ è äóã, èç êîòîðûõ ñîñòîèò ýòî èçîáðà-
æåíèå, óãëû íàêëîíà îòðåçêîâ, êðèâèçíû äóã, òîëùèíà ëèíèé è ò. ï.
Ìîæíî ïðåäëîæèòü ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ðàçëîæåíèÿ ñëîæíîãî
èçîáðàæåíèÿ íà ñîñòàâíûå ÷àñòè, íî ïðè ýòîì âñåãäà ñëîæíîå
èçîáðàæåíèå áóäåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ áîëüøèì ÷èñëîì ïàðàìåò-
ðîâ, ïðè÷åì ïðè èçìåíåíèè çíà÷åíèé îäíèõ ïàðàìåòðîâ èçìå-
íÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ
äðóãèõ ïàðàìåòðîâ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàêñèìóìà
ñõîäñòâà ïî âñåì ïàðàìåòðàì íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü ñïåöèàëü-
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íûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû, íàïðèìåð, äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàì-
ìèðîâàíèå.

Â ñëó÷àå ñëîæíûõ èçîáðàæåíèé âîçíèêàþò ïðàêòè÷åñêè âàæ-
íûå çàäà÷è èõ àíàëèçà, êîòîðûå íåöåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü
êàê êëàññèôèêàöèþ. Â.À. Êîâàëåâñêèé [39–44] è Ð. Íàðàñèìõàí
[47, 48] ïðåäëîæèëè ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó îïèñàíèÿ èçîáðàæåíèé,
ñóòü êîòîðîé ñîñòîèò â àâòîìàòè÷åñêîì ïîëó÷åíèè íóæíûõ ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñëîæíîãî èçîáðàæåíèÿ. Â êà÷åñòâå
ïðèìåðà ïðèâåäåì î÷åíü âàæíóþ äíÿ ôèçè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé
çàäà÷ó àâòîìàòè÷åñêîé îáðàáîòêè ôîòîãðàôèé ñëåäîâ ÷àñòèö,
ïîëó÷àåìûõ ñ ïîìîùüþ ïóçûðüêîâûõ êàìåð. Íà ôîòîãðàôèè íå-
îáõîäèìî âûäåëèòü íà ôîíå ïîìåõ ñëåäû (òðåêè) ÷àñòèö è îïðå-
äåëèòü òàêèå èõ ïàðàìåòðû, êàê íàïðàâëåíèå, êðèâèçíà, äëèíà,
óãîë ðàçâåòâëåíèÿ è ò. ä. Àíàëîãè÷íûì ïóòåì ïðåäëàãàåòñÿ àíàëè-
çèðîâàòü èçîáðàæåíèÿ áóêâ, ÷òîáû, ïîëó÷èâ îïèñàíèå èçîáðàæå-
íèÿ â îïðåäåëåííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ, ðàñïîçíàòü åãî
çàòåì íà îñíîâå ýòîãî îïèñàíèÿ.

Â îñíîâå àíàëèçà ñëîæíûõ èçîáðàæåíèé ëåæàò ôîðìàëüíûå
ïðàâèëà, ïî êîòîðûì ñëîæíûå ðàçëè÷íûå èçîáðàæåíèÿ ìîãóò
áûòü ñîñòàâëåíû èç îïðåäåëåííûõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòåé. Ýòè
ïðàâèëà ÿâëÿþòñÿ ðàçíîâèäíîñòüþ ôîðìàëüíûõ ãðàììàòèê è íà-
ëàãàþò îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ êàê íà ïîëó÷àåìûå ñ èõ ïî-
ìîùüþ èçîáðàæåíèÿ, òàê è íà òå îïèñàíèÿ èçîáðàæåíèé, êîòî-
ðûå äîëæíû áûòü ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è. Òàêèì
îáðàçîì, ôîðìàëüíûé ÿçûê äëÿ îïèñàíèÿ èçîáðàæåíèé ñâÿçàí
ñî ñòðóêòóðîé èçîáðàæåíèé ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðåäñòàâèòü äâóìåðíîå èçîáðàæåíèå â âèäå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ïðîöåññ ñîñòàâëå-
íèÿ ñëîæíîãî èçîáðàæåíèÿ èç ýëåìåíòàðíûõ èçîáðàæåíèé èëè
ýëåìåíòîâ. Ýëåìåíòû, êîòîðûå íóæíî äîðèñîâûâàòü â îïðåäå-
ëåííîì ïîðÿäêå îäèí çà äðóãèì äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåêîòîðîãî ñëî-
æíîãî èçîáðàæåíèÿ, îáðàçóþò ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó èçîáðà-
æåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ìîæíî ïðåäñòàâèòü, ÷òî çàðàíåå çàãî-
òîâëåí íåêîòîðûé íàáîð òîíêèõ ïðîçðà÷íûõ ïëàñòèíîê ñòàí-
äàðòíîãî ðàçìåðà, è íà êàæäîé èç íèõ íàðèñîâàíî íåêîòîðîå
ýëåìåíòàðíîå èçîáðàæåíèå. Êàæäîìó òåðìèíàëüíîìó ñèìâîëó b
äàííîãî àëôàâèòà ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííîå ýëåìåíòàðíîå èçî-
áðàæåíèå, ïðè÷åì b ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì, õàðàêòåðèçóþùèì ýòî
èçîáðàæåíèå. Ïðàâèëà ãðàììàòèêè óêàçûâàþò, êàêóþ ïëàñòèíêó
ðàçðåøàåòñÿ âçÿòü è íàëîæèòü íà ñòîïêó âçÿòûõ ðàíüøå ïëàñòèíîê.
Â ðåçóëüòàòå íàëîæåíèÿ âñåõ âûáðàííûõ ïëàñòèíîê ïîëó÷èòñÿ
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ñëîæíîå èçîáðàæåíèå E, ïîñòðîåííîå â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûì
íàáîðîì ïðàâèë.

Ðàçâèòûå â ïîñëåäíèå ãîäû ìåòîäû îáó÷åíèÿ ìàøèí ðàñïîç-
íàâàíèþ îáðàçîâ, êàê ïðàâèëî, îñíîâàíû íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
ðàçëè÷íûì îáðàçàì íåïîñðåäñòâåííî â ïðîñòðàíñòâå ðåöåïòîðîâ
[4] ñîîòâåòñòâóþò äîñòàòî÷íî óäàëåííûå äðóã îò äðóãà ìíîæåñòâà
[3, 4, 62]. Ïîýòîìó, íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíîå ðàçíîîáðàçèå òàêèõ
ìåòîäîâ, âñå îíè ïðèìåíèìû ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà îáðàçû,
êîòîðûå ìàøèíà äîëæíà íàó÷èòüñÿ ðàñïîçíàâàòü, ñðàâíèòåëüíî
ïðîñòû. Êðîìå òîãî, â ýòèõ ìåòîäàõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðåäúÿâ-
ëÿåìûå èçîáðàæåíèÿ íîðìèðîâàíû è öåíòðèðîâàíû, ò. å. èìåþò
ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâûé ðàçìåð è ðàñïîëîæåíû ïðèáëèçèòåëü-
íî â îäíîé è òîé æå ÷àñòè ïîëÿ ðåöåïòîðîâ.

Îäíèì èç âîçìîæíûõ ïóòåé ðåøåíèÿ áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷
îáó÷åíèÿ ìàøèí ðàñïîçíàâàíèþ îáðàçîâ ÿâëÿåòñÿ âûðàáîòêà â
ïðîöåññå îáó÷åíèÿ íåáîëüøîãî ÷èñëà ïðèçíàêîâ îáúåêòîâ, ñ ïî-
ìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî ñîñòàâëÿòü ýêîíîìíûå îïèñàíèÿ ýòèõ
îáúåêòîâ.

Â ðàáîòå È.Á. Ìó÷íèêà [8] ðàçðàáîòàíû è ýêñïåðèìåíòàëüíî
èññëåäîâàíû àëãîðèòìû àâòîìàòè÷åñêîãî ôîðìèðîâàíèÿ ïðî-
ñòåéøèõ ïðèçíàêîâ («óãîëîê», «ïàëî÷êà»). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â
äàëüíåéøåì èç ýòèõ ïðîñòåéøèõ ïðèçíàêîâ áóäóò êîíñòðóèðî-
âàòüñÿ áîëåå ñëîæíûå ïðèçíàêè – «âûðàæåíèÿ», íàïðèìåð òà-
êèå, êîòîðûå óêàçûâàþò âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðîñòåéøèõ
ïðèçíàêîâ («óãîëîê ñïðàâà îò âåðòèêàëüíîé ïàëî÷êè», «ãîðèçîí-
òàëüíàÿ ïàëî÷êà â öåíòðå îâàëà» è ò. ä.). Ñïåöèàëüíî îðãàíèçî-
âàííûå «ôðàçû» – óòâåðæäåíèÿ, ñîñòàâëåííûå èç ïðèçíàêîâ –
«âûðàæåíèé», ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê âîçìîæíûå îïèñàíèÿ îáðàçîâ,
è, òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëå-
íèþ òîãî, êàêîå îïèñàíèå áîëüøå ïîäõîäèò äëÿ àíàëèçèðóåìîãî
èçîáðàæåíèÿ.

Â ýòîé ðàáîòå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî
êëàññà çðèòåëüíûõ îáðàçîâ â êà÷åñòâå ïðîñòåéøèõ ìîæíî ïðè-
íÿòü ïðèçíàêè, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò òîëüêî îòäåëüíûå ó÷àñò-
êè èçîáðàæåíèé.

Âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ öåëåé àâòîìàòè÷åñêîãî ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ îòäåëüíûõ ó÷àñòêîâ èçîáðàæåíèé ïîäðîáíî îïèñàíà
â ëèòåðàòóðå.

Â ðàáîòàõ [3, 62] èçëîæåí ðÿä ìåòîäîâ àêòèâíîãî îñìîòðà
èçîáðàæåíèÿ, ïîçâîëÿþùèõ ôèêñèðîâàòü ó÷àñòêè ñèëüíîãî èç-
ìåíåíèÿ êðèâèçíû ëèíèè. Íà îñíîâå ýòèõ ìåòîäîâ áûëè ñêîíñò-
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ðóèðîâàíû ìàêåòû ìàøèí äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ðóêîïèñíûõ öèôð,
ïðîâåäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíîå îïðîáîâàíèå ðàáîòû ýòèõ óñòðîéñòâ.
Ê ýòîìó æå ïåðèîäó îòíîñÿòñÿ ðàáîòû, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ
àëãîðèòìû îáíàðóæåíèÿ è àíàëèçà òàêèõ ó÷àñòêîâ èçîáðàæåíèÿ,
êàê ñêà÷êè ãðàäèåíòà çà÷åðíåííîñòè èçîáðàæåíèÿ, ïåðåñå÷åíèå
íåñêîëüêèõ êîíòóðîâ è ò. ï. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòè èññëåäî-
âàíèÿ ïîëó÷èëè â [26, 27].

Â ðàáîòàõ [12–14] ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñèñòåì, ïðèñïîñàáëè-
âàþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ äâèãàòüñÿ âäîëü êîíòóðà èçîá-
ðàæåíèÿ è âûðàáàòûâàþùèõ íåêîòîðûå ïðèçíàêè, õàðàêòåðèçó-
þùèå êàê îñîáåííîñòè äâèæåíèÿ ðàçâåðòêè, òàê è ñâîéñòâà íå-
áîëüøîé îêðåñòíîñòè èçîáðàæåíèÿ âäîëü òðàåêòîðèè åå äâèæåíèÿ.
Ýòèì èññëåäîâàíèÿì ïîñâÿùåíà ðàáîòà [47].

Âîïðîñàì îáðàáîòêè ñïåöèàëüíûõ ó÷àñòêîâ èçîáðàæåíèé
óäåëåíî áîëüøîå âíèìàíèå â ðàáîòàõ ïî òåëåâèçèîííîé òåõíèêå,
à òàêæå ïî ïñèõîëîãèè è ôèçèîëîãèè ïðîöåññîâ çðèòåëüíîãî âî-
ñïðèÿòèÿ.

×åëîâåê, îïèñûâàÿ èçîáðàæåíèÿ, ÷àñòî èñïîëüçóåò òàêèå ñëî-
âà, êàê «óãîëîê», «çàêðóãëåíèå», «ïåðåêðåñò». Îíè óïîòðåáëÿþòñÿ
äëÿ õàðàêòåðèñòèêè íå öåëîãî èçîáðàæåíèÿ, à îòäåëüíûõ åãî
ýëåìåíòîâ. Òàêèå ôðàãìåíòû, êàê ïðàâèëî, îòíîñÿòñÿ ê ó÷àñòêàì
ñèëüíîãî èçìåíåíèÿ ôîðìû èëè êîíòðàñòíîñòè. Áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî èìåííî òàêèå ó÷àñòêè ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè äëÿ îïèñà-
íèÿ èçîáðàæåíèé è ÷òî èìåííî îíè äîëæíû áûòü, ïðåæäå âñåãî,
èñïîëüçîâàíû äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ïðîñòåéøèõ ïðèçíàêîâ. Òàêèå
ó÷àñòêè íàçûâàþòñÿ èíôîðìàòèâíûìè ôðàãìåíòàìè.

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò çàäà÷à ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ íàõîæ-
äåíèÿ èíôîðìàòèâíûõ ôðàãìåíòîâ.

Ðàñïîçíàâàíèå íà îñíîâå äàííûõ, âîñïðèíèìàåìûõ îðãàíàìè
÷óâñòâ, ÷àñòî ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòàì, êîòîðûå ÷åëîâåê â ñîñòîÿ-
íèè ïîëó÷àòü ïîñðåäñòâîì ïðÿìîãî íàáëþäåíèÿ. Ëþäè åùå äà-
ëåêè îò âîçìîæíîñòè äîáûâàòü ñ ïîìîùüþ ñèñòåì ðàñïîçíàâà-
íèÿ îáðàçîâ âñå çíàíèÿ, äîñòóïíûå îðãàíàì ÷óâñòâ ÷åëîâåêà.
Ñóùåñòâóþò, îäíàêî, è èñêëþ÷åíèÿ; ïðè êîíòðîëå áûñòðî ïåðå-
ìåùàþùèõñÿ ïîâåðõíîñòåé ìîæåò âîçíèêíóòü íåîáõîäèìîñòü
çàìåíû ëþäåé-êîíòðîëåðîâ íà ðàñïîçíàþùèå ñèñòåìû.

Çíà÷èòåëüíî áîëåå ôóíäàìåíòàëüíûé õàðàêòåð èìååò ïðîáëå-
ìà ðàñïîçíàâàíèÿ íà îñíîâå äàííûõ ïðîèçâîëüíîãî õàðàêòåðà.
Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ðàñïîçíàâàíèÿ äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ïðîèñõî-
æäåíèÿ êðåìíèåâûõ îðóäèé ïåðâîáûòíîãî ÷åëîâåêà ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü ñâåäåíèÿ, êîòîðûå íåâîçìîæíî èëè î÷åíü òðóäíî ïîëó-
÷èòü äðóãèìè ñïîñîáàìè.
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Êëàñòåðíûé àíàëèç è äðóãèå ìåòîäû ïîèñêà ðåãóëÿðíîñòåé â
äàííûõ, ïðèìåíÿåìûå ïðè ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâ, ìîãóò òàêæå
îáåñïå÷èòü ïîëó÷åíèå íîâûõ çíàíèé. Àíàëèç òî÷íîñòè ñòàòèñòè-
÷åñêîé ñèñòåìû ðàñïîçíàâàíèÿ, â ïðîöåññå êîòîðîãî îïðåäåëÿåò-
ñÿ îøèáêà êëàññèôèêàöèè, ñâîéñòâåííàÿ ýòîé ñèñòåìå (âåðîÿò-
íîñòü îøèáêè ïðè êëàññèôèêàöèè íîâûõ îáúåêòîâ), ïîçâîëÿåò
îáíàðóæèòü ñóùåñòâîâàíèå îïðåäåëåííûõ ãðàíèö äëÿ ýòîé îøèáêè
è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðèîáðåòàåìîãî â ïðîöåññå ðàñïîçíàâàíèÿ
çíàíèÿ. Îøèáêà êëàññèôèêàöèè çàâèñèò îò ðàçìåðà îáó÷àþùåãî
ìíîæåñòâà, ÷èñëà ïðèçíàêîâ è ïðèìåíÿåìîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî
ìåòîäà. Ìîæíî ïîêàçàòü [29], ÷òî ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì
îáúåìå îáó÷àþùåãî ìíîæåñòâà óâåëè÷åíèå ÷èñëà ïðèçíàêîâ ïðèâî-
äèò ê âîçðàñòàíèþ îøèáêè êëàññèôèêàöèè; èíòåðåñíûì ñëåäñòâèåì
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü èíîãäà îãðàíè÷èâàòü ÷èñëî ïåðåìåííûõ
(ïðèçíàêîâ), çíà÷åíèÿ êîòîðûõ èçìåðÿþòñÿ è èñïîëüçóþòñÿ ïðè
ñòàòèñòè÷åñêîì àíàëèçå.

Ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ àâòîìàòèçà-
öèè íåêîòîðûõ ðóòèííûõ íàáëþäåíèé, íàïðèìåð ïðè àíàëèçå
ïðîñòûõ òðåêîâ â ïóçûðüêîâîé êàìåðå èëè â ìàòåðèàëîâåäåíèè
äëÿ ïîäñ÷åòà è îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðîâ ÷àñòèö è ðàçëè÷íûõ âêëþ-
÷åíèé, ÷èñëî êîòîðûõ î÷åíü âåëèêî. Ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ ìîæíî
ïðèìåíÿòü äëÿ èçó÷åíèÿ ñëîæíûõ äàííûõ â àñòðîíîìèè, ìåòåî-
ðîëîãèè, ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå è ò. ä. Êàê óêàçûâàëîñü ðàíåå,
íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðàñïîçíàâàíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
äëÿ ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé íà
âîçìîæíîñòè ñáîðà äàííûõ. Èçëîæåíû òàêæå ïðåäïîëîæåíèÿ î
âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ ïðè
èñïîëüçîâàíèè êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîãî ïîäõîäà ê èçó÷åíèþ ìî-
ëåêóë [58]. Ðàíåå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ðàñïîçíàâà-
íèÿ îáðàçîâ â ôèçèêå.

Äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ òðåáóþòñÿ çíàíèÿ
â îáëàñòè ôèçèêè êëàññèôèöèðóåìûõ îáúåêòîâ, ôîíà (â ñëó÷àå
èçîáðàæåíèé), äàò÷èêîâ è îøèáîê èçìåðåíèé. Óñïåõó ïðîöåññà
ðàñïîçíàâàíèÿ ìîãóò ñóùåñòâåííî ñïîñîáñòâîâàòü ýêñïåðèìåí-
òû, ïðîâîäèìûå ñ öåëüþ íàõîæäåíèÿ ïðèçíàêîâ, àäåêâàòíîñòü
êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ èõ ñâÿçÿìè ñ ôèçè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòè-
êàìè ðàññìàòðèâàåìûõ îáðàçîâ.

Ìîæíî óêàçàòü íà ñâÿçü òåîðèè ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ è ñ
äðóãèìè íàóêàìè è âûäåëèòü äâà àñïåêòà òàêèõ ñâÿçåé: â ðàñ-
ïîçíàâàíèè îáðàçîâ èñïîëüçóþòñÿ çíàíèÿ è òåõíè÷åñêèå ïðèåìû
äðóãèõ äèñöèïëèí, à äðóãèå äèñöèïëèíû èñïîëüçóþò ðàñïîçíà-
âàíèå îáðàçîâ äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ ñâîèõ çàäà÷.
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Èç èçëîæåííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, ñòàòèñòèêà è
ôèçèêà âíîñÿò ñâîé âêëàä â ðåøåíèå çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðà-
çîâ; òî æå ñàìîå îòíîñèòñÿ è ê òåîðèè àâòîìàòîâ, òåîðèè ìíî-
æåñòâ, òåîðèè óïðàâëåíèÿ, òåîðèè èíôîðìàöèè, êèáåðíåòèêå,
èñêóññòâåííîìó èíòåëëåêòó, èíôîðìàòèêå, îáðàáîòêå èçîáðàæå-
íèé, ëèíãâèñòèêå, ôîðìàëüíûì ÿçûêàì, òåîðèè íåðâíûõ ñåòåé,
áèîëîãèè, òåîðèè âîñïðèÿòèÿ è ïñèõîëîãèè. Ïðè ðàçðàáîòêå ðå-
àëüíûõ ñèñòåì ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü
ìíîãî÷èñëåííûå òåõíè÷åñêèå äîñòèæåíèÿ îïòèêè, ìåõàíèêè è
ýëåêòðîíèêè.

Ñïåöèàëèñòû â îáëàñòè ðàñïîçíàâàíèÿ ñòðåìÿòñÿ îáúåäèíèòü
çíàíèÿ è ñðåäñòâà, çàèìñòâîâàííûå èç âñåõ ýòèõ îáëàñòåé íàóêè
è òåõíèêè, à òàêæå ñîáñòâåííûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé äëÿ
òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ.
Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìåæäèñöèïëèíàðíîå íàïðàâëåíèå, îáúåäèíÿþùåå èíôîðìàòèêó,
ìàòåìàòèêó, ôèçèêó è òåõíèêó; ýòè íàïðàâëåíèÿ, ñëèâàÿñü, îáðà-
çóþò ìåæäèñöèïëèíàðíîå ÿäðî ðàñïîçíàâàíèÿ, îáåñïå÷èâàþùåå
ñèñòåìàòè÷åñêóþ îñíîâó äëÿ ðåøåíèÿ âñåõ òèïîâ çàäà÷ ðàñïîç-
íàâàíèÿ.

Ðàñïîçíàâàíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü âî ìíîãèõ äèñöèïëèíàõ
êàê äëÿ çàìåíû îðãàíîâ ÷óâñòâ ÷åëîâåêà (èëè â êà÷åñòâå âñïî-
ìîãàòåëüíîãî ñðåäñòâà), òàê è äëÿ àíàëèçà ñëîæíûõ ñòðóêòóð
äàííûõ. Ðåøåíèå ñòàíäàðòíûõ çàäà÷ äèàãíîñòèêè è êîíòðîëÿ â
òåõíèêå è ìåäèöèíå ìîæåò ïîñòåïåííî áûòü ïåðåäàíî óñòðîéñò-
âàì ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ; êðîìå òîãî, ðåøåíèå íåêîòîðûõ çà-
äà÷ òàêîãî ðîäà ìîæåò ñòàòü âîçìîæíûì ëèøü â ðåçóëüòàòå èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óñòðîéñòâ ðàñïîçíàâàíèÿ. Èíîãäà
ïîñëå ïåðåñòðîéêè ñèñòåìû ìîæíî îòêàçàòüñÿ îò èñïîëüçîâàíèÿ
óñòðîéñòâ ðàñïîçíàâàíèÿ. Òàê, ïðè ñáîðêå ìîæíî îðãàíèçîâàòü
õðàíåíèå ýëåìåíòîâ ñîáèðàåìîé êîíñòðóêöèè òàêèì ñòðîãî ôèê-
ñèðîâàííûì è óïîðÿäî÷åííûì îáðàçîì, ÷òî ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ
ðàñïîçíàâàíèÿ äëÿ ñîðòèðîâêè è îðèåíòàöèè äåòàëåé ñòàíåò èç-
ëèøíèì.

Ðàíåå óïîìèíàëîñü îá îáðàáîòêå è îïèñàíèè èçîáðàæåíèé. Ñó-
ùåñòâóþò ñèëüíûå çàâèñèìîñòè ìåæäó ðàñïîçíàâàíèåì îáðàçîâ,
îáðàáîòêîé èçîáðàæåíèé è ðîäñòâåííîé èì ìàøèííîé ãðàôèêîé.
Ìíîãèå çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ñâÿçàíû ñ îáðàçàìè, ïðèñóòñòâóþ-
ùèìè â èçîáðàæåíèÿõ, è ïîýòîìó áëîêè ïðåäâàðèòåëüíîé îáðà-
áîòêè äîëæíû îñóùåñòâëÿòü îáðàáîòêó èçîáðàæåíèé è âûäåëåíèå
ïðèçíàêîâ (íàïðèìåð, íåïðîèçâîäíûõ ýëåìåíòîâ). Ýêñïåðèìåí-
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òàëüíûå, ýêîíîìè÷åñêèå è äðóãèå äàííûå èíîãäà ïðåîáðàçóþòñÿ
â çðèòåëüíóþ ôîðìó – êðèâûå, íàáîðû èçîëèðîâàííûõ òî÷åê –
è ìîãóò ñëóæèòü îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ.
Êðîìå òîãî, ïðîìåæóòî÷íûå äàííûå, âîçíèêàþùèå â ïðîöåññå
ðàñïîçíàâàíèÿ, ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå íåêîòîðîãî èçîáðà-
æåíèÿ ñ òåì, ÷òîáû îáëåã÷èòü ðàáîòó îïåðàòîðà â èíòåðàêòèâíîì
ðåæèìå è èñïîëüçîâàòü â ïðîöåññå ðàñïîçíàâàíèÿ îïûò ÷åëîâåêà
è ñâîéñòâåííûå åìó ñïîñîáû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.

Åñëè îáðàáîòêà èçîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ öåëüþ, òî ðåøåíèå çà-
äà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ âîçëàãàåòñÿ íà ÷åëîâåêà. Ïîñêîëüêó äàò÷èêè
âíîñÿò èñêàæåíèÿ â ñêàíèðóåìîå èçîáðàæåíèå, â ïðîöåññå îá-
ðàáîòêè èçîáðàæåíèÿ ìîæíî óëó÷øèòü åãî êà÷åñòâî («âîññòàíîâ-
ëåíèå») ïðè ïîìîùè îáðàòíîé ôèëüòðàöèè è ñíèæåíèÿ óðîâíÿ
øóìîâ. Âñëåäñòâèå óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà èçîáðàæåíèÿ ïîâûøàåòñÿ
åãî êîíòðàñòíîñòü, âûäåëÿþòñÿ êðàÿ è êîíòóðû è ò. ä., òåì ñàìûì
÷åëîâåê ñìîæåò ëó÷øå óâèäåòü íåîáõîäèìûé îáúåêò. Âîññòàíîâ-
ëåíèå è óëó÷øåíèå êà÷åñòâà èçîáðàæåíèé ýôôåêòèâíû â êà÷åñòâå
ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ.

Ïðè ýòîì äîïóñêàþòñÿ íåêîòîðûå ëîêàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
â îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé. Ïðåäñòàâèì, ÷òî èçîáðàæåíèå ìîæíî
îïèñàòü ÷åðåç åäèíñòâåííóþ ôóíêöèþ f(x,y). Õîòÿ òàêîé ôóíê-
öèåé ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ðàçëè÷íûå âåëè÷èíû (íàïðèìåð, ÿð-
êîñòü, èíòåíñèâíîñòü, ïëîòíîñòü, ñâåòèìîñòü), ïðåîáðàçîâàíèÿ,
êîòîðûì îíà ïîäâåðãàåòñÿ, ÷àñòî îêàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè. Ýòó
ôóíêöèþ íàçûâàþò çà÷åðíåííîñòüþ. Ïðîñòðàíñòâåííîå êâàíòîâà-
íèå è êâàíòîâàíèå ïî çà÷åðíåííîñòè – íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ
äëÿ îáðàáîòêè èçîáðàæåíèÿ ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðîâ. Â ðåçóëü-
òàòå êâàíòîâàíèÿ ñòðîèòñÿ öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà, ýëåìåíòàìè
êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ çà÷åðíåííîñòè. Òî÷êè âûáîðêè ìî-
ãóò îáðàçîâûâàòü ïðÿìîóãîëüíóþ ðåøåòêó (îáû÷íî èñïîëüçóå-
ìóþ) èëè øåñòèóãîëüíóþ.

Êðîìå ðåøåòêè, îáðàçîâàííîé òî÷êàìè âûáîðêè, ìîæíî ïî-
ñòðîèòü ðåøåòêó èç ëèíèé, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãðàíèöû,
ðàçäåëÿþùèå âûáîðî÷íûå òî÷êè è ïðîâåäåííûå ïîñåðåäèíå ìåæäó
íèìè. Ýòà ñåòêà äîïîëíÿåò êàæäóþ âûáîðî÷íóþ òî÷êó ýëåìåí-
òîì èçîáðàæåíèÿ, íàçûâàåìûì ïèêñåëåì (ðiõål). Òàêèì îáðàçîì,
âñÿ ïëîùàäü èçîáðàæåíèÿ îêàçûâàåòñÿ ðàçäåëåííîé íà ýëåìåíòû,
öåíòðîì êàæäîãî èç êîòîðûõ ñëóæèò îäíà èç âûáîðî÷íûõ òî÷åê.

Èçìåíåíèå ìàñøòàáà çíà÷åíèé çà÷åðíåííîñòè ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü äëÿ ïîâûøåíèÿ êîíòðàñòíîñòè èçîáðàæåíèÿ. Ïîìèìî ðàñ-
òÿæåíèÿ è ñæàòèÿ óðîâíåé çà÷åðíåííîñòè åå çíà÷åíèÿ ìîãóò
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áûòü ïîäâåðãíóòû íîâîìó êâàíòîâàíèþ ñ òåì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü
ðàâíîìåðíîñòü ãèñòîãðàììû çà÷åðíåííîñòè. Åñëè ïîñëå íîâîãî
êâàíòîâàíèÿ íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü ðàâíóþ âåðîÿòíîñòü Ê çíà-
÷åíèé çà÷åðíåííîñòè, òî êóìóëÿòèâíóþ ãèñòîãðàììó (ïðåæíåé)
çà÷åðíåííîñòè ñëåäóåò ðàçäåëèòü ðîâíî íà Ê ðàâíûõ ÷àñòåé. Ïî-
ñêîëüêó êóìóëÿòèâíàÿ ãèñòîãðàììà ñîñòîèò èç ñòóïåíåê, òî íîâûé
âàðèàíò êâàíòîâàíèÿ íå îáåñïå÷èâàåò òî÷íîãî ðàâåíñòâà ñòóïåíåê
êâàíòîâàíèÿ â ïðåîáðàçîâàííîé êóìóëÿòèâíîé ãèñòîãðàììå. Èç-
âåñòíî íåñêîëüêî ìåòîäîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî óìåíüøèòü
ýôôåêò ïîâòîðíîãî êâàíòîâàíèÿ [55]. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èç íèõ.

Ñåãìåíòàöèÿ. ×àñòî èçîáðàæåíèå ñîñòîèò èç ÷àñòåé, íàçûâà-
åìûõ êîìïîíåíòàìè è ïîäëåæàùèõ àíàëèçó, è ôîíà. Ïîä ñåãìåí-
òàöèåé ïîíèìàåòñÿ îòíåñåíèå êàæäîãî ýëåìåíòà èçîáðàæåíèÿ
ëèáî ê êîìïîíåíòàì, ëèáî ê ôîíó. Ìîæíî âûäåëèòü òðè ìåòîäà
ñåãìåíòàöèè.

1. Ðàçäåëåíèå ïî ïîðîãó. Ñåãìåíòàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ èñêëþ-
÷èòåëüíî íà îñíîâå çíà÷åíèÿ çà÷åðíåííîñòè êàæäîãî ýëåìåíòà
èçîáðàæåíèÿ. Åñëè ýòî çíà÷åíèå áîëüøå íåêîòîðîãî (ëîêàëüíî-
ãî) ïîðîãîâîãî, òî ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò èçîáðàæåíèÿ êëàñ-
ñèôèöèðóåòñÿ êàê êîìïîíåíòà, åñëè çíà÷åíèå çà÷åðíåííîñòè
îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå ïîðîãîâîãî, òî ýëåìåíò îòíîñèòñÿ ê ôîíó
(ëèáî íàîáîðîò). Èçâåñòíî íåñêîëüêî ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ ïî-
ðîãîâîãî çíà÷åíèÿ ïî ãèñòîãðàììå çà÷åðíåííîñòè èçîáðàæåíèÿ.

2. Îáíàðóæåíèå êðàÿ. Åñëè ãðàíèöà ìåæäó êîìïîíåíòîé è
ôîíîì õàðàêòåðèçóåòñÿ èçìåíåíèåì çíà÷åíèÿ çà÷åðíåííîñòè, òî
ýòè èçìåíåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âûäåëåíèÿ êîìïîíåíò.
Îáíàðóæåíèå êðàåâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïðîèç-
âîäíîé ôóíêöèè çà÷åðíåííîñòè, âûñîêî÷àñòîòíîé ôèëüòðàöèåé,
îöåíèâàíèåì ãðàíèöû ñòàòèñòè÷åñêèìè ìåòîäàìè èëè ñ ïîìî-
ùüþ ñïåöèàëüíûõ ïðîöåäóð. Ëîæíûå êðàÿ èëè óòðà÷åííûå ÷àñòè
êðàåâ ìîæíî îáíàðóæèòü, èñïîëüçóÿ àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ.

3. Ðàçäåëåíèå èçîáðàæåíèÿ íà îáëàñòè. Èçîáðàæåíèå ðàçáèâàå-
òñÿ íà ïðîñòåéøèå îáëàñòè, îáðàçîâàííûå ñîåäèíåííûìè ìåæäó
ñîáîé ýëåìåíòàìè èçîáðàæåíèÿ ñ îäèíàêîâûìè çíà÷åíèÿìè çà-
÷åðíåííîñòè. Çàòåì ñîñåäíèå ýëåìåíòàðíûå îáëàñòè îáúåäèíÿ-
þòñÿ ñ ó÷åòîì ðàçëè÷èÿ çà÷åðíåííîñòè âäîëü îáùåé ãðàíèöû
îáúåäèíÿåìûõ îáëàñòåé è îòíîñèòåëüíîé äëèíû îáùåé ãðàíèöû.
Ïðè îáúåäèíåíèè îáëàñòåé òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü àïðèîð-
íóþ èíôîðìàöèþ.

Êðîìå ñåãìåíòàöèè èñïîëüçóþò è äðóãèå ëîêàëüíûå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ â îáðàáîòêå èíôîðìàöèè, òèïà ïðåîáðàçîâàíèÿ ñåãìåíòè-
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ðîâàííûõ èçîáðàæåíèé, êîíòóð, ïîâåðõíîñòíîå ðàçðóøåíèå (ñæà-
òèå, ïðîðåæèâàíèå) è íàðàùèâàíèå (ðàñøèðåíèå, ðàñïðîñòðàíåíèå),
îñòîâû, ñåðåäèííûå îñè.

Â òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ ïðèõîäèòñÿ ââîäèòü íîâûå
îïðåäåëåíèÿ äëÿ îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ.

Ìåòêè, óêàçûâàþùèå ïðèíàäëåæíîñòü îáúåêòîâ îáó÷àþùåãî
ìíîæåñòâà ê ñîîòâåòñòâóþùèì êëàññàì, ìîãóò áûòü íå÷åòêèìè.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñïåöèàëèñò äîëæåí êëàññèôèöèðîâàòü îáúåêò
ñ ó÷åòîì âñåõ âîçìîæíûõ êëàññîâ. Òàê, êàðäèîãðàììà îïðåäå-
ëåííîãî õàðàêòåðà ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåñêîëüêèì ðàçíîâèä-
íîñòÿì ñåðäå÷íûõ çàáîëåâàíèé, à òàêæå çäîðîâîìó ñåðäöó. Ýòî
îáñòîÿòåëüñòâî îòðàæàåò çíà÷åíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè êî âñåì êëàñ-
ñàì çàáîëåâàíèé è ê êëàññó íîðìû. Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ïðè-
íàäëåæíîñòè ñîîòâåòñòâóþò «âîçìîæíîñòÿì», íî íå âåðîÿòíîñòÿì.

Åñëè ïðè ðàñïîçíàâàíèè âìåñòî «êëàññè÷åñêèõ» ìåòîê, óêà-
çûâàþùèõ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷íî ê îäíîìó êëàññó, èñïîëüçîâàòü
íå÷åòêèå ìåòêè, òî ðåçóëüòàòû êëàññèôèêàöèè áóäóò áîëåå òî÷-
íûìè, ïîñêîëüêó íà ýòàïå îáó÷åíèÿ çàäåéñòâîâàí áîëüøèé îáúåì
èíôîðìàöèè. Êðîìå òîãî, îòïàäàåò íåîáõîäèìîñòü «÷èñòêè» îáó-
÷àþùåãî ìíîæåñòâà, ïîñêîëüêó âñå îáúåêòû, â òîì ÷èñëå ñîìíè-
òåëüíûå ñëó÷àè è «âûáðîñû», ìîãóò áûòü ïîìå÷åíû. Âñå ýòî îáå-
ñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü ðàáîòàòü ñ áîëåå îïðåäåëåííûì îáó÷àþùèì
ìíîæåñòâîì.

 Åùå îäíà âîçìîæíîñòü ïðîÿâëåíèÿ íå÷åòêîñòè ñâÿçàíà ñ
«ðàçìûâàíèåì» ïðèçíàêîâ. Îáû÷íî ïðèçíàêè ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé ðåçóëüòàòû êàêèõ-òî îáúåêòèâíûõ èçìåðåíèé è íå ñîäåðæàò
íå÷åòêîñòåé. Çíà÷åíèÿ ïðèçíàêîâ, îäíàêî, ìîãóò áûòü íå÷åòêè-
ìè âñëåäñòâèå îòîáðàæåíèÿ íà èíòåðâàë [0,1].

Ñ ïîìîùüþ îïèñàííûõ âûøå ïðîöåäóð âû÷èñëÿþò çíà÷åíèÿ
ïðèíàäëåæíîñòè äëÿ âñåõ êëàññîâ. Íå÷åòêîñòü ðåçóëüòàòà êëàñ-
ñèôèêàöèè ìîæíî óñòðàíèòü, îòíîñÿ îáúåêò ê òîìó êëàññó, êî-
òîðîìó ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïðèíàäëåæíîñòè.
Ñóùåñòâóåò, îäíàêî, è äðóãàÿ âîçìîæíîñòü – ðàññìàòðèâàòü çíà-
÷åíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè êàê îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò ïðîöåññà
ðàñïîçíàâàíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ñëåäóåò
ïðèìåíèòü èíûå ìåòîäû èëè äîâåðèòü åãî âûíåñåíèå ÷åëîâåêó,
êîòîðûé äîëæåí èñïîëüçîâàòü ïðè ýòîì âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ
ïðèíàäëåæíîñòè.

Íå÷åòêèå êëàññèôèêàöèè òàêîãî ðîäà ìîæíî èñïîëüçîâàòü â
êëàñòåðíîì àíàëèçå ïðè ôîðìèðîâàíèè êðèòåðèÿ âûäåëåíèÿ
êëàñòåðîâ [5]. Â ýòîì, êàê è âî ìíîãèõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ, òåîðèÿ
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íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãèáêîãî è èñ÷åð-
ïûâàþùåãî îïèñàíèÿ èñïîëüçóåìîé ñòðàòåãèè.

Â ëèíãâèñòè÷åñêîì ïîäõîäå ê ðàñïîçíàâàíèþ ïðèçíàêàìè
ñëóæàò ïîäîáðàçû, íàçûâàåìûå íåïðîèçâîäíûìè ýëåìåíòàìè, à
òàêæå îòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè, õàðàêòåðèçóþùèå ñòðóêòóðó îáðàçà.
Äëÿ îïèñàíèÿ îáðàçîâ ÷åðåç íåïðîèçâîäíûå ýëåìåíòû è èõ îò-
íîøåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåêîòîðûé «ÿçûê» îáðàçîâ. Ïðà-
âèëà òàêîãî ÿçûêà, ïîçâîëÿþùèå ñîñòàâëÿòü îáðàçû èç íåïðîèç-
âîäíûõ ýëåìåíòîâ, íàçûâàþòñÿ ãðàììàòèêîé. Ïðè ýòîì îáðàç
ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ïðåäëîæåíèåì â ñîîòâåòñòâèè ñ äåéñ-
òâóþùåé ãðàììàòèêîé. Äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ íåêîòîðîãî îáðàçà
íåîáõîäèìî â ïåðâóþ î÷åðåäü îïðåäåëèòü åãî íåïðîèçâîäíûå
ýëåìåíòû è îòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè, ïîñëå ÷åãî ñëåäóåò ïðîâåñòè
(ñèíòàêñè÷åñêèé) àíàëèç ñ òåì, ÷òîáû óñòàíîâèòü, ñîãëàñóåòñÿ ëè
îïèñàíèå îáðàçà ñ ãðàììàòèêîé, êîòîðàÿ ìîãëà áû åãî ïîðîäèòü;
òàêîé àíàëèç ÷àñòî íàçûâàþò ãðàììàòè÷åñêèì ðàçáîðîì. Ñèíòå-
çèðîâàòü ãðàììàòèêó ìîæíî, îïèðàÿñü íà àïðèîðíûå ñâåäåíèÿ
îá îáðàçàõ èëè íà ðåçóëüòàòû àíàëèçà íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà îáðàçîâ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçîáðàæåíèÿ îïèñûâàþòñÿ N-ìåðíûìè
âåêòîðàìè, êîìïîíåíòû êîòîðûõ âûðàæàþò ïî÷åðíåíèå ÿ÷ååê
ñåò÷àòêè ïðÿìîóãîëüíîãî ïîëÿ ðàçìåðîì N = m × n. Ñîñòàâëåíèå
ñëîæíîãî èçîáðàæåíèÿ èç ýëåìåíòàðíûõ èçîáðàæåíèé îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîêîìïîíåíòíîé îïåðàöèè.

Ðîëü îïåðàöèè ìîæåò èãðàòü îáû÷íîå ñëîæåíèå êîìïîíåíò
èëè èõ äèçúþíêöèÿ, åñëè êîìïîíåíòû äâîè÷íûå, èëè êàêàÿ-
ëèáî äðóãàÿ îïåðàöèÿ.

Ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ î òåîðèè ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ âçÿòû èç
ðàáîò Ð. Íàðàñèìõàíà è Â.À. Êîâàëåâñêîãî. Äàííàÿ ìîíîãðàôèÿ
è ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé. Â íåé âïåðâûå ôîð-
ìàëèçîâàíû ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ ñëîæíûõ èçîáðàæåíèé íà
ïðÿìîóãîëüíîì ïîëå ïðè çàäàííîé îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ (ñëî-
æåíèÿ) ýëåìåíòàðíûõ èçîáðàæåíèé, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ýòàëî-
íàìè èëè øàáëîíàìè. Ïðåäëàãàåòñÿ íîâîå íàïðàâëåíèå â ýòîé îá-
ëàñòè, ïðîâåäåí ñòðóêòóðíûé àíàëèç ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíûõ
èçîáðàæåíèé íà ïëîñêîñòè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê
ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ ñðàâíåíèé ïî êîíå÷íîìó ìîäóëþ,
çíà÷åíèå êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì öâåòîâ. Ïðè ýòîì ðåøàåò-
ñÿ âîïðîñ î âîçìîæíîñòè èëè íåâîçìîæíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è
äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà øàáëîíîâ.
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ПОСТРОЕНИЕ ЛИНЕЙНОЙ МОЗАИКИ

1.1. ЗАДАЧА ПОСТРОЕНИЯ ЦВЕТНОЙ МОЗАИКИ

Ýòà çàäà÷à â òîì èëè èíîì âèäå ìîæåò âîçíèêíóòü â òåõ îá-
ëàñòÿõ íàóêè, ãäå èñïîëüçóåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ìåòðèêà. Âñÿêîå
èçîáðàæåíèå íà ïëîñêîñòè ìîæíî îãðàíè÷èòü ïðÿìîóãîëüíèêîì,
çàòåì ðàçáèòü ãîðèçîíòàëüíûìè è âåðòèêàëüíûìè ïðÿìûìè íà
ìàëåíüêèå êëåòî÷êè, êîòîðûå ìîæíî ñ÷èòàòü ðàñêðàøåííûìè
îäíèì öâåòîì.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïîëåì çðåíèÿ Ï = (πij)m,n íàçûâàåòñÿ ïðÿìî-
óãîëüíèê, ðàçáèòûé íà N = mn êëåòîê, ãäå m – ÷èñëî êëåòîê ïî
ãîðèçîíòàëè (ñòðîê), à n – ÷èñëî êëåòîê ïî âåðòèêàëè (ñòîëáöîâ).

Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî øàáëîíîâ S = {s1, s2,..., sp}
èç p ñâÿçíûõ ôèãóð (áåç ïîâòîðåíèé), êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò
èç ( )1,2,...,ik i p=  êëåòîê, è ÷èñëî ãîðèçîíòàëüíûõ êëåòîê êàæ-

äîé ôèãóðû íå ïðåâûøàåò n, à âåðòèêàëüíûõ – m. Äâå êëåòêè
ñ÷èòàþòñÿ ñâÿçíûìè, åñëè îíè èìåþò îäíó èëè äâå îáùèõ âåð-
øèíû. Èíîãäà, êîãäà åñòü òîëüêî âòîðîå, áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ñèëüíóþ ñâÿçíîñòü. Êàæäóþ ôèãóðó ( )1,2,...,is i p=  ëîãè÷íî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå ãðàôà ñ ki âåðøèíàìè, åñëè êàæäóþ ïàðó âåðøèí,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâÿçíûì êëåòêàì, ñîåäèíèòü ðåáðîì. Ôèãóðà
áóäåò ñâÿçíîé, åñëè ñâÿçåí ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàô. Â äàëüíåéøåì
íå îãðàíè÷èâàåì â îáùèõ ñëó÷àÿõ ÷èñëî êîïèé êàæäîãî øàáëîíà.

Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë { }0,1,..., 1Q K= − , êîòî-

ðîå íàçîâåì ìíîæåñòâîì êðàñîê. Êàæäîé êëåòêå øàáëîíà si (i =
= 1, 2, …, p) ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëåííàÿ êðàñêà

0q ≠  èëè { }\ 0q Q∈ . Ýòî çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îòðàæåíèÿ f =

( )1 2, ,..., pf f f= , ãäå { }: \ 0i if s Q→ .

Ïåðâîíà÷àëüíî ïîëàãàåì, ÷òî ïîëå Π  ðàñêðàøåíî â öâåò 0.
Çàäàíî ìíîæåñòâî ðàñêðàñîê B ïîëÿ çðåíèÿ Π (â äàëüíåéøåì –
ïîëÿ), êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì îáðàçîâ (ìîçàèê). Íà ïîëå
ìîæíî â äîïóñòèìûõ ïðåäåëàõ ïîñëåäîâàòåëüíî íàêëàäûâàòü øà-
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áëîíû áåç îãðàíè÷åíèÿ íà ìåñòî, ïîðÿäîê è ïîâòîðåíèå íåêîòî-
ðûõ èç íèõ. Îêîí÷àòåëüíûé öâåò êàæäîé êëåòêè ïîëÿ áóäåò ðàâåí
ñóììå öâåòîâ òåõ êëåòîê âñåõ øàáëîíîâ, êîòîðûå íàêëàäûâàëèñü
íà äàííóþ êëåòêó.

Íà ìíîæåñòâå Q ââåäåíà áèíàðíàÿ êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ
⊕  ñëîæåíèÿ öâåòîâ, êîòîðàÿ ïðîèçâîëüíûì a Q∈  è b Q∈  ñòà-
âèò â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå c Q∈ . Ýòà îïåðàöèÿ äåéñòâóåò äëÿ
êàæäîé êëåòêè ïîëÿ ïðè íàëîæåíèè øàáëîíîâ íà íåãî è óäîâëå-
òâîðÿåò íåêîòîðûì óñëîâèÿì. Íàèáîëåå ÷àñòî òàêîé îïåðàöèåé
ÿâëÿåòñÿ ñëîæåíèå ÷èñåë ïî êîíå÷íîìó ìîäóëþ. Çàäà÷à î ïîñò-
ðîåíèè äèñêðåòíîãî îáðàçà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïðè çàäàííûõ
S, Q è f íàéòè òàêîå ñåìåéñòâî øàáëîíîâ è ðàçìåñòèòü èõ íà ïîëå
òàê, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòü çàäàííóþ ðàñêðàñêó B = F : Π → Q,
êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ îáðàçîì èëè ìîçàèêîé. Â çàâèñèìîñòè îò èñ-
õîäíûõ äàííûõ çàäà÷à ìîæåò áûòü íåðàçðåøèìîé.

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è íåîáõîäèìî îïðåäå-
ëèòü, êàê îäíîçíà÷íî ôèêñèðîâàòü ïîëîæåíèå ïðîèçâîëüíîãî
øàáëîíà íà ïîëå. Ýòî òåì áîëåå íåîáõîäèìî, åñëè ó÷èòûâàòü,
÷òî ëþáîé øàáëîí ìîæíî ðàçìåùàòü íà ïëîñêîñòè åùå â òðåõ
ïîëîæåíèÿõ (êðîìå çàäàííîãî), êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïîñëå ïîâî-
ðîòà øàáëîíà â ïëîñêîñòè íà 90°, 180° è 270°. Èíîãäà íîâûå ïî-
ëîæåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ïîñëå ïîâîðîòà øàáëîíà âîêðóã ãîðè-
çîíòàëüíîé èëè âåðòèêàëüíîé îñè. Ñàìîå ïðîñòîå – ñ÷èòàòü íîâîå
ïîëîæåíèå øàáëîíà, îòëè÷íîå îò çàäàííîãî, íîâûì òèïîì øàáëîíà.
Òîãäà ìíîæåñòâî S ðàñøèðèòñÿ äî { }1 2, ,..., LS s s s= , ãäå êàæäûé

øàáëîí èìååò óíèêàëüíûé âèä íåçàâèñèìî îò ìåñòà, êîòîðîå îí
çàíèìàåò íà ïîëå.

Òåïåðü â êàæäîì øàáëîíå ìîæíî âûäåëèòü îäíó ïîñòîÿííóþ
êëåòêó, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé âñå îñòàëüíûå êëåòêè øàáëîíà
îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî. Íàçîâåì òàêóþ êëåòêó ìåòêîé ñîîò-
âåòñòâóþùåãî øàáëîíà. Çàíóìåðóåì âñå êëåòêè ïîëÿ ïî ñòðîêàì
îò 1 äî N. Òîãäà ëþáàÿ êëåòêà ïîëÿ πij áóäåò èìåòü íîìåð l = n(i —
— 1) + j  (i = 1, 2, …, m; j = 1, 2, …, n — 1). Åñëè êàêîé-òî øàáëîí
ðàñïîëîæèòü íà ïîëå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû åãî ìåòêà ñîâïàëà ñ
êëåòêîé l, òî êîîðäèíàòû îñòàëüíûõ êëåòîê øàáëîíà îïðåäåëÿþò-
ñÿ îäíîçíà÷íî, ÷åðåç l.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð øàáëîíà èç 9 êëåòîê íà ïîëå
3 × 4, ãäå ìåòêà øàáëîíà çàøòðèõîâàíà (ðèñ. 1.1).

Çàïèñûâàåì óðàâíåíèå øàáëîíà, êîòîðîå ñîñòîèò
èç êîîðäèíàò âñåõ åãî êëåòîê, âûðàæåííûõ ÷åðåç Ðèñ. 1.1
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êîîðäèíàòû åãî ìåòêè l:

( ), 1, 1, , 1, 2, 2 1, 2 2, 2 3 .s l l l n l n l n l n l n l n l n= + + − + + + + + + + + + + +

 (1.1)
Äâèãàÿ ãîðèçîíòàëüíî èëè âåðòèêàëüíî øàáëîí íà ïîëå, íàõîäèì
äîïóñòèìûå ïðåäåëû åãî ïîëîæåíèÿ, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ â âèäå
îãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåòð l : α ≤ l ≤ β äëÿ ïåðâîé ñòðîêè è α + nγ ≤

l n≤ ≤ β + γ   ( )3i m≤ γ ≤ −  äëÿ îñòàëüíûõ ñòðîê ñ íîìåðîì γ — 1.

Ìíîæåñòâî ïîëîæåíèé øàáëîíà st íà ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñ-

òâîì êîîðäèíàò åãî ìåòîê ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2, ,...,t t t
MX t x x x=  (t = 1, 2, …, L).

Êàæäàÿ êîîðäèíàòà ( ) ( )1 1t
ix r= λ ≤ λ ≤ −  îïðåäåëÿåò ÷èñëî ýê-

çåìïëÿðîâ øàáëîíà st, íàëîæåííûõ äðóã íà äðóãà, ìåòêè êîòîðûõ
èìåþò ýòó êîîðäèíàòó. Çàäàííûé îáðàç, êîòîðûé íåîáõîäèìî ïî-
ñòðîèòü, ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ( )1 2, ,..., NB b b b= , ãäå bi ∈ Q (i =

= 1, 2, …, N).
Îáîçíà÷èì ( )t lΘ  – îêðåñòíîñòü êëåòêè l îòíîñèòåëüíî øàáëî-

íà ( )1,2,...,ts t L= , ò. å. ïîäìíîæåñòâî êîîðäèíàò X(t), äëÿ êîòîðûõ

ýòîò øàáëîí ñîäåðæèò êëåòêó l. Òàê æå, êàê è óðàâíåíèå øàáëî-

íà (1.1), çàäàäèì åãî ðàñêðàñêó ( ) { }1 2, ,...,
ii ks q q q q=  ( )1,2,..., ,i L=

ãäå öâåòà ðàñïîëîæåíû â òîì æå ïîðÿäêå, ÷òî è êëåòêè â (1.1).
Î÷åâèäíî, ÷òî â îêðåñòíîñòü êëåòêè l ëþáîãî øàáëîíà âõîäèò è
ñàìà êëåòêà l. Äëÿ íåêîòîðûõ ïàð (t, l) ìíîæåñòâî ( )t lΘ ìîæåò
áûòü ïóñòûì. Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îïåðàöèé
ñëîæåíèÿ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü çàäàíû ìíîæåñòâà øàáëîíîâ S è
öâåòîâ Q è îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ öâåòîâ ⊕ . Íåîáõîäèìî íàéòè
òàêîå ïîäìíîæåñòâî S′  ⊆  S è òàê íàëîæèòü ýòè øàáëîíû íà ïî-
ëå, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå ñëîæåíèÿ öâåòîâ ïîëó÷èòü ìîçàèêó b B∈ ,
ãäå b = {b1, b2 ..., bN}.

Ó÷èòûâàÿ âñå îáîçíà÷åíèÿ, îñíîâíóþ çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê
ðåøåíèþ óðàâíåíèé òàêîãî òèïà:

 ( ) ( )

( )( )
( )

: 0

(mod ) 1,2,..., ,
t

t t
i l l

i ll

x q b K l N
∈ΘΘ ≠

≡ =∑ ∑            (1.2)

ãäå âñå ðåøåíèÿ ( ) 0t
ix ≠ îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå è êîëè÷åñòâî òåõ

øàáëîíîâ, êîòîðûå â ñóììå äàþò çàäàííûé îáðàç B. Â îáùåì
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âèäå ýòà çàäà÷à äîâîëüíî ñëîæíàÿ, òàê êàê ÷èñëî ïåðåìåííûõ â
íåé ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò ÷èñëî óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì âîçíè-
êàþò ïðîáëåìû ñ îïðåäåëåíèåì ðàíãà ñèñòåìû, ÷òî âî ìíîãîì
çàâèñèò îò òèïîâ øàáëîíîâ è ìíîæåñòâà êðàñîê.

Êðîìå óðàâíåíèÿ (1.2) ìîæíî âûâåñòè íåñêîëüêî çàâèñèìîñ-
òåé ìåæäó øàáëîíàìè, åñëè èõ íàêëàäûâàòü íà ïîëå ðàçëè÷íûìè
ñïîñîáàìè.

Ñàìàÿ ïðîñòåéøàÿ çàâèñèìîñòü ïîëó÷àåòñÿ äëÿ îäèíàêîâûõ
ëèíåéíûõ øàáëîíîâ, ò. å. øàáëîíîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ íàáîð β
ãîðèçîíòàëüíûõ êëåòîê èëè α âåðòèêàëüíûõ êëåòîê, îêðàøåííûõ
îäèíàêîâî (ðèñ. 1.2). Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî âñå âåðòèêàëüíûå
ïîëîæåíèÿ ëèíåéíûõ øàáëîíîâ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè
îò ãîðèçîíòàëüíûõ øàáëîíîâ. Åñëè âçÿòü α ãîðèçîíòàëüíûõ øàá-
ëîíîâ äëèíîþ β, ðàñïîëîæåííûõ ñòðîãî îäèí ïîä äðóãèì, òî ýòî
ðàâíîñèëüíî β âåðòèêàëüíûì øàáëîíàì äëèíîþ α, ðàñïîëîæåí-
íûõ â ðÿä ñòðîãî îäèí çà äðóãèì. Òàêèõ çàâèñèìîñòåé ìîæåò
áûòü î÷åíü ìíîãî è äëÿ äðóãèõ ðàçíîâèäíîñòåé øàáëîíîâ; îáíà-
ðóæèòü èõ íå âñåãäà âîçìîæíî èç-çà áîëüøîãî êîëè÷åñòâà óðàâ-
íåíèé è áîëüøèõ ðàçìåðîâ ïîëÿ.

1.2. ПОСТРОЕНИЕ БАЗИСА РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ
ДЛЯ ДВУХ ОДНОЦВЕТНЫХ ШАБЛОНОВ

Çäåñü ðåøàåòñÿ ïðîñòàÿ çàäà÷à äëÿ íàáîðà ïðÿìîëèíåéíûõ
øàáëîíîâ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êëåòîê, îêðàøåííûõ ðàçíûì
öâåòîì. Ñàìûå ïðîñòûå øàáëîíû – îêðàøåííûå öâåòîì 1 è
äëèíîþ st (t ≥ 1), à ìíîæåñòâî Q = {0,1}. Ñàìîå ïðîñòîå ïîëå çðå-
íèÿ – ïîëå ðàçìåðîì 1 ×  n èëè ïðîñòî ñòðîêà äëèíîþ n.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Áóäåì ñ÷èòàòü âûäåëåííîé êëåòêîé (ìåòêîé)
â êàæäîì øàáëîíå ñàìóþ êðàéíþþ ëåâóþ êëåòêó. Íîìåð êëåòêè,
íà êîòîðîì ðàñïîëîæåíà ìåòêà øàáëîíà, íàçîâåì åãî êîîðäèíàòîé.

Ðèñ. 1.2
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 Êîîðäèíàòû êëåòîê ïîëÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê ÷èñëà íàòóðàëü-
íîãî ðÿäà 1, 2, …, n. Êîîðäèíàòû ìåòîê øàáëîíîâ çàâèñÿò îò èõ
ðàçìåðîâ. Îíè ïðåäñòàâëÿþò òàêæå íàòóðàëüíûå ÷èñëà 1, 2, …
…, n — kt  + 1, ãäå kt – ðàçìåð (äëèíà) øàáëîíà st (t = 1, 2, …, L).
Ìíîæåñòâî øàáëîíîâ ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê ìíîæåñòâî âåê-
òîðîâ, íàïðèìåð:

( ) ( ) ( ){ }1 2, ,...,
t

tt t
t ks q q q= ,

ãäå ( ) { }\ 0t
iq Q∈ .

Â êà÷åñòâå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âûáåðåì ñëîæåíèå ïî mod 2.
Åñëè ñëîæèòü øàáëîí äëèíîþ d + 1 (d ≥ 2) ñ êîîðäèíàòîé j ñ

øàáëîíîì äëèíîþ d è êîîðäèíàòîé j + 1, òî ïîëó÷èì åäèíèöó â
j-é êëåòêå.

Ïðîíóìåðóåì êëåòêè ïîëÿ îò 1 äî n . Îáðàçîì íà òàêîì ïîëå
áóäåò ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ÷åðíûõ êëåòîê. Îáùåå ÷èñëî îáðà-
çîâ (áåç ó÷åòà ïóñòîãî, îêðàøåííîãî áåëûì öâåòîì) ðàâíî 2n — 1.
Ìíîæåñòâî òèïîâ øàáëîíîâ { }1 2, ,. . ., pS s s s=  ( );1 ,i js s i j p≠ ≤ ≤  áó-

äåì çàäàâàòü êàê ìíîæåñòâî ÷èñåë, ãäå is  ðàâíî ÷èñëó ñîîòâåòñò-
âóþùèõ îêðàøåííûõ ïîäðÿä â ÷åðíûé öâåò êëåòîê. Ëåãêî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî øàáëîí si (i = 1, 2, …, p) ìîæåò ðàçìåñòèòüñÿ íà ïîëå

1in s− + , åñëè äâèãàòü åãî ïîñëåäîâàòåëüíî ñëåâà íàïðàâî. Áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî ó íàñ åñòü 1in s− +  êîïèé øàáëîíà is .

Ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî äîñòàòî÷íî óìåòü ïîëó÷àòü åäèíèöó
ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ ãîðèçîíòàëüíûõ øàáëîíîâ â ëþáîé êëåòêå
ñòðîêè, ÷òîáû ïîñòðîèòü ëþáîé îáðàç íà ëèíåéíîì ïîëå.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Íàèìåíüøèé íàáîð øàáëîíîâ, êîòîðûé ïî-
çâîëÿåò ïðåäñòàâèòü åäèíèöó â ëþáîé êëåòêå ñòðîêè, íàçûâàåòñÿ
áàçèñîì ëèíåéíîé ìîçàèêè.

Ñàìûì òðèâèàëüíûì áàçèñîì ÿâëÿåòñÿ îäèí øàáëîí S = {1}.
Äëÿ äâóõ øàáëîíîâ äëèíîþ s1 è s2, êàê áûëî óêàçàíî, áàçèñ ìî-
æåò ñîñòàâëÿòü íàáîð S = {d, d+1}(d > 1). Ïðè íàëîæåíèè äâóõ
òàêèõ øàáëîíîâ ìîæíî ïîëó÷èòü åäèíèöó ëèáî ñïðàâà, ëèáî
ñëåâà îò ìåíüøåãî øàáëîíà. Åñëè îäèí èç øàáëîíîâ ïî äëèíå

áîëüøå, ÷åì 1
2
n  +  

, òî ïîÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ïåðåäâèæå-

íèå ýòîãî øàáëîíà âäîëü ñòðîêè, è áàçèñ ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü
äëÿ íåêîòîðûõ åäèíèö.
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Ïîýòîìó äëÿ òàêîãî áàçèñà íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

1 22 1
2
n

s s  < < < +  
.

Ïðèìåð 1.1. Íà ðèñ. 1.3 ïîêàçàí áàçèñ äëÿ øàáëîíîâ S = {4, 3}
è  n = 7.

Íà ýòîì ïðèìåðå ïðîäåìîíñòðèðîâàíî ïîñòðîåíèå åäèíèöû,
êîãäà êàæäûé øàáëîí áåðåòñÿ ðîâíî ïî îäíîìó ýêçåìïëÿðó. Â
îáùåì âèäå ýòî íå âñåãäà âîçìîæíî, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áó-
äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, êàæäûé
øàáëîí ïðåäñòàâëåí â íåîáõîäèìîì êîëè÷åñòâå.

Äëÿ s1 = 2 ìîæíî â êà÷åñòâå âòîðîãî øàáëîíà âçÿòü
( )2 2 1 1s k k= + ≥ . Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èòü åäèíèöó äëÿ ëþáîãî

l ìîæíî ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ øàáëîíîâ ïåðâîãî òèïà ñ êîîð-

äèíàòàìè ( )
1

jx  è îäíîãî øàáëîíà âòîðîãî òèïà c êîîðäèíàòîþ x2.

Äëÿ ( )2 1 0l i i= + ≥  ýòî ( )
1

jx  = 2j + 1 (i ≤ j ≤ k) è x2 = 2l + 2; äëÿ

2l i=  – ( )
1

jx  = 2j (i ≤ j ≤ k) è x2 = 2l + 1. Åñëè ïîñòðîåíû âñå åäè-

íèöû äëÿ 1
2
n

l  < +  
, òî îñòàëüíûå åäèíèöû ìîæíî ïîëó÷èòü çåð-

êàëüíûì ïîñòðîåíèåì îòíîñèòåëüíî öåíòðàëüíîé îñè ñèììåò-
ðèè. Åñëè 2 1k n+ < , òî, èñïîëüçóÿ ñäâèã, ìîæíî ïîñòðîèòü åäè-
íèöû è äëÿ îñòàëüíûõ êëåòîê. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äâóõ òèïîâ
øàáëîíîâ ïðè s1≥ 3 òàêèå çàâèñèìîñòè èìåþò áîëåå ñëîæíûé
âèä. Óêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî n èìååòñÿ ïîðîãîâîå çíà÷åíèå äëèí
äâóõ øàáëîíîâ, êîãäà ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí áàçèñ, à äëÿ äðóãèõ
çíà÷åíèé áàçèñ ëèáî íå ñóùåñòâóåò, ëèáî èõ íåñêîëüêî.

 Ïðèìåð 1.2. Ðàññìîòðèì äâà øàáëîíà s1 = 5, s2 = 13 è n = 16.

Çäåñü 2

16
1 9

2
s  > + =  

. Ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé òèïà (1.1):

Ðèñ. 1.3
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x1 + ……………………………………….…………. + x14 = b1

x1 + x2 + ……………………………………………... + x14 + x15 = b2

x1 + x2 + x3 + ……………………………………..… + x14 + x15 + x16 = b3

x1 + x2 + x3 + x4 + ……………………………..…. + x14 + x15 + x16 + x17 = b4

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + ………………….……… + x14 + x15 + x16 + x17= b5

…………………………………………………………………………..
x5 + x6 + x7 + x8 + x9 + ..……+ x14 + x15 + x16 + x17= b9

x6 + x7 + x8 +…+ x10+… + x14 + x15 + x16 + x17= b10

…………………………………………………………………………..
x8 +……. + x12 + x14 + x15 + x16 + x17= b12

x9 +…+ x12 + x14 + x15 + x16 + x17= b13

x10 +...+ x12 + … + x15 + x16 + x17= b14

x11 + x12 + ……….. + x16 + x17= b15

x12 + …………..….. + x17= b16

Ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ êîîðäèíàòà ïåðâîãî øàáëîíà ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèå (1) 1ix =  äëÿ i = 1, 2,…, 12, à äëÿ âòîðîãî – (2) 1ix =
äëÿ i = 1, 2, 3, 4. ×òîáû íå óêàçûâàòü âåðõíèå èíäåêñû, îáîçíà-
÷èì ïåðåìåííûå ïåðâîãî øàáëîíà êàê x1, x2,..., x12, à ïåðåìåííûå
âòîðîãî øàáëîíà – x14, x15, x16, x17. Çäåñü x13 ïðîïóùåíî èç ñîîá-
ðàæåíèé, êîòîðûå ìû ðàñêðîåì ïîçäíåå.

Ìîæíî ðåøàòü ñèñòåìó äàííûõ óðàâíåíèé, èñõîäÿ èç îáùèõ
ïîçèöèé, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ìåòîäû, íàïðèìåð, èç ðàáîòû [1].
Îäíàêî âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ìû èìååì äåëî ñî ñïåöèôè÷åñ-
êîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé. Çäåñü ïðàâûå ÷àñòè ìîãóò áûòü ïðîèç-
âîëüíûìè. Íî íàñ èíòåðåñóåò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè áàçèñà
äëÿ ýòèõ øàáëîíîâ. Ïîýòîìó áóäåì ðåøàòü ñèñòåìó, ïîëàãàÿ, ÷òî
â ïðàâûõ ÷àñòÿõ íàõîäÿòñÿ âñå íóëè, êðîìå îäíîãî çíà÷åíèÿ

1(mod2), 1jb j n≡ ≤ ≤ . Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðàâûå ÷àñòè

óðàâíåíèé ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ìû èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ
n óðàâíåíèÿìè è n íåèçâåñòíûìè. Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ýòîé
ñèñòåìû åñòü óñëîâèå s1 + s2 = n + 2. Òàê êàê ÷èñëî ïåðåìåííûõ
äëÿ ïåðâîãî øàáëîíà ðàâíî n + 1 — s1 = s2 — 1, òî ïî àíàëîãèè ÷èñëî
íåèçâåñòíûõ äëÿ âòîðîãî øàáëîíà ðàâíî s1 — 1. Ïîýòîìó â (s1 — 1)-é
è s1-é ñòðîêàõ ñèñòåìà èìååò îäèíàêîâûå êîëè÷åñòâî ïåðåìåí-
íûõ âòîðîãî øàáëîíà, à äëÿ ïåðâîãî øàáëîíà – ðàçíîå, îòëè÷à-
þùååñÿ íà îäíî. Ñêëàäûâàÿ ýòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì ðåøåíèå

( )1 1 11 (mod2)s s sx b b−≡ + . Â íàøåé ñèñòåìå, ñêëàäûâàÿ ÷åòâåðòîå è

ïÿòîå óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì ( )5 4 5 (mod2)x b b≡ + . Åñëè ïîäñòàâèòü

çíà÷åíèå x5 â ñàìîå íèæíåå óðàâíåíèå (9-å), ãäå ïðèñóòñòâóåò x5,
òî, ñêëàäûâàÿ åãî ñ äåñÿòûì óðàâíåíèåì, ïîëó÷àåì x10 = x5 + b10 + b9 =

 mod 2.

(1.3)
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= (b4 + b5 + b9 + b10) (mod 2). Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ äàëüøå,
îïðåäåëÿåì ðåøåíèå äëÿ x15. Òåïåðü, âîçâðàùàÿñü â ñàìîå âåðõíåå
óðàâíåíèå, ãäå ïðèñóòñòâóåò x15 (âòîðîå óðàâíåíèå), è ñêëàäûâàÿ
åãî ñ ïåðâûì, ïîëó÷àåì ðåøåíèå äëÿ x2. Â îáùåì ñëó÷àå, äåëàÿ k
øàãîâ, íàõîäèì çíà÷åíèå

 ( )1 1 1 1
1

(mod2)
k

ks is is
i

x b b −
=

= +∑ ,                     (1.4)

ãäå 1ks  – ïîëîæèòåëüíûé âû÷åò ïî mod(s1 + s2), 1k ≥ . Âûðàæå-
íèå ks1 äîëæíî ïðîáåãàòü âñå çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ ïåðåìåííûõ îò
1 äî n + 1, åñëè k ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 1 2 1s s+ − . Äëÿ ïî-

ñëåäíåãî çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ ïåðåìåííûõ íàõîäèì 1 1 2( 1)s s s+ − =

1 2 1 2(mod )s s s s= − ≡ + .
Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû ÍÎÄ (s1, s1 + s2) = ÍÎÄ (s1, s2) =

= 1. Åñëè ýòî íå òàê, òî íàéäåòñÿ òàêîå d > 1, ÷òî s1 = αd è s2 = βd.
Òîãäà äëÿ k = β + α + 1 ïîëó÷àåì 

1 1( 1)s sx x α+β+= , ÷òî ïðèâîäèò ê

çàâèñèìîñòè ìåæäó çíà÷åíèÿìè ïðàâûõ ÷àñòåé, à ýòî íåäîïóñòè-
ìî, ò. å. ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèÿ. Òåì ñàìûì äîêàçàíà ñëåäó-
þùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.1. Äâà ðàçíûõ ÷èñëà s1 è s2 ñ óñëîâèåì s1+ s2 = n + 2
(n > 3) îáðàçóþò áàçèñ, åñëè ÍÎÄ (s1, s2) = 1.

Ïóñòü â ïðàâîé ÷àñòè 1 ( 0, )j ib b i j= = ≠ . Îáîçíà÷èì t1 (ñîîò-

âåòñòâåííî t2) – íàèìåíüøåå (ñîîòâåòñòâåííî íàèáîëüøåå) ðå-
øåíèå èç äâóõ óðàâíåíèé â ïîëîæèòåëüíûõ âû÷åòàõ

[ ]1 1 2mod( )xs j s s= +  èëè [ ]1 1 2( 1) mod( )xs j s s= + + . Òîãäà ïîëó÷àåì

ðåøåíèå

 1 21, åñëè ;

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ,k

t t t
x

≤ <
= 


                   (1.5)

ãäå [ ]1 1 2mod( )ts k s s= + .

 Â íàøåì ïðèìåðå ïóñòü b3 = 1. Òîãäà ðåçóëüòàòû çàïèñûâàåì
â âèäå òàáë. 1.1.

Ò à á ë è ö à  1.1

ts1 = 5, 10, 15, 2, 7, 12, 17, 4, 9, 14, 1, 6, 11, 16, 3, 8, 13.

t = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17.

õ = 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

õ1

õ4

õ6, õ11

õ9

õ14

õ16

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Ðèñ. 1.4

Çäåñü t1 = 8, t2 = 15. Îòñþäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ òàáë. 1.1, äëÿ 8 ≤ t <
< 15 ïîëó÷àåì x4 = x9 = x14 = x1 = x6 = x11 = x16 = 1. Îñòàëüíûå xi = 0.
Ðåøåíèå ñèñòåìû äëÿ b3 = 1 ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.4. Ïðè ýòîì
ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ, íà÷èíàÿ ñ x14, ìåñòî
ïîëîæåíèÿ ëåâîé êëåòêè íà 13 çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ìåíüøå èõ
èíäåêñà.

Åñëè s1 + s2 > n + 2, òî ÷èñëî óðàâíåíèé áóäåò áîëüøå ÷èñëà
ïåðåìåííûõ è ñèñòåìà íå âñåãäà èìååò ðåøåíèÿ. Åñëè s1 + s2 < n + 2,
òî ÷èñëî ïåðåìåííûõ áóäåò áîëüøå ÷èñëà óðàâíåíèé è ñèñòåìà
ìîæåò èìåòü ìíîãî ðåøåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå óìåíüøàåì n äî íå-
îáõîäèìîãî, ÷òîáû ïðèìåíÿòü óñëîâèå òåîðåìû 1.1, à ðåøåíèÿ
äëÿ íîâûõ ïðàâûõ êëåòîê ïîëÿ ïîëó÷àåì ïóòåì ñäâèãà ðåøåíèé,
íàéäåííûõ äëÿ ëåâîé ÷àñòè ïîëÿ.

Åñëè â ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (1.2) ñòîÿò ïðîèçâîëüíûå çíà-
÷åíèÿ bj, òî ðåøåíèå ïîëó÷àþò, ñêëàäûâàÿ ðåøåíèÿ äëÿ êàæäîãî

Ò à á ë è ö à  1.2

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

ts1 5 10 15 2 7 12 17 4 9 14 1 6 11 16 3 8 13

b2 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0

b5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0

b11 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0

b13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0

∑ 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 1 0
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

∑

Ðèñ. 1.5

bj = 1. Ïîñëå ýòîãî óäàëÿþò èç ðåøåíèÿ ëèøíèå çíà÷åíèÿ, ÷òîáû
õi = 0 ∨ 1. Òî æå ñàìîå ìîæíî âûïîëíèòü, èñïîëüçóÿ îáùóþ
òàáë. 1.1 äëÿ âñåõ çíà÷åíèé bj = 1.

Ïóñòü ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ äëÿ íàøåãî ïðèìåðà íåîáõîäèìî
ïîñòðîèòü îáðàç b2 = b5  = b11 = b13  = 1, à âñå îñòàëüíûå bj = 0. Ñîñ-
òàâëÿåì òàáëèöó òèïà òàáë. 1.1, ò. å. èìååì òàáë. 1.2.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì: x3 = x4 = x5 = x6 = x8 = x9 = x10 = x12 = x15 =
= x17 =1, îñòàëüíûå ïåðåìåííûå ðàâíû 0. Ýòî ðåøåíèå (ïîñòðîå-
íèå îáðàçà b2 = b5  = b11 = b13  = 1) ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.5, ïðè ýòîì
x15 è x17 – ïåðåìåííûå, îáîçíà÷àþùèå âòîðîé øàáëîí, ñ êîîðäè-
íàòàìè 2 è 4.

1.3. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ
 ДЛЯ ЛИНЕЙНОЙ ДВУХЦВЕТНОЙ МОЗАИКИ

Çíàÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ëþáîé åäèíèöû, ïîêàæåì, êàê
ïðè ýòîì ïîëó÷èòü ðåøåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïðàâîé ÷àñòè ñèñ-
òåìû (1.2).

Ïðèìåð 1.3. Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ
ïàðàìåòðàìè { }5,8 , 11,S n= =  { }1 2, , , nB b b b= … .

Îáîçíà÷èì ïåðåìåííûå äëÿ ïåðâîãî øàáëîíà êàê xi (i = 1, 2, …
…, n + 1 — s1), äëÿ âòîðîãî øàáëîíà – ( )

2 21,2, , 1s jx j n s+ = + −… ,
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ãäå i è j – êîîðäèíàòû â ñòðîêå ìåòîê ñîîòâåòñòâóþùèõ øàáëî-
íîâ. Òîãäà ñèñòåìà (1.2) ïðèíèìàåò âèä

x1 + ...................……………………... + x9 = b1

x1 + x2 + .................……………….... + x9 + x10 = b2

x1 + x2 + x3 + ............……………..... + x9 + x10 + x11 = b3

x1 + x2 + x3 + x4 + ........…………..... + x9 + x10  + x11 + x12 = b4

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + .....……….... + x9 + x10 + x11 + x12 = b5

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + ..…...... + x9 + x10 + x11 + x12 = b6

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + .... + x9 + x10 + x11 + x12 = b7

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + …  + x9 + x10 + x11 + x12 = b8

x1 + x2 + x3 +  x4 +x5 + x6 + x7 + ....….... + x10 + x11 + x12 = b9

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + .......………... + x11 + x12 = b10

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + ..............………….. + x12 = b11

Îòìåòèì îñîáåííîñòè îáùåé ñèñòåìû äëÿ äâóõ øàáëîíîâ. Îíà
åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïî ñòîëáöàì äåëèòñÿ íà äâå ïîäîáíûå ÷àñòè.
Ëåâàÿ ÷àñòü ñîñòîèò èç s2 — 1 ñòîëáöîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ ðîâ-
íî s1 ïåðåìåííûõ. Âñå ñòîëáöû îäèíàêîâû, íî ñäâèãàþòñÿ âíèç
ðîâíî íà îäíó ïîçèöèþ ïî îòíîøåíèþ ê ïðåäûäóùåìó. Àíàëî-
ãè÷íî ïðàâàÿ ÷àñòü ñîñòîèò èç s1 — 1 ñòîëáöîâ, â êîòîðûõ ðîâíî s2

ïåðåìåííûõ.
 Â ñèñòåìå îòñóòñòâóåò ïåðåìåííàÿ 

2
.sx  Â ñòðîêå s1 ïåðåìåííûõ

ïåðâîãî øàáëîíà íà îäíó áîëüøå, à ïåðåìåííûõ âòîðîãî øàáëî-
íà – îäèíàêîâîå ÷èñëî. Òî æå ñàìîå îòíîñèòñÿ ê ñòðîêå n + 2 — s1.
Ïóñòü b0 ≡ b12 ≡ 0 (mod 2). Íà÷èíàÿ ñî âòîðîé ñòðîêè, ïðèáàâëÿåì ê
íåé ïðåäûäóùóþ ïî mod 2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì íîâóþ ñèñòåìó,
â êîòîðîé âñå ñòðîêè, çà èñêëþ÷åíèåì óêàçàííûõ âûøå, èìåþò ïî
îäíîé ïåðåìåííîé îò êàæäîãî øàáëîíà, à â ñòðîêàõ s1 è  n + 2 — s1 –
ðîâíî ïî îäíîé ïåðåìåííîé îò ïåðâîãî øàáëîíà. Äîáàâëÿÿ â ñè-
ñòåìó ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èç (1.6), çàïèñûâàåì

1 9 0 1

2 10 1 2

3 11 2 3

4 12 3 4

5 4 5

1 56 6

2 7 76

3 7 8

4 9 8 9

5 1

x x b b

x x b b

x x b b

x x b b

x b b

x x b b

x x b b

x b b

x x b b

x x

+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ = +
⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = +
⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ = +
⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + = +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = +

+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = +
⋅
⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = +
⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ = +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + 0 9 10

11 10 116

7 12 11 12

mod2.

b b

x x b b

x x b b















⋅ ⋅ = + 
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ = +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + = + 

 (1.7)

mod 2. (1.6)
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Ïîëó÷àåì íåïîñðåäñòâåííîå ðåøåíèå ( ) ( )5 4 5 mod2x b b≡ + , à

òàêæå ( ) ( )3 7 8 mod2x b b≡ + . Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â îñòàëüíûå

óðàâíåíèÿ, íàõîäèì ïîëíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.7).
Òåîðåìà 1.2. Ðåøåíèåì ñèñòåìû (1.7) åñòü

 ( ) ( )1
1

mod2i
j

x b b
λ

γ γ−
=

≡ +∑ ,                      (1.8)

ãäå ( )1 1 2modjs s sγ ≡ +   , à ( )1
1 1 2modi s s s−λ = ⋅ +   .

 Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ðàññóæäàòü ïî èíäóêöèè. Äëÿ 
1s

x  ïî-

ëó÷àåì ( )1
1 1 1 2mod 1s s s s−λ = ⋅ + =    è ( ) ( )

1 1 1 1 mod2s s sx b b −≡ +  èëè,

êîíêðåòíî, ( ) ( )5 4 5 mod2x b b≡ + .

Ïåðåìåííàÿ x5 âñòðå÷àåòñÿ íèæå íà 5 ïîçèöèé. Ïîäñòàâëÿÿ çíà-
÷åíèå x5, íàõîäèì ðåøåíèå äëÿ x10. Äëÿ íåãî λ = 2 ⋅ s1 ⋅

1
1s
−  [mod(s1 +

+ s2)] = 2. Ïîëó÷àåì ( ) ( )10 4 5 9 10 mod2x b b b b≡ + + + . Äàëåå, ïîäíè-

ìàÿñü íà 8 ïîçèöèé ââåðõ è ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå x10, îïðåäåëÿåì
ðåøåíèå äëÿ x2. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîå
äâèæåíèå ëèáî âíèç íà s1 ïîçèöèé (ïðè ýòîì èíäåêñû óâåëè÷è-
âàþòñÿ íà s1), ëèáî ââåðõ íà s2 ïîçèöèé (ïðè ýòîì èíäåêñû óìåíü-
øàþòñÿ íà s2). Îäíàêî ( )2 1 1 2mods s s s− ≡ +   , ò. å. â êëàññå âû÷å-

òîâ êàæäûé ðàç èíäåêñ óâåëè÷èâàåòñÿ íà s1.
Â ðåçóëüòàòå âûðàæåíèå 1ts , êîãäà t ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ

îò 1 äî s1 + s2 — 2, ïðîáåãàåò âñå èíäåêñû ïåðåìåííûõ, à ïðè t = s1 +
+ s2 — 2 ïîëó÷àåì

( ) ( )1 1 2 1 2 1 21 modi s s s s s s s= + − ≡ − ≡ +   .

Îäíàêî ó íàñ ïåðåìåííàÿ 
2s

x  îòñóòñòâóåò. À ïðåäûäóùàÿ ïå-

ðåìåííàÿ èìåëà èíäåêñ ( ) ( )1 1 2 1 1 22 2 modi s s s s s s= + − ≡ − +   . Äëÿ

íàøåãî ïðèìåðà ýòî ñîñòàâëÿåò ( )2 5 3 mod13⋅ ≡ . È äëÿ íåãî

ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå

( ) ( ) ( ) ( )
11

3 1 7 8
1

8

mod2 mod2j j
j

j

x b b b b−
−
≠

≡ + ≡ +∑ ,

÷òî ñîâïàäàåò ñ íåïîñðåäñòâåííûì ðàâåíñòâîì â (1.7). Ýòî è çà-
âåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
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Ïðèìåð 1.4. Ïîñòðîåíèå äëÿ ýòèõ ðåøåíèé îáðàçà B = (0, 1, 1, 0,
0, 0, 1, 0, 1, 1, 1) ïðèâåäåíî íà ðèñ. 1.6.

 Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2 èìååì

5 4 5 9 4 8 9

10 5 9 10 1 9 0 1

2 10 1 2 1 56 6

7 2 7 11 10 116 6

12 7 11 12 3 11 2 3

4 12 3 4

0; 1;

0; 1;

1; 1;

0; 1;

1; 1.

0;

x b b x x b b

x x b b x x b b

x x b b x x b b

x x b b x x b b

x x b b x x b b

x x b b

= + = = + + =
= + + = = + + =
= + + = = + + =
= + + = = + + =
= + + = = + + =
= + + =

Íàïîìíèì, ÷òî ïåðåìåííûå xj äëÿ j > 8 ñîîòâåòñòâóþò âòîðî-
ìó øàáëîíó ñ ìåòêàìè  j = 8.

Òàê ðåøàåòñÿ ïðîáëåìà äëÿ äâóõ øàáëîíîâ ïðè çàäàííûõ
äâóõ öâåòàõ. Åñëè s1 + s2 > n + 2, òî íåêîòîðûå îáðàçû ïîñòðîèòü
íåâîçìîæíî. Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî óðàâíåíèé áîëüøå ÷èñëà ïå-
ðåìåííûõ, ÷òî íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà ïðàâûå ÷àñòè ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé (1.2). Åñëè îíè íå âûïîëíÿþòñÿ, òî ñèñòåìà íå
èìååò ðåøåíèé. Çäåñü ìîãóò áûòü äâà ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷à-
þùèõñÿ ñëó÷àÿ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé s1.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

x1, x6

x2

x3

x9

x11

x12

↓
ïîëå 0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1 = mod 2

Ðèñ. 1.6
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Ïðèìåð 1.5. Ïóñòü s1 = 7, s2 = 8, n = 10.
×èñëî ïåðåìåííûõ äëÿ ïåðâîãî øàáëîíà ðàâíî 10 + 1 — 7 = 4,

äëÿ âòîðîãî – 10 + 1 — 8 = 3. Îáîçíà÷èì èõ xi (i = 1, 2, 3, 4) è yj

(j = 1, 2, 3). Ñîñòàâèì äëÿ íèõ ñèñòåìó òèïà (1.2):

x1 + x2 + x3 + x4 + y1 = b1

x1 + x2 + x3 + x4 + y1 + y2 = b2

x1 + x2 + x3 + x4 + y1 + y2 + y3 = b3

x1 + x2 + x3 + x4 + y1 + y2 + y3 = b4

x1 + x2 + x3 + x4 + y1 + y2 + y3 = b5

x1 + x2 + x3 + x4 + y1 + y2 + y3 = b6

   mod 2.

x1 + x2 + x3 + x4 + y1 + y2 + y3 = b7

x1 + x2 + x3 + x4 + y1 + y2 + y3 = b8

x1 + x2 + x3 + x4 + y1 + y2 + y3 = b9

x1 + x2 + x3 + x4 + y1 + y2 + y3 = b10

Çäåñü s1 = 7 ≥ n/2 + 1 = 6. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ÷èñëî ïå-
ðåìåííûõ äëÿ ïåðâîãî øàáëîíà 4 < s1. Ñèñòåìà èìååò ìàòðèöó
ðàçìåðîì 7×10 è åå ïåðåìåííûå îáðàçóþò äâà êàñàþùèõñÿ ïà-
ðàëëåëîãðàììà, â êàæäîì èç êîòîðûõ ëåâûå íèæíèå âåðøèíû
íàõîäÿòñÿ íèæå ïðàâûõ âåðõíèõ âåðøèí. Åñëè âçÿòü â êà÷åñòâå
êîîðäèíàò âåðøèí íîìåð ñòîëáöà è íîìåð ñòðîêè ìàòðèöû ñèñ-
òåìû óðàâíåíèé, òî äëÿ ïåðâîãî ïàðàëëåëîãðàììà ïîëó÷èì òàêèå
êîîðäèíàòû âåðøèí (1;1), (n + 1 — s1, n+1 — s1), (s1, 1) è (n, n + 1 — s1)
èëè (1,1), (4,4), (7,1) è (10,4). Ïîñêîëüêó n + 1 — s1 < s1 (òî æå
èìååò ìåñòî è äëÿ âòîðîãî øàáëîíà), òî ìàòðèöà ñèñòåìû ñîäåð-
æèò îäèíàêîâûå ñòðîêè, íà÷èíàÿ ñî ñòðîêè n + 1 — s1 è çàêàí÷è-
âàÿ ñòðîêîé s1.

Çäåñü ÷åòûðå îäèíàêîâûõ ñòðîêè â ìàòðèöå ñèñòåìû – 4, 5, 6
è 7 è îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû ðàâåí 0(mod 2). Ïîýòîìó äëÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåîáõîäèìî, ÷òîáû b4 = b5 = b6 =
= b7. Åñëè óäàëèòü èç ñèñòåìû òðè çàâèñèìûå ñòðîêè, òî ïîëó÷èì
ñèñòåìó âèäà

x1 + x2 + x3 + x4 + y1 + y2 + y3 = b1

x1 + x2 + x3 + x4 + y1 + y2 + y3 = b2

x1 + x2 + x3 + x4 + y1 + y2 + y3 = b3

x1 + x2 + x3 + x4 + y1 + y2 + y3 = b4    mod 2.          (1.10)
x1 + x2 + x3 + x4 + y1 + y2 + y3 = b8

x1 + x2 + x3 + x4 + y1 + y2 + y3 = b9

x1 + x2 + x3 + x4 + y1 + y2 + y3 = b10

(1.9)
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Ýòà ñèñòåìà èìååò ðàçìåðû 7 × 7 è ðåøàåòñÿ óêàçàííûì âûøå
ñïîñîáîì äëÿ n = 7 è S = {4, 5}. Åñëè óñëîâèå s1 ≥ n/2 + 1 íå
âûïîëíÿåòñÿ, òî îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû òàêæå ðàâåí 0(mod 2),
íî íàéòè çàâèñèìûå ñòðîêè â ñèñòåìå ñëîæíåå.

 Åñëè s1 + s2 < n + 2, òî âîçíèêàåò ìíîæåñòâî ðåøåíèé, òàê êàê
ïóòåì ñäâèãà øàáëîíîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì äëÿ s1 + s2 = n +
+ 2, ìîæíî ïîëó÷èòü áàçèñ äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé n.

Âîïðîñ î ÷èñëå øàáëîíîâ áîëüøå äâóõ ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïóñòü çàäàíî p øàáëîíîâ. Áóäåì ñ÷èòàòü èõ óïîðÿäî÷åííûìè ïî
âîçðàñòàíèþ. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ íèõ òàêæå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
óñëîâèå

( )1 2ÍÎÄ 1ps , s , , s =… .                      (1.11)

Êðîìå òîãî, ñèñòåìà òèïà (1.2) äîëæíà âñåãäà èìåòü n ïåðå-
ìåííûõ, ÷òîáû ðåøåíèå áûëî åäèíñòâåííûì. Íî êàæäûé øàá-
ëîí ìîæåò èìåòü n + 1 — st ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî
âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

( )
1

1
p

i
i

n s n
=

+ − =∑ ,

îòêóäà

( )
1

1
p

i
i

s p n p
=

= − +∑ .                        (1.12)

Ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè. Âîïðîñ î êîíêðåòíîì
ìåòîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ áîëåå äâóõ øàáëîíîâ îñòàåòñÿ îòêðû-
òûì. Âîçüìåì äëÿ íà÷àëà p = 3. Åñëè ñðåäè íèõ íàéäóòñÿ äâà
âçàèìíî ïðîñòûõ øàáëîíà, òî ñîñòàâëÿåì ñèñòåìó òèïà (1.2) äëÿ
ýòèõ øàáëîíîâ è ðåøàåì çàäà÷ó ïî òåîðåìå 1.2. Åñëè èç òðåõ
øàáëîíîâ êàæäûå äâà èìåþò îáùèé äåëèòåëü, à âñå âìåñòå óäîâ-
ëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.11), òî ñîñòàâëÿåì ñèñòåìó (1.2) äëÿ òðåõ
øàáëîíîâ. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òðè íåðàâíûõ ìåæäó ñîáîé ìíîæè-
òåëÿ α1, α2 è α3. Òîãäà s1 = α1α2, s2 = α1α3 è s3 = α2α3 óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ (1.11). Åñëè áðàòü ïðîèçâîëüíûå ìíîæèòåëè, òî íå
âñåãäà óñëîâèå (1.12) âûïîëíÿåòñÿ, ïîýòîìó ïðîñòåéøèé ïîäõî-
äÿùèé ïðèìåð ñîäåðæèò äîñòàòî÷íî áîëüøèå ÷èñëà, íå äàþùèå
âîçìîæíîñòè íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü ñèñòåìó òèïà (1.2). Ïóñòü,
íàïðèìåð, α1 =2, α2 = 3 è α3 = 5. Òîãäà s1 = 6, s2 = 10 è s3 = 15. Èç
(1.10) ñëåäóåò, ÷òî
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1 ; 1,2,..., .
1

p

i
i

i

s p
n s i p

p
=

−
= > =

−

∑
                 (1.13)

Ïîëó÷àåì n = (6 + 10 + 15 – 3)/2 = 14 < s3, à ýòî íåäîïóñòèìî.
Îäíàêî, çíà÷åíèÿ si íå ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè. Âîçüìåì, íà-
ïðèìåð, s1 = 10, s2 = 15 è s3 = 18. Ýòè çíà÷åíèÿ ïîäõîäÿò äëÿ
(1.13), òàê êàê ïðè ýòîì n = 20. Êàæäîìó øàáëîíó ñîîòâåòñòâóåò
n + 1 – si ïîëîæåíèé íà ïîëå èëè òàêîå æå êîëè÷åñòâî ïåðåìåí-
íûõ. Åñëè ïîäñòàâèòü çíà÷åíèå p = 3 â (1.13), òî ïîëó÷èì

 si + sj > sk + 2,                              (1.14)

ãäå i, j, k ∈{1, 2, 3}.
Îäíàêî, äàæå åñëè óäîâëåòâîðÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ (1.12)–(1.14),

òî íå âñåãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ñèñòåìû òèïà (1.2).
Ëåììà 1.1. Åñëè s1 ≥ n/2 + 1, òî ñèñòåìà òèïà (1.2), ñîñòàâ-

ëåííàÿ äëÿ p øàáëîíîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (1.12)–(1.14),
èìååò ìàòðèöó A, ó êîòîðîé detA ≡ 0(mod 2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèñòåìà òèïà (1.8) äëÿ p øàáëîíîâ áóäåò ñî-
ñòîÿòü èç p ïàðàëëåëîãðàììîâ. Òàê êàê s1 ≥ n/2 + 1, òî â ïåðâîì
ïàðàëëåëîãðàììå ëåâàÿ íèæíÿÿ âåðøèíà áóäåò íàõîäèòüñÿ íèæå
ïðàâîé âåðõíåé. Ïîñêîëüêó s1 < si äëÿ i > 1, òî èçëîæåííîå ñïðà-
âåäëèâî è äëÿ îñòàëüíûõ ïàðàëëåëîãðàììîâ. À ýòî îáåñïå÷èâàåò
ñîâïàäåíèå ñòðîê ìàòðèöû ñèñòåìû, íà÷èíàÿ îò ñòðîêè n + 1 — s1

è çàêàí÷èâàÿ ñòðîêîé s1, ÷òî è äàåò çíà÷åíèå detA ≡ 0(mod 2).

 1.4. ЧИСЛОВЫЕ ГРАФЫ И ЛИНЕЙНАЯ МОЗАИКА

 Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà äâà øàáëîíà: 1 25, 8s s= =  è

11n = . Ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé òèïà (1.1). Ïðè çàäàííûõ
ïàðàìåòðàõ ìåòêà ïåðâîãî øàáëîíà, ó÷èòûâàÿ ðàçìåðû ïîëÿ, ìî-

æåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ ( )1 1ix =  äëÿ 1,2,...,7i = . Àíàëîãè÷íî ìå-

òêà âòîðîãî øàáëîíà ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ ( )2 1jx =  äëÿ

1,2,3,4j = . ×òîáû íå èìåòü äåëî ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè, îáîçíà-

÷èì xi ( )1,2,...,7i =  ïåðåìåííûå äëÿ ïåðâîãî øàáëîíà, à xj

( )8,9,10,11j =  – ïåðåìåííûå äëÿ âòîðîãî øàáëîíà. Òîãäà ñèñòå-

ìà (1.2) äëÿ íàøåãî ïðèìåðà ïðèîáðåòåò êîíêðåòíûé âèä:
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x1 ⋅     ⋅     ⋅     ⋅     ⋅     ⋅      + x8 ⋅     ⋅      ⋅      = b1

x1 + x2 ⋅     ⋅     ⋅     ⋅     ⋅      + x8 + x9 ⋅      ⋅      = b2

x1 + x2 + x3 ⋅     ⋅     ⋅     ⋅      + x8 + x9 + x10 ⋅      = b3

x1 + x2 + x3 + x4 ⋅     ⋅     ⋅      + x8 + x9 + x10 + x11 = b4

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 ⋅     ⋅      + x8 + x9 + x10 + x11 = b5

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 ⋅      + x8 + x9 + x10 + x11 = b6        (mod2).
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 + x9 + x10 + x11 = b7

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 + x9 + x10 + x11 = b8

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 ⋅      + x9 + x10 + x11 = b9

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 ⋅      ⋅      + x10 + x11 = b10

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 ⋅      ⋅      ⋅       + x11 = b11                    (1.15)

 Åñëè îáîçíà÷èòü ìàòðèöó ýòîé ñèñòåìû êàê A, òî ðåøåíèå
çàäà÷è î ïîñòðîåíèè ëèíåéíîé ìîçàèêè äëÿ äâóõ øàáëîíîâ

( )1 2,S s s=  ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ñðàâíåíèé ñ 1 2 2s s+ −

ïåðåìåííûìè:
 ( )mod2AX b≡ .                             (1.16)

 Ìàòðèöà A èìååò ñïåöèôè÷åñêóþ ñòðóêòóðó: îíà ñîñòîèò èç äâóõ
ìàññèâîâ åäèíèö (îñòàëüíûå ðàâíû íóëþ), êîòîðûå íàïîìèíàþò
ïàðàëëåëîãðàììû. Îòíîñèòåëüíî ñòðîê è ñòîëáöîâ îíè èìåþò òàêèå
êîîðäèíàòû ñâîèõ âåðøèí: ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 21,1 , ,1 , 1, 1 , , 1s s s n s− − −    è

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 11, , , , 1, , ,s s s s n n n−   . Ýòó ìàòðèöó ìîæíî çàäàòü è ïî-

äðóãîìó:

1 2

1 2

1, åñëè 1 è 1,

1, åñëè 1 è ,

0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
ij

j i j s j s

a i j i s j s

≤ ≤ + − ≤ −
= ≤ ≤ + − ≥



 Åñëè det A  ( )0 mod2 , òî ðåøåíèå (1.16) ïðèíèìàåò âèä

( )1 mod2X A b−≡ , ïîýòîìó íåîáõîäèìî íàéòè 1A−  èç óñëîâèÿ

( )1 mod2A A E− ≡ . Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðåøèòü n ñèñòåì ïðîñ-

òûõ óðàâíåíèé èç n íåèçâåñòíûõ.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé, ãäå íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ

ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè ìàòðèöû A—1. Îáîçíà÷èì èõ y = (y1, y2, …
…, yn). Íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó

 ( ) ( )1,0,0,...,0 mod2TA y ≡ .                    (1.17)
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Ìàòðèöà TA  òàêæå èìååò äâà ìàññèâà åäèíèö (îñòàëüíûå ýëåìåí-
òû ðàâíû 0), êîòîðûå îáðàçóþò 2 ïàðàëëåëîãðàììà, íî óæå â
òðàíñïîíèðîâàííîì âèäå.

 Ëåììà 1.2. Äåòåðìèíàíò ìàòðèöû À ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.16)
ðàâåí 1(mod 2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàèáîëüøèé îáùèé
äåëèòåëü ÷èñåë s1 è s2 ÍÎÄ(s1,s2) ≡ 1(mod 2).

 Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì ìàòðèöó À äëÿ äâóõ øàáëî-
íîâ s1 è s2 è îáîçíà÷èì åå À(s1,s2). Â êàæäîì èç ïåðâûõ s2 — 1 åå
ñòîëáöîâ íàõîäèòñÿ ïî s1 åäèíèö, à â êàæäîì èç îñòàâøèõñÿ s1 — 1
ñòîëáöîâ – ïî s2 åäèíèö. Ïîïûòàåìñÿ íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñ-
ëèòü det A A= . Äëÿ ýòîãî ðàçäåëèì ìàòðèöó íà åå âåðõíèå s1

ñòðîê è íèæíèå n — s1 ñòðîê. Çàòåì êàæäóþ èç ýòèõ ÷àñòåé ðàçäå-
ëèì íà ëåâûå s1 ñòîëáöîâ è ïðàâûå n — s1 ñòîëáöîâ. Îáîçíà÷èì
ïîëó÷åííûå ïîäìàòðèöû À11, À12, À21 è À22. Ïîäìàòðèöà À11 ÿâëÿå-
òñÿ òðåóãîëüíîé, ó íåå íàääèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ, à
îñòàëüíûå ðàâíû 1. Â ïîäìàòðèöå À12 âñå ñòîëáöû ñ åäèíèöàìè
ðàâíû ïåðâûì s1 — 1 ñòîëáöàì ïîäìàòðèöû À11. Âû÷òåì â ìàòðèöå
À èç ïîñëåäíèõ s1 — 1 ñòîëáöîâ ïåðâûå s1 — 1 ñòîëáöû. Â ðåçóëüòà-
òå ïîäìàòðèöà À12 ïðåîáðàçóåòñÿ â íóëåâóþ ïîäìàòðèöó:

 11 12 11
22

21 22 21 22

0
.

A A A
A A

A A A A
′= = =

′
                    (1.18)

Âûðàæåíèå (1.18) îçíà÷àåò, ÷òî 11 22det det detA A A′= =  det 22A′ (mod 2),

òàê êàê ( )11det 1 mod2A ≡ . À ïîäìàòðèöà 22A′  èìååò ðàçìåðû (n —

— s1) × ( )1n s− . Â íåé îñòàëèñü s2 — 1 — s1 ñòîëáöîâ, êàæäûé èç êîòî-

ðûõ ñîäåðæèò ïî s1 åäèíèö, è s1 — 1 ñòîëáöîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ
ñîäåðæèò ïî s2 — s1 åäèíèö. Ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíûé ïåðåõîä:

( ) ( )1 2 1 2det , det ,A s s A s s′ ′= ,

ãäå { } { }1 1 2 1 2 1 2 1min , ; max ,s s s s s s s s′ ′= − = − ; n′ = n — s1 = 1s ′ + 2s ′ − 2 =

2 2s= − .
 Âñëåäñòâèå êîíå÷íîñòè ÷èñåë s1 è s2 ýòè äåéñòâèÿ â èòîãå

ïðèâîäÿò ê îáðàçîâàíèþ îäíîé èç ìàòðèö: À(1,k) èëè À(0,k). Ïåð-
âóþ ìàòðèöó ïîëó÷èì, åñëè ÍÎÄ(s1, s2) = 1. Îíà òîæäåñòâåííà

1kE − , ïîýòîìó ( ) ( )1 2det , 1 mod2A s s ≡ . Âòîðóþ ìàòðèöó ïîëó÷èì,

åñëè ÍÎÄ(s1, s2) = d > 1. Â íåé ïðèñóòñòâóþò ñòîëáöû ñ íóëÿìè,
ïîýòîìó ( ) ( )1 2det , 0 mod2A s s ≡ , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Ïî-

êàæåì ýòî íà íàøåì ïðèìåðå:
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( )

1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0

1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 0

1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1

1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1

5,8 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1

0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1

A

 
 
 
 
 
 
 
 

= → 
 
 
 
 
 
 
  
 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0

0 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0

0 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0

0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0

0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1

0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 
 
 

→ → 
 
 
 
 
 
 
  
 

( ) ( )

1 0 0 0 1 0

1 1 0 0 1 1
1 0 1 1 0 0

1 1 1 0 1 1
3,5 2,3 1 1 1 1 1 0

0 1 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1

0 0 1 1 1 1

0 0 0 1 0 1

A A

 
 
          → = → = →          

    
  
 

.

(1.19)

 Äåòåðìèíàíò ïîñëåäíåé ìàòðèöû ðàâåí 1(mod 2), ÷òî ñîîò-
âåòñòâóåò ñîîòíîøåíèþ ìåæäó s1 è s2, à èìåííî ÍÎÄ(5,8)=1.



Г Л А В А  1. Построение линейной мозаики

225

 Çàïèøåì òåïåðü óðàâíåíèå (1.16) â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé
äëÿ íàøåãî ïðèìåðà:

y1 + y2 + y3 + y4 + y5 +  ⋅  +  ⋅ +   ⋅ +  ⋅ +   ⋅  +   ⋅  ≡ 1
 ⋅    y2 + y3 + y4 + y5 + y6  + ⋅ +   ⋅ +  ⋅ +   ⋅  +   ⋅  ≡ 0
 ⋅     ⋅    y3 + y4 + y5 + y6 + y7 +  ⋅ +   ⋅ +   ⋅  +   ⋅  ≡ 0
 ⋅     ⋅     ⋅    y4 + y5 + y6 + y7 + y8 +  ⋅ +   ⋅  +   ⋅  ≡ 0
 ⋅     ⋅     ⋅     ⋅    y5 + y6 + y7 + y8 + y9 +  ⋅  +   ⋅  ≡ 0
 ⋅     ⋅     ⋅     ⋅     ⋅  + y6 + y7 + y8 + y9 + y10 +  ⋅  ≡ 0      (mod2).
 ⋅     ⋅     ⋅     ⋅     ⋅     ⋅  + y7 + y8 + y9 + y10 + y11  ≡ 0
y1 + y2 + y3 + y4 + y5 + y6 + y7 + y8 +  ⋅ +   ⋅ +    ⋅  ≡ 0
 ⋅    y2 + y3 + y4 + y5 + y6 + y7 + y8 + y9     ⋅      ⋅   ≡ 0
 ⋅     ⋅  + y3 + y4 + y5 + y6 + y7 + y8 + y9 + y10     ⋅    ≡ 0
 ⋅     ⋅     ⋅  + y4 + y5 + y6 + y7 + y8 + y9 + y10 + y11  ≡ 0

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â îáùåì âèäå íàì ïîòðå-
áóåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ ãðàôîâ, à èìåííî ââåñòè ïîíÿòèå ÷è-
ñëîâîãî ãðàôà.

Îïðåäåëåíèå 1.4. ×èñëîâûì ãðàôîì G = (X,U,F) íàçûâàåòñÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêèé îáúåêò, ñîñòîÿùèé èç äâóõ ìíîæåñòâ: X = (x1, x2, …, xn) ∈
∈ N – ìíîæåñòâà âåðøèí, U = (u1, u2, …, um) ∈ N – ìíîæåñòâà
îáðàçóþùèõ è ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè F äâóõ àðãóìåíòîâ. Âåð-
øèíû xi è xj – ñìåæíûå, åñëè ( ),i jF x x U∈ .

 ×èñëîâîé ãðàô, ó êîòîðîãî nX N= , à i jF x x= − , íàçûâàåò-

ñÿ íàòóðàëüíûì ìîäóëüíûì ãðàôîì (NM-ãðàôîì). Â ìàòðèöå ñèñ-
òåìû (1.19) ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ èç åäèíèö òàêæå îáðàçóþò äâà
ïàðàëëåëîãðàììà íà ïåðâûõ s2 — 1 ñòðîêàõ è s1 — 1 îñòàëüíûõ
ñòðîêàõ. Ïðèáàâèì ïî mod 2 (i — 1)-þ ñòðîêó ê i-é ñòðîêå (2 ≤ i ≤
≤ s2 — 1), çàòåì (j — 1)-þ ñòðîêó ê j-é ñòðîêå (s2 + 1 ≤ j ≤ n). Â ðå-
çóëüòàòå ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.20) ïðåîáðàçóåòñÿ â ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé ñëåäóþùåãî âèäà:

y1+ y2 + y3 + y4 + y5    ⋅    ⋅    ⋅    ⋅    ⋅    ⋅  ≡ 1
y1   ⋅    ⋅    ⋅    ⋅ + y6    ⋅    ⋅    ⋅    ⋅    ⋅  ≡ 1
 ⋅ + y2    ⋅    ⋅    ⋅    ⋅ + y7    ⋅    ⋅    ⋅    ⋅  ≡ 0
 ⋅    ⋅ + y3    ⋅    ⋅    ⋅    ⋅ + y8    ⋅    ⋅    ⋅  ≡ 0
 ⋅    ⋅    ⋅ + y4    ⋅    ⋅    ⋅    ⋅ + y9    ⋅    ⋅  ≡ 0
 ⋅    ⋅    ⋅    ⋅ + y5    ⋅    ⋅    ⋅    ⋅ + y10    ⋅  ≡ 0    (mod2).
 ⋅    ⋅    ⋅    ⋅    ⋅ + y6    ⋅    ⋅    ⋅    ⋅ + y11  ≡ 0
y1+ y2 + y3 + y4 + y5 + y6 + y7 + y8    ⋅    ⋅    ⋅  ≡ 0
y1   ⋅    ⋅    ⋅    ⋅    ⋅    ⋅    ⋅ + y9    ⋅    ⋅  ≡ 0
 ⋅ + y2    ⋅    ⋅    ⋅    ⋅    ⋅    ⋅    ⋅ + y10    ⋅  ≡ 0
 ⋅    ⋅ + y3    ⋅    ⋅    ⋅    ⋅    ⋅    ⋅    ⋅ + y11  ≡ 0

(1.20)

(1.21)
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Ðàññìîòðèì òåïåðü NM-ãðàô G = (Y,U), ãäå U = (5,8), à n = 11,
èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 1.7, à. Ãðàô îòîáðàæàåò ñâîéñòâî ñìåæíîñòè
äëÿ äâóõ âåðøèí, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóì ïåðåìåííûì, äëÿ êîòî-
ðûõ yi ≡ yj (mod 2) èç ñèñòåìû (1.21).

Åäèíñòâåííîå ðåáðî (âîëíèñòîå) îòîáðàæàåò ñîîòíîøåíèå y1 + y6 ≡
≡ 1 (mod 2) èëè y1 ≢ y6. Â ãðàôå 11 âåðøèí (n = s1 + s2 — 2). Ïî òåîðåìå
[6] NM-ãðàô ñâÿçåí, åñëè 1 2 1u u n+ ≤ + . Íî ó íàñ 5 + 8 = 13 > 11 +
+ 1. Åñëè äîáàâèòü âåðøèíó 12 è ñîîòâåòñòâóþùèå åé äâà ðåáðà
(íà ðèñ.1.7 îíè îáîçíà÷åíû ïóíêòèðîì), òî ïîëó÷èì ñâÿçíûé ãðàô.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñõîäíûé ãðàô íåñâÿçíûé è ñîñòîèò èç äâóõ
êîìïîíåíò. Îäíà êîìïîíåíòà ñîäåðæèò âåðøèíó n + 1 — s1 = s2 — 1
(íà ðèñ. 1.7 ýòî 7), à âòîðàÿ – âåðøèíó n + 1 — s2 = s1 — 1 (íà ðèñ. 1.7
ýòî 4). Îäíà èç ýòèõ êîìïîíåíò ðàçäåëåíà âîëíèñòûì ðåáðîì íà
äâå ÷àñòè: îäíà ÷àñòü ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì ïåðåìåííûõ yi ≡
≡ 0 (mod 2), à äðóãàÿ ÷àñòü – ïåðåìåííûì yij ≡ 1 (mod 2). Îïðåäåëèòü
ýòè çíà÷åíèÿ ìîæíî èç ïåðâîãî è s2-ãî óðàâíåíèé ñèñòåìû (1.21):

 ( )
1

1

1 mod2
s

i
i

y
=

≡∑ ; ( )
2

1

0 mod2
s

j
j

y
=

≡∑ .                 (1.22)

 Ñèñòåìó (1.20) ìîæíî óïðîñòèòü. Åñëè ïîäñòàâèòü â íåå çíà-
÷åíèÿ èç (1.21), òî ïðèéäåì ê ñèñòåìå

1 2 3 4 5

2 3 4 5 6

1 2 3

2 3 4

3 4 5

4 5 6

1

0

0
mod2

0

0

0

y y y y y

y y y y y

y y y

y y y

y y y

y y y

+ + + + ⋅ ≡ 
⋅ + + + + ≡ 
+ + ⋅ ⋅ ⋅ ≡ 
⋅ + + ⋅ ⋅ ≡ 
⋅ ⋅ + + ⋅ ≡


⋅ ⋅ ⋅ + + ≡ 

.         (1.23)

Ðèñ. 1.7
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Åñëè â ñèñòåìå (1.23) ïåðåìåñòèòü äâå âåðõíèå ñòðîêè âíèç, òî
ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé òèïà (1.20), íî äëÿ 1 3s′ =  è 2 5s′ = .
Ïðè ýòîì åäèíèöà â ïðàâîé ÷àñòè íàõîäèòñÿ â ïåðâîé ñòðîêå
óðàâíåíèé äëÿ 2s′ . Òåì ñàìûì äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 1.3. Ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.20) äëÿ îáðàçóþùèõ S = (s1, s2)
ìîæíî ñâåñòè ê ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ ( )1 2,S s s′ ′ ′= , ãäå 1s ′ =

= { }1 2 1min ,s s s− , à { }2 1 2 1max ,s s s s′ = − .

 Òîò ôàêò, ÷òî óðàâíåíèå ñ åäèíèöåé â ïðàâîé ÷àñòè ïåðåìå-
ùàåòñÿ âíèç, îòìå÷àåì ïîä÷åðêèâàíèåì âòîðîãî øàáëîíà, ò. å.

( ) ( )1 2 1 2,S s s S s s′ ′ ′→  èëè ( ) ( )1 2 1 2,s s s s′ ′→ . Åñëè åäèíèöà ïîñëå ðÿäà

òàêèõ ïåðåõîäîâ âîçâðàùàåòñÿ â ïåðâóþ ñòðîêó, òî ïîä÷åðêèâà-
íèå óáèðàåì.

 Åñëè â ñèñòåìå (1.23) ñëîæèòü äâå ïåðâûå ñòðîêè, çàòåì ê i-é
ñòðîêå äîáàâèòü (i + 1)-þ (3 ≤ i ≤ n — 1), òî ïîëó÷èì ñîîòíîøå-
íèå: 1 1 4 2 5 36 6; ; ;y y y y y y y y≠ = = = . Ýòèì çíà÷åíèÿì ñîîòâåòñòâóåò
NM-ãðàô íà ðèñ. 1.7, á. Èç ïåðâûõ ñòðîê ñèñòåìû (1.23) íàõîäèì

1 2 2 3 1 2 3; ; 0y y y y y y y≠ = + + =  èëè ( )1 2 30; 1 mod2y y y= = ≡ .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè äàííûå â èñõîäíûé ãðàô íà ðèñ.1.7, à, ïîëó÷àåì
ðåøåíèå Y = (0, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 1).

 Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ëåììû 1.3 ìîæíî óìåíüøèòü ðàç-
ìåð èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé äî òàêîãî óðîâíÿ, êîãäà ðåøå-
íèå ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì. Çàòåì ýòî ðåøåíèå ïîäñòàâëÿåì â
NM-ãðàô èñõîäíîé ñèñòåìû è îïðåäåëÿåì ïîëíîå ðåøåíèå. Òàê
êàê êîëè÷åñòâî óêàçàííûõ ïåðåõîäîâ êîíå÷íî, òî â ðåçóëüòàòå
ïðèéäåì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ òàêèõ øàáëîíîâ (2, s2) èëè (s1,
s1 + 1). Êàæäûé èç ýòèõ ñëó÷àåâ, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàñïàäàåòñÿ íà
äâà â çàâèñèìîñòè îò íàëè÷èÿ ïîä÷åðêèâàíèÿ âòîðîãî øàáëîíà.
Ðàññìîòðèì êàæäûé èç íèõ.

 Ïóñòü S = (2, s2). Òîãäà ñèñòåìà (1.20) ïðèîáðåòàåò âèä

( )
( ) ( )

( )
2

1 2

1 2

1

1 mod2 ;

0 mod2 2,3,..., 1 ;

0 mod2 .

i i

s

i
i

y y

y y i s

y

+

=

+ ≡
+ ≡ = −

≡∑

     (1.24)

Î÷åâèäíî, ÷òî s2 – íå÷åòíîå ÷èñëî, èíà÷å â èçíà÷àëüíîé ñèñòå-
ìå s1 è s2 èìåëè áû îáùèé äåëèòåëü 2, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó
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( )1 2 mod2y y≠ , à îñòàëüíûå ( )2 2iy y i= > . Èç ïîñëåäíåãî óðàâ-

íåíèÿ ïîëó÷àåì y1 = 0, îñòàëüíûå yi = 1 (i > 2).

 Ïóñòü ( )22,S s= . Òîãäà ñèñòåìà (1.20) èìååò âèä

( )1 0 mod2i iy y ++ ≡  ( )21,2,..., 1 ;i s= −

( )
2

1

1 mod2 .
s

i
i

y
=

≡∑                            (1.25)

Çäåñü âñå yi = y1 (i = 2,3,..,s2). À èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷à-
åì ( ) ( )21 mod2 1iy i s≡ ≤ ≤ .

 Ïóñòü ( )1 1, 1S s s= + . Òîãäà ñèñòåìà (1.20) èìååò âèä

( ) ( ) ( )
1 1 1

1
1

1 mod2 ; 0 mod2 2,3,..., ;
s j s

i i
i i j

y y j s
+ −

= =

≡ ≡ =∑ ∑

( )
1

0 mod2 .
j s

i
i j

y
+

=

≡∑                          (1.26)

Âû÷èòàÿ èç óðàâíåíèé, âõîäÿùèõ â òðåòüþ ñóììó, óðàâíåíèÿ âòîðîé
ñóììû, ïîëó÷àåì ðåøåíèå ( )

11 2 1... 0 mod2sy y y −= = = ≡ . Èç ïåð-

âîãî óðàâíåíèÿ, âõîäÿùåãî â ïåðâóþ ñóììó, íàõîäèì ( )
1

1 mod2sy ≡ .

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, âõîäÿùåãî âî âòîðóþ ñóììó, îïðåäåëÿåì
( )

1 1 1 mod2sy + ≡ . Îñòàëüíûå ( )0 mod2iy ≡  ( )1 1i s> + .

 Ïóñòü ( )1 1, 1S s s= + . Òîãäà ñèñòåìà (1.20) ïðèîáðåòàåò âèä

( )
1 11

0 mod2
j s

i
i j

y
+ −

=

≡∑  ( )11,2,..., ;j s=

( )
1 1

1

1 mod2
s

i
i

y
+

=

≡∑  ( )12,3,..., ;j s=

( )
1

0 mod2
j s

i
i j

y
+

=

≡∑  ( )12,3,..., 1 .j s= −             (1.27)

Åñëè èç óðàâíåíèé, âõîäÿùèõ â òðåòüþ ñóììó, âû÷åñòü 1 1s −  íèæ-
íèõ óðàâíåíèé, âõîäÿùèõ â ïåðâóþ ñóììó, òî ïîëó÷èì ðåøåíèå

( )
11 2 3 11; ... 0 mod2sy y y y −= = = = ≡ . Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäó-

åò, ÷òî 
1

1sy = , à èç âòîðîãî – 
1 1 1sy + = . Îñòàëüíûå ( )0 mod2iy ≡ .
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1.5. МНОГОЦВЕТНЫЕ ДВОЙСТВЕННЫЕ ШАБЛОНЫ

Åñëè öâåòîâ áîëåå äâóõ, èëè K > 2, òî øàáëîíû ìîãóò áûòü
îêðàøåíû íå åäèíñòâåííûì öâåòîì. Áóäåì îáîçíà÷àòü êàæäûé
øàáëîí ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ öâåòîâ s = (q1, q2,…, qr), ãäå r –
äëèíà øàáëîíà.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Íàçîâåì øàáëîí äâîéñòâåííûì ê s, åñëè îí
èìååò îáðàòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öâåòîâ s  = (qr, qr—1,…, q1).

Äâîéñòâåííûé øàáëîí ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè åãî ïåðåâåðíóòü
â ïðîñòðàíñòâå. Äâîéñòâåííûå ïîëîæåíèÿ øàáëîíîâ ìîãóò èã-
ðàòü ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ïîñòðîåíèè îáðàçîâ. Ñðåäè íèõ âñòðå-
÷àþòñÿ ñàìîäâîéñòâåííûå, êîãäà s = s .

Ïîñêîëüêó íàëîæåíèå øàáëîíîâ ïðåäïîëàãàåò îïåðàöèþ ñëîæå-
íèÿ öâåòîâ, òî â òàêîé çàïèñè øàáëîíû ìîæíî óìíîæàòü íà ñêà-
ëÿðíóþ âåëè÷èíó λ ≠ 0, ïðè ýòîì λ s = (λ q1, λ q2,…, λ qr) (mod K).

Ïðåæäå âñåãî, âîçíèêàåò âîïðîñ, ìîæåò ëè îäèí øàáëîí
(âìåñòå ñ äâîéñòâåííûì ïîëîæåíèåì) îáðàçîâûâàòü áàçèñ òîëüêî
íàëîæåíèåì ñàìîãî íà ñåáÿ? Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîé øàáëîí íå
ìîæåò áûòü ñàìîäâîéñòâåííûì.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà øàáëîí èç äâóõ êëåòîê { }1 1 2,s q q= , ãäå q1,

{ }2 \ 0q Q∈ . Äâîéñòâåííûé øàáëîí { }2 2 1,s q q= . Äëÿ ïîñòðîåíèÿ

îáðàçà ( ) ( ) ( )1 1 mod , 0 mod 1ib K b K i≡ ≡ >  íåîáõîäèìî ðåøèòü ñè-

ñòåìó óðàâíåíèé
( ) ( )

( ) ( )

1 2
1 1 1 2

1 2
1 2 1 1

1
mod

0

x q x q
K

x q x q

+ = 


+ = 
.                     (1.28)

Çäåñü ( )1
1x  è ( )2

1x  îçíà÷àþò êîëè÷åñòâî ïåðâûõ (âòîðûõ) øàáëî-
íîâ, ìåòêà êîòîðûõ íàõîäèòñÿ â ïåðâîé êëåòêå ñòðîêè. Ñèñòåìà
èìååò ðåøåíèå, åñëè äåòåðìèíàíò ñèñòåìû

( )2 2
1 2det 0 modq q K= − ≠ .                     (1.29)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ( )2 2
1 2 0 modq q K− ≠ , òî ñóùåñòâóþò òà-

êèå øàáëîíû äëèíîþ 2 ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ðàñêðàñêîé, êîòîðûå
ïîçâîëÿþò íàëîæåíèåì íà ñàìîãî ñåáÿ ïîëó÷àòü ëþáóþ êëåòêó
ñòðîêè ñ îêðàñêîé 1. Ïóòåì ñäâèãà ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå äëÿ
áàçèñà ñèñòåìû òèïà (1.2). Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ K = 2, 3 òàêèõ
øàáëîíîâ íå ñóùåñòâóåò. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïðîñòûõ K ìíîæåñòâî
øàáëîíîâ èìååò âèä (i, j), ãäå i = 1, 2, …, K — 1, à j K i≠ − . Òîãäà
ðåøåíèå ñèñòåìû (1.28) èìååò âèä
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( ) ( )
( ) ( )

11 2 2
1 1 1 2

12 2 2
1 2 1 2

mod
x q q q

K
x q q q

−

−

= − 

= − − 

.                 (1.30)

Âûðàæåíèå 1d −  ðàâíî ðåøåíèþ ñðàâíåíèÿ ( )1 modtd K≡ , åñëè

îíî ñóùåñòâóåò. Äëÿ ñîñòàâíûõ K ýòîãî íåäîñòàòî÷íî, òàê êàê
âîçìîæíû ñëó÷àè, êîãäà óñëîâèÿ (1.29) íå âûïîëíÿþòñÿ.

Ïðèìåð 1.6. Ïóñòü K = 5. Òîãäà ÷èñëî âñåõ ïàð øàáëîíîâ, êî-
òîðûå ñóùåñòâóþò, ðàâíî 6 (áåëàÿ êðàñêà èëè 0 äëÿ øàáëîíà îò-
ñóòñòâóåò): (1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4). Èç íèõ äâå ïàðû
íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.29), òàê êàê 12 — 42 = — 15 ≡ 0(mod 5)
è 22 — 32 = — 5 ≡ 0(mod 5). Îñòàëüíûå ïàðû îáðàçóþò áàçèñ ñ ïî-
ìîùüþ íàëîæåíèÿ íà ñåáÿ, èõ ÷èñëî ðàâíî ÷åòûðå: S1 = (1, 2),
S2 = (1, 3), S3 = (2, 4) è S4 = (3, 4). Â ÷àñòíîñòè:

à) S1 = (1, 2).
Äåòåðìèíàíò ñèñòåìû (1.28) ðàâåí ( )2 21 2 3 2 mod5− = − ≡ .

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 2
1 11 2 3 mod5 ; 2 2 1 4 mod5x x

− −= ⋅ = = − ⋅ = − ≡ .

 Ïðîâåðêà: 3(1, 2) + 4(2,1) = (11,10) ≡ (1,0)(mod 5).
 á) S2 = (1, 3).
Äåòåðìèíàíò ñèñòåìû (1.28) ðàâåí ( )2 21 3 8 2 mod5− = − ≡ .

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 2
1 11 2 3 mod5 ; 3 2 1 mod5x x

− −= ⋅ = = − ⋅ ≡ .

 Ïðîâåðêà: 3(1, 3) + (3,1) = (6, 10) ≡ (1,0)(mod 5).
â) S3 = (2, 4).
Äåòåðìèíàíò ñèñòåìû (1.28) ðàâåí ( )2 22 4 12 2 mod5− = − ≡ − .

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 2
1 12 2 1 4 mod5 ; 4 2 2 mod5x x

− −= ⋅ − = − ≡ = − ⋅ − ≡ .

 Ïðîâåðêà: 4(2,4) + 2(4,2) = (16, 20) ≡ (1,0)(mod 5).
ã) S4  = (3, 4).
Äåòåðìèíàíò ñèñòåìû (1.28) ðàâåí ( )2 23 4 7 3 mod5− = − ≡ + .

( )1
1x =  ( ) ( ) ( ) ( )121

13 3 1 mod5 ; 4 2 2 mod5x
−−⋅ ≡ = − ⋅ − ≡ .

 Ïðîâåðêà: (3, 4) + 2(4, 3) = (11, 10) ≡ (1,0)(mod 5).
Íà ðèñ.1.8 ïîêàçàíî íàëîæåíèå äâîéñòâåííûõ øàáëîíîâ S3 è S4

ñàìèõ íà ñåáÿ, ïîäòâåðæäàþùåå ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû.



Г Л А В А  1. Построение линейной мозаики

231

Îäíàêî äëÿ øàáëîíîâ áîëüøåé äëèíû àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò íå
âîçìîæåí.

Ëåììà 1.3. Øàáëîí ( )1 1 2, , , ss q q q= …  äëÿ s > 2 íå ìîæåò ïðåä-

ñòàâëÿòü áàçèñ íàëîæåíèåì íà ñåáÿ.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî çàïèøåì ñèñòåìó (1.28) äëÿ èñêî-

ìîãî áàçèñà:

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2
1 1 1

1 2
1 2 1 1

1 2
1 1 1 2

1 2
1 1 1

1

0

mod

0

0

s

s

s

s

x q x q

x q x q

K

x q x q

x q x q

−

−

+ ≡

+ ≡




+ ≡ 
+ ≡ 

"""""""" .                  (1.31)

Ïóñòü ( )1 mod2s ≡ . Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñ íîìåðîì 
1

2
s +

λ = :

( ) ( ) ( )1 2
1 1 0 modx q x q Kλ λ+ ≡ .

Ðèñ. 1.8
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Òàê êàê q λ ≠ 0(modK), òî ( ) ( ) ( )1 2
1 1 0 modx x K+ ≡ . Ïîäñòàâëÿÿ ( )2

1x ≡

≡ ( ) ( )1
1 modx K−  â óðàâíåíèÿ (1.30), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâàì

( ) ( )
( ) ( )

1
1 1

1
1 1

1
mod

0

s

s

x q q
K

x q q

− ≡ 


− ≡ 
,

÷òî íåâîçìîæíî.
Ïóñòü òåïåðü ( )0 mod2s ≡ . Ñëîæèì â (1.30) ïåðâîå è âòîðîå

óðàâíåíèÿ:

( ) ( )( ) ( ) ( )1 2
1 1 1 1 modsx x q q K+ + ≡ .

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ( ) ( )1 2
1 1x x+  ≢ 0(mod K) . Ðàññìîòðèì òåïåðü

óðàâíåíèÿ ñ íîìåðàìè 
2
s

λ =  è 1λ + :

( ) ( )

( ) ( )

1 2
1 1 1

1 2
1 1 1

0
mod

0

x q x q
K

x q x q

λ λ+

λ+ λ

+ ≡ 


+ ≡ 
.                  (1.32)

Åñëè ñëîæèòü ýòè ðàâåíñòâà, òî ïîëó÷èì

( ) ( )( ) ( ) ( )1 2
1 1 1 0 modx x q q Kλ λ++ + ≡ .

Ó÷èòûâàÿ ïðåäûäóùèé âûâîä, èìååì ( )1 modq q Kλ+ λ= − . Ïîä-

ñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ëþáîå óðàâíåíèå (1.32), ïîëó÷àåì
( ) ( ) ( )1 2
1 1 modx x K= .

Ïîäñòàâèì òåïåðü ýòè çíà÷åíèÿ â ïåðâîå è ïîñëåäíåå óðàâ-
íåíèÿ ñèñòåìû (1.31):

( ) ( )
( ) ( )

1
1 1

1
1 1

1
mod

0

s

s

x q q
K

x q q

+ ≡ 


+ ≡ 
.

Îïÿòü ïðèøëè ê àáñóðäó, ÷òî ïîäòâåðæäàåò ñïðàâåäëèâîñòü ëåì-
ìû 1.3.

Î÷åâèäíî, ÷òî ëåììà 1.3 ñïðàâåäëèâà è äëÿ äðóãèõ åäèíèö â
ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (1.31), çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî ñëó÷àÿ,
êîãäà ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò.
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Ëåììà 1.4. Ïóñòü ( )1 mod2s K≡ ≡  è çàäàí øàáëîí

( )1 1 2, , , ss q q q= … . Îáîçíà÷èì 
1

2
s +

λ = . Ñèñòåìà (1.31) èìååò ðå-

øåíèå äëÿ ( ) ( ) ( )1 mod , 0 mod ,ib K b K iλ ≡ ≡ ≠ λ  åñëè:

 à) ( ) ( )1 0 mod 1,2, , 1i s iq q K i+ −+ ≡ = λ −… ;

 á) ÍÎÄ( ,q Kλ ) = 1.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñîâìåñòèì øàáëîí è åãî äâîéñòâåííûé,
òî ïîëó÷èì â s ïîçèöèÿõ ñòðîêè (0, 0, …, 2qλ, 0, ..., 0). Áóäåì
ñ÷èòàòü ýòî íîâûì øàáëîíîì. Íåîáõîäèìî ñëîæèòü íåñêîëüêî
òàêèõ øàáëîíîâ, ÷òîáû ïîëó÷èòü åäèíèöó â ïîçèöèè ïîä íîìå-
ðîì λ, ò. å. ðåøèòü óðàâíåíèå

( )2 1 modq x Kλ ⋅ ≡ .

Â ñèëó óñëîâèÿ á) è íå÷åòíîñòè K ñóùåñòâóåò ýëåìåíò, îáðàòíûé

ê 2qλ, è òîãäà ( ) ( )1
2 modx q K

−
λ≡ .

Ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãîé âîïðîñ: ìîæåò ëè ñóùåñòâîâàòü
îäèí øàáëîí, êîòîðûé âìåñòå ñ äâîéñòâåííûì îáðàçóåò áàçèñ
ïðè ïðîèçâîëüíîì íàëîæåíèè íà ïîëå?

Äëÿ øàáëîíîâ äëèíîþ 2 îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëîæèòåëü-
íûé, òàê êàê ýòî âûïîëíèìî äàæå ñ ïîìîùüþ íàëîæåíèÿ òàêîãî
øàáëîíà íà ñåáÿ.

Ïóñòü s > 2. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé øàáëîí s1 = (q1, q2, …
…, qs—1, qs,) è åìó äâîéñòâåííûé ( )2 1 2 1, , , ,s ss q q q q−= … .

×èñëî ïîëîæåíèé â ñòðîêå äëèíîþ n äëÿ êàæäîãî øàáëîíà ðàâíî
n + 1 — s. Òàê êàê ÷èñëî óðàâíåíèé ðàâíî ÷èñëó êëåòîê ñòðîêè, òî
äëÿ îäíîçíà÷íîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.2) ÷èñëî ïåðåìåííûõ äîëæ-
íî áûòü ðàâíûì ÷èñëó óðàâíåíèé, ò. å. ( )2 1n s n+ − = . Îòñþäà

1
2
n

s = + .                               (1.33)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî øàáëîíà åäèíñòâåííûé áàçèñ ìîæåò
ñóùåñòâîâàòü òîëüêî ïðè óñëîâèè (1.33), ïðè ýòîì ñòðîêà ïîëÿ
äîëæíà ñîäåðæàòü ÷åòíîå ÷èñëî êëåòîê.

Ñîñòàâèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ áàçèñà. Ïðè ýòîì ïåðåìåííûå äëÿ øàáëîíà s1 îáîçíà÷èì

ix , à äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå – ( )1iy i ≥ :
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1 1 1

1 2 2 1 1 1 2

1 2 1 1 1 2 2

2 2 1

1 1 21 1 12 2 2 2

1 1
2 2

1

0

0
mod .0

0

0

s

s s

s s

s

n s n s n n

n s n

x q y q

x q x q y q y q

x q x q y q y q
Kx q y q

x q x q y q y q

x q y q

−

−

−− − −

+ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ≡ 
+ + ⋅ ⋅ + + ⋅ ≡ 
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅


+ + ⋅ ⋅ + + + ⋅ ≡ 
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ≡


⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 
⋅ ⋅ + + ⋅ + + ≡

⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ≡ 

(1.34)

Ìàòðèöà òàêîé ñèñòåìû èìååò âèä

1

2 1 1

3 2 1 2 1

1 2 1 2

1 1

1 2

1

0 0 0 0 0

0 0 0

0 0

0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

s

s s

s s

s s s

s s

s

s

s

q q

q q q q

q q q q q

A q q q q q

q q q

q

q q

q q

−

− −

− −

−

−

⋅ ⋅
⋅ ⋅
⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅
⋅ ⋅

.            (1.35)

Ëåâàÿ ÷àñòü ìàòðèöû èç 2
n  ñòîëáöîâ ñîñòàâëÿåò øàáëîí s1, êî-

òîðûé â ïîñëåäóþùèõ ñòîëáöàõ ñäâèãàåòñÿ âíèç íà îäíó ïîçè-
öèþ, à ïðàâàÿ ÷àñòü àíàëîãè÷íà ëåâîé, íî îòíîñèòåëüíî äâîéñò-
âåííîãî øàáëîíà s2.

Åñëè det A ≢ 0(mod K), òî ñèñòåìà (1.34) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå. Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû À â îáùåì ñëó÷àå
íåòðèâèàëüíî. Îäíàêî äëÿ s = 3 ìîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåí-
íûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.3. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.34) äëÿ s = 3 èìååò ðåøåíèå
ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ:

à) ( ) ( )2
1 3 0 modq q K− ≠ ;

  á) ( ) ( )2 2
1 3 2 0 modq q q K+ − ≠ .               (1.36)
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 Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ìàòðèöó (1.35) äëÿ s = 3, ðàçìåð-
íîñòü êîòîðîé ðàâíà 4:

 

1 3

2 1 2 3

3 2 1 2

3 1

0 0

0 0

q q

q q q q
A

q q q q

q q

= .                          (1.37)

Âû÷òåì èç ïåðâîãî ñòîëáöà òðåòèé, çàòåì äîáàâèì ê òðåòüåé
ñòðîêå ïåðâóþ:

1 3 3 1 3 3

1 2 3 1 2 3

3 1 2 1 2 2 1 3 2

3 1 3 1

0 0 0 0

0 0
det

0

0 0 0 0

q q q q q q

q q q q q q
A

q q q q q q q q q

q q q q

− −

= =
− +

,

( )
1 2 3

3 2 1 3 2

3 1

det

0

q q q

A q q q q q q

q q

= − + .

Âû÷òåì èç ïåðâîãî ñòîëáöà òðåòèé è äîáàâèì ïåðâóþ ñòðîêó ê
òðåòüåé:

( ) ( )
1 3 2 3 1 3 2 3

1 3 1 3 2 1 3 1 3 2

3 1 1 2 1 3

det 0 0 .

0 0

q q q q q q q q

A q q q q q q q q q q

q q q q q q

− −
= − + = − +

− +

Îêîí÷àòåëüíî, ( ) ( ) ( )2 2 2
1 3 1 3 2det modA q q q q q K ≡ − + −  . Åñëè det A ≠

( )0 modK≠ , òî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ à), á) òåîðåìû 1.3.

Çíàÿ çíà÷åíèÿ det A , ìîæíî íàéòè çíà÷åíèÿ ix  è ( )1,2iy i =

ñèñòåìû (1.34):

( )
( ) ( )

( )
2

1 1 3 2
1 2 2

1 3 1 3 2

mod ;
[ ]

q q q q
x K

q q q q q

+ −
=

− + −

( ) ( )
( )1 2

2 2 2
1 3 1 3 2

mod ;
[ ]

q q
x K

q q q q q
= −

− + −
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( )
( ) ( )

( )
2
2 3 1 3

1 2 2
1 3 1 3 2

mod ;
[ ]

q q q q
y K

q q q q q

− +
=

− + −

( ) ( )
( )2 3

2 2 2
1 3 1 3 2

mod
[ ]

q q
y K

q q q q q
=

− + −
.             (1.38)

Óñëîâèÿ òåîðåìû 1.3 ìîãóò íå âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ñîñòàâíîãî K.
Åñëè äëÿ K = 5 ñóùåñòâóåò 16 äîïóñòèìûõ ðàñêðàñîê øàáëîíîâ,
êîòîðûå îáðàçóþò áàçèñ, òî äëÿ K = 4 òàêèõ øàáëîíîâ òîëüêî 2:
s1 = (1, 2, 2) è s2 = (2, 2, 3).

Ïðèìåð 1.7 (ðèñ. 1.9):
à) ðàññìîòðèì øàáëîí s1=(1, 2, 2) äëÿ K = 4. Âû÷èñëèì çíà-

ìåíàòåëü äëÿ (1.38):

( ) ( ) ( )2 2
1 3 1 3 2[ ] mod 4q q q q q− + − =

( ) ( )2 21 [3 2 ] 1 mod 4 3 mod 4 .= − ⋅ − ≡ − ≡

Òîãäà

( ) ( )2 1
1 [1 1 2 2 ] 3 1 mod4 ;x −= ⋅ + − ⋅ ≡  ( ) ( )2

2 mod4 2 mod4 ;3x ≡ − ≡

Ðèñ. 1.9



Г Л А В А  1. Построение линейной мозаики

237

( ) ( )2 1
1 [2 2 1 2 ]3 2 mod4 ;y −= − ⋅ + ≡  ( )2

22 0 mod 4 ;3y = − ⋅ ≡

á) ïóñòü ( )1 1,4,2s =  è Ê = 5. Îïðåäåëèì çíàìåíàòåëü äëÿ (1.38):

 ( ) ( )2 21 1 2 4 2 mod5 − ⋅ + − ≡  .

Òîãäà

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

1 2

2

1 2

1 1 2 4 3 4
mod5 1 mod5 ; 3 mod5 ;

2 2 2
4 2 1 2 10 4 2

0 mod5 ; 4 mod5 .
2 2 2

x x

y y

⋅ + − − −
= ≡ ≡ ≡ ≡

− ⋅ + ⋅
= = ≡ = ≡

1.6. ЛИНЕЙНАЯ СИСТЕМА
ДЛЯ ПРОИЗВОЛЬНЫХ ЦВЕТНЫХ ШАБЛОНОВ

Èñïîëüçîâàíèå øàáëîíîâ â êîëè÷åñòâå áîëåå îäíîãî ïðèâîäèò
ê íîâûì îñëîæíåíèÿì ïðè ðåøåíèè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Åñëè
ðàíüøå èñïîëüçîâàëñÿ îäèí øàáëîí, òî åãî äâîéñòâåííîå ïîëî-
æåíèå ðàñöåíèâàëîñü êàê âòîðîé øàáëîí, åñëè òîëüêî îí íå áûë
ñàìîäâîéñòâåííûì. Åñëè âçÿòü áîëüøå øàáëîíîâ, òî òåïåðü êà-
æäûé ñàìîäâîéñòâåííûé øàáëîí âûñòóïàåò êàê îäèí øàáëîí, à
îñòàëüíûå – êàê äâà. Ýòî ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ ïðèíöèïèàëüíî
ðàçíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, à ñëåäîâàòåëüíî, ê ðàçëè÷íûì ñïîñî-
áàì èõ ðåøåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Äâà øàáëîíà s1 è s2 íàçûâàþòñÿ êðàòíûìè,
åñëè ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî λ òàêîå, ÷òî s1 = λ s2.

Î÷åâèäíî, ÷òî êðàòíûå øàáëîíû ìîãóò çàìåíÿòü äðóã äðóãà
ïðè íàëîæåíèè íà ïîëå, ò. å. îáà øàáëîíà ðàâíîñèëüíû îäíîìó.

Ðàññìîòðèì äâà íåêðàòíûõ øàáëîíà s1 = (β1, β2, ..., βk) è s2 =
= (γ1, γ2, ..., γl), ãäå βi, γj ∈  Q \ {0} (1≤ i ≤ k; 1≤ j ≤ l; k ≤ l). Âîçìî-
æíû ÷åòûðå ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Îáà øàáëîíà ñàìîäâîéñòâåííûå. Òîãäà ñèñòåìó
óðàâíåíèé ñîñòàâëÿþò êàê äëÿ äâóõ ðàçíûõ øàáëîíîâ. ×òîáû
ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé áûëî åäèíñòâåííûì, äëÿ íèõ äîëæ-
íî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

 n + 2 = k + l.                              (1.39)

Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå çíà÷åíèÿ k è l, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñò-
âóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé. Åñëè k = l = 2,
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òî n = 2 è îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ðàâåí 1 1

1 1

β γ
β γ

= 0, òàê êàê îáå

ñòðîêè ñîâïàäàþò.
Òåîðåìà 1.4. Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû óðàâíåíèé òèïà (1.2) äëÿ

äâóõ ñàìîäâîéñòâåííûõ øàáëîíîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
(1.39), ñ ïàðàìåòðàìè k = 2 è ñ ïðîèçâîëüíûì l≥ 3 ðàâåí

 ( ) 11
1

1

1
l

il
l i

i

+−
+ −

=

β − γ∑ , åñëè l ≡ 1(mod 2)

è 0, åñëè l ≡ 0(mod 2).                     (1.40)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïðè òàêèõ ïàðàìåòðàõ n = l, òî îïðå-
äåëèòåëü ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû áóäåò èìåòü l — 1 ñòîëáöîâ
äëÿ ïåðâîãî øàáëîíà è îäèí ñòîëáåö äëÿ âòîðîãî øàáëîíà. Ïåð-
âûé øàáëîí ðàâåí s1 = (β1, β1), ïîýòîìó îïðåäåëèòåëü èìååò âèä

 

1 1

1 1 2

1 3

1 1 2

1 1

0 .....

.....

0 .....

..... ..... ..... .....

..... ..... ..... .....

0 0

0 0 ...

β γ
β β γ

β γ

β β γ
β γ

 .                (1.41)

Âû÷òåì èç âòîðîé ñòðîêè â (1.41) ïåðâóþ è ðàñêðîåì îïðåäåëèòåëü
ïî ïåðâîìó ñòîëáöó. Ïîëó÷àåì èñõîäíûé îïðåäåëèòåëü ðàçìåðà l — 1,
à â ïîñëåäíåì ñòîëáöå – ýëåìåíò γ2 — γ1. Ïðîäîëæàÿ ýòè îïåðàöèè,
ïîëó÷àåì â èòîãå âûðàæåíèå (1.40). Íî òàê êàê γi = γl+1-i (i > 0), òî
äëÿ l ÷åòíîãî ïîëó÷èì ñèììåòðè÷íûå ýëåìåíòû ñ ïðîòèâîïîëî-
æíûìè çíàêàìè, ÷òî ïðèâåäåò ê èõ âçàèìíîìó óíè÷òîæåíèþ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ÷åòíûõ çíà÷åíèé l ñèñòåìà èìååò çàâè-
ñèìûå óðàâíåíèÿ, è ïîñêîëüêó n óìåíüøàòü íåëüçÿ (âòîðîé
øàáëîí íå ïîìåùàåòñÿ íà ïîëå), òî çàäà÷à íåðàçðåøèìà.

Ïðèìåð 1.8. Ðàññìîòðèì øàáëîíû s1 = (2, 2), s2 = (1, 3, 2, 3, 1)
äëÿ K = n = 5 (ðèñ. 1.10).

Ñîñòàâëÿåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ áàçèñà, ò. å. ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè b1 = 1, à bi = 0 (i = 2, 3, 4,
5). Ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü âòîðîãî øàáëîíà ðàâíà n, åãî ïåðå-
ìåííûì ñîîòâåòñòâóåò îäèí ñòîëáåö. Ïðè ýòîì ïåðåìåííûå äëÿ
ïåðâîãî øàáëîíà îáîçíà÷àåì xi (i = 1, 2, 3, 4), à äëÿ âòîðîãî – x5:
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2x1  +      +   x5 = 1

2x1  + 2 x2 +      + 3x5 = 0

     + 2 x2 + 2 x3 +      + 2x5 = 0    mod 5.     (1.42)

                2 x3 + 2 x4 + 3x5 = 0
2 x4 +    x5 = 0

Îáîçíà÷àåì ìàòðèöó ñèñòåìû (1.42) êàê À, à ìàòðèöû äëÿ ïåðå-
ìåííûõ – Ài (1 ≤ i ≤ 5). Òîãäà

 À = 

2 0 0 0 1

2 2 0 0 3

0 2 2 0 2

0 0 2 2 3

0 0 0 2 1

 
 
 
 
 
 
 
 

, À1 =

1 0 0 0 1

0 2 0 0 3

0 2 2 0 2

0 0 2 2 3

0 0 0 2 1

 
 
 
 
 
 
 
 

, À2 =

2 1 0 0 1

2 0 0 0 3

0 0 2 0 2

0 0 2 2 3

0 0 0 2 1

 
 
 
 
 
 
 
 

,

À3 = 

2 0 1 0 1

2 2 0 0 3

0 2 0 0 2

0 0 0 2 3

0 0 0 2 1

 
 
 
 
 
 
 
 

,

À4 = 

2 0 0 1 1

2 2 0 0 3

0 2 2 0 2

0 0 2 0 3

0 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 
 
 

,

À5 = 

2 0 0 0 1

2 2 0 0 0

0 2 2 0 0

0 0 2 2 0

0 0 0 2 0

 
 
 
 
 
 
 
 

.

Ïðè âû÷èñëåíèè îïðåäåëèòåëåé
ýòèõ ìàòðèö ïîñëåäîâàòåëüíî
âû÷èòàåì âåðõíèå ñòðîêè èç Ðèñ. 1.10
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íèæíèõ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

detÀ = 24 (1 — 3 + 2 — 3 + 1) = —2(mod 5),

detÀ1 = 23 (1 — 3 + 2 — 3) = —24 = 1(mod 5),

detÀ2 = 23 (1 — 3 + 2) = 0(mod 5), detÀ3 = 23 (1 — 3) = 4(mod 5),

detÀ4 =—23 (1) = 2(mod 5),detÀ5 = 24 = 1(mod 5).

Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ðàâíû

xi = 
det
det

iA
A

 èëè x1 = 2, x2 = 0, x3 = 3, x4 = 4, x5 = 2.

Ïðîâåðÿåì ýòî ðåøåíèå íà øàáëîíàõ.
Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ áàçèñ äëÿ äðóãèõ åäèíèö â ïðàâîé ÷àñòè

ñèñòåìû (1.42).
Ðàññìîòðèì, êàê ñòðîèòü áàçèñ äëÿ b3 = 0. Ìàòðèöà À áóäåò

òàêàÿ æå, à ìàòðèöû Ài  (i = 1, 2, 3, 4, 5) èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

À1 =

0 0 0 0 1

0 2 0 0 3

1 2 2 0 2

0 0 2 2 3

0 0 0 2 1

 
 
 
 
 
 
 
 

, À2 =

2 0 0 0 1

2 0 0 0 3

0 1 2 0 2

0 0 2 2 3

0 0 0 2 1

 
 
 
 
 
 
 
 

, À3 = 

2 0 0 0 1

2 2 0 0 3

0 2 1 0 2

0 0 0 2 3

0 0 0 2 1

 
 
 
 
 
 
 
 

,

À4 = 

2 0 0 0 1

2 2 0 0 3

0 2 2 1 2

0 0 2 0 3

0 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 
 
 

, À5 = 

2 0 0 0 0

2 2 0 0 0

0 2 2 0 1

0 0 2 2 0

0 0 0 2 0

 
 
 
 
 
 
 
 

.

Îòñþäà

detÀ1 = —8 = 2(mod 5), detÀ2 = —16 = —1(mod 5), detÀ3 = —1(mod 5),

detÀ4 =—23 = 2(mod 5), detÀ5 = 24 = 1(mod 5)

èëè x1= 4, x2 = 3, x3 = 3, x4 = 4, x5 = 2.

 Ïðîâåðÿåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íà øàáëîíàõ (ðèñ. 1.11).
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Ñëó÷àé 2. Èç äâóõ øàáëîíîâ
òîëüêî ïåðâûé ñàìîäâîéñòâåííûé.
Òîãäà ñèñòåìó óðàâíåíèé ñîñòàâëÿ-
þò êàê äëÿ òðåõ ðàçíûõ øàáëîíîâ.
×òîáû ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíå-
íèé áûëî åäèíñòâåííûì, äëÿ íèõ
ñîãëàñíî (1.12) äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ óñëîâèå

 2n + 3 = k + 2l.       (1.43)

Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå
çíà÷åíèÿ k è l, äëÿ êîòîðûõ ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñ-
òåìû óðàâíåíèé (1.43). Î÷åâèäíî,
÷òî k ≡ 1(mod 2). Èç óñëîâèÿ n ≥ l
ñëåäóåò, ÷òî n = (k + 2l — 3)/2 ≥ l
èëè k ≥ 3. Åñëè k < 3, òî ÷èñëî
óðàâíåíèé âñåãäà áîëüøå ÷èñëà
ïåðåìåííûõ, è ðåøåíèÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé íå ñóùåñòâóåò. Äëÿ k = 3
ñëåäóåò n = l, ïîýòîìó äâà ïîñëåä-
íèõ ñòîëáöà â ìàòðèöå îòâåäåíû
ïàðàìåòðàì âòîðîãî øàáëîíà. Íà-
ïðèìåð, äëÿ k = 3 (à n = l = 4) ïî-
ëó÷àåì ñèñòåìó ñ ìàòðèöåé ÷åòâåð-
òîãî ïîðÿäêà, ãäå ïåðâûå äâà ñòîëáöà çàíèìàþò ïàðàìåòðû ïåðâîãî
ñàìîäâîéñòâåííîãî øàáëîíà, à ïîñëåäíèå ñòîëáöû – ïàðàìåòðû
âòîðîãî øàáëîíà è äâîéñòâåííîãî åìó, ò. å.

À = 

1 1 4

2 1 2 3

1 2 3 2

1 4 1

0

0

β γ γ 
 β β γ γ 
 β β γ γ
 

β γ γ 

.

 ×òîáû âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû, âû÷òåì ïåðâóþ
ñòðîêó èç òðåòüåé, à ÷åòâåðòóþ èç âòîðîé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

À = 

1 1 4

2 2 4 3 1

2 3 1 2 4

1 4 1

0

0

0

0

β γ γ 
 β γ − γ γ − γ 
 β γ − γ γ − γ
 

β γ γ 

.

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

1 3 2 3 1

1 3 2 3 1

↓
0 0 1 0 0 mod 5

Ðèñ. 1.11
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Îòñþäà

detÀ = ( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 2
1 2 4 3 1 2 1 4 1 2 3 4 1 22 β γ − γ − γ − γ +β γ − γ + β β γ γ − γ γ  .

Ñóùåñòâóþò ïàðàìåòðû äëÿ äâóõ øàáëîíîâ, ïðè êîòîðûõ ýòîò
îïðåäåëèòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ, òîãäà ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå.

 Ïðèìåð 1.9. Ðàññìîòðèì øàáëîíû s1= (1,2,1), s2 = (1,3,4,4) äëÿ
K = 5 è n = 4. Äëÿ ïåðâîãî øàáëîíà èìååì 2 ïåðåìåííûå, à äëÿ
âòîðîãî (òàê êàê îí íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííûì) – òîæå äâå
ïåðåìåííûå. Ñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ áàçè-
ñà ðåøåíèé, ò. å. ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè b1 = 1, à bi = 0 (i = 2, 3, 4, 5):

1 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4

4 1

2 3 4 0
mod5.

2 4 3 0

4 0

x x x

x x x x

x x x x

x x x

+ + + = 
+ + + = 
+ + + = 
+ + = 

             (1.44)

Ìàòðèöà À ñèñòåìû (1.44) è ìàòðèöû Ài  äëÿ ïåðåìåííûõ èìåþò âèä

À = 

1 0 1 4

2 1 3 4

1 2 4 3

0 1 4 1

 
 
 
 
 
 

, À1 = 

1 0 1 4

0 1 3 4

0 2 4 3

0 1 4 1

 
 
 
 
 
 

,

À2 = 

1 1 1 4

2 0 3 4

1 0 4 3

0 0 4 1

 
 
 
 
 
 

,

À3 = 

1 0 1 4

2 1 0 4

1 2 0 3

0 1 0 1

 
 
 
 
 
 

, À4 = 

1 0 1 1

2 1 3 0

1 2 4 0

0 1 4 0

 
 
 
 
 
 

.

 Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ

detÀ = —1(mod 5), detÀ1 =1(mod 5),

detÀ2 = —2(mod 5),

detÀ3 = 1(mod 5), detÀ4 =—2(mod 5)
èëè x1= 4, x2 = 2, x3 = 4, x4 = 2.

Ïðîâåðÿåì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ íà
øàáëîíàõ (ðèñ. 1.12).

1 2 1

1 2 1

1 2 1

1 2 1

1 2 1

1 2 1

1 3 4 4

1 3 4 4

1 3 4 4

1 3 4 4

4 4 3 1

4 4 3 1

↓

1 0 0 0 mod 5

Ðèñ. 1.12
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Ñëó÷àé 3. Èç äâóõ øàáëîíîâ âòîðîé ñàìîäâîéñòâåííûé. Òîãäà
ñèñòåìó óðàâíåíèé, êàê è â ñëó÷àå 2, ñîñòàâëÿþò äëÿ òðåõ ðàçíûõ
øàáëîíîâ. ×òîáû ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé áûëî åäèíñòâåí-
íûì, äëÿ íèõ ñîãëàñíî (1.12) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

 2n + 3 = 2k + l.                              (1.45)

Î÷åâèäíî, ÷òî l ≡ 1(mod 2). Èç óñëîâèÿ n ≥ l âûòåêàåò, ÷òî 2k — 3 ≥ n.
Îòñþäà èìååì k ≥ 4, l ≥ 5, à n ≥ 5. Âû÷èñëÿòü îïðåäåëèòåëè òà-
êèõ ðàçìåðîâ âñëåäñòâèå ýòîãî äîñòàòî÷íî ñëîæíî, ïîýòîìó äî-
ñòàòî÷íî äàííûõ, ÷òîáû èññëåäîâàòü èõ ñòðóêòóðó. Äëÿ êîíêðåò-
íûõ äàííûõ äåëàåì òå æå âû÷èñëåíèÿ, ÷òî è â ñëó÷àå 2 è ñòðîèì
ñîîòâåòñòâóþùèå îáðàçû ïî øàáëîíàì.

Ñëó÷àé 4. Îáà øàáëîíà íå ÿâëÿþòñÿ ñàìîäâîéñòâåííûìè.
Òîãäà ñèñòåìó óðàâíåíèé ñîñòàâëÿþò êàê äëÿ ÷åòûðåõ ðàçíûõ
øàáëîíîâ. ×òîáû ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé áûëî åäèíñòâåí-
íûì, äëÿ íèõ ñîãëàñíî (1.12) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

 3n + 4 = 2k + 2l.                              (1.46)

Â ýòîì ñëó÷àå n ≡ 0(mod 2). Íåïîñðåäñòâåííî ìîæíî óáåäèòüñÿ,
÷òî n ≥ 6. Ïðè ýòîì âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ k = 5, n = l = 6. Âû÷èñ-
ëÿÿ îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ çàäàííûõ ïàðàìåòðîâ
øàáëîíîâ, íàõîäèì çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äëÿ êàæäîãî øàáëîíà
è ñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèé îáðàç.

 Ïðèìåð 1.10. Ïóñòü s1 = (1, 3, 4, 4, 2), s2 = (2, 3, 4, 4, 1, 3) äëÿ
K = 5, k = 5 è n = l = 6.

 Ñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ áàçèñà ðå-
øåíèé, ò. å. ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè b1 = 1, à bi = 0 (i = 2, 3, 4, 5, 6).
Ïðè ýòîì ïåðâûå ÷åòûðå ïåðåìåííûõ îòâîäÿòñÿ ïåðâîìó øàáëî-
íó, îñòàëüíûå äâå – âòîðîìó:

1 3 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

2 4 5 6

2 2 3 1

3 4 2 3 0

4 3 4 4 4 4 0

4 4 3 4 4 4 0

0

2 4 3 3 0

2 3 2 0

0 0

0 0

0

x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x x x x

+ + + =
+ + + + + =
+ + + + + =
+ + + + + =
+ + + + + =

+ + + =

  mod 5.   (1.47)

Ìàòðèöà À ñèñòåìû (1.47) è ìàòðèöû Ài äëÿ ïåðåìåííûõ
èìåþò âèä
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À =

1 0 2 0 2 3

3 1 4 2 3 1

4 3 4 4 4 4

4 4 3 4 4 4

2 4 1 3 1 3

0 2 0 1 3 2

 
 
 
 
 
 
 
  
 

, À1 =

1 0 2 0 2 3

0 1 4 2 3 1

0 3 4 4 4 4

0 4 3 4 4 4

0 4 1 3 1 3

0 2 0 1 3 2

 
 
 
 
 
 
 
  
 

,

À2 =

1 1 2 0 2 3

3 0 4 2 3 1

4 0 4 4 4 4

4 0 3 4 4 4

2 0 1 3 1 3

0 0 0 1 3 2

 
 
 
 
 
 
 
  
 

, À3 =

1 0 1 0 2 3

3 1 0 2 3 1

4 3 0 4 4 4

4 4 0 4 4 4

2 4 0 3 1 3

0 2 0 1 3 2

 
 
 
 
 
 
 
  
 

,

À4 = 

1 0 2 1 2 3

3 1 4 0 3 1

4 3 4 0 4 4

4 4 3 0 4 4

2 4 1 0 1 3

0 2 0 0 3 2

 
 
 
 
 
 
 
  
 

, À5 = 

1 0 2 0 1 3

3 1 4 2 0 1

4 3 4 4 0 4

4 4 3 4 0 4

2 4 1 3 0 3

0 2 0 1 0 2

 
 
 
 
 
 
 
  
 

,

À6 = 

1 0 2 0 2 1

3 1 4 2 3 0

4 3 4 4 4 0

4 4 3 4 4 0

2 4 1 3 1 0

0 2 0 1 3 0

 
 
 
 
 
 
 
  
 

.

Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì çíà÷åíèÿ

detÀ = —87=3(mod 5), detÀ1 = —11 = 4(mod 5),

detÀ2 = —12 = 3(mod 5), detÀ3 = —12 = 3(mod 5),

detÀ4 = 47 = 2(mod 5), detÀ5 = 7 = 2(mod 5), detÀ6 = —22 = 3(mod 5),

èëè x1= 3, x2 = x3 = 1, x4 = x5 = 4, x6 = 1.

Ïðîâåðèì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íà øàáëîíàõ (ðèñ. 1.13).
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Äëÿ êîëè÷åñòâà øàáëîíîâ
áîëüøå äâóõ ìîæíî òàêæå óñïåø-
íî ñòðîèòü ëèíåéíóþ ìîçàèêó,
îäíàêî íàëè÷èå íåñàìîäâîéñò-
âåííûõ øàáëîíîâ òðåáóåò äëÿ
íèõ îòäåëüíîé ïåðåìåííîé â ñî-
îòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå óðàâíå-
íèé, ò. å. îáùåå ÷èñëî øàáëî-
íîâ óâåëè÷èâàåòñÿ.

 Ïðèìåð 1.11. Ïóñòü K=7, k =
= 10, l = 11, m = n = 12 è çàäàíû
òðè íåñàìîäâîéñòâåííûõ øàá-
ëîíà: s1 = (2, 5, 1, 2, 6, 3, 2, 1,
4, 5), s2 = (3, 4, 2, 1, 4, 5, 6, 5,
5, 3, 6), s3 = (5, 2, 1, 4, 4, 3, 2,
2, 1, 3, 3, 6).

Ñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ñè-
ñòåìó óðàâíåíèé äëÿ áàçèñà ðå-
øåíèé ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè b1 = 1,
à bi = 0 (i = 2, 3, 4, 5, 6). Ïðè ýòîì
ïåðâûå øåñòü ïåðåìåííûõ îòâî-
äÿòñÿ ïåðâîìó øàáëîíó, ÷åòûðå –
âòîðîìó è äâà – òðåòüåìó:

2õ1 + 5õ4 + 3õ7 + 6õ9 + 5õ11+ 6õ12= 1

5õ1 + 2õ2 + 4õ4 + 5õ5 + 4õ7 + 3õ8 + 3õ9 + 6õ10+ 2õ11+ 3õ12= 0

2õ1 + 5õ2 + 2õ3 + 5õ4 + 4õ5 + 5õ6 + 2õ7 + 4õ8 + 5õ9 + 3õ10+ 5õ11+ 3õ12= 0

2õ1 + 2õ2 + 5õ3 + 2õ4 + 5õ5 + 4õ6 + 3õ7 + 2õ8 + 5õ9 + 5õ10+ 4õ11+ 6õ12= 0

6õ1 + 2õ2 + 2õ3 + 3õ4 + 2õ5 + 5õ6 + 4õ7 + 3õ8 + 6õ9 + 5õ10+ 4õ11+ 2õ12= 0

3õ1 + 6õ2 + 2õ3 + 6õ4 + 3õ5 + 2õ6 + 5õ7 + 4õ8 + 5õ9 + 6õ10+ 3õ11+ 2õ12= 0

2õ1 + 3õ2 + 6õ3 + 2õ4 + 6õ5 + 3õ6 + 6õ7 + 5õ8 + 4õ9 + 5õ10+ 2õ11+ 3õ12= 0
 mod 7.

2õ1 + 2õ2 + 3õ3 + 5õ4 + 2õ5 + 6õ6 + 5õ7 + 6õ8 + 6õ9 + 4õ10+ 2õ11+ 4õ12= 0

4õ1 + 2õ2 + 2õ3 + 5õ4 + 5õ5 + 2õ6 + 5õ7 + 5õ8 + 2õ9 + 6õ10+ 5õ11+ 4õ12= 0

5õ1 + 4õ2 + 2õ3 + 2õ4 + 5õ5 + 5õ6 + 3õ7 + 5õ8 + 4õ9 + 2õ10+ 3õ11+ 6õ12= 0

2õ1 + 5õ2 + 4õ3 + 5õ4 + 2õ5 + 5õ6 + 6õ7 + 3õ8 + 3õ9 + 4õ10+ 3õ11+ 2õ12= 0

2õ1 + 5õ3 + 5õ4 + 2õ6 + 6õ8 + 3õ10+ 6õ11+ 5õ12= 0

Ìàòðèöà À ñèñòåìû (1.48) è ìàòðèöû Ài (i = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,
9, 10, 11, 12) äëÿ ïåðåìåííûõ èìåþò âèä

1 3 4 4 2

1 3 4 4 2

1 3 4 4 2

1 3 4 4 2

2 4 4 3 1

2 4 4 3 1

2 4 4 3 1

2 4 4 3 1

2 4 4 3 1

2 3 4 4 1 3

2 3 4 4 1 3

2 3 4 4 1 3

2 3 4 4 1 3

3 1 4 4 3 2

↓

16 35 55 55 30 20

1 0 0 0 0 0 mod 5

Ðèñ. 1.13

(1.48)
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À =

 

2 0 0 5 0 0 3 0 6 0 5 6

5 2 0 4 5 0 4 3 3 6 2 3

1 5 2 1 4 5 2 4 5 3 1 3

2 1 5 2 1 4 1 2 5 5 4 1

6 2 1 3 2 1 4 1 6 5 4 2

3 6 2 6 3 2 5 4 5 6 3 2

2 3 6 2 6 3 6 5 4 5 2 3

1 2 3 1 2 6 5 6 1 4 2 4

4 1 2 5 1 2 5 5 2 1 1 4

5 4 1 2 5 1 3 5 4 2 3 1

0 5 4 0 2 5 6 3 3 4 3 2

0 0 5 0 0 2 0 6 0 3 6 5

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, À1 =

 

1 0 0 5 0 0 3 0 6 0 5 6

0 2 0 4 5 0 4 3 3 6 2 3

0 5 2 1 4 5 2 4 5 3 1 3

0 1 5 2 1 4 1 2 5 5 4 1

0 2 1 3 2 1 4 1 6 5 4 2

0 6 2 6 3 2 5 4 5 6 3 2

0 3 6 2 6 3 6 5 4 5 2 3

0 2 3 1 2 6 5 6 1 4 2 4

0 1 2 5 1 2 5 5 2 1 1 4

0 4 1 2 5 1 3 5 4 2 3 1

0 5 4 0 2 5 6 3 3 4 3 2

0 0 5 0 0 2 0 6 0 3 6 5

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,

À2 =

 

2 1 0 5 0 0 3 0 6 0 5 6

5 0 0 4 5 0 4 3 3 6 2 3

1 0 2 1 4 5 2 4 5 3 1 3

2 0 5 2 1 4 1 2 5 5 4 3

6 0 1 3 2 1 4 1 6 5 4 1

3 0 2 6 3 2 5 4 5 6 3 2

2 0 6 2 6 3 6 5 4 5 2 2

1 0 3 1 2 6 5 6 1 4 2 4

4 0 2 5 1 2 5 5 2 1 1 4

5 0 1 2 5 1 3 5 4 2 3 1

0 0 4 0 2 5 6 3 3 4 3 2

0 0 5 0 0 2 0 6 0 3 6 5

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, À3 =

 

2 0 1 5 0 0 3 0 6 0 5 6

5 2 0 4 5 0 4 3 3 6 2 3

1 5 0 1 4 5 2 4 5 3 1 3

2 1 0 2 1 4 1 2 5 5 4 3

6 2 0 3 2 1 4 1 6 5 4 1

3 6 0 6 3 2 5 4 5 6 3 2

2 3 0 2 6 3 6 5 4 5 2 2

1 2 0 1 2 6 5 6 1 4 2 4

4 1 0 5 1 2 5 5 2 1 1 4

5 4 0 2 5 1 3 5 4 2 3 1

0 5 0 0 2 5 6 3 3 4 3 2

0 0 0 0 0 2 0 6 0 3 6 5

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,

À4 =

 

2 0 0 1 0 0 3 0 6 0 5 6

5 2 0 0 5 0 4 3 3 6 2 3

1 5 2 0 4 5 2 4 5 3 1 3

2 1 5 0 1 4 1 2 5 5 4 1

6 2 1 0 2 1 4 1 6 5 4 2

3 6 2 0 3 2 5 4 5 6 3 2

2 3 6 0 6 3 6 5 4 5 2 3

1 2 3 0 2 6 5 6 1 4 2 4

4 1 2 0 1 2 5 5 2 1 1 4

5 4 1 0 5 1 3 5 4 2 3 1

0 5 4 0 2 5 6 3 3 4 3 2

0 0 5 0 0 2 0 6 0 3 6 5

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, À5 =

 

2 0 0 5 1 0 3 0 6 0 5 6

5 2 0 4 0 0 4 3 3 6 2 3

1 5 2 1 0 5 2 4 5 3 1 3

2 1 5 2 0 4 1 2 5 5 4 1

6 2 1 3 0 1 4 1 6 5 4 2

3 6 2 6 0 2 5 4 5 6 3 2

2 3 6 2 0 3 6 5 4 5 2 3

1 2 3 1 0 6 5 6 1 4 2 4

4 1 2 5 0 2 5 5 2 1 1 4

5 4 1 2 0 1 3 5 4 2 3 1

0 5 4 0 0 5 6 3 3 4 3 2

0 0 5 0 0 2 0 6 0 3 6 5

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,
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À6 =

 

2 0 0 5 0 1 3 0 6 0 5 6

5 2 0 4 5 0 4 3 3 6 2 3

1 5 2 1 4 0 2 4 5 3 1 3

2 1 5 2 1 0 1 2 5 5 4 1

6 2 1 3 2 0 4 1 6 5 4 2

3 6 2 6 3 0 5 4 5 6 3 2

2 3 6 2 6 0 6 5 4 5 2 3

1 2 3 1 2 0 5 6 1 4 2 4

4 1 2 5 1 0 5 5 2 1 1 4

5 4 1 2 5 0 3 5 4 2 3 1

0 5 4 0 2 0 6 3 3 4 3 2

0 0 5 0 0 0 0 6 0 3 6 5

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, À7 =

 

2 0 0 5 0 0 1 0 6 0 5 6

5 2 0 4 5 0 0 3 3 6 2 3

1 5 2 1 4 5 0 4 5 3 1 3

2 1 5 2 1 4 0 2 5 5 4 1

6 2 1 3 2 1 0 1 6 5 4 2

3 6 2 6 3 2 0 4 5 6 3 2

2 3 6 2 6 3 0 5 4 5 2 3

1 2 3 1 2 6 0 6 1 4 2 4

4 1 2 5 1 2 0 5 2 1 1 4

5 4 1 2 5 1 0 5 4 2 3 1

0 5 4 0 2 5 0 3 3 4 3 2

0 0 5 0 0 2 0 6 0 3 6 5

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,

À8 =

 

2 0 0 5 0 0 3 1 6 0 5 6

5 2 0 4 5 0 4 0 3 6 2 3

1 5 2 1 4 5 2 0 5 3 1 3

2 1 5 2 1 4 1 0 5 5 4 1

6 2 1 3 2 1 4 0 6 5 4 2

3 6 2 6 3 2 5 0 5 6 3 2

2 3 6 2 6 3 6 0 4 5 2 3

1 2 3 1 2 6 5 0 1 4 2 4

4 1 2 5 1 2 5 0 2 1 1 4

5 4 1 2 5 1 3 0 4 2 3 1

0 5 4 0 2 5 6 0 3 4 3 2

0 0 5 0 0 2 0 0 0 3 6 5

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, À9 =

 

2 0 0 5 0 0 3 0 1 0 5 6

5 2 0 4 5 0 4 3 0 6 2 3

1 5 2 1 4 5 2 4 0 3 1 3

2 1 5 2 1 4 1 2 0 5 4 1

6 2 1 3 2 1 4 1 0 5 4 2

3 6 2 6 3 2 5 4 0 6 3 2

2 3 6 2 6 3 6 5 0 5 2 3

1 2 3 1 2 6 5 6 0 4 2 4

4 1 2 5 1 2 5 5 0 1 1 4

5 4 1 2 5 1 3 5 0 2 3 1

0 5 4 0 2 5 6 3 0 4 3 2

0 0 5 0 0 2 0 6 0 3 6 5

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,

À10 =

 

2 0 0 5 0 0 3 0 6 1 5 6

5 2 0 4 5 0 4 3 3 0 2 3

1 5 2 1 4 5 2 4 5 0 1 3

2 1 5 2 1 4 1 2 5 0 4 1

6 2 1 3 2 1 4 1 6 0 4 2

3 6 2 6 3 2 5 4 5 0 3 2

2 3 6 2 6 3 6 5 4 0 2 3

1 2 3 1 2 6 5 6 1 0 2 4

4 1 2 5 1 2 5 5 2 0 1 4

5 4 1 2 5 1 3 5 4 0 3 1

0 5 4 0 2 5 6 3 3 0 3 2

0 0 5 0 0 2 0 6 0 0 6 5

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, À11 =

2 0 0 5 0 0 3 0 6 0 1 6

5 2 0 4 5 0 4 3 3 6 0 3

1 5 2 1 4 5 2 4 5 3 0 3

2 1 5 2 1 4 1 2 5 5 0 1

6 2 1 3 2 1 4 1 6 5 0 2

3 6 2 6 3 2 5 4 5 6 0 2

2 3 6 2 6 3 6 5 4 5 0 3

1 2 3 1 2 6 5 6 1 4 0 4

4 1 2 5 1 2 5 5 2 1 0 4

5 4 1 2 5 1 3 5 4 2 0 1

0 5 4 0 2 5 6 3 3 4 0 2

0 0 5 0 0 2 0 6 0 3 0 5

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,
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 À12 =

 

2 0 0 5 0 0 3 0 6 0 5 1

5 2 0 4 5 0 4 3 3 6 2 0

1 5 2 1 4 5 2 4 5 3 1 0

2 1 5 2 1 4 1 2 5 5 4 0

6 2 1 3 2 1 4 1 6 5 4 0

3 6 2 6 3 2 5 4 5 6 3 0

2 3 6 2 6 3 6 5 4 5 2 0

1 2 3 1 2 6 5 6 1 4 2 0

4 1 2 5 1 2 5 5 2 1 1 0

5 4 1 2 5 1 3 5 4 2 3 0

0 5 4 0 2 5 6 3 3 4 3 0

0 0 5 0 0 2 0 6 0 3 6 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.

×òîáû ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé áûëî åäèíñòâåííûì, äëÿ
íèõ ñîãëàñíî (1.12) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

5n + 6 = 2k + 2l + 2m.                   (1.49)

Òàê êàê äëèíà ïåðâîãî øàáëîíà k = 10, âòîðîãî l = 11, à òðåòüåãî
m = 12, òî ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ.

Âû÷èñëÿåì îïðåäåëèòåëè, à çàòåì çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ïî

ôîðìóëå: xi = 
det
det

iA
A

 (1≤ i≤ 12). Èòàê,

detÀ = —134360512 = 1(mod 7), detÀ1 = 15447968 = 4(mod 7),

detÀ2 = 11582834 = 4(mod 7), detÀ3 =10599574 = 6(mod 7),

detÀ4 = —8637306 = 1(mod 7), detÀ5 =—10961246 = 5(mod 7),

detÀ6 = 2527520 = 3(mod 7), detÀ7= —5879492 = 4(mod 7),

detÀ8 = 2384680 = 4(mod 7), detÀ9 = —6236088 = 2(mod 7),

detÀ10 = 8341468 = 2(mod 7), detÀ11 = —14961574 = 2(mod 7),

detÀ12 = 1298826 = 4(mod 7).

Îïðåäåëÿåì ðåøåíèå ñèñòåìû

x1 = x2 = 4, x3  = 6, x4  = 1, x5  = 5, x6 = 3, x7 = 4,

x8 = 4, x9 = x19 = x11 = 2, x12 = 4.
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Ïðîâåðÿåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íà øàáëîíàõ (ðèñ. 1.14).

2 5 1 2 6 3 2 1 4 5
2 5 1 2 6 3 2 1 4 5
2 5 1 2 6 3 2 1 4 5
2 5 1 2 6 3 2 1 4 5

2 5 1 2 6 3 2 1 4 5
2 5 1 2 6 3 2 1 4 5
2 5 1 2 6 3 2 1 4 5
2 5 1 2 6 3 2 1 4 5

2 5 1 2 6 3 2 1 4 5
2 5 1 2 6 3 2 1 4 5
2 5 1 2 6 3 2 1 4 5
2 5 1 2 6 3 2 1 4 5
2 5 1 2 6 3 2 1 4 5
2 5 1 2 6 3 2 1 4 5

5 4 1 2 3 6 2 1 5 2
5 4 1 2 3 6 2 1 5 2
5 4 1 2 3 6 2 1 5 2
5 4 1 2 3 6 2 1 5 2
5 4 1 2 3 6 2 1 5 2
5 4 1 2 3 6 2 1 5 2

5 4 1 2 3 6 2 1 5 2
5 4 1 2 3 6 2 1 5 2
5 4 1 2 3 6 2 1 5 2

3 4 2 1 4 5 6 5 5 3 6
3 4 2 1 4 5 6 5 5 3 6
3 4 2 1 4 5 6 5 5 3 6
3 4 2 1 4 5 6 5 5 3 6

3 4 2 1 4 5 6 5 5 3 6
3 4 2 1 4 5 6 5 5 3 6
3 4 2 1 4 5 6 5 5 3 6
3 4 2 1 4 5 6 5 5 3 6

6 3 5 5 6 5 4 1 2 4 3
6 3 5 5 6 5 4 1 2 4 3

6 3 5 5 6 5 4 1 2 4 3
6 3 5 5 6 5 4 1 2 4 3

5 2 1 4 4 3 2 2 1 3 3 6
5 2 1 4 4 3 2 2 1 3 3 6
6 3 3 1 2 2 3 4 4 1 2 5
6 3 3 1 2 2 3 4 4 1 2 5
6 3 3 1 2 2 3 4 4 1 2 5
6 3 3 1 2 2 3 4 4 1 2 5

↓
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Ðèñ. 1.14
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Г Л А В А  2

ЗАДАЧА ПОСТРОЕНИЯ ДВУМЕРНОЙ
ОДНОЦВЕТНОЙ МОЗАИКИ

2.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Ïåðåéäåì ê äâóìåðíîìó ïîëþ è ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå íà
íåì äèñêðåòíûõ îáðàçîâ. Êàê è ðàíåå, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïîëå
Ï = (πij)m,n çàäàíî â âèäå ïðÿìîóãîëüíèêà, ðàçáèòîãî íà N = mn
êëåòîê, ãäå m  – ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíûõ ãîðèçîíòàëüíûõ êëåòîê
(ñòðîê), à n  – ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíûõ âåðòèêàëüíûõ êëåòîê
(ñòîëáöîâ). Ïî óìîë÷àíèþ áóäåì ñ÷èòàòü äâà ïîëÿ ñ N mn=  êëåò-
êàìè èäåíòè÷íûìè. Ìíîæåñòâó K öâåòîâ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñò-
âèå ìíîæåñòâî ÷èñåë { }0, 1, 2, . . ., 1Q K= − .

Ïóñòü èìååòñÿ íàáîð ñâÿçíûõ ôèãóð, ñîñòîÿùèõ èç êëåòîê
îïðåäåëåííîãî öâåòà (íå ðàâíûõ 0) è íàçûâàåìûõ áëîêàìè èëè
øàáëîíàìè { }1 2, , . . . , pS s s s= . Çäåñü ïîä ñâÿçíîé ôèãóðîé ïîäðà-

çóìåâàåòñÿ ìíîæåñòâî êëåòîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò îáùóþ
ñòîðîíó õîòÿ áû ñ îäíîé êëåòêîé èç ýòîãî ìíîæåñòâà. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî êàæäîãî òèïà øàáëîíîâ îãðàíè÷åíî ÷è-
ñëîì r(t), ãäå t = 1, 2, …, p. Ïîñòðîåíèå ïðîèçâîëüíûõ èçîáðàæå-
íèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ íàëîæåíèÿ íà ïîëå ðàçíûõ øàá-
ëîíîâ, êîòîðûå èìåþò íåáîëüøèå ðàçìåðû è îïðåäåëåííóþ ðàñ-
êðàñêó. Ïðè ýòîì îïåðàöèÿ íàëîæåíèÿ íà îäíó êëåòêó ðàçëè÷-
íûõ öâåòîâ çàäàåòñÿ êàê áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ íà ìíîæåñòâå Q .

Íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó, ñóùåñòâóåò ëè òàêîé íàáîð èç
íàëè÷íîãî çàïàñà øàáëîíîâ, êîòîðûé ïðè îïðåäåëåííîì íàëî-
æåíèè íà ïîëå Ï ñîñòàâèë áû çàäàííîå èçîáðàæåíèå.

Åñëè â ïîëå Ï 1m = , à 1n > , òî îíî ÿâëÿåòñÿ ñòðîêîé, è ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé î ïîñòðîåíèè ëèíåéíîé
ìîçàèêè. Åå ðåøåíèþ ïîñâÿùåíà ãëàâà 1.

Åñëè m , 1n > , òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé
î äâóìåðíîé ìîçàèêå. Â äàííîé ãëàâå ââîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå îïðåäå-
ëåíèÿ, ïîíÿòèÿ è çàëîæåíû îñíîâû ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è.
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Ïðåæäå âñåãî, íåîáõîäèìî òî÷íî îïðåäåëèòü îïåðàöèþ íà-
ëîæåíèÿ öâåòîâ. Â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíîé çàäà÷è ïîä îïå-
ðàöèåé íàëîæåíèÿ (ñëîæåíèÿ) ïîäðàçóìåâàþò ðàçëè÷íûå äåéñò-
âèÿ. Â îáùåì âèäå îïåðàöèþ íàëîæåíèÿ ìîæíî çàäàâàòü áèíàð-
íîé òàáëèöåé. Ðåøèòü çàäà÷ó î ìîçàèêå îçíà÷àåò íàéòè, êàê ïðè
çàäàííîì ñïîñîáå íàêëàäûâàíèÿ ðàñêðàøåííûõ øàáëîíîâ ïî-
ñòðîèòü çàäàííûé îáðàç íà ïëîñêîñòè Ï.

Îïåðàöèÿ íàëîæåíèÿ öâåòîâ ìîæåò çàäàâàòüñÿ ïðîèçâîëüíûì
ñïîñîáîì â âèäå öâåòîâîé òàáëèöû, áèíàðíîé òàáëèöû è òàáëè-
öû ñëîæåíèÿ â êëàññå âû÷åòîâ ïî îïðåäåëåííîìó ìîäóëþ. Íèæå
ïðèâåäåí ïðèìåð öâåòîâîé òàáëèöû (òàáë. 2.1), ãäå â ïåðâîì
ñòîëáöå è ïåðâîé ñòðîêå óêàçàíû öâåòà, à íà ïåðåñå÷åíèè ñîîò-
âåòñòâóþùåé ñòðîêè è ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòîëáöà – öâåò êàê ðå-
çóëüòàò íàëîæåíèÿ (ñëîæåíèÿ). Ïåðâûì óêàçàí áåëûé öâåò, êî-
òîðûé ïðè ñëîæåíèè èãðàåò ðîëü «íóëÿ», òàê êàê îí ïðè ñëîæå-
íèè (îáîçíà÷åíî ñèìâîëîì ⊕) íå èçìåíÿåò äðóãîé öâåò.

Î÷åâèäíî, ÷òî âûïîëíåíèå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ äîëæíî ñîîò-
âåòñòâîâàòü íåêîòîðûì ïðàâèëàì. Íàïðèìåð, îíà äîëæíà áûòü
êîììóòàòèâíîé. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî òðåáîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ,
ïîñêîëüêó òàáëèöà ñèììåòðè÷íà.

Åñëè ïåðåíóìåðîâàòü öâåòà ñ óñëîâèåì, ÷òî áåëûé öâåò = 0,
ãîëóáîé = 1, æåëòûé = 2, êðàñíûé = 3 è ñèíèé = 4, òî ñëîæåíèå
öâåòîâ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå áèíàðíîé òàáëèöû (òàáë. 2.2).

Ãëàâíûé íåäîñòàòîê ýòîé òàáëèöû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñëîæåíèå
íå óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå àññîöèàòèâíîñòè. Íàïðèìåð, (1 ⊕ 2) ⊕ 3 =
= 3 ⊕ 3 = 2. Îäíàêî 1 ⊕ (2 ⊕ 3) = 1 ⊕ 0 = 1 ≠ 2. Ïîýòîìó îïåðàöèÿ
ñëîæåíèÿ äîëæíà áûòü ñèììåòðè÷íîé è àññîöèàòèâíîé. Òàêèì
ñâîéñòâîì îáëàäàåò ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ, â êà÷åñòâå
êîòîðîé ìîæåò âûñòóïàòü ñëîæåíèå â êëàññå âû÷åòîâ ïî êîíå÷-
íîìó ìîäóëþ Ê.

Ò à á ë è ö à  2.1

⊕ Áåëûé Ãîëóáîé Æåëòûé Êðàñíûé Ñèíèé

Áåëûé Áåëûé Ãîëóáîé Æåëòûé Êðàñíûé Ñèíèé

Ãîëóáîé Ãîëóáîé Ñèíèé Êðàñíûé Ñèíèé Êðàñíûé

Æåëòûé Æåëòûé Êðàñíûé Ãîëóáîé Áåëûé Ãîëóáîé

Êðàñíûé Êðàñíûé Ñèíèé Áåëûé Æåëòûé Áåëûé

Ñèíèé Ñèíèé Êðàñíûé Ãîëóáîé Áåëûé Êðàñíûé
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Åñëè ïåðåìåííûå ïðèíèìàþò
äâà çíà÷åíèÿ 0 èëè 1, òî êàê îïå-
ðàöèþ ñëîæåíèÿ ìîæíî âûáðàòü
ëîãè÷åñêóþ îïåðàöèþ äèçúþíê-
öèè, êîãäà x ⊕ y = x + y — xy. Îä-
íàêî ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò íàêî-
ïëåíèå åäèíèö íà êëåòêàõ ïîëÿ,
êîòîðûå â äàëüíåéøåì íåëüçÿ
óñòðàíèòü. Â ïðàêòè÷åñêîì ñìûñëå
ýòà îïåðàöèÿ íå öåëåñîîáðàçíà.

Ïîýòîìó èç âñåõ âîçìîæíûõ
îïðåäåëåíèé âûáåðåì íàèáîëåå
ñóùåñòâåííîå, êîãäà îïåðàöèÿ
ñëîæåíèÿ èäåíòè÷íà ñëîæåíèþ
äâóõ ÷èñåë ïî mod .K  Ðàññìîò-

ðèì ñàìûé ïðîñòîé ñëó÷àé 2K = . Òîãäà âñå øàáëîíû áóäóò îä-
íîöâåòíûìè, òàê êàê ÷èñëî 0, åñòåñòâåííî, îçíà÷àåò îòñóòñòâèå
êàêîãî-ëèáî öâåòà (áåëûé öâåò). Ïîñêîëüêó øàáëîí ìîæíî íà-
êëàäûâàòü ëþáîé ñòîðîíîé (âíåøíåé è îáîðîòíîé), à òàêæå ïî-
âîðà÷èâàòü â ïëîñêîñòè íà ëþáîé óãîë, êðàòíûé 90°, ïðîùå ñ÷è-
òàòü, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ ðàçíûìè øàáëîíàìè, êîòîðûå âñåãäà
ðàñïîëàãàþòñÿ ôèêñèðîâàííûì îáðàçîì â ïðîñòðàíñòâå.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Íàçîâåì ìåòêîé øàáëîíà ñàìóþ ëåâóþ ñðå-
äè ñàìûõ âåðõíèõ êëåòîê øàáëîíà.

Çàïîëíèì âñå ïîëå âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè ìíîæåñòâîì
ðàçëè÷íûõ øàáëîíîâ. Êàæäîìó øàáëîíó (òî÷íåå, åãî ìåñòó íà ïëîñ-
êîñòè Ï) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïåðåìåííóþ xi (i = 1, 2, …, r),
ðàâíóþ 0 èëè 1. Òîãäà çàäà÷à î âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ íåîáõî-
äèìîé ìîçàèêè íà ïîëå Ï ïðè çàäàííîì ìíîæåñòâå øàáëîíîâ S =
= {s1, s2, …, sp} ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

1

, 1,2,. . . ,
r

i j
i

x b j N
=

= =∑ .                      (2.1)

Çäåñü ñëîæåíèå äëÿ êàæäîé êëåòêè ïðîèñõîäèò ïî çàäàííîé îïå-
ðàöèè ñëîæåíèÿ, à i-é øàáëîí ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà
åãî ïåðåñå÷åíèå ñ j-é êëåòêîé íå ïóñòî.

Â çàâèñèìîñòè îò âèäîâ è êîëè÷åñòâà øàáëîíîâ âîçíèêàåò
çàäà÷à ñ îãðîìíûì êîëè÷åñòâîì ïåðåìåííûõ, ÷èñëî êîòîðûõ â
áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íàìíîãî ïðåâûøàåò ÷èñëî ðàâåíñòâ. Ðåøå-
íèå çàäà÷è çàâèñèò îò èñêóññòâà îïðåäåëåíèÿ ðàíãà ýòîé ñèñòåìû.

Ò à á ë è ö à  2.2
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 2.2. ДОПУСТИМОЕ ПОЛЕ ДВУМЕРНЫХ ШАБЛОНОВ
И ИХ УРАВНЕНИЯ

Ïîñêîëüêó øàáëîíû íà ïëîñêîì äâóìåðíîì ïîëå ìîãóò ðàç-
ìåùàòüñÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè, äëÿ êàæäîãî èç íèõ íåîáõîäèìî
ââåñòè òàêîå îáîçíà÷åíèå, ÷òîáû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿòü íà ïîëå
åãî êàæäóþ êëåòêó, åñëè èçâåñòíà êîîðäèíàòà åãî ìåòêè.

Ïóñòü çàäàí îáðàç, ïðåäñòàâëåííûé íà ïîëå Ï ñ ðàçìåðàìè N =
= 42, ãäå m = 7 è n = 6 (ðèñ. 2.1). Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòîò
îáðàç ñîñòàâëåí ñ ïîìîùüþ 3-õ òèïîâ øàáëîíîâ (íà ðèñ. 2.1
ñïðàâà). Â ýòîì îáðàçå çàäåéñòâîâàíî òðè øàáëîíà ïåðâîãî òèïà,
äâà èç êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû òàê, êàê ïîêàçàíî ñïðàâà íà ðèñóíêå,
à îäèí – â ïåðåâåðíóòîì âèäå. Îñòàëüíûå äâà òèïà ïðåäñòàâëåíû â
åäèíñòâåííîì ýêçåìïëÿðå, ïðè ýòîì âòîðîé –  â ïåðåâåðíóòîì âèäå.

Áóäåì ñ÷èòàòü äâà òèïà ïîëîæåíèé øàáëîíà ðàçíûìè, åñëè
èõ íåëüçÿ ñîâìåñòèòü ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì. Î÷åâèäíî, ÷òî
òàêèõ òèïîâ íå áîëüøå 8. Ïðîíóìåðóåì êëåòêè ïîëÿ îò 1 äî N
ñíà÷àëà ïî ïåðâîé ñòðîêå, çàòåì ïî âòîðîé è òàê äî êîíöà. Çíàÿ

Ðèñ. 2.1

Ðèñ. 2.2
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êîîðäèíàòó ìåòêè øàáëîíà, ìîæíî îäíîçíà÷íî ðàñïîëîæèòü åãî
íà ïîëå. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ïîëîæåíèÿ óêàçàííûõ íà
ðèñ. 2.1 øàáëîíîâ (ðèñ.2.2) (ìåòêà îáîçíà÷åíà áåëûì êðóæêîì).

Â íàøåì ïðèìåðå øàáëîí s1 èìååò ÷åòûðå òèïà ïîëîæåíèé,
øàáëîí s2 – âîñåìü òèïîâ, à s3 – òîëüêî îäèí òèï. Äëÿ ïðîñòî-
òû îáîçíà÷åíèé ïîëàãàåì  âñå òèïû ïîëîæåíèé íîâûìè øàáëî-
íàìè. Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì âñåõ ïîëîæåíèé èìååì òðè ðàç-
íûõ øàáëîíà, êîòîðûå ïðåîáðàçóþòñÿ â 13 øàáëîíîâ, ò. å.

{ }, 1 13iS s i= ≤ ≤ .
Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå øàáëîí 1 íà ðèñ. 2.1, êîòîðûé íà ðèñ. 2.3

èçîáðàæåí â ÷åòûðåõ âîçìîæíûõ ïîçèöèÿõ. Îáîçíà÷èì èõ s1, s2,
s3 è s4. Çíàÿ êîîðäèíàòó ìåòêè øàáëîíà, ìîæíî îäíîçíà÷íî ðàñ-
ïîëîæèòü åãî íà ïîëå. Åñëè êîîðäèíàòó ïðîèçâîëüíîãî øàáëîíà
îáîçíà÷èòü α, òî ëþáîé øàáëîí ìîæíî çàäàòü åãî óðàâíåíèåì,
êîòîðîå â îáùåì âèäå áóäåò âûðàæàòüñÿ ÷åðåç ýòó êîîðäèíàòó.
Äëÿ ýòîãî êàæäóþ êëåòêó øàáëîíà â ïîðÿäêå èõ ñëåäîâàíèÿ íà
ïîëå âûðàçèì ÷åðåç êîîðäèíàòó ìåòêè è ïàðàìåòðû ïîëÿ m è n:

( )
( )
( )
( )

1

2

3

4

( ) , 1, 1, 2 , 2 1 ;

( ) , 1, , 2 , 2 1 ;

( ) , 2, , 1, 2 ;

( ) , 1, 2, , 2 .

s n n n

s n n n

s n n n

s n n

α = α α + α + + α + α + +

α = α α + α + α + α + +

α = α α + α + α + + α + +

α = α α + α + α + α + +

       (2.2)

Äëÿ ëèíåéíîãî ïîëÿ, ðàññìîòðåííîãî â ãë. 1, òàêæå ìîæíî
ñîñòàâèòü óðàâíåíèå øàáëîíà, êîòîðîå íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà n:

si(α ) = (α , α + 1, ..., α  + si — 1).

Â îáùåì ñëó÷àå â çàâèñèìîñòè îò âèäà øàáëîíà è âåëè÷èíû
ïîëÿ êîîðäèíàòà α  ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî îãðàíè÷åííûå çíà-
÷åíèÿ. Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé α  îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî

Ðèñ. 2.3
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äîïóñòèìûõ ïîëîæåíèé øàáëîíà (èëè, òî÷íåå, åãî ìåòêè) íà çà-
äàííîì ïîëå. Íà ðèñ. 2.4 ïðèâåäåíû äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ êîîð-
äèíàòû α  äëÿ êàæäîãî øàáëîíà èç ðèñ. 2.3 íà ïîëå α ðàçìåðíîñ-
òè N = 4 × 3 = 12. Â ñóììå ÷èñëî ïîëîæåíèé øàáëîíîâ ðàâíî 14.

Îáîçíà÷èì èçîáðàæåíèå, êîòîðîå íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ñ
ïîìîùüþ øàáëîíîâ, âåêòîðîì b = {b1, b2, … bN}, ãäå bi ∈ {0, 1}
(1 ≤ i ≤ N). Êàæäîìó äîïóñòèìîìó ïîëîæåíèþ øàáëîíà ïîñòàâèì
â ñîîòâåòñòâèå ïåðåìåííóþ xj (i = 1, 2, …, 14), êîòîðàÿ ïðèíèìà-
åò çíà÷åíèå 0 èëè 1 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïðèíèìàåò ëè äàí-
íûé øàáëîí ó÷àñòèå â ïîñòðîåíèè èçîáðàæåíèÿ. Åñëè âìåñòî
êîîðäèíàòû α äëÿ êàæäîãî øàáëîíà ïîäñòàâèòü çíà÷åíèÿ èç ðèñ. 2.4,
òî äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé áóäåò ñîñòàâëåí êîðòåæ, îïðåäåëÿþ-
ùèé íîìåðà êëåòîê, íà êîòîðûå íàêëàäûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé
øàáëîí:

ñ1 = (1, 2, 5, 7, 8), ñ2 = (2, 3, 6, 8, 9), ñ3 = (4, 5, 8, 10, 11),

ñ4 = (5, 6, 9, 11, 12), ñ5 = (1, 2, 4, 7, 8), ñ6 = (2, 3, 5, 8, 9),

ñ7 = (4, 5, 7, 10, 11), ñ8 = (5, 6, 8, 11, 12), ñ9 = (1, 3, 4, 5, 6),

ñ10 = (4, 6, 7, 8, 9), ñ11 = (7, 9, 10, 11, 12), ñ12 = (1, 2, 3, 4, 6),

ñ13 = (4, 5, 6, 7, 9), ñ14 = (7, 8, 9, 10, 12).

Ñóììèðóÿ äëÿ êàæäîé êëåòêè ïîëÿ ïåðåìåííûå, â êîðòåæè
êîòîðûõ âõîäèò íîìåð ýòîé êëåòêè, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

(mod2), 1,2, . . ., .
i

i j
C j

x b j N
≠∅

≡ =∑
∩

               (2.3)

Íà ðèñ. 2.5 ïîêàçàíû äîïóñòèìûå ïîëîæåíèÿ âñåõ ÷åòûðåõ
øàáëîíîâ è óêàçàíû îáîçíà÷àþùèå èõ ïåðåìåííûå. Âíóòðè øà-
áëîíà ïîïàäàþò íîìåðà êëåòîê, êîòîðûå îïðåäåëÿþò êàæäûé êîð-
òåæ ( )1ic i N≤ ≤ . Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (2.3) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

1 2 1 2 1 1

4 5 4 5 4 4

7 7

s1(α) s2(α) s3(α) s4(α)

Ðèñ. 2.4
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ìíîæåñòâà øàáëîíîâ ñîäåðæèò N óðàâíåíèé, à ÷èñëî ïåðåìåííûõ
ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà äîïóñ-
òèìûõ ïîëîæåíèé ìåòîê øàáëîíîâ. Äëÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé ýòî îáñòîÿòåëüñòâî èíîãäà èãðàåò ñóùåñò-
âåííóþ ðîëü.

Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ ðèñ. 2.5, ìîæíî ëåãêî ñîñòàâèòü ñèñòåìó
óðàâíåíèé äëÿ íàøèõ øàáëîíîâ. Â i-é ñòðîêå ñóììèðóþòñÿ ïå-
ðåìåííûå, êîðòåæè êîòîðûõ ñîäåðæàò i-þ êëåòêó, à â ïðàâîé ÷à-
ñòè ñòîÿò (1 )ib i N≤ ≤ :

x1 · · · + x5 · · · + x9 · · + x12 · · ≡ b1

x1 + x2 · · + x5 + x6 · · · · · + x12 · · ≡ b2

+ x2 · · · + x6 · · + x9 · · + x12 · · ≡ b3

+ x3 · + x5 · + x7 · + x9 + x10 · + x12+ x13 · ≡ b4

x1 · + x3 + x4 · + x6 + x7 + x8 + x9 · · · + x13 · ≡ b5

+ x2 · + x4 · · · + x8 + x9 + x10 · + x12+ x13 · ≡ b6

x1 · · · + x5 · + x7 · · + x10+ x11 · + x13 +x14 ≡ b7 mod 2.
x1 +x2 + x3 · + x5 + x6 · + x8 · + x10 · · · +x14 ≡ b8

+ x2 · + x4 · + x6 · · · + x10+ x11 · + x13 +x14 ≡ b9

+ x3 · · · + x7 · · · + x11 · · +x14 ≡ b10

+ x3 + x4 · · + x7 + x8 · · + x11 · · · ≡ b11

+ x4 · · · + x8 · · + x11 · · +x14 ≡ b12

Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ äàííîé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ. Êàê ïðàâèëî, ÷èñëî
ïåðåìåííûõ â íåé áîëüøå êîëè÷åñòâà óðàâíåíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò
íàéòè õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.

Ðèñ. 2.5

 (2.4)
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2.3. ПОСТРОЕНИЕ БАЗИСА РЕШЕНИЯ
ДЛЯ ОДНОГО ШАБЛОНА

Åñëè ñèñòåìà (2.4) íå èìååò ñïåöèôè÷åñêîé ñòðóêòóðû, òî
ðåøàòü åå â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà èñïîëüçóåòñÿ ìíîãî øàáëîíîâ
(à ïåðåìåííûõ òîãäà âî ìíîãî ðàç áîëüøå), ïðàêòè÷åñêè íåâîç-
ìîæíî. Íåîáõîäèìî ïðèäóìàòü ñïîñîá, ÷òîáû îòñåÿòü çàâèñèìûå
ïåðåìåííûå. Îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ñëåäóþùèé.

Ïðåäñòàâèì, ÷òî èçîáðàæåíèå, êîòîðîå íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü,
åñòü âåêòîð b òàêîé, ÷òî bα = 1 (1 ≤ α ≤ n), à îñòàëüíûå b = 0 (i ≠ α).
Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.3), òî íàçîâåì òàêîå
ðåøåíèå åäèíèöåé è îáîçíà÷èì åãî ( )I α . ×òîáû ÷èñëî ïåðåìåí-
íûõ â ñèñòåìå óðàâíåíèé (2.4) ñðàâíÿëîñü ñ ÷èñëîì óðàâíåíèé, ïî-
ëîæèì x13 = x14 = 0. Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.4) äëÿ ïðàâîé
÷àñòè 1 1(mod2)b ≡  è 0(mod2) ( 1)jb j≡ > , ïîëó÷àåì x1 = x3 = x7 =

= x9 = x12 = 1, à âñå îñòàëüíûå ix  ðàâíû íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
åñëè âìåñòî ïåðåìåííûõ ïîäñòàâèòü êîîðäèíàòû ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ øàáëîíîâ èç ðèñ. 2.5, òî íàëîæåíèåì èõ íà ïîëå ïîëó÷èì â
ïåðâîé êëåòêå ÷åðíûé öâåò, à â îñòàëüíûõ êëåòêàõ – öâåò 0 (îò-
ñóòñòâèå öâåòà). Èìååì óðàâíåíèå

[ ]1 1 2 3 4(1) (1) (4) (4) (1) (1) (mod2)I s s s s s≡ + + + + .          (2.5)

Äëÿ ïðîâåðêè ñóììèðóåì ìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ êîðòå-
æåé, ïðè ýòîì îäíîèìåííûå ýëåìåíòû ñêëàäûâàþòñÿ ïî mod 2:

(1) = (1, 2, 5, 7, 8) + (4, 5, 8, 10, 11) + (4, 5, 7, 10, 11) +
+ (1, 3, 4, 5, 6) + (1, 2, 3, 4, 6)(mod 2).

Ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ, ÷òî äëÿ äðóãèõ êëåòîê ïîëÿ íå ñóùåñòâóåò
ðåøåíèÿ â âèäå (2.5), ÷òî âîçìîæíî ïðè îãðàíè÷åíèè ïîëÿ èëè
ïî äðóãèì ïðè÷èíàì.

Ðàññìîòðèì åùå äâà ðåøåíèÿ äëÿ ïðàâûõ ÷àñòåé: 1) b3 ≡ 1
(mod 2), îñòàëüíûå bi = 0; 2) 4 1(mod2)b ≡ , îñòàëüíûå bi = 0. Â

ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ðåøåíèå 4 8 9 126 1x x x x x= = = = = , îñòàëü-

íûå ix  ðàâíû íóëþ; âî âòîðîì – 1 2 3 4 7 8 9 1x x x x x x x= = = = = = = ,

îñòàëüíûå ix  ðàâíû íóëþ.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî íàéòè ðåøåíèå äëÿ ëþáîé åäèíèöû â

ïðàâîé ÷àñòè, òîãäà ðåøåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïðàâûõ ÷àñòåé
áóäåò ñîñòîÿòü èç ñóììû ðåøåíèé äëÿ îòäåëüíûõ åäèíèö. Íà-
ïðèìåð, åñëè âçÿòü ðàâíûå ïðàâûå ÷àñòè: 1 3 4 1(mod 2)b b b= = ≡ ,
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îñòàëüíûå bi = 0, òî ðåøåíèåì áóäåò ñóììà ïîëó÷åííûõ ðàíåå
ðåøåíèé ïî mod 2, à èìåííî: x2 = x6 = x9 = 1, îñòàëüíûå = 0. Ýòî
ìîæíî ïðîâåðèòü, åñëè ñëîæèòü êîðòåæè ñîîòâåòñòâóþùèõ øàá-
ëîíîâ èç ðèñ. 2.5:

(2, 3, 6, 8, 9) + (2, 3, 5, 8, 9) + (1, 3, 4, 5, 6) = (1, 3, 4).

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïîäìíîæåñòâî øàáëîíîâ 0S S⊂ îáðàçóåò áà-
çèñ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.3), åñëè ñ åãî ïîìîùüþ ìî-
æíî ïîñòðîèòü ëþáóþ åäèíèöó ( )( ) 1I Nα ≤ α ≤ .

Ñàìûì ýëåìåíòàðíûì áàçèñîì åñòü øàáëîí, ñîñòîÿùèé èç îä-
íîé êëåòêè.

 Îïðåäåëåíèå 2.3. Øàáëîí s îáëàäàåò ñâîéñòâîì ãîìîìîðôíîñòè,
åñëè ñ ïîìîùüþ íàëîæåíèÿ åãî íà ñàìîãî ñåáÿ â ðàçíûõ ïîëî-
æåíèÿõ ìîæíî ïîëó÷èòü ñâÿçíûé ôðàãìåíò, èìåþùèé ìåíüøåå
êîëè÷åñòâî êëåòîê.

Íàïðèìåð, åñëè ñëîæèòü øàáëîíû íà ðèñ. 2.5, ñîîòâåòñòâó-
þùèå ïåðåìåííûì x1 è x5 íà òîì æå ïîëå, òî â ðåçóëüòàòå ïîëó-
÷èì îáðàç, ñîñòîÿùèé èç äâóõ êëåòîê 4 è 5. Íàéäåííûé ðåçóëü-
òàò ìîæíî çàïèñàòü â âèäå óðàâíåíèÿ

s1(1) + s2(1) = (1, 2, 5, 7, 8) + (1, 2, 4, 7, 8) = (4, 5)(mod 2).

Îïðåäåëåíèå 2.4. Íàçîâåì øàáëîí s ãîìîìîðôíûì åäèíèöå
( )I α , åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

 ( ) ( ) (mod2)
i

I s iα = ∑ ,

ãäå i  – íåêîòîðîå çíà÷åíèå ìåòêè äîïóñòèìûõ ïîëîæåíèé øàá-
ëîíà è âñåõ åãî ïðåîáðàçîâàíèé.

Êàê âèäèì, øàáëîí íà ðèñ. 2.3 ãîìîìîðôåí åäèíèöå.
Øàáëîí s  íàçûâàåòñÿ ñàìîäîñòàòî÷íûì äëÿ áàçèñà, åñëè îí

ãîìîìîðôåí ëþáîé åäèíèöå ïîëÿ.
Ëåììà 2.1. Åñëè ÷èñëî êëåòîê øàáëîíà ÷åòíî, òî îí íå ãîìî-

ìîðôåí íè îäíîé åäèíèöå.
Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî íàëîæåíèå ëþáîãî

êîëè÷åñòâà òàêèõ øàáëîíîâ è èõ äîïóñòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé
äàåò â ïåðåñå÷åíèè ÷åòíîå ÷èñëî. Èíûìè ñëîâàìè, ïðàâàÿ ÷àñòü
ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.4) áóäåò èìåòü ÷èñëî êëåòîê öâåòà 1, ðàâ-
íîå 0(mod2) , à â ëåâîé ÷àñòè íå äîëæíà ïîÿâèòüñÿ åäèíèöà.

Òåîðåìà 2.1. Ëèíåéíûé øàáëîí 2 1 ( 1)s l l= + ≥  íå ãîìîìîðôåí
íè îäíîé åäèíèöå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì äëÿ øàáëîíà s  ñèñòåìó óðàâíå-
íèé (2.3) íà ïîëå ðàçìåðîì N m n= × . ×èñëî ãîðèçîíòàëüíûõ øà-
áëîíîâ, ðàñïîëîæåííûõ â êàæäîé ñòðîêå, ðàâíî n — s + 1, à âñåõ –

( 1)m n s− + . Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå kx , ãäå k =

= ( )1 ( 1)j i n s+ − − +  ( )1 ; 1 1i m j n s≤ ≤ ≤ ≤ − + . ×èñëî âñåõ âåðòèêàëü-

íûõ øàáëîíîâ áóäåò ðàâíî n(m — s + 1). Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå
ïåðåìåííûå yv, ãäå ( 1)v j n i= + −  (1 ≤ i ≤ m — s + 1; 1 ≤ j ≤ n).

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó 1 2( , )A m m  ñïåöèàëüíîãî âèäà, êîòîðàÿ
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

à) ÷èñëî ñòîëáöîâ ðàâíî 2m ;

á) â i-ì ñòîëáöå ( )21 j m≤ ≤  ïåðâûå i — 1 ýëåìåíòîâ ðàâíû 0,

çàòåì ñëåäóåò 1m  åäèíèö, à äàëüøå äî êîíöà îïÿòü íóëè.

Ïóñòü 1m  = 5, 2m  = 4. Òîãäà ìàòðèöà A(5,4) èìååò âèä

1 0 0 0

1 1 0 0

1 1 1 0

1 1 1 1
(5,4)

1 1 1 1

0 1 1 1

0 0 1 1

0 0 0 1

A

 
 
 
 
 
 =  
 
 
 
  
 

.                             (2.6)

×èñëî ñòðîê â òàêîé ìàòðèöå ðàâíî 1 2 1m m+ − , ïîýòîìó â íåé âñå-

ãäà 1 1m −  ñòðîê çàâèñèìû. Åñëè 2 1m m< , òî ñòðîêè îò 2m  äî 1m
ñîñòîÿò èç îäíèõ åäèíèö.

Ëåììà 2.2. Ïóòåì ñëîæåíèÿ íåñêîëüêèõ ñòðîê âñåãäà ìîæíî
äîáèòüñÿ, ÷òîáû ïåðâûå 1m  ñòðîê ñîñòîÿëè èç îäíèõ åäèíèö.

Ýòî ëåãêî äîñòèãíóòü, åñëè çàìåòèòü, ÷òî íà÷èíàÿ ñ (m1 + 1)-é
ñòðîêè ñëåâà ïîÿâëÿþòñÿ íóëè. Ïîýòîìó, åñëè ê i-é ñòðîêå (1 ≤ i ≤
≤ m1), â êîòîðîé ñïðàâà åñòü íóëè, äîáàâèòü âñå ñòðîêè ñ íîìå-
ðîì 1(mod )i m , òî ïîëó÷èì íåîáõîäèìîå çàïîëíåíèå åäèíèöàìè.

Â íàøåì ïðèìåðå ñòðîêè 4 è 5 (îò 2m  äî 1m ) óæå ñîñòîÿò èç
åäèíèö. Åñëè ê ïåðâîé ñòðîêå äîáàâèòü ñòðîêó 6 ≡ 1(mod 5), òî
ïîëó÷èì âñå åäèíèöû, è òàê äî 3-é ñòðîêè.
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Åñëè ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé 2 1( , )A m m X C=
G
, ãäå

X  è C
G
 – âåêòîðû ðàçìåðíîñòè 2 1( 1)m m+ − , òî ïîñëå îáðàçîâà-

íèÿ åäèíèö â ïåðâûõ 1m  ñòðîêàõ, ïîëó÷àåì ðàçáèåíèå ïðàâûõ

÷àñòåé íà 1m  êëàññîâ:

1 1 11(mod ) 2 (mod ) 0 (mod )

. . . (mod2)i i i
i m i m i m

C C C
= = =

 
≡ ≡ ≡ 

 
∑ ∑ ∑ . (2.7)

Ââåäåì ïîíÿòèå èíäåêñíîé ôóíêöèè îò äâóõ àðãóìåíòîâ:

1 2 1 2( , ) ( 1)( 1)n n n n sϕ = − − + ,

ãäå s  – äëèíà øàáëîíà.
Îáîçíà÷èì

( )1 2 1, ,. . ., (1 )i n sx x x i mβ+ β+ β+ − +λ = ≤ ≤ ;

( )1 2 1, ,. . ., (1 )i n sy y y j nγ+ γ+ γ+ − +σ = ≤ ≤ ,

ãäå ( , ), ( , )i m y j nβ= ϕ = ϕ .
Çàïèøåì óðàâíåíèå (2.3) äëÿ ïåðâîé ñòðîêè ïîëÿ. Â íàøèõ

îáîçíà÷åíèÿõ îíî èìååò âèä

1 1 1 2( , ) ; ( , ,. . ., )T T
n nA s n E b b b b bλ + σ ≡ =� � .              (2.8)

Ââåäåì äëÿ óäîáñòâà ñèìâîëè÷åñêèå âåêòîð-ñòîëáöû:

1 2

1 2

( , ) , ( , ) ,..., ( , ) ;

, ,..., .

TT T T
m

TT T T
n n n n

A s n A s n A s n

E E E

 Λ = λ λ λ 

 Σ = σ σ σ 

Òîãäà ñèñòåìó (2.3) ìîæíî çàïèñàòü â êëåòî÷íîì âèäå:

( ), 1mE A s m s BΛ + − + Σ = .

Èñïîëüçóåì ëåììó 3.2 î ñâîéñòâàõ ìàòðèö ( )1 2,A m m  äëÿ ïî-

ëó÷åíèÿ îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ T
iσ  â ïåðâîé è âòîðîé êëåòî÷íûõ

ñòðîêàõ. Äëÿ ýòîãî â ïåðâîé êëåòî÷íîé ñòðîêå ñëîæèì âñå êëåòî-
÷íûå ñòðîêè ìàòðèöû ( , 1)A s m s− +  ñ íîìåðîì 1(mod )s , à âî

âòîðîé – âñå ñòðîêè ñ íîìåðîì 2(mod )s . Çäåñü ñëîæåíèå ïîäðà-
çóìåâàåòñÿ êàê ñëîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö. Ïîñëå ýòîãî
â ïåðâûõ äâóõ êëåòî÷íûõ ñòðîêàõ ïîëó÷àåì
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( 1)

1

n m s

i
i

s y R
+ −

=

× =∑ .

Ïðè âñåõ ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ â âåêòîðå Λ  áóäóò ñêëàäû-
âàòüñÿ ïåðåìåííûå ix , íî ìàòðèöû ( ),A s n  â ïåðâûõ äâóõ êëåòî-

÷íûõ ñòðîêàõ íå èçìåíÿþòñÿ.
Â îáùåì âèäå íàõîäèì

( )
( )

1 1

2 2

, ;

, .

T
n

T
n

A s n Z RE C

A s n Z RE C

+ =

+ =
                        (2.9)

Çäåñü 1 2,Z Z  – âåêòîðû, ïîëó÷åííûå ñëîæåíèåì ïåðåìåííûõ ix  âî

âðåìÿ ïðåäûäóùèõ îïåðàöèé. Àíàëîãè÷íî 1C  è 2C  ïîëó÷åíû îò
ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ïðàâûõ ÷àñòåé, ïðè ýòîì íè îäèí ýëåìåíò
íå ïðèíàäëåæèò îáîèì ýòèì âåêòîðàì. Åñëè ïðèìåíèòü ðàâåíñòâî
(2.7), òî ïîëó÷èì ðàçáèåíèå ýëåìåíòîâ âåêòîðà b íà s ðàâíûõ ïî
ñóììå ÷àñòåé. Åñëè áû ëèíåéíûé øàáëîí áûë ãîìîìîðôåí åäè-
íèöå, òî êàêîå-íèáóäü rb  áûëî áû ðàâíî åäèíèöå, à âñå îñòàëü-
íûå  – íóëþ. Íî òîãäà ðàâåíñòâî (2.7) íèêîãäà áû íå âûïîëíÿ-
ëîñü. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå è ïîäòâåðæäàåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òàêèå øàáëîíû íå ãîìîìîðôíû íè îäíîé
ñâÿçíîé ôèãóðå. Äëÿ òîãî ÷òîáû øàáëîí îáëàäàë óêàçàííûì ñâîéñ-
òâîì, íåîáõîäèìî èìåòü îïðåäåëåííóþ ñòðóêòóðó, êîòîðàÿ â íåêî-
òîðîì ñìûñëå èäåíòè÷íà âûïóêëîñòè. Òàêóþ ñòðóêòóðó èìååò ïåð-
âûé øàáëîí íà ðèñ. 2.1 (èëè 2.3), è íå èìåþò äâà îñòàëüíûõ øà-
áëîíà. Õàðàêòåðèñòèêà âòîðîãî øàáëîíà ïðèâåäåíà â ëåììå 2.1.

Òåîðåìà 2.2. Øàáëîí s  íà ðèñ. 2.3 ÿâëÿåòñÿ ñàìîäîñòàòî÷íûì
äëÿ áàçèñà â ëþáîì ïîëå ðàçìåðíîñòè íå ìåíüøå, ÷åì 4 3N = × .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íåîáõîäèìî íåïîñðåäñòâåííî
íàéòè óðàâíåíèå êàæäîé åäèíèöû ( )( ) 1I Nα ≤ α ≤ . Îäíàêî ýòî

íå ðàöèîíàëüíûé ïóòü. Äëÿ òàêîãî ïîëÿ óæå íàéäåíî óðàâíåíèå
åäèíèöû (1)I . Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì ñèììåòðèè øàá-

ëîíîâ, òî ëåãêî íàéòè óðàâíåíèå äëÿ (3)I . Îòíîñèòåëüíî âåðòè-
êàëüíîé îñè ñèììåòðèè ïîëå â ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëåííûõ
ïîçèöèÿõ 1s  ñèììåòðè÷íî 2s , à 3s  è 4s  ñèììåòðè÷íû ñàìè ñåáå.
Ïîýòîìó

[ ]2 2 1 3 4(3) (2) (5) (5) (1) (1) (mod2)I s s s s s≡ + + + + .          (2.10)



Ч А С Т Ь I I. Построение дискретных образов

262

Óðàâíåíèþ (2.10) ñîîòâåòñòâóþò ïåðåìåííûå íà ðèñ. 2.5: x4, x6,
x8, x9  è x12. Ýòî ìîæíî ïðîâåðèòü òàê æå, êàê è óðàâíåíèå (2.5):

(2, 3, 5, 8, 9) + (5, 6, 8, 11, 12) + (5, 6, 9, 11, 12) + (1, 3, 4, 5, 6) +
+ (1, 3, 4, 5, 6) ≡ (3).

Åñëè èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî ñèììåòðèè øàáëîíîâ îòíîñèòåëüíî
âåðòèêàëüíîé îñè ñèììåòðèè ïîëÿ, òî ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ñîîò-
âåòñòâèå:

x1 ↔ x6, x2 ↔ x5, x3 ↔ x8, x4 ↔ x7,

îñòàëüíûå ñèììåòðè÷íû ñàìè ñåáå.
Åñëè èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî ñèììåòðèè øàáëîíîâ îòíîñè-

òåëüíî ãîðèçîíòàëüíîé îñè ñèììåòðèè ïîëÿ, òî ïîëó÷èì èíîå ñî-
îòâåòñòâèå:

x1 ↔ x3, x2 ↔ x4, x5 ↔ x7, x6 ↔ x8, x9 ↔ x14, x10 ↔ x13, x11 ↔ x12.

Òåïåðü ëåãêî ïåðåéòè îò I(1) ê I(3), çàìåíèâ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïåðåìåííûõ x1, x3, x7, x9, x12 íà ñèììåòðè÷íóþ îòíîñèòåëü-
íî âåðòèêàëüíîé îñè ñèììåòðèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåìåííûõ
x4, x6, x8, x9, x12. I(10) ëåãêî ïîëó÷èòü èç I(1), åñëè ïîìåíÿòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåìåííûõ x1, x3, x7, x9, x12 íà ñèììåòðè÷íóþ
îòíîñèòåëüíî ãîðèçîíòàëüíîé îñè ñèììåòðèè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïåðåìåííûõ x1, x3, x5, x11, x14. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü
I(12) èç I(3). Åñëè íàéäåíî óðàâíåíèå äëÿ (2)I , òî âñå åäèíèöû
ïîëÿ ëåãêî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ äîáàâëåíèÿ îäíîãî èç äâóõ
óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ äâå ïîñëåäîâàòåëüíûå êëåòêè (ãîðè-
çîíòàëüíûå èëè âåðòèêàëüíûå), êîòîðûå íàçîâåì äèìåðàìè. Ãîðè-
çîíòàëüíûé äèìåð èìååò óðàâíåíèå ( , 1)β β+ , à âåðòèêàëüíûé –

( , )nβ β+ . Ïðèâåäåì óðàâíåíèå ãîðèçîíòàëüíîãî äèìåðà:

( )
( ) ( )

1 2( ) ( ) , 1, 1, 2 , 2 1

, 1, , 2 , 2 1 , 1 (mod2).

s s n n n

n n n n n

α + α = α α + α + + α + α + + +

+ α α + α + α + α + + ≡ α + α + +
 (2.11)

Î÷åâèäíî, ÷òî ãîðèçîíòàëüíûå äèìåðû ìîæíî îáðàçîâàòü òîëüêî
âî âòîðîé è òðåòüåé ñòðîêàõ, à èõ âñåãî 4 (4, 5), (5, 6), (7, 8) è
(8, 9).

Ïðèâåäåì óðàâíåíèå âåðòèêàëüíîãî äèìåðà:

( )
( ) ( )

3 4( ) ( ) , 2, , 1, 2

, 1, 2, , 2 1, 1 (mod2).

s s n n n

n n n

α + α = α α + α + α + + α + + +

+ α α + α + α + α + + ≡ α + α + +
 (2.12)

Âåðòèêàëüíûå äèìåðû ìîæíî îáðàçîâàòü òîëüêî âî âòîðîì ñòîëáöå
è èõ âñåãî 3: (2, 5), (8, 9) è (8, 11).
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Äîáàâëÿÿ ê I(2) âåðòèêàëüíûé äèìåð (2, 5), ïîëó÷àåì I(5) è ò. ä.
Åñëè â óðàâíåíèÿ (2.9)–(2.11) âìåñòî øàáëîíîâ ïîäñòàâèòü êîð-
òåæè, òî çàïèñü óðàâíåíèé åäèíèö áóäåò âûãëÿäåòü êîìïàêòíî.
I(2) ìîæíî íàéòè ïåðåáîðîì ëèáî ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.4)
ñ ïðàâîé ÷àñòüþ 2 1(mod2)b ≡ , îñòàëüíûå bi = 0. Îêîí÷àòåëüíàÿ
çàïèñü âñåõ åäèíèö èìååò âèä (âìåñòî xi çàïèñûâàåì i ):

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1,3,7,9,12 ; 2 2,3,4,5,7,8,12 ;

3 6,7,8,9,12 ; 4 1,2,3,4,7,8,9 ;

5 2,3,4,5,7,8,9 ; 6 3,4,5,6,7,8,9 ;

7 1,2,3,4,5,6,14 ; 8 1,2,3,4,5,6,7,8,10 ;

9 1,2,3,5,6,7,10 ; 10 1,3,5,11,14 ;

11 1,2,4,5,6,7,11 ; 12 2,6,8,

I I

I I

I I

I I

I I

I I

= =
= =
= =
= =
= =
= = ( )11,14 .

    (2.13)

Ýòèì è çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïðèìåíÿåìûé
ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî íàçâàòü êîíñòðóêòèâíûì.

Äîêàæåì åùå îäíó òåîðåìó î ñàìîäîñòàòî÷íîñòè øàáëîíà
èíûì ñïîñîáîì.

Òåîðåìà 2.3. Øàáëîí, óðàâíåíèå êîòîðîãî èìååò âèä s 1= (α ,
α  + 1, α  + 2, α  + 3, α  + n), ÿâëÿåòñÿ ñàìîäîñòàòî÷íûì äëÿ áà-
çèñà â ëþáîì ïîëå ðàçìåðíîñòè íå ìåíüøå, ÷åì 5 4N = × .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèñûâàåì óðàâíåíèÿ äðóãèõ ïîëîæåíèé
óêàçàííîãî øàáëîíà, ñ÷èòàÿ çàäàííîå óðàâíåíèå ïåðâûì:

s2 = (α ,α + n,α + n + 1, α + n + 2, α + n + 3);
s3 = (α ,α  + 1, α + n + 1,α + 2n + 1,α  + 3n + 1);

 s4 = (α ,α  + 1, α + n,α + 2n,α  + 3n);
 s5 = (α , α + n — 3,α + n — 2,α  + n — 1, α + n);

 s6 = (α ,α  + 1, α + 2,α + 3,α  + 3 + n);
 s7 = (α , α + n,α + 2n,α  + 3n — 1, α  + 3n);

 s8 = (α , α + n,α + 2n,α  + 3n, α  + 3n + 1).

Èçîáðàçèì âñå âîñåìü ïîëîæåíèé ñàìîäîñòàòî÷íîãî øàáëîíà íà
ïîëå (ðèñ. 2.6). Óáåäèìñÿ â ãîìîìîðôíîñòè ýòîãî øàáëîíà, ñêëàäû-
âàÿ s3(5) è s4(6):

(5, 6, 10, 14, 18) + (6, 7, 10, 14, 18) = (5, 7).

Ñêëàäûâàÿ òå æå øàáëîíû ñ êîîðäèíàòàìè 6 è 7, ò. å. s3(6) è
s4(7), â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì (6, 8). Â ñóììå ýòî äàåò îêðàøåííóþ
âòîðóþ ñòðîêó ïîëÿ, ò. å. (5, 6, 7, 8). Ïðèáàâëÿÿ òåïåðü ê ýòèì ÷åòû-
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ðåì êëåòêàì s2(1), s5(4), s1(5) è s6(5), ïîëó÷àåì ÷åòûðå åäèíèöû I(1),
I(4), I(9) è I(12).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî óðàâíåíèå ÷åòûðåõ åäèíèö, êîòî-
ðûå óäîáíî çàïèñàòü ÷åðåç óðàâíåíèÿ øàáëîíîâ:

[ ]3 4 3 4 2(1) (5) (6) (6) (7) (1) (mod2);I s s s s s≡ + + + +

 [ ]3 4 3 4 5(4) (5) (6) (6) (7) (5) (mod2);I s s s s s≡ + + + +        (2.13)

[ ]3 4 3 4 1(9) (5) (6) (6) (7) (5) (mod2);I s s s s s≡ + + + +

[ ]3 4 3 4 6(12) (5) (6) (6) (7) (5) (mod2).I s s s s s≡ + + + +

Çäåñü ïðèâåäåíû óðàâíåíèÿ êëåòîê 1, 4, 9, 12. Åñëè â ýòèõ óðàâ-
íåíèÿõ âñå êîîðäèíàòû óâåëè÷èòü íà n, òî ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ
êëåòîê ñ êîîðäèíàòàìè áîëüøå íà n, à èìåííî: 5, 8, 13 è 16. Ýòî
äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç ÷åòûðåõ êëåòîê, êàñàþùèåñÿ ëåâîé è
ïðàâîé ÷àñòåé ïîëÿ.

Ñêëàäûâàÿ åäèíèöû â êëåòêàõ 1, 5, 9 è 13 ñ øàáëîíîì s4(1),
ïîëó÷àåì åäèíèöó â êëåòêå 2. Ñêëàäûâàÿ òå æå åäèíèöû ñ øàá-
ëîíîì s8(1), ïîëó÷àåì åäèíèöó â êëåòêå 14; ñêëàäûâàÿ åäèíèöû â
êëåòêàõ 1, 2, 4 è 5 ñ øàáëîíîì s1(1), – åäèíèöó â êëåòêå 3. Òå-
ïåðü ââåäåì íîâûå êîîðäèíàòû øàáëîíîâ äëÿ ñèñòåìû óðàâíå-
íèé (2.13): α ′ = 21 — α . Òàê êàê ÷èñëî êëåòîê ïîëÿ ðàâíî 20, òî
ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ïîëå ïîâåðíóëè â ïëîñêîñòè íà 180°.
Ýòî ïðèâåäåò ê ïîñòðîåíèþ âñåõ åäèíèö ïîëÿ, êðîìå 10 è 11. Îä-
íàêî, èìåÿ óðàâíåíèÿ åäèíèö â îñòàëüíûõ êëåòêàõ, ëåãêî ïîñò-
ðîèòü åäèíèöû â êëåòêàõ 10 è 11. Òåì ñàìûì äîêàçàíà ñïðàâåäëè-
âîñòü òåîðåìû 2.3.

Ðèñ. 2.6



Г Л А В А  2. Задача построения двумерной одноцветной мозаики

265

2.4. ПОСТРОЕНИЕ БАЗИСА РЕШЕНИЯ ДЛЯ НЕСКОЛЬКИХ
ШАБЛОНОВ

Åñëè èç ìíîæåñòâà çàäàííûõ øàáëîíîâ íå óäàåòñÿ íàéòè ñà-
ìîäîñòàòî÷íûé, òî íåîáõîäèìî ïîèñêàòü òàêîé, êîòîðûé áûë áû
ãîìîìîðôåí êàêîé-ëèáî åäèíèöå. Òîãäà â ñî÷åòàíèè ñ äðóãèìè
øàáëîíàìè ìîæíî ïîñòðîèòü åäèíèöû äëÿ âñåõ êëåòîê ïîëÿ.
Êðîìå òîãî, ñêëàäûâàÿ äâà øàáëîíà, ïîëó÷èì ëèáî ñàìîäîñòàòî÷-
íûé øàáëîí, ëèáî øàáëîí ìåíüøåãî ðàçìåðà, êîòîðûé ïîçâîëèò
ñ çàäàííûìè øàáëîíàìè ïîñòðîèòü åäèíèöû âî âñåõ êëåòêàõ ïîëÿ.

Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè èç äâóõ øàáëîíîâ, ó÷è-
òûâàÿ ëåììó 2.1 è íå êîìáèíèðóÿ äâà øàáëîíà, åñëè êàæäûé
èìååò ÷åòíîå êîëè÷åñòâî êëåòîê. Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî êëåòîê
ïåðâîãî øàáëîíà k, à âòîðîãî – l.

1. Ïóñòü k = 2, à l = 3. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ðåøàåòñÿ ëåãêî.
Ïåðâûé øàáëîí ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, à âòîðîé øàáëîí – ëèáî
ëèíåéíûé, è òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü åäèíèöó â ëþáîé êëåòêå
(ýòî ïîêàçàíî â ïåðâîé ãëàâå), ëèáî ïðåäñòàâëÿåò «óãîëîê», êî-
òîðûé ÿâëÿåòñÿ ñàìîäîñòàòî÷íûì øàáëîíîì. Ïîñòðîåíèå åäèíè-
öû äëÿ ïåðâîé êëåòêè ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.7.

Êðîìå òîãî, ïðèñòàâëÿÿ ê óãîëêó ïåðâûé øàáëîí, ïîëó÷àåì
åäèíèöó â ëþáîé èç ÷åòûðåõ êëåòîê óãîëêà.

2. Ïóñòü k = 2, à l = 5. Èç ïÿòè êëåòîê ìîæíî îáðàçîâàòü øàáëî-
íû, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 2.8. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî
èç òèïîâ øàáëîíà èç ïÿòè êëåòîê áëàãîäàðÿ ïåðâîìó øàáëîíó ìîæ-
íî ïîñòðîèòü åäèíèöó â ëþáîé êëåòêå ïîëÿ.

Êðîìå òîãî, âòîðîé è øåñòîé òèïû ñàìîäîñòàòî÷íû, êàê äî-
êàçàíî âûøå. Òðåòèé òèï ñàìîäî-
ñòàòî÷åí, òàê êàê èç íåãî ëåãêî
îáðàçîâàòü äèìåð, èñõîäÿ èç óðàâ-
íåíèÿ (α,α+1, α+2, α+3, α+n+2).
Ñêëàäûâàåì ýòî óðàâíåíèå ñ åìó Ðèñ. 2.7

Ðèñ. 2.8
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ïîäîáíûì (α, α + 1, α + 2, α + 3, α + n + 1) è ïîëó÷àåì äèìåð (α +
+ n + 1, α + n + 2). Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî äèìåð íåîáõîäèìî
äâèãàòü âïðàâî è âëåâî, à òàêæå ñòàâèòü âåðòèêàëüíî, òî ïîëå
äîëæíî èìåòü ðàçìåðû íå ìåíüøå, ÷åì 5 × 4. Ïîêàæåì, ÷òî â
ýòîì ïîëå ìîæíî ïîñòðîèòü âñå åäèíèöû íåïîñðåäñòâåííî. Ïå-
ðåíóìåðóåì êëåòêè ïîëÿ îò 1 äî 20 è ñëîæèì äâà øàáëîíà (12,
13, 14, 15, 19) + (12, 13, 14, 15, 9) = (9, 19). Åñëè ñäåëàòü ñäâèã
êîîðäèíàò íà îäíó ãîðèçîíòàëü ââåðõ, òî ïîëó÷èì ïàðó (4, 14).
Òåïåðü ïðèëîæèì ê ýòèì êëåòêàì âåðòèêàëüíûé øàáëîí (4, 9,
14, 19, 10), ïîëó÷èì åäèíèöó I(10). Äåëàÿ â êîîðäèíàòàõ ñäâèã íà
îäíó âåðòèêàëü âëåâî, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíî åäèíèöû I(7),
I(8), I(9). Çàòåì çåðêàëüíûì îòîáðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî âåðòè-
êàëüíîé îñè ñèììåòðèè ïîëó÷àåì I(6). Â ðåçóëüòàòå èìååì âñå
åäèíèöû âî âòîðîé ñòðîêå. Ïðîâîäÿ çåðêàëüíîå îòîáðàæåíèå îò-
íîñèòåëüíî ãîðèçîíòàëüíîé îñè ñèììåòðèè, òàêèì æå îáðàçîì
ïîëó÷àåì âñå åäèíèöû òðåòüåé ñòðîêè. Òåïåðü, ðàçìåùàÿ øàáëî-
íû îñíîâíûì òåëîì âî âòîðîé ñòðîêå, à ïÿòîé êëåòêîé – â ïåð-
âîé ñòðîêå, ñòðîèì åäèíèöû â êëåòêàõ 2, 3, 4. Ñèììåòðè÷íûì
ïîñòðîåíèåì ïîëó÷àåì åäèíèöû â êëåòêàõ 17, 18, 19. Îñòàëîñü
ïîñòðîèòü åäèíèöû ïî óãëàì ïîëÿ â êëåòêàõ 1, 5, 16 è 20. Ýòî
ñäåëàòü ëåãêî, íàïðèìåð, ðàñïîëàãàÿ øàáëîí ïî êîîðäèíàòàì (2,
3, 4, 5, 9). Ñêëàäûâàÿ åãî ñ åäèíèöàìè I(2), I(3), I(4), I(9), ïîëó-
÷àåì æåëàåìóþ I(5). Àíàëîãè÷íî íàõîäèì îñòàëüíûå óãëîâûå
åäèíèöû.

Ëåììà 2.3. ×åòâåðòûé øàáëîí ñàìîäîñòàòî÷åí íà ïîëå ðàçìå-
ðîì íå ìåíüøå, ÷åì N = 7 × 4.

Ïåðåíóìåðóåì êëåòêè ïîëÿ îò 1 äî 28 è ê óðàâíåíèþ øàáëî-
íà (13, 14, 19, 20, 26) ïðèáàâèì øàáëîí (6, 12, 13, 18, 19), â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷èì (6, 12, 14, 18, 20, 26). Ïðèáàâèì ñþäà åùå äâà
øàáëîíà (13, 19, 20, 25, 26) è (12, 13, 18, 19, 25). Â èòîãå èìååì
(6, 14). Âûïîëíèì òàêóþ æå îïåðàöèþ ñ øàáëîíàìè, ó êîòîðûõ
êîîðäèíàòû íà åäèíèöó ìåíüøå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì (5, 13).
Òåïåðü ñëîæèì ñ ýòèìè ïàðàìè øàáëîí (5, 6, 13, 14, 21) è ïîëó-
÷èì I(21). Îáðàçóåì åäèíèöó I(20), óìåíüøàÿ íà åäèíèöó êîîð-
äèíàòû øàáëîíîâ, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ïîñòðîåíèÿ I(21).
Ïîñêîëüêó ïðè ýòîì íàèìåíüøåé êîîðäèíàòîé â òðåòüåé ñòðîêå
áûëà 17, òî çäåñü áóäåò 16, è îñòàåòñÿ ïîñòðîèòü åùå I(19).

Àíàëîãè÷íûìè äåéñòâèÿìè îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé îñè
ñèììåòðèè ìîæíî ïîñòðîèòü åäèíèöû I(15), I(16) è I(17). Òî æå
ñàìîå, òîëüêî îòíîñèòåëüíî ãîðèçîíòàëüíîé îñè ñèììåòðèè, îò-
íîñèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ âñåõ åäèíèö, êðîìå I(11), âî âòîðîé ñòðî-
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êå. Èìåÿ áëîêè åäèíèö ìàññèâîì 3×2, ìîæíî ñòðîèòü åäèíèöû â
ïåðâîé è ïîñëåäíåé ñòðîêàõ, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñåäüìîé òèï òîæå ñàìîäîñòàòî÷åí, ÷òî íåòðóäíî äîêàçàòü,
ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî êîíöåâàÿ êëåòêà øàáëîíà ìîæåò íàõî-
äèòüñÿ íà ëþáîé êëåòêå ïîëÿ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ìîæíî ïîñòðîèòü
äèìåð â íåîáõîäèìîì ìåñòå, çàòåì óäàëèòü ñ øàáëîíà ÷åòíîå ÷è-
ñëî êëåòîê è ïîëó÷èòü åäèíèöó â ëþáîì ìåñòå ïîëÿ.

Ëåììà 2.4. Âîñüìîé øàáëîí ñàìîäîñòàòî÷åí íà ïîëå ðàçìå-
ðîì íå ìåíüøå, ÷åì N = 7 × 4.

Ñêëàäûâàåì äâà øàáëîíà ñ òàêèìè êîîðäèíàòàìè (20, 21, 25,
26, 27) è (19, 20, 21, 25, 26). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïàðó (19, 27).
Îáðàçóåì åùå îäíó ïàðó (18, 26), ñêëàäûâàÿ øàáëîíû (19, 20, 24,
25, 26) è (18, 19, 20, 24, 25). Òåïåðü ê äâóì ïàðàì ïðèáàâèì øàá-
ëîí (18, 19, 26, 27, 28) è ïîëó÷èì I(28). Âûïîëíÿÿ òàêóþ æå îïå-
ðàöèþ ñ øàáëîíàìè, êîîðäèíàòû êîòîðûõ íà åäèíèöó è íà äâîéêó
ìåíüøå ïðåæíèõ, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíî I(27) è I(26). Ïðî-
âîäÿ çåðêàëüíîå îòîáðàæåíèå îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé îñè
ñèììåòðèè, ïîëó÷àåì I(22), I(23), I(24), à îòíîñèòåëüíî ãîðèçîí-
òàëüíîé îñè ñèììåòðèè – âñå åäèíèöû ïîëÿ, êðîìå ÷åòâåðòîãî
ñòîëáöà. Îäíàêî, èìåÿ ìàññèâ åäèíèö â òðè ñòîëáöà, ëåãêî ïî-
ëó÷èòü åäèíèöû â îñòàëüíûõ êëåòêàõ, ÷òî è ïîäòâåðæäàåò ñïðà-
âåäëèâîñòü ëåììû 2.4.

3. Ïóñòü k = 3, à l = 4. Èç òðåõ êëåòîê ìîæíî ñîçäàòü äâà øà-
áëîíà – îäèí ëèíåéíûé è «óãîëîê», êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñàìîäî-
ñòàòî÷íûì è åãî ìîæíî íå ó÷èòûâàòü. Âñå ëèíåéíûå øàáëîíû
äëèíîþ k áóäåì îáîçíà÷àòü dk. Èç ÷åòûðåõ êëåòîê ìîæíî îáðàçî-
âàòü øàáëîíû, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 2.9.

Íàêëàäûâàÿ íà ïåðâûå äâà è ÷åòâåðòûé øàáëîíû èñõîäíûé
øàáëîí d3, ïîëó÷àåì åäèíèöû. Íàêëàäûâàÿ âåðòèêàëüíî d3 íà
ïåðâûé ñòîëáåö òðåòüåãî øàáëîíà, ïîëó÷àåì «óãîëîê», è ýòî ðå-
øàåò ïðîáëåìó. Íàêëàäûâàÿ â ïîñëåäíåì øàáëîíå íà äâå ñòðî÷-
êè d3, ïîëó÷àåì øàáëîí äëèíîþ äâà, ÷òî ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ 2.

4. Ïóñòü k = 3, à l = 5. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî øàáëîíû
íà ðèñ. 2.8. Íàêëàäûâàÿ íà ïåðâûé øàáëîí ïîñëåäîâàòåëüíî
äâàæäû d3, ïîëó÷àåì åäèíèöó. Òî æå ïðèìåíèìî è äëÿ âòîðîãî
øàáëîíà, òîëüêî âòîðîé ðàç d3 íàêëàäûâàåì âåðòèêàëüíî. Òðåòèé
øàáëîí çåðêàëüíî íà-
êëàäûâàåì íà ñåáÿ, ÷òî-
áû äëèííàÿ ÷àñòü ñîâïà-
äàëà. Ïîëó÷àåì äâå èçî-
ëèðîâàííûå êëåòêè, êî-

Ðèñ. 2.9
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òîðûå íàêðûâàåì d3 è ïîëó÷àåì åäèíèöó. Ê ÷åòâåðòîìó øàáëîíó
ïðèêëàäûâàåì d3 â òðåòüåì ñòîëáöå è ïåðâîé ñòðîêå, ïîëó÷àåì
åäèíèöó. Ê ïÿòîìó, äåâÿòîìó è îäèííàäöàòîìó øàáëîíàì ïðè-
êëàäûâàåì d3 ïî âåðòèêàëè è ïî ãîðèçîíòàëè, ïîëó÷àåì åäèíèöó.
Ê øåñòîìó è âîñüìîìó øàáëîíàì ïðèêëàäûâàåì d3 ïî ïåðâîé è
âòîðîé ãîðèçîíòàëÿì, ïîëó÷àÿ åäèíèöó. Òàêæå ïîëó÷àåì åäèíè-
öû, ïðèêëàäûâàÿ d3  âåðòèêàëüíî â ïåðâîì è âî âòîðîì ñòîëáöàõ
ñåäüìîãî øàáëîíà, à òàêæå ïî äâóì ãîðèçîíòàëÿì è â òðåòüåì
ñòîëáöå âåðòèêàëüíî äåñÿòîãî øàáëîíà.

5. Ïóñòü k = 4, à l = 5. Âñå òàêèå øàáëîíû ïðåäñòàâëåíû íà
ðèñ. 2.8 è 2.9.

Ðàññìîòðèì ñðåäè øàáëîíîâ ïÿòîãî ïîðÿäêà òîëüêî íåñàìî-
äîñòàòî÷íûå, ò. å. ïåðâûé – d5, ïÿòûé, äåâÿòûé, äåñÿòûé è
îäèííàäöàòûé. Óêàçûâàåì â ïåðåáîðå âàðèàíòîâ ïåðâûì íîìåð
øàáëîíîâ íà ðèñ. 2.9, à âòîðûì – íà ðèñ. 2.8.

(1–1). Îáà ëèíåéíûå, âîïðîñ î÷åâèäåí.
(1–5). Åñëè íà êîíöû óãëà íàëîæèòü d4, òî ïîëó÷èì «óãîëîê»,

è ïðîáëåìà ðåøåíà.
(1–9). Ïîñòðîåíèå ïðåäïîëàãàåò ðàçìåðû ïîëÿ êàê ìèíèìóì

6 × 6, ïîýòîìó çàíóìåðóåì êëåòêè îò 1 äî 36. Ñëîæèì äâà øàá-
ëîíà (16, 17, 18, 23, 29) è (5, 11, 16, 17, 18), à çàòåì ïðèëîæèì d4

(5, 11, 17, 23). Ïîëó÷èì ïàðó (17, 29). Òî æå ñàìîå âûïîëíèì ñ
øàáëîíàìè (10, 14, 15, 16, 22) è (10, 16, 17, 18, 22), ïðèáàâèâ ê
íèì d4 (14, 15, 16, 17). Ïîëó÷èì åùå ïàðó (16, 18). Òåïåðü ïðè-
ëîæèì øàáëîí (16, 17, 18, 23, 29) è ïîëó÷èì I(23). Àíàëîãè÷íî
ìîæíî íàéòè I(29), I(11), I(17). Ïðîâåäÿ çåðêàëüíûå îòðàæåíèÿ
îòíîñèòåëüíî ãîðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíîé îñåé ñèììåòðèè,
íàéäåì åäèíèöû íà âñåõ êëåòêàõ ïîëÿ, êðîìå ïåðâûõ è øåñòûõ
ñòðîê è ñòîëáöîâ. Îäíàêî ìàññèâ åäèíèö äîñòàòî÷åí äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ åäèíèö è â ýòèõ êëåòêàõ.

(1–10). Âûáåðåì ïîëå ðàçìåðîì 5×6, íóìåðóÿ êëåòêè îò 1 äî
30. Ñëîæèì øàáëîíû (16, 22, 23, 24, 30) è (16, 17, 23, 29, 30),
çàòåì åùå äâà (9, 15, 16, 17, 23) è (9, 10, 16, 22, 23). Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì äâå ïàðû (10, 15) è (24, 29). Ïðèáàâèì øàáëîí (24, 18,
17, 16, 10) è d4 = (15, 16, 17, 18), â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì I(29).
Ñäâèíóâ íà åäèíèöó è äâîéêó êîîðäèíàòû øàáëîíîâ, ïîëó÷èì
åäèíèöû I(28) è I(27). Ïðîâîäÿ ðàçëè÷íûå çåðêàëüíûå îòîáðàæå-
íèÿ, íàéäåì ïîñëåäîâàòåëüíî âñå åäèíèöû äëÿ âñåõ êëåòîê ïîëÿ.

(1–11). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ åäèíèöû äîñòàòî÷íûå ðàçìåðû ïîëÿ
ñîñòàâëÿþò 6 × 6. Ñëîæèì øàáëîíû (9, 14, 15, 16, 21) è (11, 16,
17, 18, 23), çàòåì åùå ÷åòûðå: d4  = (15, 16, 17, 18), d4 = (14, 15,
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16, 17), d4  = (9, 15, 21, 27) è d4  = (11, 17, 23, 29). Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì ïàðó (27, 29). Äîáàâèì ê íåé øàáëîí (22, 27, 28, 29, 34)
è d4  = (16, 22, 28, 34), ïîëó÷èì I(16).

(2–1). Íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷èì åäèíèöó I(4) â ïîëå ðàçìå-
ðîì 6 × 6, ñëîæèâ äâà ïåðâûõ øàáëîíà (1, 2, 3, 9), (3, 4, 5, 9) è
d5  = (1, 2, 3, 4, 5).

(2–5, 9, 10). Íåïîñðåäñòâåííî ïðèëîæèì øàáëîíû è ïîëó-
÷èì åäèíèöó.

(2–11). Ïðèëîæèâ ïåðâûé øàáëîí ïî ñòîëáöó è ïî ñòðîêå
âòîðîãî øàáëîíà, ïîëó÷èì åäèíèöó.

(3–1). Ðàññìîòðèì ïîëå ðàçìåðîì 6 × 4. Ñëîæèâ â íåì äâà
ïåðâûõ øàáëîíà (4, 5, 9, 10), (2, 3, 9, 10) è d5  =(1, 2, 3, 4, 5), ïî-
ëó÷èì I(4).

(3–5). Â ïîëå ðàçìåðîì 6 × 4 ñëîæèì òðè ïåðâûõ øàáëîíà (1,
2, 8, 9), (1, 7, 8, 14), (8, 13, 14, 19) è îäèí âòîðîé (7, 8, 9, 13, 19),
ïîëó÷èì I(2).

(3–9). Â òîì æå ïîëå ðàçìåðîì 6 × 4 ñëîæèì äâà ïåðâûõ øà-
áëîíà (2, 3, 7, 8), (2, 8, 9, 15) è îäèí âòîðîé (3, 7, 8, 9, 15), ïî-
ëó÷èì I(8).

(3–10). Ñëîæèì øàáëîíû (1, 7, 8, 9, 15) è (2, 8, 9, 15), ïîëó-
÷èì «óãîëîê» (1, 2, 7), ÷òî ðåøèëî ïðîáëåìó.

(3–11). Ñëîæèì äâà ïåðâûõ øàáëîíà (1, 2, 8, 9), (1, 7, 8, 14)
è îäèí âòîðîé (2, 7, 8, 9, 14), ïîëó÷èì I(8).

(4–1). Ñëîæèì ÷åòûðå ïåðâûõ øàáëîíà (3, 8, 9, 15), (3, 9, 10,
15), (4, 9, 10, 16), (4, 10, 11, 16) è îäèí âòîðîé (7, 8, 9, 10, 11),
ïîëó÷èì I(7).

(4–5). Ïðèëîæèì â ïåðâîì ñòîëáöå ïåðâûé øàáëîí è ïîëó-
÷èì «óãîëîê», ÷òî ðåøèëî ïðîáëåìó.

(4–9). Íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷èì åäèíèöó, ïîñòàâèâ ïåðâûé
øàáëîí â òðåòèé ñòîëáåö âòîðîãî.

(4–10). Ñëîæèì òðè ïåðâûõ øàáëîíà (1, 7, 8, 13), (7, 13, 14,
19), (9, 14, 15, 21) è òðè âòîðûõ (1, 7, 8, 9, 15), (7, 13, 14, 15, 21),
(9, 13, 14, 15, 19), ïîëó÷èì I(17).

(4–11). Íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷èì åäèíèöó, ïîñòàâèâ ïåðâûé
øàáëîí âî âòîðîé ñòîëáåö âòîðîãî øàáëîíà.

(5–1). Ñóììèðóåì ÷åòûðå ïåðâûõ øàáëîíà (8, 9, 14, 15), (20,
21, 26, 27), (10, 11, 16, 17), (22, 23, 28, 29) è ïÿòü âòîðûõ (2, 8,
14, 20, 26),(3, 9, 15, 21, 27), (4, 10, 16, 22, 28), (5, 11, 17, 23, 29),
(1, 2, 3, 4, 5), ïîëó÷àÿ I(1).

(5–5, 9, 11). Ýòè ñî÷åòàíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì ðåøåíèÿ
ñèñòåìû.
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(5–10). Ñëîæèâ ïåðâûå ÷åòûðå øàáëîíà (2, 3, 8, 9), (13, 14,
19, 20), (10, 11, 16, 17), (21, 22, 27, 28) è ïÿòü äðóãèõ (2, 3, 8, 13,
14), (8, 9, 14, 19, 20), (10, 11, 16, 21, 22), (16, 17, 22, 27, 28), (8,
14, 15, 16, 22), ïîëó÷èì I(15).

Â ïîëå ðàçìåðîì 7 × 6 ñ ïîìîùüþ çåðêàëüíûõ îòîáðàæåíèé
íàõîäèì åùå åäèíèöû I(16), I(21), I(22), I(27), I(28), ÷òî ñîñòàâëÿåò
äîñòàòî÷íûé áàçèñ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñòàëüíûõ åäèíèö íà ëþáîé
êëåòêå ïîëÿ.

6. Ïóñòü k = l = 5. Íå ó÷èòûâàÿ ñàìîäîñòàòî÷íûå øàáëîíû,
áåðåì ïàðû èç ïåðâîãî, ïÿòîãî, äåâÿòîãî, äåñÿòîãî è îäèííàäöà-
òîãî øàáëîíîâ.

(1–5). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ åäèíèöû äîñòàòî÷íî â ïîëå ðàçìåðîì
7 × 6 âçÿòü îäèí ïåðâûé è äâà ïÿòûõ øàáëîíà, à èìåííî: (1, 2, 3,
4, 5), (1, 2, 3, 9, 15) è (3, 4, 5, 9, 15). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì I(3).

(1–9). Ñóììèðóåì øàáëîíû â ïîëå òîé æå ðàçìåðíîñòè (3, 7,
8, 9, 15), (3, 9, 10, 11, 15) è (7, 8, 9, 10, 11), ïîëó÷àåì I(9).

(1–10). Ñóììèðóåì ïÿòü ïåðâûõ øàáëîíîâ (1, 7, 13, 19, 25),
(7, 8, 9, 10, 11), (14, 14, 15, 16, 17), (19, 20, 21, 22, 23), (25, 26,
27, 28, 29) è âîñåìü äåñÿòûõ (8, 14, 15, 16, 22), (9, 15, 16, 17, 23),
(10, 14, 15,16, 20), (11, 15, 16, 17, 21), (14, 20, 21, 22, 28), (15, 21,
22, 23, 29), (16, 20, 21, 22, 26), (17, 21, 22, 23, 27), ïîëó÷àåì I(1).

(1–11). Äëÿ òàêîãî ñî÷åòàíèÿ áàçèñ íàéòè íåâîçìîæíî.
(5–9). Äëÿ òàêîãî ñî÷åòàíèÿ áàçèñ íàéòè íåâîçìîæíî.
(5–10). Åñëè ìû ñëîæèì îäèí ïÿòûé øàáëîí (9, 15, 19, 20,

21) è äâà äåñÿòûõ (7, 13, 14, 15, 21), (8, 9, 14, 19, 20), òî ïîëó÷èì
«óãîëîê» (7, 8, 13), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñàìîäîñòàòî÷íûì øàáëîíîì.
Îäíàêî ïðîùå äîáàâèòü ê ïåðâîìó «óãîëêó» âòîðîé «óãîëîê» (3,
8, 9) è äåñÿòûé øàáëîí (3, 7, 8, 9, 13), ÷òîáû ïîëó÷èòü I(9).

(5–11). Äëÿ òàêîãî ñî÷åòàíèÿ áàçèñ íå ñóùåñòâóåò.
(9–10). Ñóììèðóåì òðè äåâÿòûõ (2, 8, 13, 14, 15), (3, 7, 8, 9,

15), (9, 13, 14, 15, 21) è äâà äåñÿòûõ (2, 3, 8, 13, 14), (7, 13, 14,
15, 21) øàáëîíà, ïîëó÷àåì I(8).

(9–11). Äëÿ òàêîãî ñî÷åòàíèÿ áàçèñ íå ñóùåñòâóåò.
(10–11). Îáðàçóåì ñóììó èç äâóõ äåñÿòûõ øàáëîíîâ (1, 7, 8,

9, 15), (1, 2, 8, 14, 15) è îäíîãî îäèííàäöàòîãî (2, 7, 8, 9, 14). Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì åäèíèöó I(8).

Ïîäîáíûå âû÷èñëåíèÿ ìîæíî ïðîäîëæèòü è äëÿ áîëåå îáúåì-
íûõ øàáëîíîâ, ñâîäÿ èõ ê ïîñòðîåíèþ ëèáî åäèíèöû, ëèáî ê
øàáëîíó ñ ìåíüøèì ÷èñëîì êëåòîê, ëèáî ê ñàìîäîñòàòî÷íîìó
øàáëîíó.



271

Г Л А В А  3

ПОСТРОЕНИЕ ДВУМЕРНОЙ МНОГОЦВЕТНОЙ
МОЗАИКИ

3.1. ПОСТРОЕНИЕ ПЛОСКИХ ИЗОБРАЖЕНИЙ ДЛЯ K > 2

Î÷åâèäíî, ÷òî âñå òåîðåòè÷åñêèå âûâîäû îòíîñèòåëüíî ëè-
íåéíîãî ïîëÿ è ëèíåéíûõ øàáëîíîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîèç-
âîëüíîãî êîëè÷åñòâà öâåòîâ ïåðåíîñÿòñÿ è íà äâóìåðíîå ïîëå.
Ïîýòîìó âñå îïðåäåëåíèÿ, åñëè îíè íå ïðîòèâîðå÷àò îñíîâíîé
çàäà÷å â íîâûõ óñëîâèÿõ, áóäóò ïîëíîñòüþ ïåðåíåñåíû íà äâóìåð-
íîå ïîëå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî êðàñîê òàêæå îáîçíà÷àåòñÿ
÷èñëîì K, à ìíîæåñòâó öâåòîâ ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå ìíîæå-
ñòâî ÷èñåë Q = {0, 1, 2, …, K — 1}.

Â îòëè÷èå îò îäíîöâåòíûõ øàáëîíîâ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâîâàëè
K = 2, äëÿ ìíîãîöâåòíûõ óðàâíåíèå øàáëîíà äîëæíî âêëþ÷àòü
ðàñïðåäåëåíèå öâåòîâ ïî åãî ñîñòàâëÿþùèì êëåòêàì. Ïîýòîìó åãî
çàïèñûâàþò â âèäå

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 1, , , , . . . , , ,r rs q i q i q−α = α α + α +            (3.1)

ãäå 1 2 10 ... ;ri i i N−< < < < ≤ − α  { } ( )\ 0 1jq Q j N∈ ≤ ≤ , à r ðàâíî ÷è-

ñëó êëåòîê øàáëîíà. Ïðè ýòîì, êàê è ïðåæäå, ïðåäïîëàãàåòñÿ ñîñåä-
ñòâî âñåõ êëåòîê øàáëîíà òîëüêî ÷åðåç îáùèå ñòîðîíû, à íå âåðøè-
íû êëåòîê.

Äëÿ êàæäîãî øàáëîíà îïðåäåëÿåòñÿ åãî äîïóñòèìîå ïîëîæå-
íèå íà ïîëå, êàê è â ãëàâå 2 (ñì. ðèñ. 2.4). Ïóñòü, íàïðèìåð, ïåð-
âûé øàáëîí (ñì. ðèñ. 2.3) îêðàøåí â öâåòà â ïîðÿäêå íóìåðàöèè
åãî êëåòîê êàê (3, 8, 2, 2, 3) äëÿ 10K =  (ðèñ.3.1). Òîãäà åãî óðàâ-
íåíèå èìååò âèä

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ },3 , 1,8 , 1,2 , 2 ,3 , 2 1,2 .s n n nα = α α + α + + α + α + +     (3.2)

Äëÿ íåñêîëüêèõ øàáëîíîâ öâåòà â îäèíàêîâûõ êëåòêàõ íà-
êëàäûâàþòñÿ ïî modK . Íàïðèìåð, íàëîæåíèå øàáëîíà (3.2)
ñàìîãî íà ñåáÿ ïðèâîäèò ê íîâîé ðàñêðàñêå øàáëîíà:

2 ( ) ( ) ( )s s sα = α + α =

{ }( ,6),( 1,16),( 1,4),( 2 ,6),( 2 1,4) (mod10).n n n= α α + α + + α + α + +  (3.3)
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Êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ íå çàâèñèò îò K è ïî-
ïðåæíåìó ðàâíî ñóììå âñåõ âîçìîæíûõ ïîëîæåíèé íà
ïîëå êàæäîãî øàáëîíà âìåñòå ñ åãî ïðåîáðàæåííûìè
êîïèÿìè. Òî æå êàñàåòñÿ è êîðòåæåé ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì xi ∈ Z, i = 1, 2, …, N.

Ïóñòü çàäàí âåêòîð èçîáðàæåíèÿ bj = (b1, b2, …, bn),
ãäå bj ∈ Q (1 ≤ j ≤ N). Äëÿ êàæäîé êëåòêè ïîëÿ ìîæíî çàïèñàòü
óðàâíåíèå, êóäà áóäóò âõîäèòü âìåñòå ñ öâåòîì ïåðåìåííûå, êîð-
òåæè êîòîðûõ ñîäåðæàò íîìåð ýòîé êëåòêè. Ïîëó÷àåì ñëåäóþ-
ùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé òèïà (3.2):

 ( ) (mod ), 1,2, ..., ,
i

i
i j j

C j

x q b K j N
≠∅

≡ =∑
∩

             (3.4)

ãäå ( )i
jq – öâåò êëåòêè ñîîòâåòñòâóþùåãî i-ãî øàáëîíà, íàëîæåí-

íîé íà êëåòêó j .
Â îòëè÷èå îò øàáëîíà äëÿ ëèíåéíîãî ïîëÿ äâóìåðíûå øàá-

ëîíû ìîãóò èìåòü äâå îñè ãåîìåòðè÷åñêîé ñèììåòðèè. Ïîýòîìó â
óðàâíåíèè (3.4) â çàâèñèìîñòè îò âèäà øàáëîíà ìîæåò ó÷àñòâî-
âàòü äî âîñüìè ñîîòâåòñòâóþùèõ åìó ïåðåìåííûõ. Â çàâèñèìîñ-
òè îò ðàñêðàñêè ýòà ñèììåòðè÷íîñòü ìîæåò íàðóøàòüñÿ. Î÷åâèä-
íî, ÷òî ÷èñëî îñåé ñèììåòðèé ðàñêðàñîê íå ìîæåò áûòü áîëüøå
÷èñëà ãåîìåòðè÷åñêèõ îñåé ñèììåòðèé. Îáùåå ÷èñëî ïåðåìåí-
íûõ â çàâèñèìîñòè îò íàëè÷èÿ îñåé ñèììåòðèè äëÿ ïîëîæåíèé
øàáëîíà è ÷èñëà îñåé ñèììåòðèé êðàñîê óêàçàíî â òàáë. 3.1.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè øàáëîí èìååò 8 ïîëîæåíèé, òî êàæäàÿ
åãî ðàñêðàñêà óíèêàëüíàÿ è ïðè ôèêñèðîâàííîé ìåòêå ñîîòâåòñ-
òâóåò âîñüìè ïåðåìåííûì, ÷òî è îòðàæåíî â òàáë. 3.1. Åñëè æå
øàáëîí èìååò ãåîìåòðè÷åñêóþ îñü ñèììåòðèè, òî ïîÿâëÿåòñÿ âîç-
ìîæíîñòü ñîâïàäåíèÿ ðàñêðàñîê øàáëîíà ïîñëå ïîâîðîòà åãî âî-
êðóã îñè ñèììåòðèè.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Íàçîâåì ðàñêðàñêó øàáëîíà, ïîëó÷åííóþ ïîñëå
åãî ïîâîðîòà â ïðîñòðàíñòâå âîêðóã âåðòèêàëüíîé (ãîðèçîíòàëü-
íîé) îñè ñèììåòðèè, ãîðèçîíòàëüíî (âåðòèêàëüíî) äâîéñòâåííîé.

 Ò à á ë è ö à  3.1

×èñëî ãåîìåòðè÷åñêèõ îñåé ñèììåòðèé 0 1 1 2 2 2 4 4 4 4

×èñëî ïîëîæåíèé øàáëîíà 8 4 4 2 2 2 1 1 1 1

×èñëî îñåé ñèììåòðèè êðàñîê 0 0 1 0 1 2 0 1 2 4

×èñëî ïåðåìåííûõ 8 8 4 8 4 2 8 4 2 1

Ðèñ. 3.1
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 Åñëè øàáëîí èìååò äâå îñè ñèììåòðèè, òî ðàñêðàñêó ïåðå-
âåðíóòîãî øàáëîíà íàçîâåì ïðîñòî äâîéñòâåííîé.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Íàçîâåì ãîðèçîíòàëüíî (âåðòèêàëüíî) äâîé-
ñòâåííóþ ðàñêðàñêó øàáëîíà âåðòèêàëüíî (ãîðèçîíòàëüíî) ñàìî-
äâîéñòâåííîé, åñëè îíà ñîâïàäàåò ñ îñíîâíîé. Àíàëîãè÷íî, åñëè
äâîéñòâåííàÿ è îñíîâíàÿ ðàñêðàñêè ñîâïàäàþò, íàçîâåì èõ ñà-
ìîäâîéñòâåííûìè.

Ïîíÿòíî, ÷òî ñàìîäâîéñòâåííûå (ãîðèçîíòàëüíî èëè âåðòè-
êàëüíî) øàáëîíû ïðè ôèêñèðîâàííîé ìåòêå ñîîòâåòñòâóþò ÷å-
òûðåì ïåðåìåííûì, à ïðîñòî ñàìîäâîéñòâåííûå – äâóì ïåðå-
ìåííûì.

Ðàññìîòðèì îïÿòü øàáëîíû íà ðèñ. 2.1 (ïðàâàÿ ÷àñòü) è çàôèê-
ñèðóåì èõ ìåòêè. Ïåðâûé øàáëîí èìååò âåðòèêàëüíóþ îñü ñèììåò-
ðèè, ïîýòîìó ÷èñëî åãî ïåðåìåííûõ ðàâíî 4 èëè 8, âòîðîé øàáëîí
íå èìååò îñåé ñèììåòðèè, ïîýòîìó êîëè÷åñòâî åãî ïåðåìåííûõ ðàâ-
íî 8, òðåòèé øàáëîí èìååò 4 îñè ñèììåòðèè, ïîýòîìó â çàâèñèìîñ-
òè îò ðàñêðàñîê îí ìîæåò èìåòü ÷èñëî ïåðåìåííûõ 8, 4, 2 èëè 1.

Òåïåðü, ïîñëå ââåäåíèÿ íåîáõîäèìûõ îïðåäåëåíèé è òåðìèíîâ,
ðàññìîòðèì ñîñòàâëåíèå îñíîâíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ ñðàâíåíèé.

3.2. ПОСТРОЕНИЕ БАЗИСА РЕШЕНИЙ
ДЛЯ ОДНОГО ШАБЛОНА

Åñëè ñèñòåìà (3.4) èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, òî çàäàííîå
èçîáðàæåíèå ìîæíî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ íàëè÷íûõ øàáëîíîâ.
Îäíàêî ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.4) ñòàíäàðòíûìè ìåòî-
äàìè â îáùåì âèäå èñêàòü î÷åíü ñëîæíî, ïîýòîìó äåéñòâóåì àíà-
ëîãè÷íî ñëó÷àþ K = 2.

Ïðåäñòàâèì, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè (3.4) íå çàäàíû.
Îïðåäåëåíèå 3.3. Åñëè ñ ïîìîùüþ ïîäáîðà çíà÷åíèé ïåðå-

ìåííûõ ïîëó÷èì â ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.4) äëÿ
êàêîãî-ëèáî îäíîãî 0 (mod )b Kα ≠ , à äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ

0(mod )( )jb K i≡ ≠α , òî íàçîâåì òàêîå ðåøåíèå îäíîêëåòî÷íûì.

Ýòîìó ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèå òèïà (3.4):

( ) ( ) ( )
( )

{ }, mod , \ 0 , ,
j j

j j j j
s

q y s K q Q y Z
α ∩α≠∅

α = α ∈ ∈∑      (3.5)

ãäå jα – ìåòêà ñîîòâåòñòâóþùèõ øàáëîíîâ è ñëîæåíèå ïðîâîäèò-

ñÿ ïî ïðàâèëó (3.4).
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Åñëè äëÿ êàæäîãî K  ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ýëåìåíò 1q − , òî,

îáîçíà÷àÿ 1
j jz y q −=  è èìåÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.5), ïîëó÷àåì

ðåøåíèå äëÿ ïîñòðîåíèÿ åäèíèöû â êëåòêå α .
Îïðåäåëåíèå 3.4. Íàçîâåì øàáëîí s  ãîìîìîðôíûì îäíîé

êëåòêå α , åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.5) òîëüêî äëÿ
ýòîãî òèïà øàáëîíà è åãî ðàçëè÷íûõ ïîëîæåíèé â ïðîñòðàíñòâå.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ïîäìíîæåñòâî øàáëîíîâ 0S S⊂  îáðàçóåò
áàçèñ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.3), åñëè:

à) ñ åãî ïîìîùüþ â êàæäîé êëåòêå ïîëÿ ìîæíî ïîñòðîèòü ðàñ-
êðàñêó q Q⊂ \ {0};

á) q  èìååò äëÿ äàííîãî K  îáðàòíûé ýëåìåíò.
Øàáëîí s  íàçûâàåòñÿ ñàìîäîñòàòî÷íûì äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòå-

ìû (3.3), åñëè îí ñîâìåñòíî ñî ñâîèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè îáðà-
çóåò áàçèñ.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêèé ñàìîäîñòàòî÷íûé øàáëîí ÿâëÿåòñÿ ãî-
ìîìîðôíûì êàæäîé êëåòêå ïîëÿ. Íî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íå-
âåðíî, òàê êàê åñëè øàáëîí ãîìîìîðôåí êàæäîé êëåòêå ïîëÿ, òî
äëÿ íåêîòîðûõ êëåòîê çíà÷åíèÿ öâåòà íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ á).

Èç âñåõ ñàìîäîñòàòî÷íûõ øàáëîíîâ èíîãäà ìîæíî âûäåëèòü
òàêèå, êîòîðûå îáðàçóþò îäíîêëåòî÷íîå ðåøåíèå êðàòíûì íà-
ëîæåíèåì øàáëîíà íà ñåáÿ. Ýòî ðàññìîòðåíî â [3] äëÿ ëèíåé-
íîãî ïîëÿ, à âñå èçëîæåííîå âûøå î ëèíåéíûõ øàáëîíàõ îñòàåò-
ñÿ ñïðàâåäëèâûì äëÿ äâóìåðíîãî ïîëÿ.

Ëåììà 3.1. Øàáëîí s, ó êîòîðîãî ðàñêðàñêà êëåòîê óäîâëåò-
âîðÿåò óñëîâèþ

ÍÎÄ{ }1 2, , . . . , , 1,rq q q K r s=λ > = ,               (3.6)

íå ìîæåò áûòü ñàìîäîñòàòî÷íûì äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíå-
íèé (3.3).

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ñëîæåíèè òàêîãî øàáëîíà è âñåõ åãî ïðåîá-
ðàçîâàíèé ñóììà öâåòîâ âñåãäà äàåò öâåò 0(mod ),q = λ  { }\ 0q Q⊂ .

Ïðåäñòàâèì, ÷òî 1q −  ñóùåñòâóåò, ÷òî äîëæíî áûòü îáÿçàòåëüíûì
äëÿ ñàìîäîñòàòî÷íîñòè øàáëîíà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
òàêîå 0 (mod )t K≠ , äëÿ êîòîðîãî 1(mod )tq K=  èëè òî æå ñàìîå

1tq Kl= +  äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî l. Íî K ≡ 0 (mod λ), ïîýòîìó

1 (mod )tq ≡ λ . Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî 0 (mod )q ≠ λ , à ýòî ïðîòèâî-
ðå÷èò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.
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Ðàññìîòðèì øàáëîí íà ðèñ.3.1 è ïîêàæåì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ãî-
ìîìîðôíûì äëÿ êëåòêè α, ïðèíàäëåæàùåé ìíîæåñòâó äîïóñòèìûõ
ïîëîæåíèé, ÷èñëî êîòîðûõ, ñîãëàñíî ðèñ. 2.5, ðàâíî 14. Ïåðåìåííûå
äëÿ âñåõ ïîëîæåíèé ðàñêðàøåííîãî øàáëîíà ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.2.

Ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé, ãäå äëÿ êàæäîé êëåòêè ïîëÿ
îòâîäèòñÿ îäíî óðàâíåíèå. Â êàæäîå óðàâíåíèå âõîäÿò òå è òîëüêî
òå ïåðåìåííûå, èçîáðàæåíèÿ êîòîðûõ íà ðèñ. 3.2 ïåðåñåêàþòñÿ ñ
äàííîé êëåòêîé. Îïðåäåëèì áàçîâîå ðåøåíèå äëÿ b1 = 1, à bi = 0
(i > 1) è äëÿ Ê = 11:

3x1 · · · +8x5 · · · +3x9 · · +8x12 · · ≡ 1
8x1 +3x2 · · +3x5+8x6 · · · · · +2x12 · · ≡ 0

+8x2 · · · +3x6 · · +3x9 · · +2x12 · · ≡ 0
3x3 · +2x5 · +8x7 · +2x9 +3x10 · +3x12 +8x13 · ≡ 0

2x1 · +8x3+3x4 · +2x6+3x7+8x8+2x9 · · · +2x13 · ≡ 0
+2x2 · +8x4 · · · +3x8+8x9 +3x10 · +3x12 +2x13 · ≡ 0

3x1 · · · +2x5 · +2x7 · · +2x10 +3x11 · +3x13 +8x14 ≡ 0 mod 11.

2x1 +3x2+2x3 · +3x5+2x6 · +2x8 · +2x10 · · · +2x14 ≡ 0
+2x2 · +2x4 · +3x6 · · · +8x10 +3x11 · +3x13 +2x14 ≡ 0

+3x3 · · · +2x7 · · · +2x11 · · +3x14 ≡ 0
+2x3+3x4 · · +3x7+2x8 · · +2x11 · · · ≡ 0

+2x4 · · · +3x8 · · +3x11 · · +3x14 ≡ 0 (3.7)

Â ýòîé ñèñòåìå 12 óðàâíåíèé è 14 íåèçâåñòíûõ. Ïîëîæèì x13 = x14 = 0.
Ðåøàÿ îñòàâøóþñÿ ñèñòåìó, ïîëó÷àåì ðåøåíèå

 x1 ≡ 3(mod 11), x2 ≡ 5(mod 11), x3 ≡ 1(mod 11), x4 ≡ 6(mod 11),

x5 ≡ 7(mod 11), x6 ≡ 4(mod 11), x7 ≡ 6(mod 11), x8 ≡ 5(mod 11),

Ðèñ. 3.2
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 x9 ≡ 6(mod 11), x10 ≡ 2(mod 11), x11 ≡ 9(mod 11), x12 ≡ 9(mod 11).
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî âàðèàíòû ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ðåøå-

íèÿ ñèñòåìû äëÿ îäíîãî øàáëîíà, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñèñòåìå (3.5).
1. Ïóñòü r = 2. Òîãäà s(α) ={(α, q1), (α + 1, q2)}. Èçâåñòíî, ÷òî

åñëè q1 = q2, òî øàáëîí íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîäîñòàòî÷íûì. Ïîýòîìó
ïîëîæèì q1 ≠ q2.

Äâîéñòâåííûé ê íåìó áóäåò øàáëîí s(α) ={(α, q2), (α + 1, q1)}.
Çàïèñûâàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ åäèíèöû â òî÷êå α:

 x q1 + y q2 = 1(mod K);
 x q2 + y q1 = 0(mod K).                       (3.8)

Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ðàâåí 2 2
1 2 0(mod )q q K− ≠ , ïîýòîìó ðåøå-

íèå ñóùåñòâóåò âñåãäà, åñëè K > 3:

1 2
2 2 2 2
1 2 1 2

; .
q q

x y
q q q q

−
= =

− −
 

Òàê æå ìîæíî ïîëó÷èòü åäèíèöó äëÿ ïðîèçâîëüíîé êëåòêè ïîëÿ.
2. Ïóñòü r = 3. Òîãäà ñóùåñòâóåò òîëüêî äâà òèïà øàáëîíîâ:

îäèí ëèíåéíûé s(α) ={(α, q1), (α + 1, q2), (α + 2, q3)}, à äðóãîé â âèäå
«óãîëêà»: s(α) ={(α, q1), (α + 1, q2), (α + n, q3)}. Äëÿ ëèíåéíîãî
øàáëîíà, ó÷èòûâàÿ äâîéñòâåííûé øàáëîí, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

 x q1 + y q2 + z q3 = 1(mod K);
 x q3 + y q2 + z q1 = 0(mod K).

Åñëè q1 = q2 = q3, òî øàáëîí íå ìîæåò îáðàçîâàòü åäèíèöó, ïî-
ýòîìó íàéäóòñÿ äâà ðàçíûõ öâåòà, íàïðèìåð q1 ≠ q2. Òîãäà çàäà÷à
ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ 1. Â îáùåì ñëó÷àå ëèíåéíûé
øàáëîí ïðîèçâîëüíîé äëèíû ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ 1.

Äëÿ âòîðîãî òèïà øàáëîíà ðåøåíèå ñóùåñòâóåò. Çàôèêñèðóåì
ïîëîæåíèå øàáëîíà íà ïîëå ðàçìåðîì 2 × 2 (ðèñ. 3.3). Çàïèøåì ñî-
îòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó äëÿ îáðàçîâàíèÿ áàçèñà b1 = 1, b2 = b3 = b4 = 0.

x1q1 +      + x3q3 + x4q2  ≡ 1 (mod K);
x1q2 + x2q1 + + x4q3 . ≡ 0 (mod K);

x2q3 + x3q2 + x4q1  ≡ 0 (mod K); (3.9)
x1q3 + x2q2 + x3q1  ≡ 0 (mod K).

Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ðàâåí

detA = ( )24 2 2 2
2 1 2 3 1 34 .q q q q q q− − −

Ðåøåíèå ñèñòåìû èìååò âèä

xi = Ai/A,Ðèñ. 3.3
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ãäå

A1 = 2 2 3
1 3 3 2 1q q q q q− − , A2 = 2 2

2 3 1 2q q q q+ , A3 = 2 3 2
1 3 3 1 2q q q q q− − ,

A4 = 3
1 2 3 22q q q q− + .

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé öâåòîâ âñåãäà ìîæíî ïîäîáðàòü
ïîäõîäÿùèå øàáëîíû, ÷òîáû ïîñòðîèòü åäèíèöó â ïåðâîé êëåòêå
ïîëÿ. Çàäàâàÿ åäèíèöó â äðóãèõ êëåòêàõ, ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâó-
þùåå ðåøåíèå.

3. Ïóñòü r = 4. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïÿòü òèïîâ øàáëîíîâ ñ óðàâ-
íåíèÿìè

{(α, q1), (α + 1, q2), (α + 2, q3), (α + 4, q4)}, {(α, q1), (α + 1, q2),

(α + 2, q3), (α + n +2, q4)}, {(α, q1), (α + 1, q2), (α + 2, q3),

(α + n + 1, q4)}, {(α, q1), (α + 1, q2), (α + n + 1, q3),

(α + n + 1, q4)}, {(α, q1), (α + 1, q2), (α + n, q3), (α + n + 1, q4)}.

Ýòè òèïû øàáëîíîâ èç ÷åòûðåõ êëåòîê ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.4.
Ñîñòàâèì äëÿ ïåðâîãî èç íèõ è äâîéñòâåííîãî åìó óðàâíåíèÿ:

x1q1 + x2q4 ≡ 1 (mod K);

x1q2 + x2q3 ≡ 0 (mod K);

x1q3 + x2q2 ≡ 0 (mod K);

x1q4 + x2q2 ≡ 0 (mod K).

Ñêëàäûâàÿ ïåðâîå ñ ÷åòâåðòûì è âòîðîå ñ òðåòüèì óðàâíåíèÿ,
ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòè:

 (x1 + x2)(q1 + q4) ≡ 1 (mod K);

 (x1 + x2)(q2 + q3) ≡ 0 (mod K).

Òàê êàê (x1  + x2) ≠ 0 (mod K), òî (q1 + q4) ≠ 0 (mod K), è ðåøå-
íèå áóäåò èìåòü ìåñòî òîëüêî ïðè óñëîâèè (q2 + q3) ≡ 0 (mod K),
íî íå åäèíñòâåííîå: îíî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñîîòíîøåíèÿ x1  +
+ x2 = (q1 + q4)

—1.

Ðèñ. 3.4
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Âòîðîé øàáëîí èìååò âîÐèññåìü òèïîâ ïîëîæåíèé, êîòîðûå
èçîáðàæåíû íà ïîëå ðàçìåðîì 3 × 3 (ðèñ. 3.5).

Åñëè ñîñòàâèòü óðàâíåíèå äëÿ åäèíèöû â ïåðâîé êëåòêå, òî
áóäóò çàíÿòû ïåðåìåííûå x1, x5 è x7 ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîýô-
ôèöèåíòàìè. Àíàëîãè÷íî ñòðîÿò äðóãèå óðàâíåíèÿ. Òàêèì îáðà-
çîì, ÷èñëî óðàâíåíèé áóäåò íà îäíî áîëüøå ÷èñëà ïåðåìåííûõ.
Îòáðîñèì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, òîãäà óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ñè-
ñòåìû èìååò âèä

Det = 

1 4 3

2 1 4 3

3 4 4

1 3 4 2

2 2 2 2

4 3 2 1

4 3 1

3 4 2 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

q q q

q q q q

q q q

q q q q

q q q q

q q q q

q q q

q q q q

 ≠ 0.           (3.10)

Òðåòèé øàáëîí ïðè ïîñòðîåíèè åäèíèöû òðåáóåò ìèíèìàëü-
íîå ïîëå ðàçìåðîì 3 × 3 è ïðè ýòîì íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü
òàêæå 8 ïåðåìåííûõ, ÷òî ìåíüøå ÷èñëà óðàâíåíèé. Äëÿ ðåøåíèÿ
ñèñòåìû íåîáõîäèìî íàéòè ïîäìàòðèöó ïîðÿäêà 8, îïðåäåëèòåëü
êîòîðîé íå ðàâåí íóëþ.

×åòâåðòûé øàáëîí, êàê âòîðîé è òðåòèé, òðåáóåò 8 êëåòîê è 8
ïåðåìåííûõ. Äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé
íåîáõîäèìî, ÷òîáû îïðåäåëèòåëü òèïà (3.10) òàêæå íå áûë ðàâåí
íóëþ.

Ïÿòûé øàáëîí èìååò òîëüêî îäèí òèï ïîëîæåíèÿ è ìîæåò
èìåòü â ïîëå (ðàçìåðîì 3 × 3) 4 ïåðåìåííûå. Îäíàêî, åñëè ñîñòà-

Ðèñ. 3.5
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âèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé òîëüêî äëÿ ÷åòûðåõ êëåòîê, êîòîðûå îí
çàíèìàåò, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü è 4 ïåðåìåííûå, ïåðåâîðà÷è-
âàÿ øàáëîí â ïëîñêîñòè. Âñëåäñòâèå ýòîãî ìîæíî ïîëó÷èòü ðå-
øåíèå, òàê êàê ëåãêî íàéòè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, êîòîðûé
èìååò âèä

Det = 

1 4 3 2

2 1 4 3

3 2 1 4

4 3 2 1

q q q q

q q q q

q q q q

q q q q

 ≠ 0(mod K).              (3.11)

Îïðåäåëèòåëü ðàâåí

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 22 3 2 2

1 3 2 4 1 2 3 4 2 3 1 44 modq q q q q q q q q q q q K− − − + − − .   (3.12)

Ïóñòü qi = i. Åñëè K = 5, òî Det = 0(mod K), à åñëè K = 7, òî
Det = 1(mod 7) è ïîëó÷àåì ðåøåíèå:

 x1 = 1, x2 = 5, x3 = x4 = 3.

3.3. ПОСТРОЕНИЕ БАЗИСА РЕШЕНИЙ
ДЛЯ МНОГИХ ШАБЛОНОВ

Åñëè íå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü áàçèñ ðåøåíèÿ äëÿ îäíîãî øàáëî-
íà, òî ïðè íàëè÷èè íåñêîëüêèõ øàáëîíîâ ýòî âûïîëíèòü ëåã÷å.
Ïðè ýòîì ïîèñê ìîæíî ïðîâîäèòü äâóìÿ ïóòÿìè.

1. Íàõîäèì íåïîñðåäñòâåííî áàçèñ ðåøåíèÿ, åñëè ñèñòåìà
óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò ýòî.

2. Ñòðîèì èç íåñêîëüêèõ øàáëîíîâ îäèí ìåíüøåãî ðàçìåðà,
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñàìîäîñòàòî÷íûì.

Ýòè ìåòîäû ìû èñïîëüçîâàëè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîé ìî-
çàèêè, äëÿ äâóìåðíîé ìîçàèêè òàêèõ âîçìîæíîñòåé áîëüøå. Ðàñ-
ñìîòðèì ñíà÷àëà äâà øàáëîíà, ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàÿ èõ îáúåì.
Îáîçíà÷èì îáúåì ïåðâîãî øàáëîíà k, à âòîðîãî – l.

1. Ïóñòü s1 ={ (α, q1) , (α + 1, q2)}, s2 = {(α, q3), (α + 1, q4)}. Èç
ï. 3.2 èçâåñòíî, ÷òî åñëè q1 ≠ q2 (q3 ≠ q4), òî ñîîòâåòñòâóþùèé øà-
áëîí ñàìîäîñòàòî÷åí. Åñëè æå q1  = q2  è q3 = q4, òî äâà øàáëîíà
ñòàíîâÿòñÿ êðàòíûìè è èõ ìîæíî çàìåíèòü îäíèì, î êîòîðîì
íàì èçâåñòíî, ÷òî îí íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîäîñòàòî÷íûì. Ïîýòîìó â
äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî èñïîëüçóþòñÿ øàáëîíû äëèíîþ 2 òîëüêî
îäíîöâåòíûå.
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2. Ïóñòü s1 = { (α, q1) , (α + 1, q1)}, s2 = {(α, q3), (α + 1, q4), (α + 2,
q5), ….}. Çäåñü âòîðîé øàáëîí – ëèíåéíûé, ïðîèçâîëüíîé äëèíû r.
×òîáû ïîëó÷èòü åäèíèöó â êëåòêå α, íåîáõîäèìî íàëîæèòü ïåð-
âûé øàáëîí íà ïîñëåäíèå äâå êëåòêè âòîðîãî øàáëîíà, ÷òîáû â
r-é êëåòêå ïîëó÷èòü 0. Äëÿ ýòîãî íóæíî ðåøèòü óðàâíåíèå xrq1 +
+ qr ≡ 0(mod K). Îòñþäà íàõîäèì ðåøåíèå xr = 1

1rq q −− (mod K). Ïî-
ñòóïàÿ àíàëîãè÷íî, óìåíüøàåì âòîðîé øàáëîí äî äëèíû r — 1 è ò. ä.,
ïîêà íå ïîëó÷èì äâóõêëåòî÷íûé øàáëîí. Åñëè ïîëó÷åííûå ïî-
ñëå âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé öâåòà íå ñîâïàäàþò, òî åäèíèöó ñòðîèì
êàê îáû÷íî. Åñëè öâåòà ñîâïàäàþò, òîãäà íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ
äâîéñòâåííûì âòîðûì øàáëîíîì. Åñëè è òàêèì ïóòåì íå ïîëó-
÷èì åäèíèöó, òî ïîïûòàåìñÿ ïîñòðîèòü åå â äðóãîé êëåòêå.

Ïðèìåð 3.1. Ïóñòü s1 = (3, 3), s2 = {1, 7, 5, 2), K = 11. Äëÿ x4 íà-
õîäèì: x4 = —2·3—1 = —2·4 = —8 = 3. Ïîñëå ýòîãî âòîðîé øàáëîí ïå-
ðåéäåò â òàêîé: s2 = {1, 7, 3). Äàëåå, ïî ôîðìóëå îïðåäåëÿåì x3 =
= —3·3—1 = —3·4 = —12 = 10. Ïîñëå ýòîãî âòîðîé øàáëîí ïåðåéäåò â
òàêîé: s2 = {1, 4). Ïîëó÷àåì íåîäíîöâåòíûé øàáëîí, ÷òî ãàðàí-
òèðóåò ïîñòðîåíèå åäèíèöû â íåîáõîäèìîì ìåñòå.

Ëåììà 3.2. Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ äâóõ øàáëî-
íîâ s1 = (q, q) è s2 = (q1, q2, …, qr) èìååò âèä

( )
1

1
r

i
i

i

q
=

−∑  ≠ 0(mod K).                      (3.13)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âñïîìíèì âû÷èñëåíèå ôîðìóë: xr = —qr ×
× 1

1q
− (mod K). Ïîñëå ýòîãî ïðåäïîñëåäíÿÿ êëåòêà (îíà òåïåðü ñòà-

íîâèòñÿ ïîñëåäíåé) âòîðîãî øàáëîíà èçìåíèòñÿ è ñòàíåò ðàâíîé
qr—1 + xr q1 = qr—1 — qr. Ïðîäîëæàÿ äàëüøå, ïîëó÷àåì â òðåòüåé ñ
êîíöà êëåòêå çíà÷åíèå qr—2 — qr—1 + qr. Åñëè ñðàâíèòü çíà÷åíèå âî
âòîðîé êëåòêå, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé, ñî çíà÷åíè-
åì â ïåðâîé êëåòêå, òî ïðèéäåì ê óñëîâèþ (3.13).

Ïóñòü s1 = {(α, q1), (α + 1, q1)}, à âòîðîé øàáëîí – ïðîèçâîëüíûé,
íî íå ëèíåéíûé. Òîãäà, ïîñëåäîâàòåëüíî îáðà-
çîâûâàÿ íóëè â êëåòêàõ (êàê â ñëó÷àå ëèíåé-
íîãî) âòîðîãî øàáëîíà, ïðåîáðàçîâûâàåì åãî â
äâóõêëåòî÷íûé.

Ïðèìåð 3.2. Ïóñòü s1 = (3, 3), à âòîðîé
øàáëîí äëÿ K = 11 âìåñòå ñ öâåòàìè êëåòîê
ïîêàçàí íà ðèñ. 3.6.

Áóäåì îáðàçîâûâàòü íóëè âî âòîðîì øàá-
ëîíå, íà÷èíàÿ ñ êðàéíèõ (âèñÿ÷èõ) êëåòîê.Ðèñ. 3.6
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Âåñü õîä ïðåîáðàçîâàíèé îòðàæåí íà ðèñ. 3.7, ïðè ýòîì íàëîæåíèå
ìåíüøåãî øàáëîíà îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Åñëè ïðîñëåäèòü ìåñòà, ãäå îáðàçîâûâàþòñÿ íóëè è â òîì æå
ïîðÿäêå ñëîæèòü çíàêîïåðåìåííóþ ñóììó òèïà (3.13), òî ñ òåì
æå îñíîâàíèåì îíà äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ, êàê è äëÿ ëèíåéíîãî
ñëó÷àÿ:

8 — 4 + 3 — 2 — 6 + 1 — 5 = —5 ≠ 0(mod 11).

3. Ðàññìîòðèì ñî÷åòàíèå øàáëîíà èç òðåõ êëåòîê ñ ïðîèçâîëü-
íûì øàáëîíîì èç ÷åòûðåõ è áîëüøå êëåòîê. Åñëè ïåðâûé øàá-
ëîí – íå ëèíåéíûé, òî, êàê ïîêàçàíî âûøå, îí ïî÷òè âñåãäà
ñàìîäîñòàòî÷åí. Ïîýòîìó ñ÷èòàåì, ÷òî ïåðâûé øàáëîí – ëèíåé-
íûé. Ðàññìîòðèì ñàìûé ïðîñòîé ñëó÷àé:

à) s1 = (q, q, q), à âòîðîé øàáëîí – ëèíåéíûé. Òîãäà ìîæíî
ïðåîáðàçîâàòü âòîðîé øàáëîí, êàê è â øàáëîíå èç äâóõ êëåòîê,
ïðè ýòîì, â îòëè÷èå îò íåãî, êðîìå îáðàçîâàíèÿ íóëåâîé êëåòêè
íóæíî èçìåíÿòü óæå 2 ïðåäûäóùèõ êëåòêè.

Ïðèìåð 3.3. Ïóñòü s1 =(3, 3, 3), s2 = {1, 7, 5, 2), à K = 11. Ýòîò
ïðèìåð ïîõîæ íà ïðèìåð 3.1, îòëè÷àåòñÿ ëèøü ïåðâûé øàáëîí.
Ðåøåíèå íà÷èíàåì òàê, êàê  â ïðèìåðå 3.1: x4 = —2·3—1 = —2·4 = —8 ≡
≡ 3(mod 11). Ïîñëå ýòîãî çíà÷åíèÿ âòîðîé è òðåòüåé êëåòîê âòî-
ðîãî øàáëîíà èçìåíÿòñÿ:

5 → 5 + 3 x4 = 5 — 2 = 3; 7 + 3 x4 = 7 — 2 = 5; s2 → {1, 5, 3).

Îïðåäåëÿåì x3 = —3·3—1 = —1 ≡ 10(mod 11). Ñëåäóþùèå èçìåíåíèÿ:

5 → 5 + 10 x3 = 5 + 30 ≡ 2(mod 11);

1 + 10 x3 = 1 + 30 ≡ 9(mod 11); s2 → {9, 2).

Ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Î÷åâèäíî, ÷òî òå æå äåé-
ñòâèÿ ìîæíî âûïîëíèòü ñ áîëüøèì ëèíåéíûì øàáëîíîì è ïðî-
èçâîëüíî ðàñêðàøåííûì ïåðâûì øàáëîíîì;

á) ïóñòü s1 = (q, q, q), à âòîðîé øàáëîí – ïðîèçâîëüíûé, íî
íå ëèíåéíûé. Â ýòîì ñëó÷àå íå âñåãäà ìîæíî ñâåñòè áîëüøîé
øàáëîí ê äâóõêëåòî÷íîìó èëè äàæå ê òðåõêëåòî÷íîìó øàáëîíó.

Ðèñ. 3.7
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Ïðèìåð 3.4. Âîçüìåì â êà÷åñòâå áîëüøîãî øàáëîí íà ðèñ. 3.7
è ïîêàæåì íà ðèñ. 3.8 ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàëîæå-
íèåì òðåõêëåòî÷íîãî øàáëîíà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëè øàáëîí,
êîòîðûé äàëüøå ñæàòü íåâîçìîæíî, íî îí ÿâëÿåòñÿ ñàìîäîñòàòî÷-
íûì, êàê ñëåäóåò èç ï. 3.2. Âû÷èñëÿåì ïî (3.12) îïðåäåëèòåëü
ñèñòåìû:

(92 — 52)2 — (12 — 62)2 + 4(9·1 — 5·6)(1·5 — 9·6) = 1 — 4 + 4·1·6 ≡

≡ 21(mod 11) ≡ 10(mod 11).

 Î÷åâèäíî, ÷òî òàêèå æå îïåðàöèè è ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî
âûïîíÿòü äëÿ ïðîèçâîëüíî ðàñêðàøåííîãî òðåõêëåòî÷íîãî øàáëîíà.

Ðèñ. 3.8
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Г Л А В А  4

ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ ПОСТРОЕНИЯ
ДИСКРЕТНЫХ ОБРАЗОВ

4.1. РЕШЕНИЕ СИСТЕМ СРАВНЕНИЙ
БОЛЬШИХ РАЗМЕРОВ

Åñëè îñíîâíàÿ ñèñòåìà ñðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñòðîå-
íèþ êàêîãî-ëèáî îáðàçà, çàíèìàåò ïîëå äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ðàç-
ìåðîâ, òî ïðè åå ðåøåíèè ñòàëêèâàþòñÿ ñ òðóäíîñòÿìè ïðèíöè-
ïèàëüíîãî õàðàêòåðà. Êàê ïðàâèëî, â êà÷åñòâå ïîëåé âî ìíîãèõ
ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ïîäðàçóìåâàþòñÿ ðàçëè÷íîãî ðîäà ýêðàíû
ìîíèòîðîâ, à ýëåìåíòàìè ïîëÿ (êëåòêàìè) ÿâëÿþòñÿ ïèêñåëè.
Äàæå ñðàâíèòåëüíî ìàëûå ðàçìåðû ýêðàíà, íàïðèìåð N = 500 × 500,
òðåáóþò ïî ìåíüøåé ìåðå 25 × 104 ïåðåìåííûõ è óðàâíåíèé.
Ðåøåíèå òàêîãî ðàçìåðà ñèñòåì óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíî
âîçìîæíûì äàæå äëÿ ñàìûõ ñîâðåìåííûõ ñâåðõìîùíûõ êîìïüþ-
òåðîâ. Ïîýòîìó òåîðèÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ìíîæåñòâà
øàáëîíîâ, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ãîìîìîðôíîñòè, – äîñòàòî÷íî
ïåðñïåêòèâíàÿ. Îñíîâíûå òðóäíîñòè, êîòîðûå ïðè ýòîì âîçíè-
êàþò, ñâÿçàíû ñ ïîèñêîì ñàìîäîñòàòî÷íûõ øàáëîíîâ. Åñëè îíè
èìåþòñÿ â çàäàííîì íàáîðå, òî ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî ïîñòðîèòü
ïðîèçâîëüíóþ åäèíèöó ïîëÿ (çíà÷èò, è ïðîèçâîëüíóþ ðàñêðàñêó
êëåòêè ïîëÿ), è çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðîñòî – ïóòåì íàëîæåíèÿ
åäèíèö íà êëåòêè, ñîîòâåòñòâóþùèå êëåòêàì ñîçäàâàåìîãî îáðàçà.
Åñëè òàêîãî øàáëîíà â íàëè÷èè íåò, òî íåîáõîäèìî èñêàòü øàá-
ëîí, êîòîðûé ãîìîìîðôåí åäèíèöå íà îïðåäåëåííîé êëåòêå ïî-
ëÿ. Çàòåì ñ ïîìîùüþ ñäâèãîâ èëè äðóãîãî øàáëîíà ïåðåíåñòè
ïîëó÷åííûå åäèíèöû íà äðóãèå íåäîñòóïíûå êëåòêè. Ïðè ýòîì
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ïðèåìû.

1. Ïåðåìåùåíèå åäèíèöû
Ðàññìîòðèì ýòîò ïðèìåð ñíà÷àëà äëÿ K = 2, ò. å. äëÿ îäíîöâåò-

íûõ øàáëîíîâ. Âîçüìåì äâà øàáëîíà íà ðèñ. 3.8, ïåðâûé è ïÿ-
òûé. Êàê èçâåñòíî, êàæäûé èç íèõ íå ãîìîìîðôåí åäèíèöå, îä-
íàêî ñ ïîìîùüþ èõ äâîèõ ìîæíî ïîñòðîèòü åäèíèöó, êàê ïîêà-
çàíî íà ðèñ. 4.1. Ýòî ìèíèìàëüíîå ïîëå ðàçìåðîì N = 5 × 3 (èëè
N = 3 × 5), ãäå ìîæíî ïîñòðîèòü åäèíèöó â êëåòêå 3 è çà ñ÷åò
ñèììåòðè÷íîãî îòðàæåíèÿ – â êëåòêå 13.
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Äëÿ ïîëåé áîëüøåãî ðàçìåðà òàêèì æå ñïîñîáîì ìîæíî ïî-
ñòðîèòü åäèíèöû âî âñåõ êëåòêàõ, êðîìå òåõ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ
â óãëàõ ïîëÿ, ñ íîìåðàìè

1, 2, n — 1, n, n +1, n +2, (m — 2) n + 1, (m — 2) n + 2, (m — 2) n — 1,
 (m — 2) n, (m — 1) n + 1, (m — 1) n + 2, m n — 1, m n.      (4.1)

Óæå â ïîëå ðàçìåðîì íå ìåíüøå, ÷åì N = 6 × 4, ìîæíî ïî-
ñòðîèòü âñå åäèíèöû. ×òîáû ñîçäàòü åäèíèöó â êëåòêå 2, íàäî ê
åäèíèöàì 3, 4, n + 4, 2n + 4 äîáàâèòü âòîðîé øàáëîí íà ðèñ. 4.1.
Çàòåì ìîæíî ïîñòðîèòü åäèíèöó â ïåðâîé êëåòêå, åñëè äîáàâèòü
âòîðîé øàáëîí ê åäèíèöàì 2, 3, n + 3, 2n + 3. Äàëåå, ïî àíàëî-
ãèè èëè çåðêàëüíûì îòðàæåíèåì ìîæíî ïîëó÷èòü âñå åäèíèöû.

Áîëåå ñëîæíûé ïðèåì ïåðåìåùåíèÿ åäèíèöû ïðèìåíÿþò äëÿ
ìíîãîöâåòíûõ øàáëîíîâ. Èíîãäà èç äâóõ çàäàííûõ øàáëîíîâ
îäèí èìååò ïðîñòóþ ñòðóêòóðó (òèïà îäíîöâåòíîãî ëèíåéíîãî), à
äðóãîé ãîìîìîðôåí åäèíèöå, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ äàëåêî îò êðàÿ
ïîëÿ. À íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü åäèíèöó â ïåðâîé êëåòêå. Âåðíåì-
ñÿ ê ïðèìåðó 3.4 èç ãëàâû 3 (ñì. ðèñ. 3.5). Çäåñü óðàâíåíèå ïåð-
âîãî øàáëîíà èìååò âèä: s1(α) = {(α, 3), (α + 1, 3), (α + 2, 3)}.
Âòîðîé øàáëîí èìååò ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, îí ïîñòåïåííî ïðèâî-
äèòñÿ ê âèäó ñàìîäîñòàòî÷íîãî øàáëîíà ñ óðàâíåíèåì

s2 (α) = {(α, 9), (α + 1, 1), (α + n, 5), (α + n + 1, 6)}.      (4.2)

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé (ò. å. ñâåäå-
íèÿ øàáëîíà ê ñàìîäîñòàòî÷íîìó) íà ðèñ. 4.2, ïîëàãàÿ, ÷òî ïåð-
âîíà÷àëüíûé øàáëîí èìååò êîîðäèíàòó ìåòêè 3n + 3. Íà ðèñ. 4.2
íàä øàáëîíàìè óêàçàíà êðàòíîñòü, ñ êîòîðîé ýòè øàáëîíû ó÷àñ-
òâóþò â ïðåîáðàçîâàíèÿõ, à âíèçó – êîîðäèíàòû ìåòîê ñîîòâåòñ-
òâóþùèõ øàáëîíîâ. Ñòðîèì ñíà÷àëà åäèíèöó â êëåòêå 3n + 4,
èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ãëàâû 3. Äëÿ îñíîâíîé ñèñòåìû ñðàâíåíèé
ïîëó÷àåì îïðåäåëèòåëü:

Det = 

9 6 5 1

1 9 6 5

5 1 9 6

6 5 1 9

 = 6(mod 11).               (4.3)

Ðèñ. 4.1
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Âû÷èñëÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, íàõîäèì x1 =
= x4 = 7, x2  = 1, x3 = 6. Çäåñü êàæäàÿ i-ÿ ïåðåìåííàÿ ñîîòâåòñòâóåò
øàáëîíó, èçîáðàæåííîìó â êîíöå ðèñ. 4.2, ïîâåðíóòîìó â ïëîñ-
êîñòè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå íà (i — 1) · 90°. Â ðåçóëüòàòå â êëåòêå
3n + 4 ïîëó÷àåì åäèíèöó, à â îñòàëüíûõ êëåòêàõ – íóëè.

Ðàññìîòðèì ëåâûé âåðõíèé óãîë ïîëÿ, êîòîðûé çàíèìàåò 16
êëåòîê. Ïðîâîäèì íàëîæåíèå íà íåãî ïåðâîãî øàáëîíà, çàäàâàÿ
êîîðäèíàòû åãî ìåòîê, â òàêèõ îïðåäåëåííûõ êîëè÷åñòâàõ:

4s1(1) + 7 s1(2) + 4 s1(4)T + 7 s1(n + 4)T.               (4.4)

Çäåñü âåðõíèé èíäåêñ Ò îçíà÷àåò, ÷òî øàáëîí ïîìåùàåòñÿ âåð-
òèêàëüíî (òðàíñïîíèðîâàí). Ïîäñòàâèì òåïåðü âìåñòî øàáëîíîâ
èõ óðàâíåíèÿ:

4{(1, 3), (2, 3), (3, 3)} + 7{(2, 3), (3, 3), (4, 3)} + 4{(4, 3),

(n + 4, 3), (2n + 4, 3)} + 7{(n + 4, 3), (2n + 4, 3),

(3n + 4, 3)} = (1, 12), (2, 33), (3, 33), (4, 33), (n + 4, 33),

(2n + 4, 33), (3n + 4, 21) = (1, 1), (2, 0), (3, 0), (4, 0),

(n + 4), (2n + 4), (3n + 4, 10) = (1, 1), (3n + 4, 10).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì åäèíèöó â ïåðâîé êëåòêå è öâåò 10 â êëåò-
êå 3n + 4. Íî ïåðåä òåì â êëåòêå 3n + 4 ñòîÿëà åäèíèöà, ÷òî â
ñóììå äàåò 1 + 10 = 0(mod 11) è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì èñêîìóþ
åäèíèöó â ïåðâîé êëåòêå. Èäåÿ îïèñàííîãî ïðèåìà ñîñòîèò â
òîì, ÷òî ïîëó÷åííóþ âäàëè îò óãëà ïîëÿ åäèíèöó óäàëîñü ïåðå-
ìåñòèòü â óãîë ïîëÿ, è â ýòîì ðåøàþùóþ ðîëü ñûãðàë îäíîöâåò-
íûé ëèíåéíûé øàáëîí.

2. Ñæàòèå ëèíåéíîãî öâåòíîãî øàáëîíà
Åñëè ëèíåéíûé øàáëîí îäíîöâåòíûé, òî, êàê ïîêàçàíî âûøå,

ïðè íàëè÷èè áîëåå ñëîæíîãî øàáëîíà óäàåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó ïî-
ñòðîåíèÿ åäèíèöû, õîòÿ è ýêçîòè÷åñêèì ñïîñîáîì. Ïðè íàëè÷èè

Ðèñ. 4.2
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ðàñêðàøåííîãî øàáëîíà ýòà çàäà÷à èíîãäà ðåøàåòñÿ ïðîùå. Äëÿ
ðàñêðàøåííîãî øàáëîíà äëèíîþ 2 ýòà çàäà÷à ðåøåíà â ãëàâå 3.

Ïóñòü çàäàí ëèíåéíûé øàáëîí s1(α) = {(α, q1), (α + 1, q2), (α +
+ 2, q3)} è åãî äâîéñòâåííûé s2(α) = {(α, q3), (α + 1, q2), (α + 2,
q1)}. Ðåøèì òàêóþ çàäà÷ó: ïóòåì íàëîæåíèÿ ýòèõ øàáëîíîâ íà
ñåáÿ îáðàçîâàòü íóëåâîé öâåò â êëåòêå α + 2. Ñîñòàâèì ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ ñèñòåìó ñðàâíåíèé äëÿ êëåòîê α + 1 è α + 2:

 x q3 + y q1 = c(mod K);

 x q2 + y q2 = 0(mod K),                       (4.5)

ãäå c ≠ 0(mod K). Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ðàâåí q2 (q3 — q1). Òàêèì
îáðàçîì, åñëè q3  ≠ q1, òî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è èìååò âèä

 x = —c q1[q2 (q3 — q1)]
—1; y = c q3[q2 (q3 — q1)]

—1.      (4.6)

Â ðåçóëüòàòå íàëîæåíèÿ äâóõ øàáëîíîâ â êîëè÷åñòâå x s1(α) +
+ y s2 (α) ïîëó÷àåì îäèí øàáëîí ñ öâåòàìè q3 = xq1 + yq3  = c(q1 +
+ q3)/q2 è q4 = c. Äëÿ ýòîãî øàáëîíà, ÷òîáû ïîëó÷èòü åäèíèöó,
íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ q3 ≠ q4, ÷òî ðàâíîñèëüíî q2 ≠ q1 + q3.

Ïðèìåð 4.1. Ïóñòü çàäàí øàáëîí s1(α) = {(α, 2), (α + 1, 7), (α +
+ 2, 3)} è K = 11. Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ðàâåí 7 · (3 — 2) = 7, 7—1 =
= 8(mod 11). Ïî ôîðìóëàì (4.6) ïîëó÷àåì: x = — 2 · 8 c = —5 c; y =
= 3 · 8 c. Åñëè âçÿòü c = 6, òî ïîëó÷èì x = 3(mod 11), y = 1(mod 11).
À íîâûé øàáëîí äëèíîþ 2 ïðèìåò âèä: s3(α) = {(α, 9), (α + 1, 6)}.
Ïîñêîëüêó 9 ≠ 6, òî ñ ïîìîùüþ íîâîãî øàáëîíà è äâîéñòâåííîãî
åìó ìîæíî ïîñòðîèòü åäèíèöó, îäíàêî íå â êëåòêå α = 1, ïîñêîëüêó
äëÿ ïîëó÷åíèÿ äâîéñòâåííîãî ê s3(α) øàáëîíà íåîáõîäèìî ïîëó-
÷èòü â êëåòêå α — 1 íóëåâîé öâåò, ñêëàäûâàÿ äâà ïåðâûõ øàáëîíà.

Òàêîé ïðèåì ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ ëèíåéíûõ ðàñêðàøåí-
íûõ øàáëîíîâ áîëüøåãî îáúåìà. Åñëè äëèíà øàáëîíà ðàâíà d, òî
ïðè ïîäõîäÿùèõ çíà÷åíèÿõ öâåòîâ åãî êëåòîê è ïîðÿäêå ñëåäîâà-
íèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü åäèíèöó â êëåòêå ñ íîìåðîì íå ìåíüøå, ÷åì
d — 1. Òåïåðü ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèåì, îïèñàííûé â ïóíêòå 1,
ò. å. ïåðåìåùàòü åäèíèöó.

Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ðåøåíèÿ ñèñòåì ñðàâíåíèé îáû÷-
íûìè ìåòîäàìè, ãäå òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ îöåíèâàåòñÿ ïîëè-
íîìîì ÷åòâåðòîé ñòåïåíè, çäåñü òðóäîåìêîñòü êàñàåòñÿ òîëüêî
íàõîæäåíèÿ èç äàííîãî ìíîæåñòâà ãîìîìîðôíûõ øàáëîíîâ, êî-
òîðàÿ âûðàæàåòñÿ ïîëèíîìîì ÷åòâåðòîé ñòåïåíè îò êîíñòàíòû,
ðàâíîé îáúåìó íàéäåííîãî øàáëîíà.
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4.2. ПРОБЛЕМЫ СОЗДАНИЯ КРИПТОГРАФИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

Êàê èçâåñòíî, ïðîáëåìîé îáåñïå÷åíèÿ ñåêðåòíîñòè ïåðåäàâà-
åìîé èíôîðìàöèè çàíèìàåòñÿ êðèïòîëîãèÿ. Êðèïòîëîãèÿ ðàçäå-
ëÿåòñÿ íà äâà íàïðàâëåíèÿ: êðèïòîãðàôèþ è êðèïòîàíàëèç. Öåëè
ýòèõ íàïðàâëåíèé ïðîòèâîïîëîæíû. Êðèïòîãðàôèÿ çàíèìàåòñÿ
ïîèñêîì è èññëåäîâàíèåì ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ
èíôîðìàöèè ñ öåëüþ åå çàñåêðå÷èâàíèÿ. À ñôåðà èíòåðåñîâ êðèï-
òîàíàëèçà – èññëåäîâàòü âîçìîæíîñòè ðàñøèôðîâêè çàøèôðî-
âàííîé èíôîðìàöèè. Íàïîìíèì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé, íåîá-
õîäèìûõ äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà.

Øèôðîâàíèå – ïðåîáðàçîâàòåëüíûé ïðîöåññ, ïðè êîòîðîì
èñõîäíûé òåêñò, íàçûâàåìûé îòêðûòûì òåêñòîì, çàìåíÿåòñÿ
øèôðîâàííûì òåêñòîì.

Äåøèôðîâàíèå – ïðîöåññ, îáðàòíûé øèôðîâàíèþ, ïðè êîòîðîì
íà îñíîâå êëþ÷à äåøèôðîâàííûé òåêñò ïðåîáðàçóåòñÿ â èñõîäíûé.

Êëþ÷ – èíôîðìàöèÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ áåñïðåïÿòñòâåííîãî
øèôðîâàíèÿ èëè äåøèôðîâàíèÿ òåêñòîâ. Îáû÷íî êëþ÷ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíûé ðÿä ñèìâîëîâ òîãî æå àëôàâèòà, â
êîòîðîì íàáðàíî èíôîðìàöèîííîå ñîîáùåíèå.

Ïðîñòðàíñòâî êëþ÷åé – íàáîð âîçìîæíûõ çíà÷åíèé êëþ÷à.
Êðèïòîñòîéêîñòü – õàðàêòåðèñòèêà øèôðà, îïðåäåëÿþùàÿ åãî

ñòîéêîñòü ê äåøèôðîâàíèþ áåç çíàíèÿ êëþ÷à, ò. å. ê êðèïòîàíàëèçó.
Ýôôåêòèâíîñòü êðèïòîàëãîðèòìà – îòíîøåíèå âðåìåííûõ

çàòðàò êðèïòîàíàëèòèêà íà âñêðûòèå øèôðîâêè ê âðåìåííûì
çàòðàòàì êðèïòîãðàôà íà ñîçäàíèå øèôðîâêè.

Ñóùåñòâóåò ìíîãî êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ñèñòåì, äîñòóïíûõ è
óäîáíûõ äëÿ øèðîêîãî êðóãà ïîëüçîâàòåëåé. Ñðåäè íèõ îòìåòèì
ñèñòåìó øèôðîâêè Âèæèíåðà. Â îòëè÷èå îò ìíîãîàëôàâèòíîé ïîä-
ñòàíîâêè, â àëãîðèòìå øèôðîâàíèÿ Âèæèíåðà êëþ÷ èìååò êîíå-
÷íóþ äëèíó. Òàêèì îáðàçîì, çäåñü îòñóòñòâóåò òðåáîâàíèå øèô-
ðîâàòü êàæäóþ áóêâó èñõîäíîãî òåêñòà îòäåëüíûì çíà÷åíèåì
êëþ÷à.

Ïîäñòàíîâêà Âèæèíåðà îïðåäåëÿåòñÿ êàê VIG: (x0, x1, ..., xn—1) →
→ (y0, y1, …, yn—1) = [(x0 + k0)mod N, (x1 + k1)mod N, ..., (xn—1 + kn—1) ×
× mod N], ãäå N – êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ â àëôàâèòå, à n – äëèíà
êëþ÷à Âèæèíåðà ñ êîìïîíåíòàìè ki (i = 0, 1, …, n). Òàêèì îáðà-
çîì, íà èñõîäíûé òåêñò Õ íàêëàäûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ êëþ÷å-
âàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâíîé äëèíû, è â ðåçóëüòàòå ñëîæåíèÿ
ïî ìîäóëþ N ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
íà âûõîäå ïîëó÷àþò øèôðîâàííûé òåêñò Y.
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Â äàííîé ðàáîòå äëÿ øèôðîâàíèÿ òåêñòîâ ïðåäëàãàåòñÿ ñëå-
äóþùåå.

Ïîäñòàíîâêà Ì, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê Ì : (x0, x1, ..., xn—1) →
→ (y0, y1, …, yn—1) = [(x0 + s1(1))mod K, ..., (xi + si+1(i + 1))modK, …
…, (xn—1 + sn(n))mod K], ãäå ñëîæåíèå íàáîðà øàáëîíîâ S = [s1(α),
s2(α), …, sr(α)] âåäåòñÿ ïî âñåìó ïîëþ, à íèæíèå èíäåêñû øàáëî-
íîâ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïðàâèëó r + 1 = 1.

Îòêðûòûé òåêñò ñîñòàâëÿåòñÿ â ïîðÿäêå íóìåðàöèè êëåòîê
ïîëÿ, ò. å. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñêðàøåííûõ
êëåòîê â ïîðÿäêå èõ íóìåðàöèè.

Ïðèìåð 4.2. Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî S = [s1(α) = (α, 1), (α + 1,
1), …, (α + d, 1)] è K = 2. Ìíîæåñòâî S ñîñòîèò èç îäíîãî øàá-
ëîíà äëèíîþ d è îêðàøåííîãî îäíîé êðàñêîé. Øèôðîâàíèå ñîñ-
òîèò â íàëîæåíèè ýòîãî øàáëîíà â ãîðèçîíòàëüíîì ïîëîæåíèè
äëÿ ìåòîê ñ êîîðäèíàòàìè α = 1, 2, 3, ..., N. Íà ðèñ. 4.3 ñëåâà ïîêà-
çàí îòêðûòûé òåêñò, à ñïðàâà – çàøèôðîâàííûé ñ ïîìîùüþ ëè-
íåéíîãî øàáëîíà òåêñò ïðè d = 3.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ëèíåéíîãî øàáëîíà
øèôðîâàíèå ñòðîêè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: îò ïåðâîé äî (d — 1)-é
êëåòêè ïðîâîäèòñÿ íàëîæåíèå 1, 0, 1, 0, ..., çàòåì èäåò d(mod 2)
è ïîñëåäíèå d — 1 êëåòêè çåðêàëüíî îòðàæàþòñÿ. Äëÿ êðèïòîàíà-
ëèòèêà íóæíî ïåðåáðàòü ÷èñëà îò 2 äî n — 1 è äëÿ êàæäîãî ÷èñëà
ïðîâåðèòü n êëåòîê, ÷òîáû ðàñøèôðîâàòü òåêñò. Òðóäîåìêîñòü
ðàñøèôðîâàíèÿ ðàâíà n(n — 1). Ïîýòîìó òàêîé íàáîð øàáëîíîâ
íåýôôåêòèâåí.

Íà ïåðâûé âçãëÿä áîëåå ñëîæíàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò, åñëè ÷å-
ðåäîâàòü ïîïåðåìåííî ãîðèçîíòàëüíîå íàëîæåíèå ëèíåéíîãî
øàáëîíà ñ åãî âåðòèêàëüíûì ïîëîæåíèåì. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå
êàðòèíà íàëîæåíèé òàêæå òðèâèàëüíàÿ, õîòÿ ñëîæíîñòü ðàñøèô-
ðîâêè âîçðàñòàåò äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíûå øàáëîíû. Åñëè èñïîëüçîâàòü òîëüêî
îäíî ïîëîæåíèå òàêîãî øàáëîíà è ïåðåìåùàòü òîëüêî ñ ó÷åòîì
äîïóñòèìûõ ïîëîæåíèé åãî ìåòêè, òî â ïåðâîé ñòðîêå çàøèôðî-
âàííîãî òåêñòà ïîëó÷èì àíàëîãèþ ñ ëèíåéíûì øàáëîíîì. Â ýòîì
ñëó÷àå ìîæíî ðàñøèôðîâàòü ïåðâóþ ñòðîêó òàê, êàê è ñòðîêó âûøå.
×òîáû ýòîãî èçáåæàòü, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïîëå êàê öèëèíäðè÷åñ-

0 1 1 0 0 1 1 1 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1

1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 0 0 0

Ðèñ. 4.3
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êîå, ñêëååííîå ïî ãîðèçîíòàëüíûì è âåðòèêàëüíûì êðàÿì. Â ýòîì
ñëó÷àå âñå ñòðîêè è ñòîëáöû áóäóò èìåòü îäèíàêîâóþ óÿçâèìîñòü.

Ïóñòü øàáëîí íàõîäèòñÿ â ãðàíèöàõ ïðÿìîóãîëüíèêà ðàçìå-
ðîì p × q. Òîãäà ÷èñëî âñÿêèõ øàáëîíîâ, êîòîðûå ìîæíî íà íåì
ïîñòðîèòü, ðàâíî L = 2pq / 2c, ãäå c ≤ 0,5pq. Åñëè áðàòü äâà øàá-
ëîíà è êàæäûé âðàùàòü íà ïëîñêîñòè, òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïà
ýòîãî øàáëîíà íàäî ïåðåáðàòü 0,5L(L — 1) âàðèàíòîâ, ÷òî ñîñòàâ-
ëÿåò âåëè÷èíó ïîðÿäêà 2 pq. Ýòî ÷èñëî åùå ìîæíî ïðåîäîëåòü äëÿ
ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèõ p è q ïðè ðàñøèôðîâêå êðèïòîñèñòåì,
â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ îäíîöâåòíûå øàáëîíû.

Åñëè ïåðåéòè ê ðàñêðàøåííûì øàáëîíàì, òî ìîæíî ïðèìåíèòü
òå æå ðàññóæäåíèÿ, íî â îñíîâó îöåíîê ïîëîæèòü ÷èñëî K. Çäåñü
ìîæíî äîñòè÷ü îïðåäåëåííîé ãàðàíòèè, äàæå åñëè èñïîëüçîâàòü
ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèå ïî ðàçìåðàì øàáëîíû.

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííûé ìåòîä øèôðîâàíèÿ ðàññ÷èòàí íà
èíôîðìàöèþ, êîòîðàÿ òåðÿåò ñâîþ öåííîñòü çà êîðîòêîå âðåìÿ
ïîñëå ïåðåäà÷è. Íàïðèìåð, èíôîðìàöèÿ, êîòîðàÿ ïåðåäàåòñÿ ïî
ìîáèëüíûì òåëåôîíàì. Èìåÿ íåáîëüøîå ïðîãðàììèðóþùåå óñò-
ðîéñòâî äëÿ øèôðîâàíèÿ è äåøèôðîâàíèÿ, êîòîðîå êîìïàêòíî
ïîäêëþ÷àåòñÿ ê ìîáèëüíîìó òåëåôîíó, ìîæíî íàäåæíî çàùèòèòü
íåîáõîäèìóþ èíôîðìàöèþ îò íåñàíêöèîíèðîâàííîãî åå èçúÿòèÿ.

4.3. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ШАБЛОНОВ
ДЛЯ РЕШЕНИЯ НЕКОТОРЫХ СИСТЕМ  СРАВНЕНИЙ

Èíîãäà ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíûõ îáðàçîâ
ñ ïîìîùüþ øàáëîíîâ ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñ-
òåìû ñðàâíåíèé, åñëè ìàòðèöû ýòèõ ñèñòåì î÷åíü áëèçêè ïî
ñòðóêòóðå. Ýòî îòíîñèòñÿ ê ðàçðåæåííûì ìàòðèöàì èëè òåïëè-
öåâûì, êîòîðûå ëåãêî äîñòðîèòü äî âèäà ìàòðèö ñèñòåì, ãäå èñ-
ïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå øàáëîíû. Óêàçàííàÿ ïðîáëåìà ìàëî èñ-
ñëåäîâàíà, ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ íåáîëüøèì ïðèìåðîì.

Ïóñòü íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ
ñðàâíåíèé ïî ìîäóëþ 2:

x1 +x6 = b1

 x1 +x2 +x6 +x7 = b2

x1 +x3 +x6 +x7 = b3

+x2 +x3 +x4 +x6 +x7 = b4

+x3 +x4 +x6 +x7 = b5

x4 +x7 = b6

mod 2.
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Ýòà ñèñòåìà ïîõîæà íà ñèñòåìó ñðàâíåíèé, ñîñòàâëåííóþ äëÿ
äâóõ ëèíåéíûõ øàáëîíîâ S = {3, 5} è ëèíåéíîãî ïîëÿ äëèíîþ
n = 8. Îäíàêî îíà îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî â òðåòüåì óðàâíåíèè îò-
ñóòñòâóåò ïåðåìåííàÿ x2. Äîáàâèì â ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ýòîãî
óðàâíåíèÿ ïåðåìåííóþ x2. Òåïåðü âìåñòî ïðàâîé ÷àñòè b3 âñþäó
çàïèñûâàåì b3 + x2. Ñîãëàñíî òåîðèè, ðàçðàáîòàííîé â ãëàâå 2,
ïîëó÷àåì ðåøåíèå ïðèâåäåííîé ñèñòåìû:

 x1 = b1 + b2 + (b3 + x2) + b5 + b6;

 x2 = b4 + b5 + b6;

 x3 = b2 + (b3 + x2);                                    (4.7)

 x4 = b1 + b2 + b4 b5 + b6;

 x6 = b2 + (b3 + x2) + b5 + b6;

 x7 = b1 + b2 + b4 + b5 + b6.

Åñëè äîáàâëåííàÿ ïåðåìåííàÿ ïðè ðåøåíèè íå ïîïàäàåò â
ñâîå ðåøåíèå (êàê â äàííîì ñëó÷àå), òî ðåøåíèå (4.7) ñóùåñòâóåò
âñåãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïðàâûõ ÷àñòåé. Åñëè æå ïåðåìåííàÿ
ïîïàäàåò â ñâîå ðåøåíèå, òî, ñîêðàùàÿ ýòó ïåðåìåííóþ â îáåèõ
÷àñòÿõ, ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü ìåæäó çíà÷åíèÿìè â ïðàâîé ÷àñòè.
È åñëè îíà íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé.

Îïèñàííûé ïðèåì ìîæíî ïðèìåíÿòü è äëÿ ðàñêðàøåííûõ
øàáëîíîâ, îäíàêî îáíàðóæèâàòü ñõîäñòâî ñèñòåì ïðè ýòîì òðóäíåå.
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