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Задача рiвноважного програмування

H — дiйсний гiльбертовий простiр з скалярним добутком (·, ·) та
породженою нормою ‖·‖.

Нехай

C ⊆ H — непорожня опукла замкнена множина,

F : C × C → R — бiфункцiя, F (x , x) = 0 для всiх x ∈ C .

Розглянемо задачу рiвноважного програмування (задачу про рiвновагу1,
нерiвнiсть Кi Фаня):

знайти x ∈ C : F (x , y) ≥ 0 ∀ y ∈ C . (1)

Множину розв’язкiв задачi (1) позначимо S .

1Blum E., Oettli W., From optimization and variational inequalities to equilibrium problems, Math.
Stud., 63 (1994), 123–145.



Приклади

1. Якщо
F (x , y) = f (y)− f (x),

де f : C → R, то задача (1) є задачею умовної мiнiмiзацiї:

f → min
C
.

2. Якщо
F (x , y) = (Vx , y − x),

де V : C → H, то задача (1) зводиться до варiацiйної нерiвностi:

знайти x ∈ C : (Vx , y − x) ≥ 0 ∀ y ∈ C . (2)

Задача оптимального керування (Jacques-Louis Lions):

Φ(v) = 1
2
‖Cy − z‖2

Z + ε
2
‖v‖2

V → infv , ε > 0,
Ly = f + Bv, v ∈ U ⊆ V ,

→ 〈B∗p + εu, v − u〉V ≥ 0 ∀v ∈ U,
Ly = f + Bv, L∗p = C∗(Cy − z),

where L is a linear continuous isomorphism of Hilbert spaces H1 and H2, B is a linear continuous

mapping from the Hilbert space V to H2, C is a linear continuous mapping from H1 to the Hilbert space

Z , U is a convex closed subset of V , f ∈ H2 and z ∈ Z are given elements.



Приклади

3. Нехай I — скiнченна множина iндексiв. Для кожного i ∈ I задано
множину Ci та функцiю

fi : C → R,
де C =

∏
i∈I Ci .

Для x = (xi )i∈I ∈ C позначимо x i = (xj)j∈I ,j 6=i .

Точка x̄ = (x̄i )i∈I називається рiвновагою Неша, якщо для всiх i ∈ I
справедливi нерiвностi

fi (x̄) ≤ fi (x̄
i , yi ) ∀ yi ∈ Ci .

Визначимо функцiю F : C × C → R таким чином

F (x , y) =
∑
i∈I

(
fi (x

i , yi )− fi (x)
)
.

Точка x̄ ∈ C є рiвновагою Неша тодi i тiльки тодi, коли x̄ є розв’язком
задачi (1).



Резольвента бiфункцiї та її iтерацiї

Припущення:

A1) C ⊆ H — замкнена опукла множина;

A2) F (x , x) = 0 для всiх x ∈ C ;

A3) F (x , y) + F (y , x) ≤ 0 для всiх x , y ∈ C (монотоннiсть);

A4) для всiх x ∈ C функцiя F (x , ·) напiвнеперервна знизу та опукла;

A5) lim supt→+0 F (x + t(z − x), y) ≤ F (x , y) для всiх x , y , z ∈ C ;

Факт: множина S опукла та замкнена.

Резольвента бiфункцiї F : C × C → R — оператор JF : H → 2H :

x 7→ JF x = {z ∈ C : F (z , y) + (z − x , y − z) ≥ 0 ∀y ∈ C} . (3)

Коментар. Якщо F (x, y) = f (y)− f (x), де f : C → R, то

JF x = proxf x = argminy∈C

(
f (y) +

1

2
‖y − x‖2

)
.



Резольвента бiфункцiї та її iтерацiї

Нехай виконуються A1)– A5). Тодi2:

I dom JF = {x ∈ H : JF x 6= ∅} = H;
I оператор JF однозначний та

‖JF x − JF y‖2 ≤ (JF x − JF y , x − y) ∀x , y ∈ H ;

I {x ∈ C : x = JF x} = S = {x ∈ C : F (x , y) ≥ 0 ∀ y ∈ C}.

Можна будувати iтерацiї
xn+1 = JF xn,

або слiдкувати за траєкторiєю динамiчної системи з неперевним часом{
ẋ(t) + x(t) = JF x(t),
x(0) = x0 ∈ H.

2Combettes P.L., Hirstoaga S.A. Equilibrium Programming in Hilbert Spaces. J. Nonlinear Convex
Anal. 2005. 6. P. 117–136.



Резольвента бiфункцiї та її iтерацiї

Алгоритм 1. Нехай T : C → C — стискаючий оператор. Для заданого
x1 ∈ H генеруємо послiдовнiсть елементiв xn ∈ H за допомогою iтерацiйної
схеми:

xn+1 = αnTxn + (1− αn)JλnF xn + en ,

де αn ∈ (0, 1), λn ∈ (0,+∞), та en ∈ H.3

Нехай S 6= ∅. Тодi згенерована алгоритмом 1 послiдовнiсть (xn) сильно
збiгається до y = PSTy при виконаннi умов

I limn→∞ αn = 0 та
∑∞

n=1 αn = +∞;
I limn→∞ λn = +∞;
I limn→∞

‖en‖
αn

= 0;

або
I limn→∞ αn = 0,

∑∞
n=1 αn = +∞ та limn→∞

|αn+1−αn|
α2
n

= 0;

I limn→∞ λn ∈ (0,+∞);

I limn→∞
‖en‖
αn

= 0.

3Малiцький Ю.В., Семенов В.В. Новi теореми сильної збiжностi проксимального методу для
задачi рiвноважного програмування. Журнал обчисл. та прикл. матем. 2010. № 3 (102). С. 79–88.



Задача рiвноважного програмування

Задача:
знайти x ∈ C : F (x , y) ≥ 0 ∀ y ∈ C . (4)

Припустимо, що виконуються такi умови:

• F (x , x) = 0 для всiх x ∈ C ;

• для всiх x , y ∈ C з F (x , y) ≥ 0 випливає F (y , x) ≤ 0
(псевдомонотоннiсть);

• для всiх x ∈ C функцiя F (x , ·) напiвнеперервна знизу та опукла на
множинi C ;

• для всiх y ∈ C функцiя F (·, y) слабко напiвнеперервна зверху на
множинi C ;

• для всiх x , y , z ∈ C має мiсце

F (x , y) ≤ F (x , z) + F (z , y) + a ‖x − z‖2 + b ‖z − y‖2 ,

де a, b — додатнi константи («лiпшицевiсть»).



Проксимальний оператор

Нехай f : H → R∪{+∞} — власна опукла напiвнеперервна знизу функцiя.

Проксимальним оператором називають оператор

H 3 x 7→ proxf x = argminy∈dom f

(
f (y) + 1

2
‖y − x‖2

)
∈ dom f .

Оператор proxf — твердо нерозтягуючий (firmly nonexpansive), тобто,

‖proxf x − proxf y‖
2 ≤ ‖x − y‖2 − ‖(x − proxf x)− (y − proxf y)‖2 ∀ x , y ∈ H,

та
f (y)− f (z) + (z − x , y − z) ≥ 0 ∀ y ∈ dom f ⇔ z = proxf x .

Зокрема,
Fix(proxf ) = argminy∈dom f f (y),

де Fix(proxf ) = {x ∈ H : x = proxf x}.



Схеми для задач рiвноважного програмування

Алгоритм 2. Для x1 генеруємо послiдовнiсть елементiв xn ∈ C :

xn+1 = proxλnF (xn,·)xn = argminy∈C

(
λnF (xn, y) + 1

2
‖y − xn‖2

)
, λn > 0.

Алгоритм 3.4 Для x1 ∈ C генеруємо послiдовнiсть елементiв xn, yn ∈ C за
допомогою iтерацiйної схеми{

yn = proxλnF (xn,·)xn = argminy∈C
(
λnF (xn, y) + 1

2
‖y − xn‖2) ,

xn+1 = proxλnF (yn,·)xn = argminy∈C
(
λnF (yn, y) + 1

2
‖y − xn‖2) , λn > 0.

Алгоритм 4.5 Для x1, y0 ∈ C генеруємо послiдовнiсть елементiв xn, yn ∈ C
за допомогою iтерацiйної схеми{

yn = proxλnF (yn−1,·)xn = argminy∈C
(
λnF (yn−1, y) + 1

2
‖y − xn‖2) ,

xn+1 = proxλnF (yn,·)xn = argminy∈C
(
λnF (yn, y) + 1

2
‖y − xn‖2) , λn > 0.

4Quoc T.D., Muu L.D., Hien N.V. Extragradient algorithms extended to equilibrium problems.
Optimization. 2008. Vol. 57. P. 749–776.

5Lyashko S.I., Semenov V.V. A New Two-Step Proximal Algorithm of Solving the Problem of
Equilibrium Programming. Optimization and Its Applications in Control and Data Sciences. SOIA, vol.
115. Springer, Cham. 2016. P. 315–325.



Схеми для задач рiвноважного програмування

Лема 1. Нехай S 6= ∅. Для породжених алгоритмом 3 послiдовностей (xn),
(yn) та елементiв z ∈ S виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − (1− 2λnb) ‖xn+1 − yn‖2−

− (1− 2λna) ‖yn − xn‖2 . (5)

Теорема 1. Припустимо, що

λn ∈
[
λ, λ

]
⊆
(

0,min

{
1

2a
,

1

2b

})
.

Тодi породженi алгоритмом 3 послiдовностi (xn), (yn) слабко збiгаються до
розв’язку z̄ ∈ S задачi про рiвновагу (4), причому

lim
n→∞

‖xn − yn‖ = 0.



Схеми для задач рiвноважного програмування

Лема 2. Нехай S 6= ∅. Для породжених алгоритмом 4 послiдовностей (xn),
(yn) та елементiв z ∈ S виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − (1− 2λnb) ‖xn+1 − yn‖2−

− (1− 4λna) ‖yn − xn‖2 + 4λna ‖xn − yn−1‖2 . (6)

Теорема 2. Припустимо, що

λn ∈
[
λ, λ

]
⊆
(

0,
1

2(2a + b)

)
.

Тодi породженi алгоритмом 4 послiдовностi (xn), (yn) слабко збiгаються до
розв’язку z̄ ∈ S задачi про рiвновагу (4), причому

lim
n→∞

‖xn − yn‖ = 0.

«Функцiя Ляпунова»
Ln = ‖xn − z‖2 + 4λna

∥∥yn−1 − xn
∥∥2
.



Адаптивний екстрапроксимальний алгоритм

Алгоритм 56 (Адаптивний екстрапроксимальний алгоритм). Обираємо
елементи x1 ∈ C , τ ∈ (0, 1), λ1 ∈ (0,+∞). Покладаємо n = 1.

1. Обчислити

yn = proxλnF (xn,·)xn = argminy∈C

(
F (xn, y) + 1

2λn
‖y − xn‖2

)
.

Якщо yn = xn, то зупинити та xn ∈ S . Iнакше перейти на 2.

2. Обчислити

xn+1 = proxλnF (yn,·)xn = argminy∈C

(
F (yn, y) + 1

2λn
‖y − xn‖2

)
.

3. Обчислити

λn+1 =

{
λn, якщо F (xn, xn+1)− F (xn, yn)− F (yn, xn+1) ≤ 0,

min
{
λn,

τ
2

‖xn−yn‖2+‖xn+1−yn‖2

(F (xn,xn+1)−F (xn,yn)−F (yn,xn+1))

}
, iнакше.

Покласти n := n + 1 та перейти на 1.

6Vedel Y., Semenov V. Adaptive Extraproximal Algorithm for the Equilibrium Problem in Hadamard
Spaces. Lecture Notes in Computer Science, vol. 12422. Springer, Cham. 2020. P 287–300.



Адаптивний екстрапроксимальний алгоритм

Лема 3. Для послiдовностей (xn), (yn), породжених алгоритмом 5, має
мiсце нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2−

−
(

1− τ λn

λn+1

)
‖xn+1 − yn‖2 −

(
1− τ λn

λn+1

)
‖yn − xn‖2, (7)

де z ∈ S .

Теорема 3. Нехай

• C — непорожня опукла та замкнена пiдмножина гiльбертового
простору H;

• для бiфункцiї F : C × C → R виконанi описанi вище умови;

• S 6= ∅.
Тодi породженi алгоритмом 5 послiдовностi (xn), (yn) слабко збiгаються до
розв’язку z ∈ S задачi про рiвновагу (4), причому

lim
n→∞

‖yn − xn‖ = lim
n→∞

‖yn − xn+1‖ = 0.



Адаптивний двоетапний проксимальний алгоритм

Алгоритм 67 (Адаптивний двоетапний проксимальний алгоритм).
Обираємо елементи x1, y0 ∈ C , τ ∈

(
0, 1

3

)
, λ1 ∈ (0,+∞). Покладаємо n = 1.

1. Обчислити

yn = proxλF (yn−1,·)xn = argminy∈C

(
F (yn−1, y) + 1

2λn
‖y − xn‖2

)
.

2. Обчислити

xn+1 = proxλF (yn,·)xn = argminy∈C

(
F (yn, y) + 1

2λn
‖y − xn‖2

)
.

Якщо xn+1 = xn = yn, то зупинити та xn ∈ S . Iнакше перейти
на 3.

3. Обчислити

λn+1 =

 λn, якщо F (yn−1, xn+1)− F (yn−1, yn)− F (yn, xn+1) ≤ 0,

min

{
λn,

τ
2

‖yn−1yn‖2+‖yn−xn+1‖2

(F (yn−1,xn+1)−F (yn−1,yn)−F (yn,xn+1))

}
, iнакше.

Покласти n := n + 1 та перейти на 1.

7Denysov S.V., Kovalenko O.Yu. Semenov V.V. Convergence of Adaptive Algorithms for Equilibrium
Problems in Hadamard Spaces. Journal of Optimization, Differential Equations, and Their Applications.
2025. 33(1). P. 42–67.



Адаптивний двоетапний проксимальний алгоритм
Лема 4. Для послiдовностей (xn), (yn), породжених алгоритмом 6, має
мiсце нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 −
(

1− τ λn

λn+1

)
‖xn+1 − yn‖2−

−
(

1− 2τ
λn

λn+1

)
‖yn − xn‖2 + 2τ

λn

λn+1
‖xn − yn−1‖2, (8)

де z ∈ S .

Теорема 4. Нехай
• C — непорожня опукла та замкнена пiдмножина гiльбертового

простору H;
• для бiфункцiї F : C × C → R виконанi описанi вище умови;
• S 6= ∅.

Тодi породженi алгоритмом 6 послiдовностi (xn), (yn) слабко збiгаються до
розв’язку z ∈ S задачi про рiвновагу (4), причому

lim
n→∞

‖yn − xn‖ = lim
n→∞

‖yn − xn+1‖ = 0.

«Функцiя Ляпунова»

Ln = ‖xn − z‖2 + 2τ
λn

λn+1

‖xn − yn−1‖
2
.



Деякi варiанти та узагальнення

I Алгоритми з дивергенцiєю Брегмана (mirror-prox methods)
I Алгоритми для задач в банахових просторах
I Алгоритми для задач в просторах Адамара
I Алгоритми для дворiвневих задач:

знайти x ∈ VI (A,EP(F ,C)), (9)

де
VI (A,C) = {x ∈ C : (Ax , y − x) ≥ 0 ∀ y ∈ M} ,
EP(F ,C) = {x ∈ C : F (x , y) ≥ 0 ∀ y ∈ C} .

I Задачi з сумою бiфункцiй:

знайти x ∈ C : 1
m

m∑
i=1

Fi (x , y) ≥ 0 ∀y ∈ C (10)
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