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Ðàñòÿæåíèå ïðîñòðàíñòâà è Ëåììà 1
Îïåðàòîðîì ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà

íàçûâàþò îïåðàòîð Rα(ξ), êîòîðûé èìååò âèä
Rα(ξ) = In + (α− 1)ξξT ,

ãäå: In � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðîì n× n;
α > 1 � êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
â íîðìèðîâàííîì íàïðàâëåíèè ξ ∈ En, ‖ξ‖ = 1.

Çäåñü:
En � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì (x, y) äëÿ x ∈ En è y ∈ En.
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Ðàñòÿæåíèå ïðîñòðàíñòâà è Ëåììà 1
Ìàòðèöà B (îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå)

Â ìåòîäàõ èñïîëüçóåòñÿ îáðàòíûé ê Rα(ξ) îïåðàòîð
Rβ(ξ) = In + (β − 1)ξξT , where β =

1
α

< 1,

êîòîðûé îçíà÷àåò "ñæàòèå" ïðîñòðàíñòâà ñóáãðàäèåíòîâ.

Ìàòðèöà B ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå
Bk+1 = Bk ∗Rβk

(ξk) = Bk + (βk − 1)(Bkξ)ξ
T

è òðåáóåò ≈ 2n2 îïåðàöèé óìíîæåíèÿ
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Ðàñòÿæåíèå ïðîñòðàíñòâà è Ëåììà 1
Ëåììà 1 (Stetsyuk, OPTIMA 2014)

Ïóñòü Bk � n×n-ìàòðèöà, òàêàÿ ÷òî ‖B−1
k (xk−x∗)‖≤r;

g1 è g2 � n-ìåðíûå âåêòîðû, òàêèå ÷òî (xk−x∗, g1) ≥ 0 è
(xk−x∗, g2) ≥ 0. Åñëè −‖BT

k g1‖‖BT
k g2‖ < (BT

k g1, B
T
k g2) < 0

è ìàòðèöà Bk+1 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Bk+1=BkRβ1

(
ξ−η

‖ξ−η‖

)
Rβ2

(
ξ+η

‖ξ+η‖

)
, ξ=

BT
k g1

‖BT
k g1‖

, η=
BT

k g2

‖BT
k g2‖

,

ãäå β1=
√

1+(ξ, η) è β2=
√

1−(ξ, η), òî ìàòðèöà Bk+1

èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà: (i) ‖B−1
k+1(xk−x∗)‖ ≤ r;

(ii) det(Bk+1)= det Bk

√
1−(ξ, η)2; (iii) (BT

k+1g1, B
T
k+1g2)=0.
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Ðàñòÿæåíèå ïðîñòðàíñòâà è Ëåììà 1
Îá èíòåðïðåòàöèè ëåììû 1

Èìåþòñÿ:
(1) ëîêàëèçàöèÿ òî÷êè x∗ â ýëëèïñîèäå ‖B−1

k (xk−x∗)‖≤r;
(2) g1 è g2 � íîðìàëè îòñåêàþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé â xk;
(3) òóïîé óãîë ϕk ìåæäó íîðìàëÿìè â Yk = AkX = B−1

k X.

Ïîñëå ðàñòÿæåíèÿ ïî ½ðàçíîñòè íîðìàëåé“

ïîëó÷àåì:
(i) ëîêàëèçàöèþ x∗ â ýëëèïñîèäå ‖B−1

k+1(xk−x∗)‖ ≤ r;
(ii) ìåíüøèé â 1/

√
1− cos2 ϕk ðàç îáúåì ýëëèïñîèäà;

(iii) îðòîãîíàëüíûå íîðìàëè â Yk+1 = Ak+1X = B−1
k+1X.
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Îïòèìàëüíûé 2d-ýëëèïñîèä è åãî ñâîéñòâà
Òåëî W è 2d-ýëëèïñîèä

�

�0x

r

0( , )S x r

Òåëî W ïîëó÷åíî êàê
ïåðåñå÷åíèå øàðà è äâóõ
ïîëóïðîñòðàíñòâ.

�

�

0( , , , )x a b r

ba

0( , )S x r

�

2d-ýëëèïñîèä ñîäåðæèò W è
èìååò ìèíèìàëüíûé îáúåì.

Ñòåöþê Ï.È. r-àëãîðèòìû è ýëëèïñîèäû // Êèáåðíåòèêà
è ñèñòåìíûé àíàëèç. � 1996. � � 1. � C. 113�134.
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Îïòèìàëüíûé 2d-ýëëèïñîèä è åãî ñâîéñòâà
Ñâîéñòâà 2d-ýëëèïñîèäà

(i) Åñëè óãîë ϕ ìåæäó âåêòîðàìè ξ è η òóïîé, òî
2d-ýëëèïñîèä ñîäåðæèò òåëî W .

(ii) Îáúåì 2d-ýëëèïñîèäà ìåíüøå, ÷åì îáúåì øàðà, è ýòî
óìåíüøåíèå ðàâíî √

1− (ξ, η)2 =
√

1− (cos ϕ)2.
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Îïòèìàëüíûé 2d-ýëëèïñîèä è åãî ñâîéñòâà
Ïðåîáðàçîâàíèå 2d-ýëëèïñîèäà â øàð

�

�

0( , , , )x a b r

ba

0( , )S x r

�

òðåáóåò ðàñòÿæåíèÿ
â íàïðàâëåíèè ξ−η

‖ξ−η‖

ñ êîýô. α1=
1√

1+(ξ,η)
> 1

è ïîñëåäóþùåãî ñæàòèÿ
â íàïðàâëåíèè ξ+η

‖ξ+η‖

ñ êîýô. α2=
1√

1−(ξ,η)
< 1.

q =
vol(E(x0, a, b, r))

vol(S(x0, r))
=

(a

r

) (
b

r

)
=

√
1− (ξ, η)2.
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Îïòèìàëüíûé 2d-ýëëèïñîèä è åãî ñâîéñòâà
2d-ýëëèïñîèä äî è ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ
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Îïòèìàëüíûé 2d-ýëëèïñîèä è r-àëãîðèòìû
Áëèçîñòü ê r-àëãîðèòìàì

(iii) â ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ýëëèïñîèä ñòàíåò øàðîì,
à îáðàçû âåêòîðîâ ξ è η áóäóò îðòîãîíàëüíûìè.
Ýòî ïîçâîëÿåò �ðàñøèðèòü� êîíóñ ïîäõîäÿùèõ íàïðàâëåíèé
óáûâàíèÿ ôóíêöèè äëÿ ñóáãðàäèåíòíîãî ïðîöåññà â
ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ, àíàëîãè÷íî òîìó
êàê ýòî äåëàåòñÿ â r-àëãîðèòìàõ.

Øîð Í.Ç., Æóðáåíêî Í.Ã. Ìåòîä ìèíèìèçàöèè,
èñïîëüçóþùèé îïåðàöèþ ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà â
íàïðàâëåíèè ðàçíîñòè äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ãðàäèåíòîâ
// Êèáåðíåòèêà. � 1971. � � 3. � Ñ.51�59.
Øîð Í.Ç. Ìåòîäû ìèíèìèçàöèè íåäèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ. � Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà, 1979.
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Îïòèìàëüíûé 2d-ýëëèïñîèä è r-àëãîðèòìû
Êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ â íàïðàâëåíèè

ðàçíîñòè äâóõ íîðìèðîâàííûõ ñóáãðàäèåíòîâ ðàâåí

α =
α1

α2

=

√
1− (ξ, η)√
1 + (ξ, η)

=

√
1− 2(ξ, η)

1 + (ξ, η)

åñëè (ξ, η) = −1/2, òî α =
√

3,
åñëè (ξ, η) = −

√
2/2, òî α = 1 +

√
2,

åñëè (ξ, η) = −9/10, òî α =
√

19,
åñëè (ξ, η) = −99/100, òî α =

√
199, . . .
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2d-ýëëèïñîèä â óñêîðåíèè ìåòîäà Ïîëÿêà
ÎÝÎ (Îäíîðàíãîâûé Ýëëèïñîèäàëüíûé Îïåðàòîð)

ÎÝÎ åñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð

T1(ξ, η) = I− 1
1−(ξ, η)2

((
1−

√
1− (ξ, η)2

)
η−(ξ, η)ξ

)
ηT , (1)

äåéñòâóþùèé èç En â En. Çäåñü ξ, η ∈ En � âåêòîðû, òàêèå ÷òî
‖ξ‖ = 1,‖η‖ = 1 è (ξ, η)2 6= 1, I � åäèíè÷íàÿ n×n-ìàòðèöà.

Ñòåöþê Ï.È. Îðòîãîíàëèçóþùèå ëèíåéíûå îïåðàòîðû â
âûïóêëîì ïðîãðàììèðîâàíèè (×àñòü I) // Êèáåðíåòèêà è
ñèñòåìíûé àíàëèç. � 1997. � � 3. � C.97�119.

ÎÝÎ ïðåîáðàçóåò â øàð 2d-ýëëèïñîèä, îïèñàííûé âîêðóã òåëà
W , êîòîðîå ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå ïåðåñå÷åíèÿ øàðà è äâóõ
ïîëóïðîñòðàíñòâ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç öåíòð øàðà.
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2d-ýëëèïñîèä â óñêîðåíèè ìåòîäà Ïîëÿêà
2d-ýëëèïñîèä äî è ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ
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2d-ýëëèïñîèä â óñêîðåíèè ìåòîäà Ïîëÿêà
Ïðèìåð 1 (êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ)
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2d-ýëëèïñîèä â óñêîðåíèè ìåòîäà Ïîëÿêà
Ïðèìåð 3 (êóñî÷íî êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ)
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2d-ýëëèïñîèä â óñêîðåíèè ìåòîäà Ïîëÿêà
Âîïðîñû?

ÑÏÀÑÈÁÎ ÇÀ ÂÍÈÌÀÍÈÅ!
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