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k-Âåðøèííèé öèêë ó ïîâíîìó ãðàôi
Ùî òàêå k-âåðøèííèé öèêë?

Çàäàíi:
Dn,n � ïîâíèé ãðàô, äå n � êiëüêiñòü âåðøèí
dij > 0 � âiäñòàíü ìiæ âåðøèíàìè i òà j, i 6= j
s � âåðøèíà, â ÿêié ïî÷èíà¹òüñÿ òà çàâåðøó¹òüñÿ öèêë

k-âåðøèííèé öèêë (1 ≤ k ≤ n− 1)
öå öèêë, ÿêèé ïðîõîäèòü ÷åðåç k âåðøèí ãðàôà Dn,n

(âåðøèíà s íå âðàõîâó¹òüñÿ)

(n−1)-âåðøèííèé öèêë ¹ ãàìiëüòîíîâèì öèêëîì
(ïðîõîäèòü ÷åðåç óñi âåðøèíè ãðàôà Dn,n)
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k-Âåðøèííèé öèêë ó ïîâíîìó ãðàôi
Áóëåâi òà íåïåðåðâíi çìiííi

áóëåâi çìiííi: n(n− 1) + (n− 1)

xij =

{
1, ÿêùî äóãà (i, j) âêëþ÷à¹òüñÿ â öèêë,
0, â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó

yi =

{
1, ÿêùî öèêë ïðîõîäèòü ÷åðåç âåðøèíó i,
0, â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó

íåïåðåðâíi çìiííi: n(n− 1)

zij � âåëè÷èíà ïîòîêó âiä âåðøèíè i äî âåðøèíè j
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Çàäà÷à äëÿ íàéêîðîòøîãî k-âåðøèííîãî öèêëó
Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i (ïðîäîâæåííÿ áóäå)

çíàéòè
d∗k = min

xij

n∑
i=1

n∑
j=1,j 6=i

dijxij (1)

ïðè îáìåæåííÿõ
n∑

j=1,j 6=s

xsj = 1,
n∑

j=1,j 6=s

xjs = 1, (2a)

n∑
j=1,j 6=i

xij = yi,
n∑

j=1,j 6=i

xji = yi, i = 1, . . . , n : i 6= s, (2b)

n∑
i=1,i6=s

yi = k, (3)
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Çàäà÷à äëÿ íàéêîðîòøîãî k-âåðøèííîãî öèêëó
Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i (ïðîäîâæåííÿ)

zij − kxij ≤ 0, i, j = 1, . . . , n, i 6= j, (4)

n∑
j=1,j 6=s

zsj = k,
n∑

j=1,j 6=s

zjs = 0, (5a)

n∑
j=1,j 6=i

zij −
n∑

j=1,j 6=i

zji = −yi, i = 1, . . . , n : i 6= s, (5b)

yi = 0 ∨ 1, i = 1, . . . , n : i 6= s, (6a)

xij = 0 ∨ 1, zij ≥ 0, i, j = 1, . . . , n : i 6= j (6b)
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Çàäà÷à äëÿ íàéêîðîòøîãî k-âåðøèííîãî öèêëó
Õàðàêòåðèñòèêà çàäà÷i

Çàäà÷à (1)-(6)
¹ çàäà÷åþ çìiøàíîãî áóëåâîãî ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ.

Âîíà ìà¹
2n2−n−1 çìiííèõ: áóëåâèõ n2−1, íåïåðåðâíèõ n(n−1),
òà
n2+2n+1 îáìåæåíü: ðiâíîñòåé 3n+1, íåðiâíîñòåé n(n−1).
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Çàäà÷à äëÿ íàéêîðîòøîãî k-âåðøèííîãî öèêëó
Çìiñò çàäà÷i (1)�(6)

Ìiíiìiçàöiÿ öiëüîâî¨ ëiíiéíî¨ ôóíêöi¨ â (1) âiäïîâiäà¹
çíàõîäæåííþ k-âåðøèííîãî öèêëó ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè d∗k

Ëiíiéíi îáìåæåííÿ (2)�(6)
îïèñóþòü óñi ìîæëèâi öèêëè ç âåðøèíè s, ÿêi ïðîõîäÿòü
÷åðåç k âåðøèí ãðàôà Dn,n (âåðøèíà s íå âðàõîâó¹òüñÿ)
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Çàäà÷à äëÿ íàéêîðîòøîãî k-âåðøèííîãî öèêëó
Äåòàëüíiøå ïðî îáìåæåííÿ (2)�(5)

Îáìåæåííÿ (2) òà (3):
Îáìåæåííÿ (3) çàäà¹ k âåðøèí, ÷åðåç ÿêi ïðîõîäèòü öèêë
ç âåðøèíè s (äëÿ íèõ yi = 1). Äëÿ öèõ k âåðøèí òà äëÿ
âåðøèíè s îáìåæåííÿ (2) îïèñóþòü îäíîðàçîâèé âõiä ó
âåðøèíó òà îäíîðàçîâèé âèõiä ç âåðøèíè.

Îáìåæåííÿ (4) òà (5):
Îáìåæåííÿ (4) ãàðàíòóþòü ïåðåâåçåííÿ ïðîäóêòó ìiæ
âåðøèíàìè i òà j òiëüêè òîäi, ÿêùî xij = 1.
Îáìåæåííÿ (5) îçíà÷àþòü, ùî ç âåðøèíè s ïîòðiáíî
ðîçâåñòè k îäèíèöü ïðîäóêòó, çàëèøàþ÷è â êîæíié ç
âåðøèí öèêëó ðiâíî îäíó îäèíèöþ ïðîäóêòó.
Âîíè çàáåçïå÷óþòü çâ'ÿçíiñòü k-âåðøèííîãî öèêëó
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Çàäà÷à äëÿ íàéêîðîòøîãî k-âåðøèííîãî öèêëó
×àñòêîâèé âèïàäîê çàäà÷i (1)�(6)

ßêùî k = n− 1,
òî îòðèìó¹ìî çàäà÷ó äëÿ íàéêîðîòøîãî ãàìiëüòîíîâîãî
öèêëó, ÿêà ðiâíîñèëüíà âiäîìié çàäà÷i êîìiâîÿæåðà [1].

1. Êðèñòîôèäåñ Í. Òåîðèÿ ãðàôîâ. Àëãîðèòìè÷åñêèé
ïîäõîä / Í. Êðèñòîôèäåñ. � M: Ìèð, 1978. � 432 ñ.
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Çàäà÷à äëÿ íàéêîðîòøîãî ãàìiëüòîíîâîãî öèêëó
Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i (ïðîäîâæåííÿ áóäå)

çíàéòè
d∗ = min

xij

n∑
i=1

n∑
j=1,j 6=i

dijxij (7)

ïðè îáìåæåííÿõ
n∑

j=1,j 6=i

xij = 1,
n∑

j=1,j 6=i

xji = 1, i = 1, . . . , n : i 6= s, (8)
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Çàäà÷à äëÿ íàéêîðîòøîãî ãàìiëüòîíîâîãî öèêëó
Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i (ïðîäîâæåííÿ)

zij − (n− 1)xij ≤ 0, i, j = 1, . . . , n : i 6= j, (9)

n∑
j=1,j 6=s

zsj = n− 1,
n∑

j=1,j 6=s

zjs = 0, (10a)

n∑
j=1,j 6=i

zij −
n∑

j=1,j 6=i

zji = −1, i = 1, . . . , n : i 6= s, (10b)

xij = 0 ∨ 1, zij ≥ 0, i, j = 1, . . . , n : i 6= j (11)
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Çàäà÷à äëÿ íàéêîðîòøîãî ãàìiëüòîíîâîãî öèêëó
Çàäà÷à (7)-(11) ñïiâïàäà¹

ç ôîðìóëþâàííÿì çàäà÷i êîìiâîÿæåðà â [2], ñòîð. 46.

2. Àëåêñååâà Å.Â. Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðèìåðû
è çàäà÷è: Ó÷åá. ïîñîáèå / Å.Â. Àëåêñååâà. � Íîâîñèá. ãîñ.
óí-ò. � Íîâîñèáèðñê, 2012. � 131 ñ.
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Çàäà÷à äëÿ íàéêîðîòøîãî ãàìiëüòîíîâîãî öèêëó
Ðîëü îáìåæåíü (8)�(11) â çàäà÷i êîìiâîÿæåðà

Îáìåæåííÿ (8)�(11)
îïèñóþòü óñi ìîæëèâi ãàìiëüòîíîâi öèêëè ó ãðàôi Dn,n

Îáìåæåííÿ (8)
çàáåçïå÷óþòü îäíîðàçîâèé âõiä ó âåðøèíó òà îäíîðàçîâèé
âèõiä ç âåðøèíè (äëÿ âñiõ n âåðøèí).

Îáìåæåííÿ (9) òà (10)
çàáåçïå÷óþòü çâ'ÿçíiñòü ãàìiëüòîíîâîãî öèêëó çà ðàõóíîê
ïåðåâåçåííÿ (n−1) îäèíèöü ïðîäóêòó ç âåðøèíè s,
çàëèøàþ÷è â êîæíié ç iíøèõ âåðøèí öèêëó ðiâíî îäíó
îäèíèöþ ïðîäóêòó.
Âîíè äîçâîëÿþòü óíèêíóòè ïiäöèêëiâ â çàäà÷i êîìiâîÿæåðà.
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Ïðî ñêëàäíiñòü çàäà÷i
Çìiñò

1 k-Âåðøèííèé öèêë ó ïîâíîìó ãðàôi

2 Çàäà÷à äëÿ íàéêîðîòøîãî k-âåðøèííîãî öèêëó

3 Çàäà÷à äëÿ íàéêîðîòøîãî ãàìiëüòîíîâîãî öèêëó

4 Ïðî ñêëàäíiñòü çàäà÷i

18/25 Ñòåöþê Ï.I. Áóëåâà çàäà÷à äëÿ íàéêîðîòøîãî k-âåðøèííîãî öèêëó



Ïðî ñêëàäíiñòü çàäà÷i
Ïðî ñêëàäíiñòü çàäà÷ (1)�(6) òà (7)�(11)

Çàäà÷à çíàõîäæåííÿ íàéêîðîòøîãî k-âåðøèííîãî öèêëó
ñêëàäíiøà, íiæ çàäà÷à çíàõîäæåííÿ íàéêîðîòøîãî
ãàìiëüòîíîâîãî öèêëó.

Öå îáóìîâëåíî òèì, ùî ïîòðiáíî âèçíà÷èòè ïiäìíîæèíó
âåðøèí, äëÿ ÿêî¨ áóäå çíàéäåíî ãàìiëüòîíiâ ïiäöèêë.

Öå ïiäòâåðäæóþòü ðîçðàõóíêè äëÿ ñåìè çàäà÷ êîìiâîÿæåðà
ç áiáëiîòåêè TSPLIB. Ïðîâîäèëèñÿ íà NEOS-ñåðâåði çà
äîïîìîãîþ ïðîãðàìè gurobi 5.5.0 [3].
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Ïðî ñêëàäíiñòü çàäà÷i
Ïðîãðàìà gurobi äëÿ çàäà÷ ç áiáëiîòåêè TSPLIB

Çàäà÷à n d∗ t(sec) k d∗k t(sec)
st70.tsp 70 675 14.33 + 35 268 23.58
eil76.tsp 76 538 11.29 � 38 219 11.55
kroA100.tsp 100 21282 105.80 � 50 9427 1194.46
kroB100.tsp 100 22141 75.27 50 9307 752.97
kroD100.tsp 100 21294 221.15 + 50 8929 1268.61
kroE100.tsp 100 22068 118.21 50 9312 644.35
eil101.tsp 101 629 29.57 � 50 232 133.16

Ðåçóëüòàòè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i (1)�(6)
ïðè k=n−1 (çàäà÷à êîìiâîÿæåðà) � â êîëîíêàõ 3, 4 òà 5,
ïðè k = n/2 òà s = 1 � â êîëîíêàõ 6, 7, 8.
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Ïðî ñêëàäíiñòü çàäà÷i
Ùî âèäíî iç òàáëèöi?

Çàäà÷à n d∗ t(sec) k d∗k t(sec)
st70.tsp 70 675 14.33 + 35 268 23.58
eil76.tsp 76 538 11.29 � 38 219 11.55
kroA100.tsp 100 21282 105.80 � 50 9427 1194.46
kroB100.tsp 100 22141 75.27 50 9307 752.97
kroD100.tsp 100 21294 221.15 + 50 8929 1268.61
kroE100.tsp 100 22068 118.21 50 9312 644.35
eil101.tsp 101 629 29.57 � 50 232 133.16

Çíàõîäæåííÿ k-âåðøèííîãî öèêëó âèìàãà¹ áiëüøèõ âèòðàò
ïî ÷àñó, íiæ çàäà÷à êîìiâîÿæåðà. Òàê, íàïðèêëàä, äëÿ
ãðàôà kroA100.tsp âîíè áiëüøi â äåñÿòü ðàçiâ.
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Ïðî ñêëàäíiñòü çàäà÷i
Âèñíîâêè:

1. Ñôîðìóëüîâàíà çàäà÷à çìiøàíîãî áóëåâîãî ëiíiéíîãî
ïðîãðàìóâàííÿ äëÿ íàéêîðîòøîãî öèêëó ÷åðåç çàäàíó
êiëüêiñòü âåðøèí ïîâíîãî ãðàôà.

2. ×àñòêîâèé âèïàäîê äà¹ ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i äëÿ
çíàõîäæåííÿ íàéêîðîòøîãî ãàìiëüòîíîâîãî öèêëó.

3. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè äëÿ òåñòîâèõ çàäà÷ êîìiâîÿæåðà
ç áiáëiîòåêè TSPLIB.
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Ïðî ñêëàäíiñòü çàäà÷i
Ïîñèëàííÿ:

1. Êðèñòîôèäåñ Í. Òåîðèÿ ãðàôîâ. Àëãîðèòìè÷åñêèé
ïîäõîä / Í. Êðèñòîôèäåñ. � M: Ìèð, 1978. � 432 ñ.

2. Àëåêñååâà Å.Â. Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
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Ïðî ñêëàäíiñòü çàäà÷i
Ïîäÿêè

Ðîáîòà âèêîíàíà ïðè ôiíàíñîâié ïiäòðèìöi ÍÀÍ Óêðà¨íè
(ïðîåêòè � 0113U003146 òà � 0112U002251).
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Ïðî ñêëàäíiñòü çàäà÷i
Çàïèòàííÿ?

ÄßÊÓÞ ÇÀ ÓÂÀÃÓ!
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